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1. Introduccion

En los ultimos afios el desarrollo de la dptica plasménica ha tenido un avance altamente
significativo por las potenciales aplicaciones que ofrece tales como; el desarrollo de
metamateriales, espectroscopia ramman sintonizable, pinzas plasmodnicas e implementacion de
guias Opticas plasmonicas, asi como el desarrollo de sensores plasmdnicos, en particular los
sensores de hidrocarburos y de hidrégeno [1].

En el presente trabajo de tesis se establecen los fundamentos de dptica plasmdnica y se estudian
los modelos de polarizacién parcial, el tratamiento se extiende a la descripcién de los efectos de
coherencia parcial plasmodnica, lo cual permite establecer el Teorema de Van Cittert-Zernike
plasmodnico. De esta forma, se establece una analogia entre éptica para ondas homogéneas con el
estudio de los campos plasmdnicos. Un tépico de gran interés es la posibilidad de sintesis de las
singularidades de polarizacién plasmdnica, el cual ofrece aplicaciones para el desarrollo de pinzas
plasmodnicas. Las singularidades se generan por el hecho de que las correlaciones en amplitud de
un campo plasmdnico se propagan como una onda. Las singularidades se pueden encontrar desde
la funcién de fase cuyo estudio tiene como soporte tedrico el método de fase estacionaria.

Una contribucién importante del trabajo de tesis consiste en encontrar la ecuacién diferencial que
nos describe la geometria asociada a las singularidades plasmdnicas.

Para la descripcién de los efectos de polarizacién parcial plasmdnica se establece una analogia con
los modelos de polarizacién para campos electromagnéticos propagandose en el espacio libre. Y
para establecer el teorema de Van Cittert-Zernike plasmaénico se traslada la teoria de coherencia
parcial, asi como, la propagacién de campos electromagnéticos correlacionados al ambiente
plasmdnico. Un resultado que se prueba, es que los plasmones elementales no son susceptibles de
ser polarizables, sin embargo, el campo asociado a la interferencia permite inducir efectos de
polarizacidn, cuyo analisis se genera mediante la proyeccién sobre tres planos mutuamente
perpendiculares, lo cual permite establecer un conjunto de pardmetros de Stokes asociados a cada
plano. Se encuentra la representacién de los pardmetros de Stokes para campos plasmdnicos
completamente coherentes y se extienden para campos interferidos parcialmente coherentes y
polarizados. Dichas representaciones permiten establecer los fundamentos de la teoria de
coherencia plasménico por medio de la matriz de coherencia en donde cada término de dichas
matrices son las correlaciones de los campos eléctricos constituyentes. Para la descripcion de las
correlaciones plasmaénicas se utiliza el modelo del espectro angular, con lo cual se prueba que las
correlaciones se propagan como una onda. Lo cual nos da la pauta para analizar los términos de la
matriz de coherencia y mostrar que sus elementos correspondientes tienen estructura de
transformada de Fourier lo cual corresponde con el teorema de Van Cittert-Zernike, el estudio se
extiende a la propagacion de la matriz de coherencia a diferentes puntos de la superficie metilica.



1.1 Objetivo general

El objetivo de este trabajo de tesis, es dar una descripcidn de los efectos de polarizacion utilizando
como estructura prototipo los campos plasmaénicos interferidos, ademas dar una descripcion de la
teoria de coherencia parcial para estos campos. De esta forma establecer el teorema de Van
Cittert-Zernike para campos plasmodnicos.

1.2 Estructura de la tesis

Para cumplir con el objetivo anteriormente descrito, la estructura de la tesis es la siguiente. En el
capitulo 2 se establecen los conceptos fundamentales de polarizacidn, y se establece la teoria de
coherencia parcial utilizando la estructura modal de un campo plasmdnico. En el capitulo 3 se
describe la amplitud plasmdnica generada por la interferencia entre dos modos plasmédnicos y se
establece una analogia con la teoria clasica de polarizacion. De esta forma, se identifican los
parametros susceptibles de ser controlados para implementar los procesos de polarizacidn parcial
plasmdnica. Mediante la proyeccién del campo eléctrico sobre tres planos mutuamente
perpendiculares se establece un conjunto de pardmetros de Stokes, los cuales llevan la
informacidon de los efectos de coherencia parcial los se ven reflejados en las trayectorias de
polarizacion. El modelo incluye los casos de campos plasmdnicos totalmente coherentes y otro
conjunto de parametros de Stokes para campos plasmodnicos parcialmente polarizados vy
coherentes. En el capitulo 4 se establece una matriz de coherencia cuyos elementos tienen
estructura de transformada de Fourier lo cual constituye el teorema de Van Cittert-Zernike
plasmodnico. Se establece una matriz generalizada de coherencia cuyo andlisis se siguen dos
caminos, una es mediante la propagacion de correlaciones y la otra en un contexto puramente
matematico mediante el producto directo entre matrices. En ambos casos se encuentra la matriz
de coherencia generalizada. Finalmente en el capitulo 5 se enuncian las conclusiones generales y
se bosqueja el trabajo a futuro. En esta tesis se incluyen 6 apéndices los cuales permiten hacer
fluida la lectura sin descuidar el formalismo teérico.



2. Conceptos tedricos fundamentales

En este capitulo se establecen los fundamentos de dptica plasmdnica haciendo énfasis en la
descripcién de un modo plasménico y se utiliza para establecer el modelo del espectro angular
plasménico. Se describen los conceptos de polarizacién y de teoria de coherencia parcial y se
encuentra la estructura de la matriz de coherencia. Finalmente se describen los conceptos de
singularidades dpticas.

2.1 Modos Plasmdnicos elementales

En esta seccidn se presenta una descripcion general de que es un plasmén superficial los cuales se
utilizardn posteriormente para el estudio de polarizacién plasménica. Estamos interesados en la
descripcién de ondas propagandose sobre una superficie metdlica utilizando como medio de
transporte los electrones libres los cuales se interpretan como un “mar” de electrones que
corresponde a un plasma. La onda generada se conoce como un plasmoén superficial [2].
Histéricamente el estudio de plasmones se generd en fisica del estado sélido, interpretando al
plasmdn como la cuasiparticula resultado de la cuantizacion de las oscilaciones del plasma, de la
misma forma que un fotén o un fondn son cuantizaciones de
ondas electromagnéticas y mecdnicas. Por tanto, los plasmones son oscilaciones de la densidad
del gas de Fermi (gas de electrones libres [2]), usualmente a frecuencias dpticas. También pueden
interactuar con un fotén para crear una tercera cuasiparticula llamada polaritén de plasma. El
estudio de los plasmones superficiales se puede obtener desde las ecuaciones de Maxwell, lo cual
es el punto de vista que se sigue en este trabajo de tesis. Los plasmones son importantes para
describir las propiedades opticas de los metales. Los plasmones de superficie son ondas no
homogéneas cuya propagacion estd confinada a la superficie metalica [3], esto es, ocurren en la
interfaz entre un dieléctricoy un metal. Permiten explicar las anomalias en la difracciéon de
una red de difraccion metdlica (Anomalia de Wood) y también son utiles en la espectroscopia
Ramman de superficie entre otras aplicaciones. La resonancia de plasmones superficiales es
utilizada en bioquimica [2].

Muchas investigaciones se han centrado en el rango de las microondas porque es posible diseiar
mecdanicamente superficies materiales con patrones del orden de algunos pocos centimetros que
son Utiles para estas longitudes de ondas. En cambio, crear plasmones superficiales en el rango
Optico implica producir superficies con geometrias menores a los 400 nm.

Como se menciond anteriormente los plasmones se propagan en la interface entre dos medios
distintos, uno es un dieléctrico con una permitividad &, y el otro es un metal con permitividad ¢, ,
como se muestra en la Fig.2.1. Se desea una onda en una interface metal-dieléctrico con direccién

de propagacién z y un coeficiente de atenuacién a en la direccién x.
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Fig.2.1: Esquema de dos campos propagdndose en direccién Z, uno propagandose en un dieléctrico con permitividad &,

mientras que el otro en un metal con permitividad &.

Los dos campos electromagnéticos en cada medio se modelan como [2]:
E;(x,2) = exp{if, 2z} exp{—a,x} (a;i + by k) (2.1.1)
E,(x,2) = exp{if,z} exp{—ayx} (ayl + bok) ; (2.1.2)
la estructura anterior satisface la ecuacién de Helmholtz .En donde f3; es el término que describe
la propagacién de la onda plasmdnica y se conoce como la relacién de dispersiéon del campo

propagdndose en el dieléctrico y 5, la relacién de dispersién del campo propagandose en el metal,
a; es el factor de decaimiento, a; y b; son las amplitudes de los campos en las componentes en

las direcciones i y k respectivamente. El y Ez estdn relacionados por las condiciones de frontera
entre el dieléctrico y el metal [2].
El problema consiste en relacionar S;,a;, a;, bicon las propiedades del medio. Usando las
condiciones de frontera tenemos que [4]:
Eir = E,r ; enx = 0y zarbitrario,
entonces:
bl = b2 . (2123)

De la condicidon de frontera para las componentes normales tenemos que:

SlElN = SZEZN , (212b)

de donde:

&aq = &a, , (212C)



por lo tanto:
€1

az = _al. (led)

€2

La relacion (2.1.2d) nos dice que las componentes normales de los campos estan relacionadas
debido a que estamos estudiando una interface dieléctrico-metal y es natural que sus amplitudes
en la direccion normal se mantengan solo que estando una de ellas escalada por las
permitividades de los campos.

De las condiciones de frontera y de condicidon de amarre [2], las relaciones de dispersion para cada
campo f; y B, son iguales en la interface ya que de lo contrario un campo se atrasaria respecto
del otro, es decir, llevan la misma velocidad.
Ahora bien, la onda superficial en cada medio toma la forma:
E;(x,2) = exp{ifiz} exp{—a,x} (ai + bk) (2.1.3)
E,(x,z) = exp{iBz} exp{—a,x} (i—l ai + bl?). (2.1.4)
2

Supongamos medios libres de carga, entonces se cumplen las siguientes relaciones:

V-E,=0 y V-E,=0; (2.1.5)

entonces tenemos que:
(—aay + ibB)exp{—a;,x} exp{ifz} =0, (2.1.6)
(—aa2 i—: + ibﬁ) exp{—a,x} exp{ifz} =0, (2.1.7)

de las ecuaciones (2.1.6,2.1.7) encontramos que:

a, = —a, , (218)

€1

o
usando la ecuacién (2.1.8) en la ecuacion (2.1.7) encontramos que el campo E, se escribe de la
siguiente forma:

E,(x,z) = exp{ifz} exp {—i—zax} (i—l al + bl?). (2.1.9)
1 2

Sustituyendo las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.9) en la ecuacién de Helmholtz y haciendo primero el
analisis para la componente en direccidn i se obtienen las siguientes expresiones:



27 2 N
aale +% +k{E =0, ki=kie (2.1.10)
2 2p 5
aaszz + aaZEZ +k3E, =0, ki=kis, (2.1.11)
entonces:
a? =2 +kie =0 y a?2—2p2tkie, =0 (2.1.12)
1 2

Para la componente en direccidn k del campo E, tenemos que:

2
i—gaz — B2+ ki, =0, (2.1.13)

1

Sustituyendo la primera ecuacion de las ecuaciones (2.1.12) en la (2.1.13) podremos obtener el
resultado deseado.

2
= (B —kie)) = p* +kie, = 0, (2.1.14)
entonces:
2 é_ 2 _é _
P (E% ) + ko (sz gl) =0 (2.1.15)
de aqui que:
()
B =—7—+ (2.1.16)

haciendo el dlgebra correspondiente con la ecuacion (2.1.16) el resultado queda como:

2 _ (182 2 _w
g2 = (—51+£2) k3 con ko =1 (2.1.17)
por lo tanto:
= o (2252)F = o ()2 2.1.18
B =ko £1te, T oo \egtsy ’ (2.1.18)
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La ecuacidén (2.1.18) es la relacién de dispersion la cual es continua sobre la interface ya que de no
serlo los campos tendrian entre ellos un retraso [2].

Supongamos que & > 0, para metales tenemos que &, =&+ inysié <0y |&| >¢ laonda
resultante adquiere la forma de una onda plasmdnica. Se tiene entonces que [ es un nimero
complejo dadas las propiedades de los materiales.

Ao
De lo anteriormente expuesto se tiene que el plasmdn es una onda no radiativa y por lo tanto el

£1& 1/2 w 21
Se cumple que ‘(ﬁ) ‘ > 1 entonces |B| > —=ko , kg =— entonces 8 > ko
1 2

proceso inverso de una onda con vector de onda k incidiendo sobre una superficie metélica plana
no puede excitar al plasmén. Una consecuencia de que la relacién de dispersion sea compleja, es
que la distancia de propagacidn en medios semi-infinitos es corta, aproximadamente 10 um, lo
cual es una limitante para la implementacion de la éptica plasménica. Este ultimo punto se puede
resolver utilizando peliculas delgadas de espesor del orden de 20 — 100 nm

2.2 Polarizacion
Polarizacion se define como el estudio de la trayectoria que describe el campo eléctrico como

funcidon de amplitudes y fases relativas, es una caracteristica que presentan las ondas vectoriales
[1,6]. La onda de interés propagandose en la direccidn z es de la forma:

E= (Ex) (2.2.1)
E,) 2.
dénde:
Ey = Eoxexp {i(kz — wt)} y E, = Epyexp {i(kz — wt + §)} (2.2.2)

La trayectoria que sigue el campo eléctrico es una elipse en un plano perpendicular a la direccidn
de propagacion. La ecuacion para E,, se puede escribir de una forma equivalente como sigue:

;—y = cos(kz — wt) cos § — sin(kz — wt) sin§ (2.2.3)
oy

Desarrollando el dlgebra correspondiente se llega a la siguiente expresion:

E

= =L g6 — sin(kz — wt) sin &
Eoy  Eox
entonces:
Ey  Ey . .
—~ — —*cosd = —sin(kz — wt) sin 6. (2.2.4)
Eoy  Eox

11



Se tiene también que:

1/2

2
sin(kz — wt) = [1 - (&) ] , (2.2.5)
0x
sustituyendo la ecuacién (2.2.5) en (2.2.4) nos lleva a:
2 211/2
By _ Ex — |12 (£ 82
(Eoy £, €08 6) = [1 (on) ] (sind)~. (2.2.6)
Finalmente se obtiene:
() + () -2(2) (2)ons - oy
Fon Foy Zor) oy cosd = (sind)~. 2.

Esta es la ecuacién de una elipse cuyos ejes forman un angulo a con el sistema coordenado
(Ex, Ey) que satisface [5]:

2EgxEgy COS S

tan2a = , (2.2.8)

2 2
Eox _Eoy

T 3w .z ‘. .
cuandoa =006 = +5, i7, ..., la ecuacion (2.2.8) toma la forma candnica de una elipse:

2 2
Ex Ey

2 2
Eox Eoy

= 1. (2.2.9)

Ademas, si Eoy = Eyy, = Ej la ecuacion (2.2.9) se reduce a:
E.* +E,* =Ey*, (2.2.10)

lo cual nos da una polarizacion circular. Ahora, si § es un multiplo par de 7, la ecuacién (2.2.7)
toma la forma:

E,
E, = EL; s (2.2.11)
y similarmente para multiplos impares de m:
E,=—-22p (2.2.12)
y Y 2.

lo cual representa polarizacién lineal [5].

12



2.2.1 Parametros de Stokes

Hasta ahora hemos considerado la luz polarizada en términos del campo eléctrico cuya
representacion mas general es la de la luz eliptica. Las medidas hechas en la practica son
generalmente promedios sobre intervalos de tiempo comparativamente largos, por lo que seria
mds conveniente introducir algunos parametros alternativos para describir la polarizacion, a estos
pardmetros se les conoce como pardmetros de Stokes, que pueden determinarse
experimentalmente.

Los parametros de Stokes en términos de las amplitudes y fases relativas estan dados por las
siguientes ecuaciones [8]:

So = Eox” + Egy° (2.2.13)
S1 = Egx® — Egy° (2.2.14)
Sy = 2EgxEgy cos b (2.2.15)
Ss = 2EgxEqy sind (2.2.16)

Esto para luz monocromatica, ademas las amplitudes y la fase relativa § entre los campos son
independientes del tiempo, donde S, representa la energia de la onda, el parametro S; mide la
asimetria en la energia entre los campos constituyentes, S, y S3; son dos parametros
complementarios que se relacionan con la orientacién del eje de la elipse. Podemos identificar los

siguientes casos:
1)6 =0.

Entonces, S, = 2EgyxEy, > 0y S5 = 0.
Por lo tanto se tiene polarizacidn lineal

2)6 = m.

Entonces, S; = 2EgxEy, <0y S; = 0.

Por lo tanto se tiene polarizacién lineal, el valor negativo de S, distingue los dos modos de
polarizacidn lineal.

3)6 = m/2.

Entonces, S; = 0y S5 = 2Eg,Epy, > 0.

Por tanto se tiene polarizacién eliptica izquierda, el valor positivo de S5 indica que el sentido es
izquierdo. Si S; = 0 la polarizacién es circular.

13



4)8 = 3m/2.

Entonces, §; = 0yS3; = —2EE,, < 0.
Por tanto se tiene polarizacién eliptica derecha, el signo negativo de S5 indica que el sentido es a
la derecha. Si §; = 0 la polarizacién es circular.

Ahora bien, en el caso general de radiacion no monocromatica se miden los valores promedio,
sobre tiempo o frecuencia de los parametros de Stokes. Entonces los parametros de Stokes en
este caso son [5,8]:

So =< Egx” > +< Ep, % > (2.2.17)
Sy =< Egp® > —< Epy,* > (2.2.18)
S, =< 2EgyEgy cos & > (2.2.19)
S3 =< 2EgEqy siné > (2.2.20)

Si el haz no estd polarizado < Ej, % >=< Eoy2 > , ademas Eoy y Eyy no tienen cero como
promedio ya que el cuadrado de la amplitud siempre es positivo, entonces, Sy es igual y
S =S, =53 =0. Los ultimos dos parametros promedian cero independientemente de las
amplitudes, ademas, es comun y conveniente normalizar los parametros dividiendo cada uno por
So- El conjunto de parametros de Stokes para luz natural es (1,0,0,0), si la luz esta polarizada
horizontalmente los pardmetros normalizados son (1,1,0,0), similarmente para polarizacién
vertical los pardametros son (1,—1,0,0), para luz circular derecha (1,0,0,1), para luz circular
izquierda (1,0,0, —1). Cuando la luz es completamente polarizada los parametros cumplen con la
siguiente relacion:

So2 =57+ S,% + 532 (2.2.21)

Ademas, para luz parcialmente polarizada el grado de polarizacién estd dado por la ecuacion
siguiente:

_(5,2+5,2+5;2)?
— .

V (2.2.22)
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2.3 Teoria de coherencia

En esta seccién se describe la teoria de coherencia para el caso vectorial. Entendemos a la
coherencia como una medida de la similitud que tiene un campo electromagnético consigo mismo
en diferentes puntos del espacio o consigo en un mismo punto del espacio pero en diferentes
tiempos. Usamos la representacidon matricial para identificar la matriz de coherencia, con esto se
hace el andlisis de la propagacién de correlaciones que nos lleva finalmente al teorema de Van
Cittert-Zernike. También se mencionan algunos conceptos sobre singularidades de polarizacion.

2.3.1 Teoria de coherencia: caso vectorial

Para describir la teoria de coherencia vectorial hacemos uso del sistema esquematizado en la Fig.
2.2 el cual tiene una fuente primaria extendida. De un punto de la fuente emerge el campo, el cual
se propaga en distintas direcciones. Los campos en los puntos p y g tienen asociados un estado de
polarizacidn, justo después de los puntos mencionados colocamos un analizador el cual nos
permitira obtener las componentes del campo y sus estados de polarizacién en el punto s.

Fuente primaria p o S

analizador

q

Fig. 2.2: Esquema de la fuente primaria extendida de donde emerge un campo eléctrico hacia los puntos p y q, para
después propagarse a través de un analizador y obtener el estado de polarizacién del campo en el punto s.

Los campos en los puntos p y q estan dados por:

Ei (p) = ta;exp{id;} exp {ikrip} + jb;exp {iy;}exp {ikrip}
(2.3.1)

El- (q) = ta;exp {id;}exp {ikriq} + jb;exp {iy;}exp {ikriq},
dénde a; y b; son las amplitudes de cada componente en los puntos p y g respectivamente, y; y §;

son las fases en cada componente, 1, y 134 son los vectores de posicion que hay entre puntos de
la fuente y los puntosp y q.
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El campo total de la fuente primaria en los puntos p y g se expresa como:

N
Br(p) = ) (ia; exp(is) + b explied) exp {ikrip} = iy + iy

=1

N
Er(q) = Z(iajexp {iéj} + jbjexp {iy]-}) exp{ikrjq} =1i¢p, + ji, .
j=1

dénde:
¢, = a; exp{id;} exp {ikrip}
1 = b; exp{iy;}exp {ikry, },

que son las expresiones para cada componente del campo en el punto p.
De manera similar tenemos:

¢, = ajexp {i6;} exp{ikr;,}

2 = bjexp {iv;} exp{ikrjq},
que son las expresiones para cada componente del campo en el punto q.

El campo total en el punto s se expresa como:

E(s) = ¢4 cos 8 exp {ikrys} + 1y sin @ exp {ikrys}

+¢, cos 0 exp{ikrys} + 1, sin 0 exp{ikr,s}.

(2.3.2)

(2.3.2a)

(2.3.2b)

(2.3.3)
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La intensidad en el punto s es:

I(s) = E(S)E*(s) = ¢1¢7(cos 0)? + ¢35 sin6 cos 6 + ¢ 3 (cos 0)?exp {ik(r,s — 145)}
+¢1P5 cos 6 sin 6 exp {ik(rps — rqs)} + 1, ¢] cos O sin
+,;(sin 6)? + P, ¢; sin O cos O exp {ik(rps - rqs)}
+,93(sin 0)2exp {ik(rys — 145)} + Pod; (cos 0)2exp {ik (155 — 15)}
+¢, 7 sin B cos 6 exp {ik(rqS - rps)} + ¢, P35 (cos 8)?
+¢,5 cos O sin B + P, ] cos 6 sin 6 exp {ik(rqs - rps)}
+1,; (sin 8)%exp {ik(rqs - rps)} + Y, ¢35 cosHsinb

+,1p3(sin ) (2.3.4)

Esta relaciéon es mas simple de manejar si se expresa en términos de matrices. La matriz de
coherencia para un campo electromagnético parcialmente coherente se expresa como [8]:

- (58 (e
! _(<E1E;> (15,1 (@340

Al hacer la representaciéon matricial de la ecuacién (2.3.4) en la forma de la matriz (2.3.4.A)
podremos identificar la matriz de coherencia generalizada como:

I(s)=T-Jg-T™ , (2.3.5)
donde T es una matriz renglén:
T = (cos O exp {ikry,s} sin6exp {ikr,s} cos6exp {ikr,} sin6exp {ikr,})  (2.3.6)

T™ es una matriz columna:

cos 0 exp {—ikn,s}
sin 6 exp {—ikny}
cos 6 exp {—ikrys}
sin 0 exp {—ikry}

T™ = ) (2.3.7)

y el simbolo Tx* significa que la matriz es traspuesta conjugada.
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La matriz ] 4 es llamada matriz de coherencia generalizada y nos dice como se mezclan los campos
en el punto s, los paréntesis triangulares representan los valores promedios dado que las
amplitudes son variables aleatorias.

La matriz /; se expresa como:

19112y (d191) (D193) (B193)
W101) (Y1) W193) (WPa93)

= 2.3.8
Jo = (ot (@) (192l (Bath)) (238)
(W207)  (W2p7)  (W203) (IW2]?)
Reescribiendo la matriz /; tenemos que:
Jg = (54 g) (2.3.9)
Donde A, B, C, C* son matrices compuestas de la siguiente manera:
_ ({1941?) (¢1¢I)>
- (<¢1¢;> Ial?)) (2310)

La matriz A contiene la informaciéon de los pardametros de coherencia, parametros de Stokes en el
punto p.

({2 <¢2w;>>
B‘<<¢z¢z> (s12))’ (2311)

la matriz B lleva la misma informacidn solo que en el punto q.

(18D (R o _ (620D (B
C_<<¢1¢;) (Ebﬂl);)) y ¢ _<(¢2¢;) (¢2¢I))' (2.3.12)

Llevan la informacidn de la correlacion de los pardmetros de Stokes entrep y q.

En el caso en que Y4, ¢, sean funciones estadisticamente independientes, tenemos que:

(D191) = (p1)(¥1) - (2.3.13)
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2.3.2 Propagacion de correlaciones

En esta seccion se muestra, que la funcidn de correlacion en amplitudes de un campo
electromagnético, presenta caracteristicas ondulatorias, esto nos permite establecer un modelo
de coherencia parcial conservando la naturaleza vectorial del campo electromagnético.

De la Fig. 2.2, igual que la seccidon anterior,

Fuente primaria p o S
°
° analizador
q

Fig. 2.2: Esquema de la fuente primaria extendida de donde emerge un campo eléctrico hacia los puntos p y q, para
después propagarse a través de un analizador y obtener el estado de polarizacién del campo en el punto s.

- =
el campo en el punto pes E; y el campo en el punto q esE,. La representacién para cada
componente de acuerdo al modelo de espectro angular es:

E’l = iff A(u,v)exp {i2n(xu + yv + zp)} dudv

+j ff B(u,v)exp {i2r(xu + yv + zp)} dudv (2.3.14)

E, = iff A/, vexp {i2n(x'u’ + y'v' + z'p")} du'dv’

+j ff B/, v)exp {i2n(x'u" + y'"v' + z'p")}du'dv’, (2.3.15)

donde A(u,v), B(u,v) son las amplitudes de cada componente en términos de las frecuencias
espaciales, que contribuyen a generar el campo en el punto p. De manera andloga,
A/, v"),B(u',v") son las amplitudes que genera el campo en el punto q.

Los procesos de coherencia parcial se describen en términos de las correlaciones de los campos,
los cuales estan definidos como:
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(E\E3) = Eqp = fff (A(u, v)A*(u',v"))exp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp {—i2n(x'u’' + y'v' + z'p")}dudvdu'dv'
+ ff ff(B(u, v)B*(u',v"))exp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp {i2rn(x'u’ + y'v' + z'p")}dudvdu'dv'
+2Re ff f (A(w,v)B*(u', v"))exp {i2n(xu + yv + zp)}

x exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p")}dudvdu'dv' , (2.3.16)
en donde los paréntesis triangulares significan un promedio estadistico.

En el apéndice A, se demuestra que la funcién de correlacién entre los campos correspondientes
satisface la ecuacion de Helmholtz, VZ(E'}E;) + kz(ﬁlﬁi") =0.
Sabemos que la ecuacién de onda:

19%¢
cz gtz ’

Vip = (2.3.17)

tiene como solucidn:

¢ = pexplint} , (2.3.18)

En nuestro caso, si la funcidn de correlacidén se multiplica por un término armdnico en términos de
una nueva variable 7, se define una nueva funcién que se conoce como la funcién de coherencia
mutua dada por:

= (Elﬁg)exp{iwr} .
Entonces es claro que satisface una ecuacién tipo onda:

yer= 19T (2.3.19)

c2 912

Donde la interpretacion fisica para T es un tiempo de retraso entre los campos El y Ez.
Interpretando los términos de la matriz (2.3.9) en términos de las funciones de correlacion,
restringiéndonos solo al primer término de la matriz (C de 2.3.12) tenemos que este toma la
forma:
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(P103) = ff f (A(u, v)A*(u', v"))exp {i2m(xu + yv + zp)}
x exp {—i2n(x'u" + y'v' + z'p") }dudvdu'dv'’ (2.3.20)

Definiendo x’ = x — x:

(Pp13) = ff ﬂ- fff{A(u, v)A* (W, v")) exp {i2mx(u — u')}exp {i2mx u'texp {i2my (v
- v}

x exp {i2my,v'}exp {i2nz(p — p")}exp {i2nz,p'}dxdydzdudvdu'dv’
= ff f (A(u, v)A*(u',v")) 6 (u — u"exp {i2mx u'}6 (v — v')

x exp {i2mwy,v'}6(p — p"exp {i2nzyp'Ydudvdu'dv'

= ff(lA(u, v)|?) exp {i2m(xqu + yov + zop) }dudv

= K(x0,¥0,20) = K(x —x",y —y',z-2) , (2.3.21)

el término (|A(u, v)|?) es llamado el espectro de potencias. Si derivamos la funcién de correlacion
dada por la expresién (2.3.21) sabemos que cumplird con la ecuacién de Helmholtz (APENDICE A’).
Se puede realizar el mismo procedimiento para la representacion de todos los términos de la
matriz.

Cuando la correlacién se calcula sobre un plano se tiene que z, = 0, entonces la expresién (2.3.21)
toma la forma de la transformada de Fourier del espectro de potencias. Recalcamos que heredado
de las propiedades de la 6 de Dirac se tiene que solo se correlacionan los campos que se propagan
en la misma direccién.

Se tiene que la expresion para todas las correlaciones es:

(Pigp;) = Jf A(u, v)B*(u, v)exp{i2n(xu + yv + zp)} dudv = w(x, y, z,y) (2.3.22)

Esta Ultima ecuacion es la funcién de densidad espectral para una sola frecuencia. Si obtenemos la
transformada de Fourier en la variable T, tenemos:

F{w(x,y,z,v)} = J.W(x, v, z,y)exp{i2nyt}dy = T'(x,y,z,1) (2.3.23)
dondet =t; — t,.
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La ecuacion (2.3.23) es la funciéon de coherencia mutua considerando todas las frecuencias.
Tenemos que expresion general para cada término de la matriz de coherencia estd dada por:

I = fff A;(u,v)B;" (u,v)exp {i2m(xu + yv + zp + y7)} dudvdy , (2.3.24)

dénde el caracter vectorial estd implicito en cada componente de la matriz.
Un analisis en detalle se describe en el apéndice A”, lo cual corrobora que las correlaciones se
propagan con un cardcter ondulatorio.

2.3.3 Descripcion de singularidades

Asociando principios extremales a una funcion de fase, se describe la solucidn singular para la
funcién de correlacion, ademas se utilizard el método de fase estacionaria para evaluar las
integrales oscilantes.

Supongamos la siguiente expresion:

1= [ gt yyexp (ks Gx, ) dxdy | (2.3.25)

dénde g(x,y) es una amplitud cuyo valor depende del punto que se esté estudiandoy f(x,y) es
una la funcidn de fase , ademds ambas funciones son reales.

Sea la expresidn (2.3.25) una integral oscilante que varia rdpido en su nucleo con respecto de
f(x,y) , partiremos de esta ultima integral para introducir el método de fase estacionaria [8].
Supongamos que X, Y, €s un punto critico de f(x, y):

;—xf(x,y)|x=x0 = %f(x, y)|y=y0 =0. (2.3.26)

Haciendo una expansion en serie de potencias a la funcion f(x, y):

0 0
FO9) = foom) + o f | | Gmx+ 5G| o=

X=Xg

ey xS fwy)| -y
2 0x2 24 x=xg 0 2 0y2 'y y=v, Yy =Yo
62
+axayf(x'y) X=xq (x - xO)(y _y0)+ (2327)

Y=Yo
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El segundo y tercer término de la ecuacidon (2.3.27) son cero debido a (2.3.26), para simplificar la
notacion se definen los siguientes términos:

62 62 62
a=-——fxy) ey b=y ' €T 323y ] ) x=xo (2.3.27.a)

Entonces reescribiendo e introduciendo el desarrollo de f(x,y) en la integral (2.3.25) tenemos
que:

I = g(xo,y0)exp {ikf (x0,y0)}

k
x || expizlat = x0)” + by = y)? + 26 = )y = y0)l dxly

= [[expiag [t —x)? + 20 =30 + 25 = )~ )| Jatxdy,

con D = g(xo,y0)exp {ikf (xo,¥0)}

k 2l b
=0 [ exp {iaz[((x W00 ~G0-3 —yo)zudxdy

a a
:Df

f 'E(—)+£(—)2d —C—Z—é(—)zd 2.3.28
expyiaz| (x —xo) +—(¥ = ¥o x | exp 2z 5o y (2.3.28)

Considerando solo los términos dentro de los paréntesis cuadrados, se tiene que la integral toma

la forma:
f .k<( e )>2d Van 21
explia={ (x —x —(y — x =
P 2 0 ay Yo Vka (Cza—ba2>@
as 2
_4m 1 _4n vka
Vka ’cza—bazk Vka [c2 — pa
a’ 2 2
412
== (2.3.29)

La expresion (2.3.29) se indetermina donde el argumento de la raiz cuadrada es cero [15], esto
quiere decir que cuando esto ocurre la integral diverge, lo cual podemos asociar con una
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singularidad para integrales oscilantes. Tomamos el denominador de la ecuacion (2.3.29) y usando
las ecuaciones (2.3.27.a) tenemos que:

2
az 62 62
ch_ba: (axayf(ny)> _(a_yzf(xry)><ﬁf(x'y)>=0

por lo tanto, la singularidad ocurre cuando:

(ZLY -2127

9%y 92 y? = (2.3.30)

Utilizando el andlisis descrito en la seccidon anterior, se pueden asociar con singularidades de
polarizacion
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3. Polarizacion para campos plasmonicos

Los plasmones superficiales elementales (Sp) son ondas no homogéneas generadas por
oscilaciones coherentes de electrones libres de los metales [2,3]. Una propiedad genérica que
presentan los campos vectoriales es la polarizacién que puede ser entendido como el estudio de la
trayectoria que describe el campo eléctrico como una funcién de la amplitud y la fase relativa en
un plano perpendicular a la direccidon de propagacion [5,6]. Para describir sus propiedades fisicas
es necesaria una representacion vectorial, como consecuencia, las propiedades de polarizacion
son introducidas en una manera similar a las de ondas propagandose en el espacio libre. Sin
embargo, se deben notar algunas diferencias fisicas, una de ellas es que la trayectoria del campo
eléctrico comparte el mismo plano con el vector de Poynting. Ademas, cada componente del
campo eléctrico del Sp esta ligada con las ecuaciones de Maxwell, esto significa que no se pueden
introducir o manipular términos de fase sobre cada componente, es decir, para los Sp los
pardmetros de polarizacién estdn mezclados y la trayectoria no puede ser modificada en el sentido
de que no se distingue un parametro que nos ayude a controlar la polarizacion del plasmén
superficial.

3.1 Descripcion de la polarizaciéon

En el capitulo anterior hemos descrito a los plasmones elementales, sin embargo, para describir la
polarizacidon plasmdnica es necesario tener una expresion alterna que nos ayude a entender la
idea de la polarizacién de los plasmones.

De manera andloga al tratamiento clasico de polarizacién en los campos electromagnéticos mds
comunes, partiremos de la superposiciéon de dos plasmones superficiales elementales [7], uno en
el plano x — z cuya direccién de propagacion es la direccidn z y otro al cual se le hace una rotacién
alrededor del eje x, lo que nos dara dos plasmones superficiales rotados un angulo 6.

3.2 Polarizacién
Las oscilaciones de los electrones libres son generadas en una interface que conecta dos medios,

las expresiones para el campo eléctrico en cada medio asociado al Sp y suponiendo que se
propaga a lo largo de la direccidn z se escribe como:

E, = (ai + ‘%E) exp{i(fz —wt)}exp{—ai;x} x=0; (3.2.1)
E, = (8_1 ai — ela.,az_/;) exp{i(Bz — wt)} exp{+a,x} x <0, (3.2.2)
7 &ip

En esta representacion &; , son la constante dieléctrica de cada medio, a es una constante que
describe la amplitud del Sp , 8 es la relacién de dispersién y a; , son los pardmetros que nos
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indican como se va a atenuar el plasman superficial. Debemos obtener una expresién alterna
de la ecuacidn (3.2.1) debido a que § = ¢ + id.

Entonces:
l_ 1 c—id _ c id 323
B c+id  c2+d?  c2+4d?  c2+d>? (3:23)
Sustituyendo la ecuacién (3.2.3) en la ecuacidn (3.2.1) tenemos lo siguiente:
E, = <al + kaa( Zi-d + Zid )) exp {—ax}exp {(—ImpB)z}exp {(iRef)z}
= ai + kaa (T;Tzﬁ + ng) exp {—ax}exp {(—Imp)z}exp {i(ReB)z}
<al + k2 TE ~ (iRef + Imﬂ)) exp {—ax}exp {(—Imp)z}exp {i(Rep)z}
=a (f +kE+ ir))) exp {—ax}exp {(—ImpB)z}exp {i(ReB)z}, (3.2.4)
donde ¢ = IBIZ 2ImB, n= IBIZ =~ Rep .

La ecuacién (3.2.4) es la expresion para el campo sin haberle realizado la rotacién, el campo
rotado queda como sigue:

Erg = af(i+ (kcos +jsin0)(§ + in)) exp{—ax}
x exp {(—ImpB)(z cos 6 + y sin 6)}exp {i(Ref)(z cos 6 + y sin 6)}]
= aexp{—ax}exp {(—ImB)(z cos 6 + y sin 6)}exp {i(ReB)(z cos 8 + y sin 6)}
X (i4]sin6 (& +in) +kcosO(E +in)) (3.2.5)
El campo rotado a un &ngulo - 6 es:
E,r = aexp{—ax}exp {(—ImB)(z cos 6 — vy sin 6)}exp {i(ReB)(z cos 6 — ysin 6)}
X (f—7sin6 (& +in) + kcosO(& +in)) (3.2.6)

Estamos ahora interesados por la suma entre los plasmones dados por las ecuaciones (3.2.5) y
(3.2.6), lo cual lo hacemos por componentes indicadas en los subindices de cada suma:
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(Exg + Ezz), = i[aexp{—ax}exp {(—ImpB)(z cos § —y sin 8)}exp {i(ReB)(z cos § — y sin 6)}
+ aexp{—ax}exp {(~ImB)(z cos 6 + y sin 6)}exp {i(Ref)(z cos 6 + y sin 6)}]
= taexp{—ax}exp {(—ImB)(z cos 0)}exp {i(ReB)(z cos 6)}
X [exp {(ImB)(y sinB)}exp {—i(Rep)(y sin )}
+ exp {(—=ImB)(y sin &) }exp {i(Rep)(y sin 6)}]. (3.2.7)

Si en la ecuacion (3.2.7) usamos la aproximacion paraxial, el término que contiene a la parte
imaginaria de 8 se vuelve muy pequefio en comparacion con la parte real, por lo tanto tenemos:

(Eig + Ezr), = 2laexp{—ax}exp {(—Imp)(z cos 6)}
x exp {i(Ref)(z cos 8)} cos[(ReB)y sin ] (3.2.8)
Ahora bien, la componente J esta dada por:
(Eig + E’)j = jaexp{—ax}[(¢ + in) sin 6 exp {i(ReB)(z cos 6 + y sinH)}
x exp {(—=ImB)(zcos @ + ysin6)} — (& + in) sin 6 exp {(—ImB)(z cos 6 — y sin )}
x exp {i(Ref)(z cos 6 — y sin 6)}]
= jaexp{—ax}(¢ + in) sin 6 exp {i(Re) (z cos 0)}exp {(~Imp)(z cos 6)}
X [exp {(—Imp)(y sin 6)}exp {i(Ref)(y sin 6)}
—exp {(Imf) (¥ sin 0)}exp {—i(Ref)(y sin 6)}]. (32.9)

Aplicando la misma aproximacién que la de la ecuacién (3.2.7) a la ecuacion (3.2.9) obtenemos el
siguiente resultado:

(m + E)] = 2ijaexp{—ax}(¢ + in) sin O exp {i(ReB)(z cos 0)}

X exp {(—ImpB)(zcos 0)}sin[(Rep)y sin O] (3.2.10)
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La componente k esta dada por:
(m + a)k = kaexp{—ax}(¢ + in) cos 0 exp {i(Rep)(z cos 8) }exp {(—ImB)(z cos 6)}

X [exp {(—Imp)(y sin 0)}exp {i(Ref)(y sin0)}
+exp {(ImB) (v sin 6)}exp {—i(ReB)(y sin6)}] . (3.2.11)
Aplicando la aproximacién paraxial:
(B + E2r);, = 2kaexp{—ax}(§ + in) cos 6 exp {i(Rep)(z cos 6)}
x exp {(—=ImpB)(z cos )} cos[(ReB)y sin 0] . (3.2.12)
Sobre las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.10) introducimos una nueva notacién como sigue:
(€ +in) = /§2 +n? exp {i tan™! (g)} = Wexp{i6,}

(3.2.13)
iE+in) = Wexp{ié‘y}

Sustituyendo las ecuaciones (3.2.13) en (3.2.12) y (3.2.10) tenemos entonces la expresion
completa para la suma de los campos expresado en forma matricial como:

EX
Er = Ey | = 2aexp{—ax}exp {i(ReB)(z cos 6)}
EZ
cos ()
x exp {(—=Imf)(zcosO)}| W sin6 sinexp {iéy} ) (3.2.14)
W cos 6 cos Qexp {id,}

dénde Q = Q(y,0) = (ReB)ysinf. Cabe notar que cuando 6 = 0 se recupera la estructura
original (3.2.4).

La expresion (3.2.14) determina la distribuciéon de amplitud del campo plasmadnico, asi mismo con

la ecuacion (3.2.14) se quiere describir la trayectoria del campo. Para esto se definiran elipses de
polarizacidn para los planos x — y, x — z, y — z y sus respectivos pardmetros de Stokes.
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3.3 Parametros de Stokes

Usando la ecuacidn (3.2.14) proponemos escribir el vector de Jones como:

I cos ()
J={Jy|=| Wsin6sinQexp {ié‘y} ) (3.3.1)
A W cos 8 cos Qexp {id,}

Analizando la proyeccién del vector de Jones sobre cada plano y siguiendo el tratamiento cldsico
de polarizacién [6], definimos tres trayectorias para el campo eléctrico en cada plano, los
pardmetros de Stokes son rapidamente identificados.

1) En el plano (x — y), la trayectoria del campo eléctrico es:

() + () — () cos s, = (sin )’ 3.3.2
cos W sin 6 sin Q W cos Qsin 6 sin Q Cos 0y = (sin y) ’ (33.2)

y los correspondientes parametros de Stokes son:

Soxy = (cosQ)? + W2(sin §)?(sin 0)? (3.3.3)
Sixy = (cos Q)? — W?(sin 8)?(sin 2)? (3.3.4)
Saxy = 2W cosQsin 6 sin () cos 6, (3.3.5)
S3xy = 2W cosQsin6sinQsiné,, . (3.3.6)

Se debe notar que los pardametros de Stokes son dependientes de la coordenada y. El caso mas
simple puede ser identificado cuando y = 0 , entonces, los valores de los parametros de Stokes
son:

(SOxy Slxy Sny S3xy)y=0=(1 1 0 0). (3.3.7)

Esto significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarizacién lineal, siendo el
campo eléctrico perpendicular al plano (y — z).

2) En el plano (x — z), la trayectoria es:

2 2
Ey E, B 2E,E, R 2
(cos Q) + (W cos @ cos Q) (W cos 8(cos Q)z) c0s 9, = (sind,)", (3.3.8)
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los parametros de Stokes estan dados por:

Soxz = (cos Q)% + W2(cos 8)?(cos Q)? (3.3.9)
S1xz = (cosQ)? — W?(cos 8)?(cos Q)? (3.3.10)
Saxz = 2W (cos Q)% cos 6 cos 8, (3.3.11)
S3xz = 2W (cos Q)% cos @ sin g, . (3.3.12)

Eny = 0, los valores de los parametros de Stokes son:
(Soxz  S1xz  Saxz S3xz)y=0 =
(1+W?%(cos6)?> 1—W?(cos8)?> 2W cosfcoss, 2Wcosfcoss,) . (3.3.13)
Lo cual significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarizacién eliptica [5,8].

3) En el plano (y — 2), la trayectoria es:

( 24 )2 + ( i )2 ( 25y P )cos 5, = (sin§,)?, (3.3.14
T — = 1 WO,
W sin 6 sin Q W cos 6 cosQ W2 sin 0 sinQcos 8 cosQ z z '( )

los parametros de Stokes son:

Soyz = W?2(sin 8)?(sin Q)% + W?2(cos 8)%(cos Q) (3.3.15)
S1yz = W2(sin6)?(sin 2)? — W2 (cos 6)*(cos )2 (3.3.16)
Soyz = 2W 2 sin @ sin Q cos 6 cos Q cos 8, (3.3.17)
S3y, = 2W?sin 6 sin QL cos 6 cos A sin &, . (3.3.18)

Eny = 0, los parametros son:
(Soyz  Siyz  Sa2yz S3yz)y=0 = W?(cos0)®> —W?(cosf)?> 0 0). (3.3.19)

Esto significa que el campo eléctrico tiene polarizacion lineal a lo largo de la coordenada z. En el
apéndice B se muestra que cada conjunto de parametros de Stokes satisface la relacién:

S2 =52 +52 452, (3.3.20)
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que se satisface para campos plasmdnicos completamente coherentes y polarizados. Finalmente
remarcamos que cada conjunto de parametros de Stokes depende de los parametros (y, 8) [7].
Como una conclusién parcial, tenemos que un plasmén superficial elemental tiene fija su
polarizacidn, sin embargo, la interferencia entre dos de ellos presenta propiedades similares a los
campos opticos polarizables clasicos. El estado de polarizacidn es descrito proyectando el campo
eléctrico sobre tres planos mutuamente perpendiculares.

3.4 Plasmones superficiales parcialmente polarizados

El conjunto de pardmetros de Stokes para haces interferidos son dependientes de los parametros
(y,8). El campo plasmonico proyectado sobre cada plano tiene asociado una familia de esferas de
Poincare, esto porque los parametros de Stokes son dependientes de los parametros (v, 8). De
esta representacion es posible incorporar efectos de polarizacién parcial que estan implicitos en la
matriz de coherencia asociada a cada plano. La estructura de la matriz de coherencia en términos
de los pardmetros de Stokes es [8]:

Sot+S1 Sy +iS3
() (i

] = iy : , (3.4.1)
() ()

donde los paréntesis triangulares representan el valor medio. Este se obtiene usando la relacidn
siguiente:

(S = f 5., 0)p(8)d6 = My(y) ;i = 123, (34.2)

con p(0) la funcién de densidad de probabilidad.

Para el experimento, proponemos usar una pelicula delgada de oro que contiene dos aberturas
[9,10] depositado en un material elastico, aplicando una fuerza aleatoria paralela al eje que
conecta las aberturas controlamos la separacién relativa entre ellas generando el ensamble de
Spc. El sistema Optico para generar la interferencia esta mostrado en la Fig. 3, donde la gota de
aceite, de indice de refraccion n = 2.1 actla como una lente generando la suma entre dos Sp [11].
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Sub-wavelength

holes Qil drop

Interference
fringes

Gold thin film

Elastic material
Fig. 3: Sistema experimental propuesto para generar la convergencia incoherente de Spc. El ancho de la pelicula delgada
de oro es de 40 nm puesta sobre un material eldstico. La posicion relativa entre las aberturas esta en el intervalo de
5 — 15 nm y es controlada aplicando una fuerza aleatoria.

Como un ejemplo consideramos el caso cuando la funcién de densidad de probabilidad p(6) es
uniforme en el intervalo —0, < 8 < 6,. Del apéndice D, para este caso, los parametros de Stokes
dados por las Egs. [3.3.3-3.3.18] en términos de la funcién Bessel [12] adquieren la siguiente
forma:

1) Sobre el plano (x — y):

(Soxy) = 2+ (2 =) Jo(2hy) + 2], (2hy) (34.3)
Sty = 2+ (2+2) Jo(2hy) — L1, (2hy) (3.4.4)
(Saxy) = 2W cos(6,) )1 (2hy) (3.4.5)
(Saxy) = 2W sin(8y) J1(2hy) . (3.4.6)

En general, la polarizacion promedio en el plano (x —y) corresponde a polarizacidn eliptica,
conteniendo el caso de polarizacién lineal el cual ocurre cuando y = 0.

2) Sobre el plano (x — z):

(Soxz) = G + WTZ)JO(Zhy) + WTZJZ(Zhy) + % + WTZ (3.4.7)
(Sixz) = (3 +2) Jo(2hy) =Ly 2hy) +3 - (3.48)
(Soxz) =W cos(6y)]0 (2hy) (3.4.9)
(S3xz) = W sin(8,) Jo(2hy) . (3.4.10)
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En general, la polarizaciéon promedio en el plano (x — z) corresponde a polarizacion eliptica.

3) Sobre el plano (y — z):

(Soyz) = W2(1 + Jo(2hy)) + J.(2hy) (3.4.11)
(S1y2) =0 (3.4.12)
(S2y2) =10 (3.4.13)
(S3y2) =10 (3.4.14)

Sobre el plano (y — z) el campo plasmdnico es completamente no polarizado.

En la Fig.4a, mostramos la simulacion numérica para la distribucidn de irradiancia sobre el plano
(y — z) asociada al Spc completamente coherente de la ecuacién (3.2.14). En la Fig. 4b,
mostramos la simulacién numérica cuando la separacidn relativa entre las aberturas de la Fig. (3),
sigue una densidad de probabilidad uniforme, donde la curva de modulacién es facilmente
identificable. El calculo fue obtenido tomando el modulo cuadrado de la ecuacién (3.2.14) y
obteniendo su valor promedio. Seleccionamos el plano (y — z) porque corresponde al plano de la
superficie metdlica el cual nos permite establecer el Sistema de referencia.

z(um)

€
=500
N

-1000

-1000 1000

Y(Sm) y(zm)

a) b)
Fig. 4: a) Distribucion de Irradiancia para un Spc completamente coherente. b) Spc parcialmente polarizado con
densidad de probabilidad uniforme.

Como una aplicacién de esto, las propiedades de polarizacidn parcial pueden ser implementadas
para el atrapamiento de particulas [13], las condiciones bajo las cuales esto es posible se
analizardn en un trabajo futuro, ademas este estudio puede ser extendido en una forma general
con otras funciones de densidad de probabilidad, la integral (3.4.2) representa la ecuacion integral
de primera clase de Fredholm [14] cuyo nucleo son los parametros de Stokes. Puede ser hecho
proponiendo una funcidn especifica para M;(y), donde la funcién desconocida es la funcién de
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densidad de probabilidad. EI campo eléctrico fue proyectado en tres planos mutuamente
perpendiculares lo cual puede ser aplicado al estudio de las singularidades de polarizacién [15] lo
cual ocurre en las regiones focales plasmdnicas [16].

34



4. Teorema de Van Cittert-Zernike para campos
plasmonicos

En este capitulo se estudia la funcién de correlacidon en amplitudes entre dos puntos arbitrarios del
campo plasmédnico, lo cual constituye el teorema de Van Cittert-Zernike para los campos
plasménicos. El teorema establece “el estudio de correlacion de sequndo orden entre componentes
del campo en diferentes puntos del espacio” [8]. Se tomara como base lo expuesto en el capitulo
de teoria de coherencia para establecer este teorema. Para lograr el objetivo anterior, se
propone el siguiente camino, analizar la matriz de coherencia considerando solo el plano y — z
[8], esto debido a que este plano coincide con el de la superficie plasmdnica.

4.1 Teorema de Van Cittert-Zernike local para campos plasmdnicos

El teorema de Van Cittert-Zernike local se puede obtener a partir de la matriz de coherencia,
definida por [8]:

E; |E;|*  EE}
]=< l) E E) = , 41.1
E; (Bi Ej) EE (B (4.1.1)

En donde las componentes estan asociadas a un punto p, de la ecuacién (2.3.21), cuando El-Ej*

tienen estructura de una transformada de Fourier, la representacién (4.1.1) se conoce como el
teorema de Van Cittert-Zernike. Para el caso del plano y — z la matriz (4.1.1) toma la forma
siguiente:

2

E,|° E,E;

J= <| y|* y ;) : (4.1.2)
E,Ey  |E,l

Utilizando el modelo del espectro angular, sea:
E, = f b(w)exp {i2n(yu + zp)}du, (4.1.3)

al igual que en la seccién 2.3.2 las amplitudes complejas son considerados variables aleatorias
cuya densidad de probabilidad dependera de nuestras condiciones iniciales . Debemos tener los
promedios, de aqui que el primer término de la matriz de coherencia quede de la siguiente forma:

35



|Ey|2 =(E,Ey) = f (b(w)b*(u")) exp {i2n(yu + zp)}exp {—i2n(y'u’ + z'p") }dudu’

= ylliLny f(lb(u)lz)exp {i2mu(y — y")}exp {i2np(z — z")}du, (4.1.4)

ZI—Z

el limite en la ecuacidn (4.1.4) significa que nos estamos acercando al punto de coordenadas (y, z)
y por lo tanto, solo las frecuencias espaciales correspondientes a la misma direccién de
propagacion estan correlacionadas. Esto significa que la correlacidn en amplitudes debe ser de la
forma:

(b(w)b*(u")) = §(u — u")|C(u")|?, entonces:

|Ey|2 = ff S(u —u){|CW"|?)exp {i2m(yu + zp)}exp {—i2n(y'u' + z'p")}dudu’

= [tecaorress {izn(uty -y + pG = 2D} du = g1y -,z =7). (419)

y los campos son estacionarios espacialmente

Ahora:
E E; = f b(w)C*(u") exp{i2r(yu + zp)}exp{—i2n(y'u’ + z'p")}dudu’  (4.1.6)

Considerando la misma hipdtesis descrita anteriormente, esto es:

(b(w)C*(w")) = 6(u —u)bw)C*(u"), entonces:
EJE; = f(b(u)C*(u)) exp {i2mu(y — y")}exp {i2np(z — z') }dudu'

=¢,(y—y',z—2") (4.1.7)

Donde b(u)C*(u) es la funcién de correlacion espectral, si b(u) = C*(u) entonces tenemos el

espectro de potencias.
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De manera andloga para el término restante tenemos que:

EJE, = f b*(w)C(u"exp {i2n(yu + zp)}exp {—i2n(y'u’ + z'p")}dudu’ , (4.1.8)

si(b*(w)C(u")) =6 —u)b*(w)C(u"), entonces:
EJE, = f(b*(u)C(u)) exp{i2ru(y — y')} exp{i2np(z — z")} dudu’
=¢s(y—y',z—2). (4.1.9)

Por ultimo tenemos que:

|E,|? = (E,E;) = ff Cw)C*(u") exp {i2n(yu + zp)}exp {—i2n(y'u’ + z'p")}dudu'

= yl’iLny f(lC(u)Iz)exp {i2ru(y — y")}exp {i2np(z — z')}du . (4.1.10)

ZI—Z

Al igual que la ecuacidn (4.1.4) el limite significa que nos estamos acercando al punto en el que
estamos interesados que se estd estudiando.

Si{C(w)C*(u")) =6 —u)|C'(u)|?, entonces:

|E,|? = -[ S(u—u){|C"W)|?) exp {i2m(yu + zp)}exp {—i2n(y'u' + z'p") }dudu’

= J(|C’(u)|2)exp {i2zn(u(y —y") +p(z—2"))} du

=y —y',z—-2). (4.1.11)

Ya que tenemos las expresiones para cada término de la matriz (4.1.2), tenemos que el teorema
de Van cittert-Zernike toma la siguiente forma:

J = (¢>1(y—y’.z—z’) ¢y =¥’z ‘Z')) (4.1.12)

$s(y—y',z=2) ¢ (y—-y,z-2)
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La ecuacién (4.1.12) tiene cuatro términos que tienen estructura de transformada de Fourier, esto
es:

1) (v -,z —2) = FUICWI*)}
2)po(y —y',z—z") = F{{b(w)C"(w))}
3)p3(y —y',z—2") = F{b"(W)C ()}
4 p(y—y'z—2) =FUICWI*)}.
Las ecuaciones (1-4) representan el teorema de Van Cittert-Zernike para el plano y — z [6].
4.2 Descripcion del Teorema generalizado de Van Cittert-Zernike.
La generalizacion del teorema consiste en considerar la naturaleza vectorial del campo en dos

puntos diferentes del plano. Esto proporciona una representacion global de procesos de
coherencia parcial de segundo orden, los pardmetros involucrados en el estudio se muestran en la

figura 5.
s
D Q
Fuente primaria
°
® analizador
q

Fig. 5: Fuente primaria generando un campo, justo antes de los puntos p y g hay un analizador para descomponer el
campo en dos componentes respectivamente, en cada punto existe una matriz de coherencia local que nos dice como se
mezclan los estados de polarizacidn en cada punto para después tener una matriz de coherencia general en el punto s.

De la Fig. 5, sea un campo inicial representado por:
= _ (Eu
B = <E2i) . (42.1)

También supongamos que cada componente del vector El- se descompone en dos componentes
generadas por los analizadores que se tienen justo antes del punto p y g, es decir, tenemos que
considerar dos componentes del campo que tienen polarizacién ortogonal entre ellas, entonces la
ecuacion (4.2.1) toma la siguiente forma:
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E; = (gz) = (g) (4.2.3)

Una forma alternativa de encontrar la matriz de coherencia, es como la dada en la ecuacién
(4.1.1), introduciremos una nueva operacién llamada producto directo (®Q) entre matrices, esta
operacion se realiza de la siguiente manera: si se tienen dos matrices de gradon X my m X n, su
producto directo es una matriz de grado nm X mn, y la operacion es igual a multiplicar cada
elemento de la primera matriz por la segunda matriz.

la|?> aBf* aa* ab*

a
* 2 * %
e o « O

Ey; . _
/= (E;i) By B2 = (a) aB* |al®> ab*
b \ba* |b|2/

, (42.4)
bB* ba*

Podemos observar que la matriz (4.2.4) tiene la misma estructura que la matriz (2.3.7), es decir,
lleva la informacion de cdmo se mezclan los estados de polarizacion entre los puntos p y g, para
poder describir a la matriz (4.2.4) utilizaremos otra notacion:

la|> aBf* aa* ab*
Ba* |BI> Ba* PBb* _ () ]12)
aa* af* |al> ab* 21 2/
ba* bB* ba* |b|?

(4.2.5)

dénde:

o= (Y = (5 )= (0 5= (). o)

En la matriz /; si sumamos los elementos obtenemos la energia y la informacién de cdmo se
mezclan las componentes del campo Ej; en el punto p, en la matriz J, si sumamos los elementos
obtenemos la energia y la informacién de cdmo se mezclan las componentes del campo E5; en el
punto g, las matrices J1, y /o1 nos dicen la informacién de la correlacién de los campos E;; y E5;,
es decir, estamos en posibilidad de dar una representacién adicional a los modelos existentes de
como correlacionar a los campos. Debido a que las matrices (4.2.6) comparten la misma estructura
con la matriz (4.1.12), sus elementos tienen también estructura de transformada de Fourier, cabe
hacer notar que en esta representacion los elementos de las matrices (4.2.6) representan la
correlacién de los campos en los puntos p y g, esto puede ser aplicado a cualquier tipo de campos
no solo a los campos plasmodnicos, a la ecuacién (4.2.5) le llamamos el Teorema de Van Cittert-
Zernike generalizado.

De la estructura matricial, se propone como medida de coherencia global a la funcién de
correlacién entre pares de elementos del campo, de la siguiente forma:
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¥ =57 21— det(j) (4.2.7)

Esto debido a que estamos trabajando con campos parcialmente coherentes.
4.3 Transformacion de la matriz de Coherencia
En las secciones anteriores hemos establecido las matrices de coherencia para generar el teorema

de Van Cittert-Zernike de una forma local y general, ahora en esta seccién estudiamos como se
modifica la matriz de coherencia general cuando se propagan los campos electromagnéticos.

P E, X
( (

Q EZ Q’ EZ,
(] (]

Fig. 6: Propagacion de la matriz de coherencia

Supongamos dos campos El,ﬁz en dos puntos distintos, Fig. 6, los cuales tienen asociadas una
matriz de coherencia /4, J, respectivamente y queremos ver como son las matrices de coherencia
en otros puntos al propagar los campos y al transformar la matriz de coherencia, para esto usamos
la representacion de la ecuacion (4.2.4) y hacemos lo siguiente:

Ex1

Eyq

J= Eiz QEx1 Eyi Exz Ey), (4.3.1)

Ey,

al hacer la operacion la matriz de coherencia queda como:

|Ex11? ExlEyl* ExiEx" ExlEyZ*
* 2 * *

| BnBa Bl BBt By (432)
Ex2Exi” Ex2Eyi”  |Exal®  ExzEyp”

* * * 2
EysEi” EyaEyi® EyEey”  |Eys|
Sea una matriz U que para este caso debe ser de grado 2 X 2 y representa la propagacion que
sufrirdn los campos iniciales. Esta matriz se aplica a los campos E; y E, para obtener los campos
propagados:
E{ = UE; (4.3.3)

E; = UE, (4.3.4)
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Entonces el producto directo matricial queda como:

E{ ! IN¥ UEl T Tx
(Eé)®(51 ES) —(UE2>(E1U E,U™) (43.5)

La ecuacién (4.3.5) queda como:

(a b)(gxﬂ)
T T
1= e e 8@ B D) @ B (® h))

¢ o) C C

UE,E;UT™ UEE;UT* U, )UT* U U™
_ o U =( - T*) , (4.3.6)
UE,E;U UE,E;U U{J,,)U U{J,)U

la ecuacién (4.3.6) tiene la misma estructura de la (4.3.2), esto quiere decir que la matriz de
coherencia se mantiene cuando se propagan los campos.
Sea ﬁij = (Jij) coni,j = 1,2, la ecuacion (4.3.6) en términos de covarianzas queda como:

_ Uﬁ]_lUT* UﬁleT* s 011 Oq12
/= <Uﬁz1UT* UQ,,U™)’ con &y = (0'21 022) ' (43.7)

Esta representacion tiene un analogo en la dptica cuantica, en especifico, con los enredamientos
de particulas, ademas se puede hacer una analogia con el fenédmeno de autoimagenes ya que la
matriz de coherencia se mantiene al hacer una transformacién, es por eso que como una
continuacién a este trabajo se propone el encontrar cual es la matriz U para el caso de campos
electromagnéticos.
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5. Conclusiones

En esta tesis se describieron procesos de coherencia parcial para campos plasmédnicos, el estudio
se logrd estableciendo una analogia con procesos de polarizacion parcial clasica. En particular, se
encontré un conjunto de pardmetros de Stokes para campos plasmdnicos totalmente coherentes
sobre tres planos mutuamente perpendiculares. El estudio se extendié a parametros de Stokes
para campos plasmoénicos parcialmente coherentes y polarizados, en donde los promedios
estadisticos se obtuvieron utilizando una expansion de las funciones seno y coseno en términos de
la funcidn Bessel. Debido a que usamos plasmones superficiales cosenoidales interferidos y el
campo resultante depende de las coordenadas espaciales (y, 8), se puede controlar el angulo con
el cual interfieren estos campos y por consiguiente podemos modificar el estado de polarizacion
en las franjas de interferencia, el ejemplo prototipo corresponde a la franja de orden cero, cuya
polarizacidon fue descrita en el capitulo 2, derivado de este estudio realizado se publicado un
articulo en una revista de arbitraje anénimo [17]. Se describieron los procesos de coherencia
parcial y polarizacién parcial mediante la matriz de coherencia, en un mismo punto pero
considerando la naturaleza vectorial del campo eléctrico. Con este tratamiento se encontré el
teorema de Van Cittert-Zernike local. Este resultado se generalizo considerando la interaccién
vectorial entre dos puntos arbitrarios y se encontro la representacién generalizada del teorema de
Van Cittert-Zernike. El estudio se simplifico por medio de del producto directo entre matrices, lo
cual nos permitid establecer una matriz de coherencia mds general que contiene a las matrices de
coherencias locales para cada campo y la correlacién de los campos al igual que la ecuacién 2.3.4,
confirmando que la utilizacién de la operacién de producto directo entre matrices nos resulta en la
misma estructura que la primera matriz de coherencia encontrada. De igual forma hemos
establecido el teorema de Van Cittert-Zernike para campos plasménicos por medio de la
propagacion de correlaciones, en donde los términos de la matriz de coherencia para el plano
y —z tienen una estructura de transformada de Fourier. Por ultimo hemos mostrado que al
propagar a los campos de un punto a otro la matriz de coherencia generalizada tiene la misma
estructura al realizarle una transformacion. Creemos que lo presentado en esta tesis es una
contribucién buena al estudio de los campos plasménicos debido a que en la literatura hay muy
poca informacién sobre la polarizacidon de los campos plasmdnicos y el estudio de la coherencia de
estos campos. Es por esto Ultimo que como trabajo a futuro existen varias temas por estudiar, una
es asociar fendmenos de entropia a la matriz de coherencia generalizada, también cuando se le
realiza la transformacion a la matriz de coherencia generalizada podemos establecer una analogia
con el fenébmeno de autoimagenes y ademas asociar propiedades de grupo a dicha matriz.
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7. Apéndices

APENDICE A

Mostrar que la funcién de correlacién dada por la ecuacidn (2.3.16) satisface la ecuacién de

Helmholtz:
V2(E,E3) + k*(E,E3) = 0
Muestra:
(EIE;) =FE;, = .U .U Dexp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp {—i2n(x'u’ + y'"v' + z'p")}dudvdu'dv’
+ .U ff Hexp {i2m(xu + yv + zp)}
x exp {i2rn(x'u’ + y'v' + z'p")}dudvdu'dv'

+2Re ff ff Kexp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp{—i2n(x'u’ +y'v' + z'p")}dudvdu'dv’,
conD = (A(u,v)A* (W', v")), H = (B(u,v)B* (W', v")) y K = (A(u,v)B*(u',v")).

Haciendo el analisis por términos, entonces:

v [ J f j f Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + Z’p’)}dudvdu’dv’]
62
N Wﬂ Jf Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {=i2n(x'u' + y'v' + 2'p")}dudvdu'dv’
aZ
+ a_yZ_U ﬂ Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu’dv’

aZ
+ @_U -U Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu'dv'’
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= (i2mu)? ff ff Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu'dv'
+(i2nv)? ff ff Dexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu'dv'
+(i2mp)? ﬂ- ff Dexp {i2m(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u' + y'v' + z'p") }dudvdu'dv’

= [(i2nu)? + (i2nv)? + (i2np)?] ff ff Dexp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp{—i2n(x'u’" +y'v' + z'p")}dudvdu'dv’.

Ahora:

v [ f f f f Hexp {i2rn(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + Z’p')}dudvdu’dv’]
82
= W—[f —[f HeXP {i27t(xu + yv + Zp)}exp {—iZTI(x’u, + y’v’ + Z’p’)}dudvduldvl

82
= a_ysz ff Hexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu'dv’

62

= ﬁ_U Jf Hexp {i2m(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + z'p") }dudvdu'dv’
= [(i2mu)? + (i2nv)? + (i2mp)?] ff ff Hexp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp{—i2n(x'u’ + y'v' + z'p")}dudvdu’dv’.

Por ultimo:

V2 [ZRe -U -U Kexp {i2n(xu + yv + zp)}exp {—i2n(x'u’ + y'v' + Z’p’)}dudvdu’dv’]

= [(i2nu)? + (i2nv)? + (i2np)?]2Re ff ﬂ- Kexp {i2n(xu + yv + zp)}
x exp{—i2n(x'u’ +y'v' + z'p")}dudvdu'dv’.

Entonces sustituyendo en la ecuacién de Helmholtz:
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[(i2muw)? + (i2nv)? + (i2np)?]Ey, + k%E;, = (—4m?u? — 4n?v? — 4n?p?)E,, + k?Eq,
= _4‘7T2(u2 + 172 + pZ)Elz + szlZ =0 )

2
como (u? + v? +p?) = /%zy k= 7”, por lo tanto:

—4m? 4r?
/,12 E12 + AZ E12 = 0.

APENDICE A’

Mostrar que la funcién de correlacién dada por la ecuacién (2.3.21) cumple la ecuacion de
Helmholtz:

(P192) = P12 = f (|A(u, v)|?) exp{i2m(xou + yov + zop)}dudv, xo=x —x'

con F = (JA(u, v)|?), entonces:

<[] [] P antce &= 9w+~ o]

= 2 ([ ] Fesp tortte e+ 0y - o

- 2] [ rew orice =+ -0+ - gt

= 2 [ e ot = s 0+ o ophiua

— 2 [] [ Pesp G2nlte ¥+ G-y + - pldua
oy [ [[ Fesp onitr—#u+ 0 0 + o - pliduas
o [ [[ Fo rtte 6 - w + ¢ phuds

= [(i2nu)? + (i2nv)? + (i2np)?] ff ff Fexp {i2n[(x — xu+ (y — y)v + (z — z")p]}dudv
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= (—4m?u? — 4n?v? — 4n?p?) Py,.
Sustituyendo en la ecuacién de Helmholtz:
_47T2(u2 + v2 + pz)d)lz + k2¢)12 =0.
2 2 2y 1 _ 2T
como (u® + v* +p*) = ,—szk =~ por lo tanto:

—47? 472
/‘12 ¢12 + AZ ¢12 = 0

APENDICE A”

Mostrar que la ecuacién (2.3.24) cumple con la ecuacién de onda:

= fﬂ- A(u,v)B*(u, v)exp {i2n(xu + yv + zp + y1)} dudvdy ,

con G = A(u,v)B*(u,v).

62

VT = mjﬂ‘ Gexp {i2n(xu + yv + zp + y1)} dudvdy
62

+ c’)_yszf Gexp {i2n(xu + yv + zp + y1)} dudvdy

62
+ 372 fff Gexp {i2n(xu + yv + zp + y1)} dudvdy

= [(i2rmu)? + (i2nv)? + (i2np)?]r.
Ahora:

1 92 1 92

c2dt? c2 072

1
_Uf Gexp {i2n(xu + yv + zp + y1)} dudvdy = = (i2my)?T.
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Entonces:

4_7.[2 2
(—4m?u? — 4n?v? — 4m%p?)I = — Czy T,
como (u? + v? +p?) = /%zy Ay = c, entonces:
4mr2y?
—47r2(u2 + 172 + pZ)F = —/12—)/21—‘,
por lo tanto:
1
pralabral

APENDICE B

Debemos comprobar las siguientes relaciones:

a) ngy = Slzxy + Szzxy + Sagxy , b) ngz = Slzxz + Szzxz + S??xz , €) Sgyz = Slzyz + Szzyz + S??yz .

Para a)
Sty = (cos Q)* + W*(sin 8)*(sin Q)* + 2W 2 (cos 2)?(sin 2)?(sin 6)? (3.a)
Sty = (cosQ)* + W*(sin 8)*(sin Q)* — 2W?(cos Q)*(sin 1) (sin H)? (3.b)
S3xy = 4W?2(cos 2)?(sin 8)*(sin Q)?(cos §,)* (3.)
S3xy = 4W?2(cos 2)?(sin 8)?(sin Q)*(sin §,)* (3.d)

= Sty + S3xy + Sty = (cosQ)* + W*(sin 6)*(sin Q)* — 2W?(cos 2)?(sin Q)?(sin 6)?
+4W?2(cos Q)?(sin 8)?(sin Q)? [(cos Sy)z + (sin Sy)z]
= (cos Q)* + W*(sin8)*(sin Q)* — 2W?2(cos Q)2 (sin 2)?(sin 6)?
+4W?2(cos Q)?(sin 8)?(sin Q)?

= (cos )* + W*(sin0)*(sin Q)* + 2W?2(cos 0)?(sin 8)?(sin Q)2 . (3.e)
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Es claro que la ecuacion (3.a) es la misma que la ecuacién (3.e):

ngy = Slzxy + Szzxy + S??xy

Para b)
5S¢, = (cos Q)* + W*(cos 8)*(cos Q)* + 2W?(cos Q)*(cos 6)?
S%., = (cosQ)* + W*(cos 8)*(cos )* — 2W?2(cos Q)*(cos 0)?
S2., = 4W?2(cos Q)*(cos 8)?(cos §,)?
S2., = 4W?(cos Q)*(cos 8)?(sin §,)?
= St + S3, + 5%, = (cosQ)* + W*(cos 8)*(cos Q)* — 2W2(cos Q)*(cos 6)?
+4W?2(cos Q)*(cos 0)?[(cos 6,)? + (sin 6,)?]
= (cos Q)* + W*(cos 8)*(cos Q)* — 2W?2(cos Q)*(cos 0)?
+4W?(cos Q)*(cos 0)?
= (cos Q)* + W*(cos 8)*(cos Q)* + 2W?2(cos Q)*(cos 0)?
Comparando las ecuaciones (3.g) y (3.k) claramente son iguales:
S8xz = Stxz + Sixz + Sixz

Para c)

(3.8)

(3.h)

(3.i)

(3.J)

(3.k)

(3.1)

S¢yz = W*(sin0)*(sin Q)* + W*(cos 6)*(cos 0)* + 2W*(sin §)*(sin Q) (cos 6)? (cos 2)* (3.m)

Stz = W*(sin6)*(sin Q)* + W*(cos 6)*(cos Q)* — 2W*(sin )% (sin Q)*(cos 6)*(cos 2)*  (3.n)

Szzyz = 4W*(sin 8)?(sin Q)?(cos 6)?(cos 2)?(cos 8,)?
S3yz = 4W*(sin 6)?(sin Q)% (cos 6)*(cos 2)?(sin &,)?

= Slzyz + .S'zzyz + Sgyz = W*(sin0)*(sin Q)* + W*(cos 8)*(cos Q)*

(3.0)

(3.p)
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—2W*(sin 8)?(sin Q)?(cos 8)%(cos Q)?

+4W*(sin 6)2(sin Q)% (cos 8)2 (cos Q)?[(cos §,)? + (sin §,)?]

= W*(sin 0)*(sin Q)* + W*(cos 8)*(cos Q)*
+2W*(sin 8)?(sin Q)% (cos )2 (cos )2 (3.q9)
Comparando las ecuaciones (3.m) y (3.q) claramente son iguales:

Sgyz = Slzyz + Szzyz + Sisgyz (3.r)

APENDICE C
[? = ffe_s(x2+y2) dxdy (4.a)

Pasamos a coordenadas circulares y tenemos que:

x =rcosf (4.b)
y =7sinf (4.c)
x2+y?=r? (4.d)
dxdy = rdrdf (4.e)

Sustituimos las ecuaciones anteriores en la ecuacién (4.a) y obtenemos la siguiente
representacion:

00 2T  _ o2 2T 0 _ o2 2w o0 _ 2T
[ e rdrdd == [ " e ™" 2srdr = —= [ e %du= |= (4.f)
0 J0 25 70 2a 70 2s

APENDICE D
La funcion de densidad de probabilidad p(8) = cte.
1) parael planox — y:

Soxy = (cos(hy sin0))? + w?(sin 6)?(sin(hy sin 6))?
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1
=3 (1 + cos(2hysinf) + w?(sin6)*(1 — cos(2hy sinh)))

1 1 . 1 . 1 . .
=3 + Ecos(Zhy sinf) + sz(sm 0)% — sz(sm 0)? cos(2hy sin ).

Entonces:

1 1 . 1 . 1 . .
5 + Ecos(Zhy sinf) + sz(sm 0)% — sz(sm 0)? cos(2hy sin 9)) p(68)do

1 , 1. 1.1 1 ,
(E + =cos(2hy sin @) + sz(sm 0)? — sz (E — 5 cos 29) cos(2hy sin 9)) p(68)do

1 /1 1 w?
<E + <E - T) cos(2hy sinf) + Ea)z(sin 0)? + 4 cos 26 cos(2hy sin 9)> p(0)do

2

1 (1 w? w
= (z+5-7 Jo(2hy) + 22]2n(2hy) cos 2nf + — - cos 20 Jo(2hy)
n=1

+ 7005 260 Z Jon(2hy) cos ZnB) p(6)do

n=1

1 1 2

1 2)1,(2hy) + - J,(2h
_§+<§_Zw )]o( }’)+sz( ).

Para el parametro S, 4,, solo modificamos el signo:

2

111 w
(S1xy) = >t (E 70 )/o(Zh}’) - T]z(Zh}’)-

Para el pardmetro Sy, :

Saxy = 2w cos(hy sin 6) sin 6 sin(hy sin #) cos &,

sin(2hy sin8)
=—————5sinf
2
Entonces:
sin((2n+ 1)0)
(Soxy) = f 2 Z]2n+1(2h)’) — 5 ——sin 6 cos 8y, p(0)do
n=0
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= 2w cos &, J; (2hy).
(S3xy) = 2wsin g, J; (2hy).
2) Para el plano x — z:
Soxz = (cos(hy sin8))? + w?(cos 8)?(cos(hy sin 8))?

1 1 _ w?(cos B)? _ w?(cos B)?
=3 + Ecos(Zhy sin@) + TCOS(ZM’ sinf) + —

1 1 _ w? w? _ w?  w?
==+ Ecos(Zhy sin@) + — ¢os 26 + vy cos(2hysin @) + Y + — ¢os 26

2
— (2497 cos(2hy sind) + £ + 2 cos 26 cos(2hysin ) + 2+ - cos 20
= §+T cos(2hy sin )+§+TCOS cos(2hy sin )+T+TCOS
Entonces:
1 w? 1 w?cos20],(2hy)
(SOch):f <§+T>Jo(2h3’)+§+ ) °

w? cos 20
+ — 2 Jon(2hy) cos 2n8 | p(6)d6
n=1

2

(1 ? 1 w
= <§ + T)]O(Zh}’) Tt T/z(Zh}’) +

0.)2

4

2

_ 1 (1)2 1 (Uz h w h
= <§+T>+<E+T>IO(2 J’)+T]2(2 ).

Para el pardmetro Sy, solo modificamos el signo:

1 w? 1 w? w?
(S1xz) = (E - T) + (E + T)]o (2hy) — T]z (2hy).

Para el pardmetro S, :

Saxz = 2w(cos(hy sin8))? cos 6 cos 8,

1 1
= 2w > cos(hysin @) + > cos 6 cos b,
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Entonces:

1
(Soxz) = f 2w [Elo (2hy) + Z]Zn(Zhy) cos 2né cos@|cos s, p(6)do
n=1

= w/y(2hy) cos §,.
Para S3,; :
(S3xz) = w]o(2hy) sin .
3) Paraelplanoy — z:

Soyz = w*(sin B)?(sin(hy sin 6))? + w?(cos §)?(cos(hy sin 6))?

= 2w? (1 cos 20 + 1) (1 cos(2hysin8) + 1)
2 2/ \2 2

Entonces:

(Soyz) = f w?[cos 20 cos(2hy sin 8) + cos 26 cos(2hy sin8) + 1] p(6)d8

= w? [cos 20 J,(2hy) + 2 cos 26 Z]Zn(Zhy) cos 2né + cos 26 + J,(2hy)

n=1

+2 z]m(Zh)’) cos2n6 + 1]

n=1

= w?[1+ Jo(2hy) + J,(2hy)].

Para Siy,:
(Slyz> = 0.

Para Sy, :

Soyz = 2w? sin O cos O sin(hy sin 8) cos(hy sin 8) cos &,,.
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Entonces:

Para Sy :

(S2yz) = f[Za)z sin @ cos 6 sin(hy sin 8) cos(hy sin 8) cos 6, ] p(6)d6

3 f [sin 20 sin(hy

sin 8) 91do
> 3 ]p( )

= f [%sin 26 Z]2n+1(2hy) sin((2n + 1)9)] p(6)do = 0.

n=0

<S3yz) =0.
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