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1. Introducción 
 

En los últimos años el desarrollo de la óptica plasmónica ha tenido un avance altamente 

significativo por las potenciales aplicaciones que ofrece tales como; el desarrollo de 

metamateriales, espectroscopia ramman sintonizable, pinzas plasmónicas e implementación de 

guias ópticas plasmónicas, así como el desarrollo de sensores plasmónicos, en particular los 

sensores de hidrocarburos y de hidrógeno [1].  

En el presente trabajo de tesis se establecen los fundamentos de óptica plasmónica  y se estudian 

los modelos de polarización parcial, el tratamiento se extiende a la descripción de los efectos de 

coherencia parcial plasmónica, lo cual permite establecer el Teorema de Van Cittert-Zernike 

plasmónico. De esta forma, se establece una analogía entre óptica para ondas homogéneas con el 

estudio de los campos plasmónicos. Un tópico de gran interés es la posibilidad de síntesis de las 

singularidades de polarización plasmónica, el cual ofrece aplicaciones para el desarrollo de pinzas 

plasmónicas. Las singularidades se generan por el hecho de que las correlaciones en amplitud de 

un campo plasmónico se propagan como una onda. Las singularidades se pueden encontrar desde 

la función de fase cuyo estudio tiene como soporte teórico el método de fase estacionaria.  

Una contribución importante del trabajo de tesis consiste en encontrar la ecuación diferencial que 

nos describe la geometría asociada a las singularidades plasmónicas. 

Para la descripción de los efectos de polarización parcial plasmónica se establece una analogía con 

los modelos de polarización para  campos electromagnéticos propagándose en el espacio libre. Y 

para establecer el teorema de Van Cittert-Zernike plasmónico se traslada la teoría de coherencia 

parcial, así como, la propagación de campos electromagnéticos correlacionados al ambiente 

plasmónico. Un resultado que se prueba, es que los plasmones elementales no son susceptibles de 

ser polarizables, sin embargo, el campo asociado a la interferencia permite inducir efectos de 

polarización, cuyo análisis se genera mediante la proyección sobre tres planos mutuamente 

perpendiculares, lo cual permite establecer un conjunto de parámetros de Stokes asociados a cada 

plano. Se encuentra la representación de los parámetros de Stokes para campos plasmónicos 

completamente coherentes y se extienden para campos interferidos parcialmente coherentes y 

polarizados. Dichas representaciones permiten establecer los fundamentos de la teoría de 

coherencia plasmónico por medio de la matriz de coherencia en donde cada término de dichas 

matrices son las correlaciones de los campos eléctricos constituyentes. Para la descripción de las 

correlaciones plasmónicas se utiliza el modelo del espectro angular, con lo cual se prueba que las 

correlaciones se propagan como una onda. Lo cual nos da la pauta para analizar los términos de la 

matriz de coherencia y mostrar que sus elementos correspondientes tienen estructura de 

transformada de Fourier lo cual corresponde con el teorema de Van Cittert-Zernike, el estudio se 

extiende a la propagación de la matriz de coherencia a diferentes puntos de la superficie metálica.  
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1.1 Objetivo general 

El objetivo de este trabajo de tesis, es dar una descripción de los efectos de polarización utilizando 

como estructura prototipo los campos plasmónicos interferidos, además dar una descripción de la 

teoría de coherencia parcial para estos campos. De esta forma establecer el teorema de Van 

Cittert-Zernike para campos plasmónicos.  

1.2 Estructura de la tesis 

Para cumplir con el objetivo anteriormente descrito, la estructura de la tesis es la siguiente. En el 

capítulo 2 se establecen los conceptos fundamentales de polarización, y se establece la teoría de 

coherencia parcial utilizando la estructura modal de un campo plasmónico.  En el capítulo 3 se 

describe la amplitud plasmónica generada por la interferencia entre dos modos plasmónicos y se 

establece una analogía con la teoría clásica de polarización. De esta forma, se identifican los 

parámetros susceptibles de ser controlados para implementar los procesos de polarización parcial 

plasmónica. Mediante la proyección del campo eléctrico sobre tres planos mutuamente 

perpendiculares se establece un conjunto de parámetros de Stokes, los cuales llevan la 

información de los efectos de coherencia parcial los se ven reflejados en las trayectorias de 

polarización. El modelo incluye los casos de campos plasmónicos totalmente coherentes y otro 

conjunto de parámetros de Stokes para campos plasmónicos parcialmente polarizados y 

coherentes. En el capítulo 4 se establece una matriz de coherencia cuyos elementos tienen 

estructura de transformada de Fourier lo cual constituye  el teorema de Van Cittert-Zernike 

plasmónico. Se  establece una matriz generalizada de coherencia cuyo análisis se siguen dos  

caminos,  una es mediante  la propagación de correlaciones y la otra en un contexto puramente 

matemático mediante el producto directo entre matrices. En ambos casos  se encuentra  la  matriz 

de coherencia generalizada. Finalmente en el capítulo 5 se enuncian las conclusiones generales y 

se bosqueja el trabajo a futuro. En esta tesis se incluyen 6 apéndices los cuales permiten hacer 

fluida la lectura sin descuidar el formalismo teórico.  
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2. Conceptos teóricos fundamentales 
  
En este capítulo se establecen los fundamentos de óptica plasmónica haciendo énfasis en la 

descripción de un modo plasmónico y se utiliza para establecer el modelo del espectro angular 

plasmónico. Se describen los conceptos de polarización y de teoría de coherencia parcial y se 

encuentra la estructura de la matriz de coherencia. Finalmente se describen los conceptos de 

singularidades ópticas. 

 

2.1 Modos Plasmónicos elementales 

 

En esta sección se presenta una descripción general de que es un plasmón superficial los cuales se 

utilizarán posteriormente para el estudio de polarización plasmónica. Estamos interesados en la 

descripción de ondas propagándose sobre una superficie metálica utilizando como medio de 

transporte los electrones libres los cuales se interpretan como un “mar” de electrones que 

corresponde a un plasma. La onda generada se conoce como un plasmón superficial [2]. 

Históricamente el estudio de plasmones se generó en física del estado sólido, interpretando al 

plasmón como la cuasipartícula resultado de la cuantización de las oscilaciones del plasma, de la 

misma forma que un fotón o un fonón son cuantizaciones de 

ondas electromagnéticas y mecánicas. Por tanto, los plasmones son oscilaciones de la densidad 

del gas de Fermi (gas de electrones libres [2]), usualmente a frecuencias ópticas. También pueden 

interactuar con un fotón para crear una tercera cuasipartícula llamada polaritón de plasma. El 

estudio de los plasmones superficiales se puede obtener desde las ecuaciones de Maxwell, lo cual 

es el punto de vista que se sigue en este trabajo de tesis. Los plasmones son importantes para 

describir las propiedades ópticas de los metales. Los plasmones de superficie son ondas no 

homogéneas cuya propagación está confinada a la superficie metálica [3], esto es, ocurren en la 

interfaz entre un dieléctrico y un metal. Permiten explicar las anomalías en la difracción de 

una red de difracción metálica (Anomalía de Wood) y también son útiles en la espectroscopia 

Ramman de superficie entre otras aplicaciones. La resonancia de plasmones superficiales es 

utilizada en bioquímica [2].  

Muchas investigaciones se han centrado en el rango de las microondas porque es posible diseñar 

mecánicamente superficies materiales con patrones del orden de algunos pocos centímetros que 

son útiles para estas longitudes de ondas. En cambio, crear plasmones superficiales en el rango 

óptico implica producir superficies con geometrías  menores a los 400   .  

Como se mencionó anteriormente los plasmones se propagan en la interface entre dos medios 

distintos, uno es un dieléctrico con una permitividad    y el otro es un metal con permitividad    , 

como se muestra en la Fig.2.1. Se desea una onda en una interface metal-dieléctrico con dirección 

de propagación   y un coeficiente de atenuación   en la dirección  . 

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Cuasipart%C3%ADcula
http://es.wikipedia.org/wiki/Fot%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Fon%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Electromagn%C3%A9tica
http://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica
http://es.wikipedia.org/wiki/Gas_de_Fermi
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Polarit%C3%B3n&action=edit&redlink=1
http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_de_Maxwell
http://es.wikipedia.org/wiki/Diel%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Red_de_difracci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Robert_W._Wood
http://es.wikipedia.org/wiki/Espectroscopia_Raman
http://es.wikipedia.org/wiki/Espectroscopia_Raman
http://es.wikipedia.org/wiki/Resonancia_de_plasmones
http://es.wikipedia.org/wiki/Bioqu%C3%ADmica
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Fig.2.1: Esquema de dos campos propagándose en dirección   , uno propagándose en un dieléctrico con permitividad   , 

mientras que el otro en un metal con permitividad   .  

 

Los dos campos electromagnéticos en cada medio se modelan como [2]: 

 

                                                                                (2.1.1) 

 

                                          ;                                    (2.1.2) 

 

la estructura anterior satisface la ecuación de Helmholtz .En donde    es el término que describe 

la propagación de la onda plasmónica y se conoce como la relación de dispersión del campo 

propagándose en el dieléctrico y    la relación de dispersión del campo propagándose en el metal, 

    es el factor de decaimiento,         son las amplitudes de los campos en las componentes en 

las direcciones    y    respectivamente.      y      están relacionados por las condiciones de frontera 

entre el dieléctrico y el metal [2].  

El problema consiste en relacionar            con las propiedades del medio. Usando las 

condiciones de frontera tenemos que [4]: 

 

         ;     en     y   arbitrario, 

 

entonces: 

 

            .                                                                  (2.1.2a) 

 

De la condición de frontera para las componentes normales tenemos que: 

 

             ,                                                          (2.1.2b) 

 

de donde: 

 

                ,                                                            (2.1.2c) 
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por lo tanto: 

     
  

  
  .                                                      (2.1.2d) 

 

La relación (2.1.2d) nos dice que las componentes normales de los campos están relacionadas 

debido a que estamos estudiando una interface dieléctrico-metal y es natural que sus amplitudes 

en la dirección normal se mantengan solo que estando una de ellas escalada por las 

permitividades de los campos.    

 

De las condiciones de frontera y de condición de amarre [2], las relaciones de dispersión para cada 

campo    y    son iguales en la interface ya que de lo contrario un campo se atrasaría respecto 

del otro, es decir, llevan la misma velocidad. 

Ahora bien, la onda superficial en cada medio toma la forma: 

 

                                                                                 (2.1.3) 

 

                              
  

  
        .                                    (2.1.4) 

 

Supongamos medios libres de carga, entonces se cumplen las siguientes relaciones: 

 

                           ;                                                           (2.1.5) 

 

entonces tenemos que: 

 

                                 ,                                       (2.1.6) 

 

     
  

  
                            ,                                       (2.1.7) 

 

de las ecuaciones (2.1.6,2.1.7) encontramos que: 

 

   
  

  
     ,                                                                 (2.1.8) 

 

usando la ecuación (2.1.8) en la ecuación (2.1.7) encontramos que el campo      se escribe de la 

siguiente forma: 

 

                        
  

  
     

  

  
        .                                         (2.1.9) 

  

Sustituyendo las ecuaciones (2.1.3) y (2.1.9) en la ecuación de Helmholtz y haciendo primero el 

análisis para la componente en dirección     se obtienen las siguientes expresiones: 
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                                             (2.1.10) 

 

          
      

    
      

      
                

    
                                             (2.1.11) 

 

entonces:  

 

                      
           y          

  
 

  

  
     

                           (2.1.12) 

 

Para la componente en dirección    del campo      tenemos que: 

 
  

 

  
         

      ,                                                         (2.1.13) 

 

Sustituyendo la primera ecuación de las ecuaciones (2.1.12) en la (2.1.13) podremos obtener el 

resultado deseado. 

 
  

 

  
       

          
       ,                                             (2.1.14) 

 

 

entonces: 

 

       
  

 

  
       

     
  

 

  
                                                    (2.1.15) 

 

de aquí que: 

 

       
  

  
  
 

  
    

 
  
 

  
    

 ,                                                                    (2.1.16) 

 

haciendo el álgebra correspondiente con la ecuación (2.1.16) el resultado queda como: 

 

    
    

     
   

     con     
 

 
                                                    (2.1.17) 

 

por lo tanto: 

 

       
    

     
 
   

 
 

 
 

    

     
 
   

                                             (2.1.18) 
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La ecuación (2.1.18) es la relación de dispersión la cual es continua sobre la interface ya que de no 

serlo los campos tendrían entre ellos un retraso [2].   

Supongamos que     , para metales tenemos que         y si     y         la onda 

resultante adquiere la forma de una onda plasmónica. Se tiene entonces que   es un número 

complejo dadas las propiedades de los materiales. 

Se cumple que   
    

     
 
   

                 
 

 
          

  

  
                  . 

De lo anteriormente expuesto se tiene que el plasmón es una onda no radiativa y por lo tanto el 

proceso inverso de una onda con vector de onda    incidiendo sobre una superficie metálica plana 

no puede excitar al plasmón. Una consecuencia de que la relación de dispersión sea compleja, es 

que la distancia de propagación en medios semi-infinitos es corta, aproximadamente      , lo 

cual es una limitante para la implementación de la óptica plasmónica. Este último punto se puede 

resolver utilizando películas delgadas de espesor del orden de           

 

2.2 Polarización  

 

Polarización se define como el estudio de la trayectoria que describe el campo eléctrico como 

función de amplitudes y fases relativas, es una característica que presentan las ondas vectoriales 

[1,6]. La onda de interés propagándose en la dirección   es de la forma: 

 

   
  

  
   ,                                                                     (2.2.1) 

 

dónde: 

 

                       y                                               (2.2.2) 

 

La trayectoria que sigue el campo eléctrico es una elipse en un plano perpendicular a la dirección 

de propagación.  La ecuación para    se puede escribir de una forma equivalente como sigue: 

 
  

   
                                                           (2.2.3) 

 

Desarrollando el álgebra correspondiente se llega a la siguiente expresión: 

 
  

   
 

  

   
                     

 

entonces: 

 
  

   
 

  

   
                    .                                       (2.2.4) 
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Se tiene también que: 

 

               
  

   
 

 
 
   

,                                            (2.2.5) 

 

sustituyendo la ecuación (2.2.5) en (2.2.4) nos lleva a: 

 

 
  

   
 

  

   
     

 

     
  

   
 

 
 
   

       .                               (2.2.6) 

 

Finalmente se obtiene:  

 

 
  

   
 

 
  

  

   
 

 

   
  

   
  

  

   
             .                                 (2.2.7) 

 

Esta es la ecuación de una elipse cuyos ejes forman un ángulo   con el sistema coordenado 

        que satisface [5]: 

 

      
           

   
     

  ,                                                            (2.2.8) 

 

cuando     o    
 

 
  

  

 
   ,  la ecuación (2.2.8) toma la forma canónica de una elipse: 

 

  
 

   
  

  
 

   
   .                                                               (2.2.9) 

 

Además, si            la ecuación (2.2.9) se reduce a: 

 

  
    

    
  ,                                                            (2.2.10) 

 

lo cual nos da una polarización circular. Ahora, si   es un múltiplo par de  , la ecuación (2.2.7) 

toma la forma: 

 

   
   

   
   ,                                                                (2.2.11) 

 

y similarmente para múltiplos impares de  : 

 

    
   

   
   ,                                                            (2.2.12) 

 

lo cual representa polarización lineal [5]. 
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2.2.1 Parámetros de Stokes 

 

Hasta ahora hemos considerado la luz polarizada en términos del campo eléctrico cuya 

representación más general es la de la luz elíptica. Las medidas hechas en la práctica son 

generalmente promedios sobre intervalos de tiempo comparativamente largos, por lo que sería 

más conveniente introducir algunos parámetros alternativos para describir la polarización, a estos 

parámetros se les conoce como parámetros de Stokes, que pueden determinarse 

experimentalmente.  

Los parámetros de Stokes en términos de las amplitudes y fases relativas están dados por las 

siguientes ecuaciones [8]: 

 

      
     

                                                                  (2.2.13) 

 

      
     

                                                                  (2.2.14) 

 

                                                                            (2.2.15) 

 

                                                                            (2.2.16) 

 

Esto para luz monocromática, además las amplitudes y la fase relativa    entre los campos son 
independientes del tiempo, donde    representa la energía de la onda, el parámetro    mide la 
asimetría en la energía entre los campos constituyentes,    y    son dos parámetros 
complementarios que se relacionan con la orientación del eje de la elipse. Podemos identificar los 

siguientes casos: 

 
1)    . 
 
Entonces,               y     . 

Por lo tanto se tiene polarización lineal 
 
2)     .  
 
Entonces,               y     . 

Por lo tanto se tiene polarización lineal, el valor negativo de    distingue los dos modos de 
polarización lineal. 
 
3)        . 
 
Entonces,      y              . 

Por tanto se tiene polarización elíptica izquierda, el valor positivo de    indica que el sentido es 
izquierdo. Si        la polarización es circular. 
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4)         . 
 
Entonces,        y                  . 

Por tanto se tiene polarización elíptica derecha, el signo negativo de    indica que el sentido es a 
la derecha. Si       la polarización es circular. 
 

Ahora bien, en el caso general de radiación no monocromática se miden los valores promedio, 
sobre tiempo o frecuencia de los parámetros de Stokes. Entonces los parámetros de Stokes en 
este caso son [5,8]: 
 

       
       

                                                          (2.2.17) 

  

       
       

                                                          (2.2.18) 

 

                                                                             (2.2.19) 

 

                                                                             (2.2.20) 

 

Si el haz no está polarizado     
       

   , además     y     no tienen cero como 

promedio ya que el cuadrado de la amplitud siempre es positivo, entonces,    es igual y 

          . Los últimos dos parámetros promedian cero independientemente de las 

amplitudes, además, es común y conveniente normalizar los parámetros dividiendo cada uno por 

  . El conjunto de parámetros de Stokes para luz natural es          , si la luz esta polarizada 

horizontalmente los parámetros normalizados son          , similarmente para polarización 

vertical los parámetros son           , para luz circular derecha          , para luz circular 

izquierda           . Cuando la luz es completamente polarizada los parámetros cumplen con la 

siguiente relación:  

 

  
    

    
    

  .                                                          (2.2.21) 

 

Además, para luz parcialmente polarizada el grado de polarización está dado por la ecuación 

siguiente: 

 

  
   

    
    

  
   

  
                                                       (2.2.22) 
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2.3 Teoría de coherencia 

 

En esta sección se describe la teoría de coherencia para el caso vectorial. Entendemos a la 

coherencia como una medida de la similitud que tiene un campo electromagnético consigo mismo 

en diferentes puntos del espacio o consigo en un mismo punto del espacio pero en diferentes 

tiempos. Usamos la representación matricial para identificar la matriz de coherencia, con esto se 

hace el análisis de la propagación de correlaciones que nos lleva finalmente al teorema de Van 

Cittert-Zernike. También se mencionan algunos conceptos sobre singularidades de polarización.   

 

2.3.1 Teoría de coherencia: caso vectorial 

 

Para describir la teoría de coherencia vectorial hacemos uso del sistema esquematizado en la Fig. 

2.2 el cual tiene una fuente primaria extendida. De un punto de la fuente emerge el campo, el cual 

se propaga en distintas direcciones. Los campos en los puntos   y   tienen asociados un estado de 

polarización, justo después de los puntos mencionados colocamos un analizador el cual nos 

permitirá obtener las componentes del campo y sus estados de polarización en el punto  . 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. 2.2: Esquema de la fuente primaria extendida de donde emerge un campo eléctrico hacia los puntos   y  , para 

después propagarse a través de un analizador y obtener el estado de polarización del campo en el punto  . 

 

Los campos en los puntos   y   están dados por: 

 

                                                          

(2.3.1) 

                                                         , 

 

dónde    y    son las amplitudes de cada componente en los puntos   y   respectivamente,    y    

son las fases en cada componente,     y     son los vectores de posición que hay entre puntos de 

la fuente y los puntos   y  .  
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El campo total de la fuente primaria en los puntos   y   se expresa como: 

 

                                    

 

   

                      

(2.3.2) 

                                       

 

   

                       

 

dónde: 

                         

(2.3.2a) 

 

                          , 

 

que son las expresiones para cada componente del campo en el punto  . 

De manera similar tenemos: 

 

                         

(2.3.2b) 

 

                          , 

 

que son las expresiones para cada componente del campo en el punto  .  

 

El campo total en el punto   se expresa como: 

 

 

 

                                           

 

                                                                  (2.3.3) 
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La intensidad en el punto   es: 

 

                   
             

              
                          

 

                                                
                               

          

 

                                                
             

                           

 

                                                
                              

                          

 

                                                
                               

         

 

                                                
              

                           

 

                                                
                              

          

 

     
                                                                                                     (2.3.4) 

 

Esta relación es más simple de manejar si se expresa en términos de matrices. La matriz de 

coherencia para un campo electromagnético parcialmente coherente se expresa como [8]: 

 

   
            

  

     
         

 .                                                    (2.3.4.A) 

 

Al hacer la representación matricial de la ecuación (2.3.4) en la forma de la matriz (2.3.4.A) 

podremos identificar la matriz de coherencia generalizada como: 

 

 

                                                                          (2.3.5) 

 

dónde   es una matriz renglón: 

 

                                                                       (2.3.6) 

 

     es una matriz columna: 

    

 

 
 

                

                

                

                 

 
 

       ,                                                   (2.3.7) 

y el símbolo    significa que la matriz es traspuesta conjugada. 
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La matriz    es llamada matriz de coherencia generalizada y nos dice como se mezclan los  campos 

en el punto  , los paréntesis triangulares representan los valores promedios dado que las 

amplitudes son variables aleatorias. 

La matriz    se expresa como:  

 

   

 

 
 

            
       

       
  

     
              

       
  

     
       

              
  

     
       

       
          

 
 

  .                                       (2.3.8) 

 

 Reescribiendo la matriz    tenemos que: 

 

    
  
   

                                                                        (2.3.9) 

 

Donde  ,  ,   ,    son matrices compuestas de la siguiente manera: 

 

   
            

  

     
         

   .                                                         (2.3.10) 

 

La matriz   contiene la información de los parámetros de coherencia, parámetros de Stokes en el 

punto  . 

 

   
            

  

     
         

                                                           (2.3.11) 

 

la matriz   lleva la misma información solo que en el punto  . 

 

   
     

       
  

     
       

  
           

     
       

  

     
       

  
                           (2.3.12) 

 

Llevan la información de la correlación de los parámetros de Stokes entre   y  . 

 

En el caso en que        sean funciones estadísticamente independientes, tenemos que: 

 

      
          

   .                                                        (2.3.13) 
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2.3.2 Propagación de correlaciones 

 

En esta sección se muestra, que la función de correlación en amplitudes de un campo 

electromagnético, presenta características ondulatorias, esto nos permite establecer un modelo 

de coherencia parcial conservando la naturaleza vectorial del campo electromagnético. 

De la Fig. 2.2, igual que la sección anterior,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 2.2: Esquema de la fuente primaria extendida de donde emerge un campo eléctrico hacia los puntos   y  , para 

después propagarse a través de un analizador y obtener el estado de polarización del campo en el punto  . 

 

el campo en el punto   es      y el campo en el punto   es     . La representación para cada 

componente de acuerdo al modelo de espectro angular es: 

 

 

                                      

 

                                                                         

          

 

                                                           

 

                                                                       

 

donde                son las amplitudes de cada componente en términos de las frecuencias 

espaciales, que contribuyen a generar el campo en el punto  . De manera análoga, 

                  son las amplitudes que genera el campo en el punto  .  

Los procesos de coherencia parcial se describen en términos de las correlaciones de los campos, 

los cuales están definidos como: 
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                                                    ,                            (2.3.16) 

 

en donde los paréntesis triangulares significan un promedio estadístico. 

 

En el apéndice A, se demuestra que la función de correlación entre los campos correspondientes 

satisface la ecuación de Helmholtz,            
              

    .  

Sabemos que la ecuación de onda: 

 

    
 

  

   

                                                                   (2.3.17) 

 

tiene como solución: 

 

                                                                         (2.3.18) 

 

En nuestro caso, si la función de correlación se multiplica por un término armónico en términos de 

una nueva variable  , se define una nueva función que se conoce como la función de coherencia 

mutua dada por: 

 

           
            . 

 

 Entonces es claro que satisface una ecuación tipo onda: 

 

           
 

  

   

                                                                    (2.3.19) 

 

Donde la interpretación física para   es un tiempo de retraso entre los campos      y     .   

Interpretando los términos de la matriz (2.3.9) en términos de las funciones de correlación, 

restringiéndonos solo al primer término de la matriz (  de 2.3.12) tenemos que este toma la 

forma:  
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                                                                    (2.3.20) 

 

Definiendo        :   

 

               
                                                               

      

 

                                                                                                  

                      

                                                      

 

                                                                                    

 

                                                                             

 

                                 ,                                            (2.3.21) 

         

el término             es llamado el espectro de potencias. Si derivamos la función de correlación 

dada por la expresión (2.3.21) sabemos que cumplirá con la ecuación de Helmholtz (APENDICE A’). 

Se puede realizar  el mismo procedimiento para la representación de todos los términos de la 

matriz. 

Cuando la correlación se calcula sobre un plano se tiene que     , entonces la expresión (2.3.21) 

toma la forma de la transformada de Fourier del espectro de potencias. Recalcamos que heredado 

de las propiedades de la δ de Dirac se tiene que solo se correlacionan los campos que se propagan 

en la misma dirección. 

Se tiene que la expresión para todas las correlaciones es: 

 

     
                                                                    

 

Esta última ecuación es la función de densidad espectral para una sola frecuencia. Si obtenemos la 

transformada de Fourier en la variable  , tenemos: 

 

                                                                           

 

donde         . 
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La ecuación (2.3.23) es la función de coherencia mutua considerando todas las frecuencias. 

Tenemos que expresión general para cada término de la matriz de coherencia está dada por: 

 

              
                                                         

 

dónde el carácter vectorial está implícito en cada componente de la matriz. 

Un análisis en detalle se describe en el apéndice A’’, lo cual corrobora que las correlaciones se 

propagan con un carácter ondulatorio.  

 

2.3.3 Descripción de singularidades 

 

Asociando principios extremales a una función de fase, se describe la solución singular para la 

función de correlación, además se utilizará el método de fase estacionaria para evaluar las 

integrales oscilantes.  

Supongamos la siguiente expresión: 

 

                                                                              

 

dónde        es una amplitud cuyo valor depende del punto que se esté estudiando y        es 

una la función de fase , además ambas funciones son reales. 

Sea la expresión (2.3.25) una integral oscilante que varía rápido en su núcleo con respecto de 

       , partiremos de esta última integral para introducir el método de fase estacionaria [8]. 

Supongamos que       es un punto crítico de       : 

 

           
 

  
       

    

   
  

       
    

    .                                (2.3.26) 

 

Haciendo una expansión en serie de potencias a la función       :  

 

                  

  
       

    

         

  
       

    

       

 

       
 

 
  

 

          
    

        
 

 
  

 

          
    

        

 

               

    
           

    

                                                                    (2.3.27) 
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El segundo y tercer término de la ecuación (2.3.27) son cero debido a (2.3.26), para simplificar la 

notación se definen los siguientes términos: 

  

    
 

          
    

      
 

          
    

       

    
           

    

                 (2.3.27.a) 

 

Entonces reescribiendo e introduciendo el desarrollo de        en la integral (2.3.25) tenemos 

que: 

 

                              

 

               
 

 
                                        

 

                
 

 
         

 

 
         

 

 
                     

 

                                

 

                
 

 
         

 

 
       

 

 
  

  
        

 

 
              

 

           
 

 
        

 

 
       

 

          
  

  
 

 

 
                        

 

Considerando solo los términos dentro de los paréntesis cuadrados, se tiene que la  integral toma 

la forma: 

 

       
 

 
        

 

 
       

 

    
   

   

   

  
       

   
  
 

 

 

                                                                                 
  

   

 

        

  
 
 

 
  

   

   

      
 

 

 

      
    

      
                                                                (2.3.29) 

 

La expresión (2.3.29) se indetermina donde el argumento de la raíz cuadrada es cero [15], esto 

quiere decir que cuando esto ocurre la integral diverge, lo cual podemos asociar con una 
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singularidad para integrales oscilantes. Tomamos el denominador de la ecuación (2.3.29) y usando 

las ecuaciones (2.3.27.a) tenemos que: 

 

         
  

    
       

 

  
  

   
        

  

   
          

 

por lo tanto, la singularidad ocurre cuando: 

 

 
   

    
 

 

 
   

   

   

                                                      (2.3.30) 

 

Utilizando el análisis descrito en la sección anterior, se pueden asociar con singularidades de 

polarización 
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3. Polarización para campos plasmónicos 
 

Los plasmones superficiales elementales (Sp) son ondas no homogéneas generadas por 

oscilaciones coherentes de electrones libres de los metales [2,3]. Una propiedad genérica que 

presentan los campos vectoriales es la polarización que puede ser entendido como el estudio de la 

trayectoria que describe el campo eléctrico como una función de la amplitud y la fase relativa en 

un plano perpendicular a la dirección de propagación [5,6]. Para describir sus propiedades físicas 

es necesaria una representación vectorial, como consecuencia, las propiedades de polarización 

son introducidas en una manera similar a las de ondas propagándose en el espacio libre. Sin 

embargo, se deben notar algunas diferencias físicas, una de ellas es que la trayectoria del campo 

eléctrico comparte el mismo plano con el vector de Poynting. Además, cada componente del 

campo eléctrico del Sp está ligada con las ecuaciones de Maxwell, esto significa que no se pueden 

introducir o manipular términos de fase sobre cada componente, es decir, para los Sp los 

parámetros de polarización están mezclados y la trayectoria no puede ser modificada en el sentido 

de que no se distingue un parámetro que nos ayude a controlar la polarización del plasmón 

superficial.  

 

3.1 Descripción de la polarización 

 

En el capítulo anterior hemos descrito a los plasmones elementales, sin embargo, para describir la 

polarización plasmónica es necesario tener una expresión alterna que nos ayude a entender la 

idea de la polarización de los plasmones. 

De manera análoga al tratamiento clásico de polarización en los campos electromagnéticos más 

comunes, partiremos de la superposición de dos plasmones superficiales elementales [7], uno en 

el plano     cuya dirección de propagación es la dirección   y otro al cual se le hace una rotación 

alrededor del eje  , lo que nos dará dos plasmones superficiales rotados un ángulo  .  

 

3.2 Polarización 

 

Las oscilaciones de los electrones libres son generadas en una interface que conecta dos medios, 

las expresiones para el campo eléctrico en cada medio asociado al Sp y suponiendo que se 

propaga a lo largo de la dirección   se escribe como: 

 

  
           

   

  
                                                                   (3.2.1) 

 

      
  

  
    

     

    
                                                     (3.2.2) 

 

En esta representación      son la constante dieléctrica de cada medio,   es una constante que 

describe la amplitud del Sp ,   es la relación de dispersión y      son los parámetros que nos 
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indican como se va a atenuar el plasmón superficial. Debemos obtener una expresión alterna 

de la ecuación (3.2.1) debido a que       . 

Entonces: 
 

 
 

 

    
 

    

     
 

 

     
 

  

     
                                        (3.2.3) 

 

Sustituyendo la ecuación (3.2.3) en la ecuación (3.2.1) tenemos lo siguiente: 

 

  
                

  

      
 

                                                     

 

                                    
    

    
 

   

    
                                     

 

                                  
  

    
                                               

 

                                                                                (3.2.4) 

 

donde   
  

    
    ,    

  

    
    . 

 

La ecuación (3.2.4) es la expresión para el campo sin haberle realizado la rotación, el campo 

rotado queda como sigue: 

 

                      
                                             

 

                                                       

 

                                                                              

 

                                                                                             (3.2.5) 

 

El campo rotado a un ángulo –   es: 

 

   
                                                                    

 

                                                                                                (3.2.6) 

 

Estamos ahora interesados por la suma entre los plasmones dados por las ecuaciones (3.2.5) y 

(3.2.6), lo cual lo hacemos por componentes indicadas en los subíndices de cada suma: 
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                                                                                           (3.2.7)                                                                      

 

Si en la ecuación (3.2.7) usamos la aproximación paraxial, el término que contiene a la parte 

imaginaria de   se vuelve muy pequeño en comparación con la parte real, por lo tanto tenemos: 

 

    
           

        
  
                                 

 

                                                         (3.2.8)  

 

Ahora bien, la componente    esta dada por: 

 

             
           

        
  

                                                 

 

                                                                

 

                                         

 

                                                                                               

 

                                                                           

 

                                                                    .                                              (3.2.9)                                                              

 

Aplicando la misma aproximación que la de la ecuación (3.2.7) a la ecuación (3.2.9) obtenemos el 

siguiente resultado: 

 

    
           

        
  

                                            

 

                                                               (3.2.10) 
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La componente    esta dada por: 

 

    
           

        
  

                                                             

 

                                                                             

 

                                          .                                       (3.2.11) 

 

Aplicando la aproximación paraxial: 

 

    
           

        
  

                                           

 

                                      .                        (3.2.12) 

 

Sobre las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.10) introducimos una nueva notación como sigue: 

 

                        
 

 
             

(3.2.13) 

                  

 

Sustituyendo las ecuaciones (3.2.13) en (3.2.12) y (3.2.10) tenemos entonces la expresión 

completa para la suma de los campos expresado en forma matricial como: 

 

                            
       

  

  

  

                                

 

                      

    
                  

                  
      ,            (3.2.14) 

 

dónde                    . Cabe notar que cuando     se recupera la estructura 

original (3.2.4). 

 

La expresión (3.2.14) determina la distribución de amplitud del campo plasmónico, así mismo con 

la ecuación (3.2.14) se quiere describir la trayectoria del campo. Para esto se definirán elipses de 

polarización para los planos    ,    ,     y sus respectivos parámetros de Stokes. 
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3.3 Parámetros de Stokes 

 

Usando la ecuación (3.2.14) proponemos escribir el vector de Jones como: 

 

    

  
  
  

   

    
                  

                  
  .                                           (3.3.1) 

 

Analizando la proyección del vector de Jones sobre cada plano y siguiendo el tratamiento clásico 

de polarización [6], definimos tres trayectorias para el campo eléctrico en cada plano, los 

parámetros de Stokes son rápidamente identificados. 

 

1) En el plano      , la trayectoria del campo eléctrico es: 

 

 
  

    
 

 

  
  

         
 

 

  
     

             
                 ,           (3.3.2) 

 

y los correspondientes parámetros de Stokes son: 

 

                                                                    (3.3.3) 

 

                                                                    (3.3.4) 

 

                                                                       (3.3.5) 

 

                          .                                            (3.3.6) 

 

Se debe notar que los parámetros de Stokes son dependientes de la coordenada  . El caso más 

simple puede ser identificado cuando     , entonces, los valores de los parámetros de Stokes 

son: 

 

                                 .                              (3.3.7) 

 

Esto significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarización lineal, siendo el 

campo eléctrico perpendicular al plano      . 

 

2) En el plano      , la trayectoria es: 

 

 
  

    
 

 

  
  

         
 

 

  
     

            
              

  ,           (3.3.8) 
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los parámetros de Stokes están dados por: 

 

                                                                  (3.3.9) 

 

                                                                (3.3.10) 

 

                                                                       (3.3.11) 

 

                        .                                              (3.3.12) 

 

En    , los valores de los parámetros de Stokes son: 

 

                          

 

                                                 .     (3.3.13) 

 

Lo cual significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarización elíptica [5,8]. 

 

3) En el plano      , la trayectoria es: 

 

 
  

         
 

 

  
  

         
 

 

  
     

                  
              

 , (3.3.14)            

 

los parámetros de Stokes son: 

     

                                                                 (3.3.15) 

 

                                                                (3.3.16) 

 

                                                                         (3.3.17) 

 

                              .                                        (3.3.18) 

 

En    , los parámetros son:  

 

                                                 .     (3.3.19)  

 

Esto significa que el campo eléctrico tiene polarización lineal a lo largo de la coordenada  . En el  

apéndice B se muestra que cada conjunto de parámetros de Stokes satisface la relación: 

 

  
    

    
    

  ,                                                       (3.3.20) 
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que se satisface para campos plasmónicos completamente coherentes y polarizados. Finalmente 

remarcamos que cada conjunto de parámetros de Stokes depende de los parámetros       [7].  

Como una conclusión parcial, tenemos que  un plasmón superficial elemental tiene fija su 

polarización, sin embargo, la interferencia entre dos de ellos presenta propiedades similares a los 

campos ópticos polarizables clásicos. El estado de polarización es descrito proyectando el campo 

eléctrico sobre tres planos mutuamente perpendiculares.   

 

3.4 Plasmones superficiales parcialmente polarizados 

 

El conjunto de parámetros de Stokes para haces interferidos son dependientes de los parámetros 

     . El campo plasmónico proyectado sobre cada plano tiene asociado una familia de esferas de 

Poincare, esto porque los parámetros de Stokes son dependientes de los parámetros      . De 

esta representación es posible incorporar efectos de polarización parcial que están implícitos en la 

matriz de coherencia asociada a cada plano. La estructura de la matriz de coherencia en términos 

de los parámetros de Stokes es [8]: 

 

   
 
     

 
  

      

 
 

 
      

 
  

     

 
 
  ,                                                     (3.4.1) 

 

donde los paréntesis triangulares representan el valor medio. Este se obtiene usando la relación 

siguiente: 

 

                                                                              

 

con      la función de densidad de probabilidad.  

 

Para el experimento, proponemos usar una película delgada de oro que contiene dos aberturas 

[9,10] depositado en un material elástico, aplicando una fuerza aleatoria paralela al eje que 

conecta las aberturas controlamos la separación relativa entre ellas generando el ensamble de 

Spc. El sistema óptico para generar la interferencia esta mostrado en la Fig. 3, donde la gota de 

aceite, de índice de refracción       actúa como una lente generando la suma entre dos Sp [11]. 
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Fig. 3: Sistema experimental propuesto para generar la convergencia incoherente de Spc. El ancho de la película delgada 

de oro es de       puesta sobre un material elástico. La posición relativa entre las aberturas está en el intervalo de 

        y es controlada aplicando una fuerza aleatoria. 

 

Como un ejemplo consideramos el caso cuando la función de densidad de probabilidad      es 

uniforme en el intervalo         . Del apéndice D, para este caso, los parámetros de Stokes 

dados por las Eqs. [3.3.3-3.3.18] en términos de la función Bessel [12] adquieren la siguiente 

forma: 

 

1) Sobre el plano      : 

 

       
 

 
  

 

 
 

  

 
         

  

 
                                           (3.4.3) 

 

       
 

 
  

 

 
 

  

 
         

  

 
                                           (3.4.4) 

 

                                                                                      (3.4.5) 

 

                        .                                                              (3.4.6) 

 

En general, la polarización promedio en el plano       corresponde a polarización elíptica, 

conteniendo el caso de polarización lineal el cual ocurre cuando    . 
 

2) Sobre el plano      : 

 

        
 

 
 

  

 
         

  

 
        

 

 
 

  

 
                               (3.4.7) 

 

        
 

 
 

  

 
         

  

 
        

 

 
 

  

 
                               (3.4.8) 

 

                                                                                            (3.4.9) 

 

                       .                                                                  (3.4.10) 
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En general, la polarización promedio en el plano       corresponde a polarización elíptica. 
 

3) Sobre el plano      : 

 

                                                                           (3.4.11) 

 

                                                                               (3.4.12) 

 

                                                                               (3.4.13) 

 

                                                                               (3.4.14) 

 

Sobre el plano       el campo plasmónico es completamente no polarizado. 

En la Fig.4a, mostramos la simulación numérica para la distribución de irradiancia sobre el plano 

    ) asociada al Spc completamente coherente de la ecuación (3.2.14). En la Fig. 4b, 

mostramos la simulación numérica cuando la separación relativa entre las aberturas de la Fig. (3), 

sigue una densidad de probabilidad uniforme, donde la curva de modulación es fácilmente 

identificable. El cálculo fue obtenido tomando el modulo cuadrado de la ecuación (3.2.14) y 

obteniendo su valor promedio. Seleccionamos el plano       porque corresponde al plano de la 

superficie metálica el cual nos permite establecer el Sistema de referencia.   

 

                   
                        a)                                                                b) 

Fig. 4: a) Distribución de Irradiancia para un Spc completamente coherente. b) Spc parcialmente polarizado con 
densidad de probabilidad uniforme. 

 

Como una aplicación de esto, las propiedades de polarización parcial pueden ser implementadas 

para el atrapamiento de partículas [13], las condiciones bajo las cuales esto es posible se 

analizarán en un trabajo futuro, además este estudio puede ser extendido en una forma general 

con otras funciones de densidad de probabilidad,  la integral (3.4.2) representa la ecuación integral 

de primera clase de Fredholm [14] cuyo núcleo son los parámetros de Stokes. Puede ser hecho 

proponiendo una función específica para      , donde la función desconocida es la función de 
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densidad de probabilidad. El campo eléctrico fue proyectado en tres planos mutuamente 

perpendiculares lo cual puede ser aplicado al estudio de las singularidades de polarización [15] lo 

cual ocurre en las regiones focales plasmónicas [16]. 
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4. Teorema de Van Cittert-Zernike para campos 

plasmónicos 
 

En este capítulo se estudia la función de correlación en amplitudes entre dos puntos arbitrarios del 

campo plasmónico, lo cual constituye el teorema de Van Cittert-Zernike para los campos 

plasmónicos. El teorema establece “el estudio de correlación de segundo orden entre componentes 

del campo en diferentes puntos del espacio” [8]. Se tomará como base lo expuesto en el capítulo 

de teoría de coherencia para establecer  este teorema. Para lograr el objetivo anterior,  se 

propone el siguiente camino, analizar  la matriz de coherencia considerando solo  el plano     

[8], esto debido a que este plano coincide con el de la superficie plasmónica.   

 

4.1 Teorema de Van Cittert-Zernike local para campos plasmónicos   

 

El teorema de Van Cittert-Zernike local se puede obtener a partir de la matriz de coherencia, 

definida por  [8]: 

  

   
  

  
          

    
     

 

    
     

                                                (4.1.1) 

 

En donde las componentes están asociadas a un punto p,  de la ecuación (2.3.21), cuando      
  

tienen estructura de una transformada de Fourier, la representación (4.1.1)  se conoce como el 

teorema de Van Cittert-Zernike.  Para el caso del plano     la matriz (4.1.1) toma la forma 

siguiente: 

 

   
    

 
    

 

    
     

 
   .                                                        (4.1.2) 

 

Utilizando  el modelo del espectro angular, sea: 

 

                                                                                

 

al igual que en la sección 2.3.2 las amplitudes complejas son considerados variables aleatorias 

cuya densidad de probabilidad dependerá de nuestras condiciones iniciales . Debemos tener los 

promedios, de aquí que el primer término de la matriz de coherencia quede de la siguiente forma: 
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el límite en la ecuación (4.1.4) significa que nos estamos acercando al punto de coordenadas       

y por lo tanto, solo las frecuencias espaciales correspondientes a la misma dirección de 

propagación  están correlacionadas. Esto significa que la correlación en amplitudes debe ser de la 

forma:  

 

                              , entonces: 

 

    
 

                                                              

 

                                                                     

 

y los campos son estacionarios espacialmente 

 

Ahora: 

 

    
                                                                    

 

Considerando la misma hipótesis descrita anteriormente, esto es: 

 

                                , entonces: 

 

                          
                                                    

 

                                                                                                             (4.1.7) 

         

Donde           es la función de correlación espectral, si            entonces tenemos el 

espectro de potencias. 
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De manera análoga para el término restante tenemos que: 

 

  
                                                                   

 

 

si                                , entonces: 

 

                       
                                                    

 

              .                                                                                                (4.1.9)  

 

Por último tenemos que: 

 

    
       

                                                         

 

    
    
    

                                                                 

 

Al igual que la ecuación (4.1.4) el límite significa que nos estamos acercando al punto en el que 

estamos interesados que se está estudiando.  

 

Si                               , entonces: 

 

    
                                                                

 

                                                                                      

 

                                                                                                                              

 

Ya que tenemos las expresiones para cada término de la matriz (4.1.2), tenemos que  el teorema 

de Van cittert-Zernike toma  la siguiente forma: 

 

   
                          

                          
     .                             (4.1.12) 
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La ecuación (4.1.12) tiene cuatro términos que tienen estructura de transformada de Fourier, esto 

es: 

1)                            

 

2)                              

 

3)                              

 

4)                             . 

 

Las ecuaciones (1-4) representan el teorema de Van Cittert-Zernike para el plano     [6]. 

 

4.2 Descripción del Teorema generalizado de Van Cittert-Zernike.  

 

La generalización del teorema consiste en considerar la naturaleza vectorial del campo en dos 

puntos diferentes del plano. Esto proporciona una representación global de procesos de 

coherencia parcial de segundo orden, los parámetros involucrados en el estudio se muestran en la 

figura 5.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5: Fuente primaria generando un campo, justo antes de los puntos   y   hay un analizador para descomponer el 

campo en dos componentes respectivamente, en cada punto existe una matriz de coherencia local que nos dice como se 

mezclan los estados de polarización en cada punto para después tener una matriz de coherencia general en el punto  .  

 

De la Fig. 5, sea un campo inicial representado por: 

 

      
   

   
   .                                                                    (4.2.1) 

 

También supongamos que cada componente del vector      se descompone en dos componentes 

generadas por los analizadores que se tienen justo antes del punto   y  , es decir, tenemos que 

considerar dos componentes del campo que tienen polarización ortogonal entre ellas, entonces la 

ecuación (4.2.1) toma la siguiente forma: 
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                                                                 (4.2.3) 

 

Una forma alternativa de encontrar la matriz de coherencia, es como la dada en la ecuación 

(4.1.1), introduciremos una nueva operación llamada producto directo ( ) entre matrices, esta 

operación se realiza de la siguiente manera: si se tienen dos matrices de grado     y    , su 

producto directo es una matriz de grado      , y la operación es igual a multiplicar cada 

elemento de la primera matriz por la segunda matriz. 

    
   

   
         

   
 
 
  

 
 
 
 
              

 

 
 

             

             

             

              

 
 

,  (4.2.4) 

 

Podemos observar que la matriz (4.2.4) tiene la misma estructura que la matriz (2.3.7), es decir, 

lleva la información de cómo se mezclan los estados de polarización entre los puntos   y  , para 

poder describir a la matriz (4.2.4) utilizaremos otra notación: 

 

  

 

 
 

             

             

             

              

 
 

  
     

     
 ,                              (4.2.5)  

 

dónde:  

 

    
       

       
  ,       

      

        ,      
      

        ,     
       

       
  .    (4.2.6) 

 

En la matriz    si sumamos los elementos obtenemos la energía y la información de cómo se 

mezclan las componentes del campo     en el punto  , en la matriz       si sumamos los elementos 

obtenemos la energía y la información de cómo se mezclan las componentes del campo     en el 

punto  , las matrices     y     nos dicen la información de la correlación de los campos     y    , 

es decir, estamos en posibilidad de dar una representación adicional a los modelos existentes de 

cómo correlacionar a los campos. Debido a que las matrices (4.2.6) comparten la misma estructura 

con la matriz (4.1.12), sus elementos tienen también estructura de transformada de Fourier, cabe 

hacer notar que en esta representación los elementos de las matrices (4.2.6) representan la 

correlación de los campos en los puntos p y q, esto puede ser aplicado a cualquier tipo de campos 

no solo a los campos plasmónicos, a la ecuación (4.2.5) le llamamos el Teorema de Van Cittert-

Zernike generalizado.  

De la estructura matricial, se propone como medida de coherencia global a la función de 

correlación  entre pares de elementos del campo, de la siguiente forma: 
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                                                                      (4.2.7) 

 

Esto debido a que estamos trabajando con campos parcialmente coherentes. 

 

4.3 Transformación de la matriz de Coherencia 

 

En las secciones anteriores hemos establecido las matrices de coherencia para generar el teorema 

de Van Cittert-Zernike de una forma local y general, ahora en esta sección estudiamos como se 

modifica la matriz de coherencia general cuando se propagan  los campos electromagnéticos. 

 

 

 

     Fig. 6: Propagación de la matriz de coherencia 

 

Supongamos dos campos            en dos puntos distintos, Fig. 6, los cuales tienen asociadas una 

matriz de coherencia       respectivamente y queremos ver como son las matrices de coherencia 

en otros puntos al propagar los campos y al transformar la matriz de coherencia, para esto usamos 

la representación de la ecuación (4.2.4) y hacemos lo siguiente: 

 

   

   

   

   

   

                 ,                                      (4.3.1) 

 

al hacer la operación la matriz de coherencia queda como: 

 

  

 

  
 

            
       

       
 

      
      

 
      

       
 

      
       

             
 

      
       

       
      

 
 

  
 

 .                            (4.3.2) 

 

Sea una matriz   que para este caso debe ser de grado     y representa la propagación que 

sufrirán los campos iniciales. Esta matriz se aplica a los campos    y    para obtener los campos 

propagados: 

 

  
                                                                    (4.3.3) 

 

  
                                                                    (4.3.4) 

P          

Q          Q’       ’ 

P’        ’ 
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Entonces el producto directo matricial queda como: 

 

 
  

 

  
      

   
     

   

   
                                                (4.3.5) 

 

La ecuación (4.3.5) queda como: 

 

   

 
  
  

  
   

   
 

 
  
  

  
   

   
 
       

    
   

  
  

 
  

    
    

   
  
  

 
  

  

 

  
     

         
    

     
         

       
                

  

                
      ,                    (4.3.6) 

 

la ecuación (4.3.6) tiene la misma estructura de la (4.3.2), esto quiere decir que la matriz de 

coherencia se mantiene cuando se propagan los campos. 

Sea            con         , la ecuación (4.3.6) en términos de covarianzas queda como: 

 

   
                

                  , con       
      

      
  .                           (4.3.7) 

 

Esta representación tiene un análogo en la óptica cuántica, en específico, con los enredamientos 

de partículas, además se puede hacer una analogía con el fenómeno de autoimágenes ya que la 

matriz de coherencia se mantiene al hacer una transformación, es por eso que como una 

continuación a este trabajo se propone el encontrar cual es la matriz   para el caso de campos 

electromagnéticos. 
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5. Conclusiones 
 
En esta tesis se describieron procesos de coherencia parcial para campos plasmónicos, el estudio 

se logró estableciendo una analogía con procesos de polarización parcial clásica. En particular, se 

encontró  un conjunto de parámetros de Stokes para campos plasmónicos totalmente coherentes 

sobre tres planos mutuamente perpendiculares.  El estudio se extendió a parámetros de Stokes 

para campos plasmónicos parcialmente coherentes y polarizados, en donde los promedios 

estadísticos se obtuvieron utilizando una expansión de las funciones seno y coseno en términos de 

la función Bessel. Debido a que usamos plasmones superficiales cosenoidales interferidos y el 

campo resultante depende de las coordenadas espaciales      , se puede  controlar el ángulo con 

el cual interfieren estos campos y por consiguiente podemos modificar  el estado de polarización 

en las franjas de interferencia,  el ejemplo prototipo corresponde a  la franja de orden cero, cuya 

polarización fue descrita en el capítulo 2, derivado de este estudio realizado se publicado un 

artículo en una revista de arbitraje anónimo [17]. Se describieron los procesos de coherencia 

parcial y polarización parcial mediante  la matriz de coherencia, en un mismo punto pero 

considerando la naturaleza vectorial del campo eléctrico. Con este tratamiento  se encontró el 

teorema de Van Cittert-Zernike local.  Este resultado se generalizo considerando la interacción 

vectorial entre dos puntos arbitrarios y se encontró la representación generalizada del teorema de 

Van Cittert-Zernike. El estudio se simplifico por medio de del  producto directo entre matrices, lo 

cual nos permitió establecer una matriz de coherencia más general que contiene a las matrices de 

coherencias locales para cada campo y la correlación de los campos al igual que la ecuación 2.3.4, 

confirmando que la utilización de la operación de producto directo entre matrices nos resulta en la 

misma estructura que la primera matriz de coherencia encontrada. De igual forma hemos 

establecido el teorema de Van Cittert-Zernike para campos plasmónicos por medio de la 

propagación de correlaciones, en donde  los términos de la matriz de coherencia para el plano 

      tienen una estructura de transformada de Fourier. Por último hemos mostrado que al 

propagar a los campos de un punto a otro la matriz de coherencia generalizada tiene la misma 

estructura al realizarle una transformación. Creemos que lo presentado en esta tesis es una 

contribución buena al estudio de los campos plasmónicos debido a que en la literatura hay muy 

poca información sobre la polarización de los campos plasmónicos y el estudio de la coherencia de 

estos campos. Es por esto último que como trabajo a futuro existen varias temas  por estudiar, una 

es asociar fenómenos de entropía a la matriz de coherencia generalizada, también cuando se le 

realiza la transformación a la matriz de coherencia generalizada podemos establecer una analogía 

con el fenómeno de autoimágenes y además asociar  propiedades de grupo a dicha matriz. 
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7. Apéndices 
 

APENDICE A 

 

Mostrar que la función de correlación dada por la ecuación (2.3.16) satisface la ecuación de 

Helmholtz: 

 

           
              

     

 

Muestra: 

 

         
                              

 

                                       

 

                        

 

                                                                                     

 

                                   

 

                                       

 

con                    ,                     y                    . 

 

Haciendo el análisis por términos, entonces: 
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Ahora: 

 

                                                               

 

 
  

   
                                                           

 

 
  

   
                                                           

 

 
  

   
                                                           

 

                                                               

 

                                                         

 

Por ultimo: 

 

                                                                  

 

                                                                   

 

                                                          

 

Entonces sustituyendo en la ecuación de Helmholtz: 
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como            
 

   y   
  

 
, por lo tanto: 

 

    

  
    

   

  
       

 

APENDICE A’ 

 

Mostrar que la función de correlación dada por la ecuación (2.3.21) cumple la ecuación de 

Helmholtz: 

 

     
                                                         

 

con              , entonces: 
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Sustituyendo en la ecuación de Helmholtz: 

 

                           

 

como            
 

   y   
  

 
, por lo tanto: 

 

    

  
    

   

  
       

 

APENDICE A’’ 

 

Mostrar que la ecuación (      ) cumple con la ecuación de onda: 

 

                                               

 

con                 . 

 

    
  

   
                               

 

          
  

   
                               

 

          
  

   
                               

 

                                                                             

 

Ahora: 

 

 

  

  

   
  

 

  

  

   
                               

 

  
           

 

 

 

 

 

 



48 
 

Entonces: 

 

                       
     

  
    

 

como            
 

   y     , entonces: 

                 
     

    
    

 

por lo tanto: 

 

 

  
  

 

  
    

 

 

APENDICE B 

 

Debemos comprobar las siguientes relaciones: 

 

a)      
      

      
      

   ,  b)      
      

      
      

  ,  c)      
      

      
      

  . 

 

Para a) 

 

    
                                                                      (3.a) 

 

    
                                                                      (3.b) 

 

    
                                                                           (3.c) 

 

    
                                                                           (3.d) 

 

       
      

      
                                                    

 

                                                                                  
 

        
 
  

 

                                                                                               

 

                                                                           

 

                                                                                                  (3.e) 
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Es claro que la ecuación (3.a) es la misma que la ecuación (3.e): 

 

             
      

      
      

                                                          (3.f) 

 

 

Para b) 

 

    
                                                                 (3.g) 

 

    
                                                                 (3.h) 

 

    
                          

                                           (3.i) 

 

    
                          

                                            (3.j) 

 

       
      

      
                                             

 

                                                                      
         

    

 

                                                                                     

                     

                                                                

 

                                                                (3.k) 

 

Comparando las ecuaciones (3.g) y (3.k) claramente son iguales: 

 

            
      

      
      

                                                            (3.l) 

 

Para c)  

 

    
                                                                      (3.m) 

 

    
                                                                       (3.n) 

 

    
                                        

                          (3.o) 

 

    
                                        

                           (3.p) 
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                                                                                      (3.q) 

 

Comparando las ecuaciones (3.m) y (3.q) claramente son iguales: 

 

            
      

      
      

                                                            (3.r) 

 

 

APENDICE C 

 

                                                                          (4.a) 

 

Pasamos a coordenadas circulares y tenemos que: 

 

                                                                         (4.b) 

 

                                                                          (4.c) 

 

                                                                        (4.d) 

 

                                                                         (4.e) 

 

Sustituimos las ecuaciones anteriores en la ecuación (4.a) y obtenemos la siguiente 

representación: 

         

 

 

 
      

  

  
       

 
       

  

  
     

 
    

  

  
                        (4.f) 

 

APENDICE D 

 

La función de densidad de probabilidad           

 

1) para el plano    : 
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Entonces: 

 

         
 

 
 

 

 
             

 

 
          

 

 
                             

 

                
 

 
 

 

 
             

 

 
          

 

 
   

 

 
 

 

 
                          

 

                
 

 
  

 

 
 

  

 
              

 

 
          

  

 
                         

 

                 
 

 
  

 

 
 

  

 
                         

   

 
  

 
            

 
  

 
                    

   

        

 

               
 

 
  

 

 
 

 

 
           

  

 
         

 

Para el parámetro      solo modificamos el signo: 

 

       
 

 
  

 

 
 

 

 
           

  

 
         

 

 

Para el parámetro      : 

 

                                                

 

                    
            

 
      

 

Entonces: 
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2) Para el plano    : 

 

                                                            

 

                          
 

 
 

 

 
             

         

 
             

         

 
 

 

                          
 

 
 

 

 
              

  

 
      

  

 
              

  

 
 

  

 
      

 

                           
 

 
 

  

 
              

 

 
 

  

 
                  

  

 
 

  

 
      

 

Entonces: 

 

                        
 

 
 

  

 
         

 

 
 

              

 
     

 
       

 
               

   

        

 

                            
 

 
 

  

 
         

 

 
 

  

 
        

  

 
 

 

                            
 

 
 

  

 
   

 

 
 

  

 
         

  

 
         

Para el parámetro      solo modificamos el signo: 

        
 

 
 

  

 
   

 

 
 

  

 
         

  

 
         

Para el parámetro      : 
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Entonces: 

 

           
 

 
                       

   

                 

 

                                                     

 

Para      : 

 

                      

 

3) Para el plano     : 

 

                                                     

 

                                            
 

 
      

 

 
  

 

 
             

 

 
   

 

Entonces: 

 

                                                            

 

                                                       

   

              

                 

   

    

 

                                         

 

Para     : 

 

          

 

Para      : 
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Entonces: 

                                                       

 

                                         
     

 

           

 
        

 

         
 

 
                

   

                       

 

Para      : 

          

 

 

 

 

 

 

 

 


