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RESUMEN

El tema de esta tesis se desarrolla en el area de 6ptica cuantica. El tema
gue desarrollamos es el de interaccion entre multiples campos cuantizados.
Comenzamos con la revision del modelo mas usado para describir la interac-
cién entre un campo de cavidad y un reservorio (entorno). Este modelo usa
la aproximacién markoviana. El decaimiento de un campo coherente es re-
visado bajo este modelo. Nuestro propdsito principal es proponer un mode-
lo alternativo que no use aproximacion markoviana para describir la interac-
cién cavidad-reservorio. Iniciamos con la solucién a la ecuacién de Schrédin-
ger para dos campos y generalizamos este resultado para multiples campos.
Con la solucién obtenida estudiamos la interaccién entre multiples campos ini-
cialmente en estados coherentes. La soluciéon nos permite explicar por qué
los campos coherentes permanecen coherentes cuando estan sujetos a disi-
pacién no markoviana, lo cual nos permite describir la evolucion de un campo
coherente acoplado a un reservorio sin usar aproximacién markoviana. Como
objetivo secundario pero estando dentro del tema de interaccion entre campos
cuantizados, mostramos como modelar un divisor de haz cuantico en Optica
clasica. El resultado nos muestra la posibilidad de generar formas especificas
del campo electromagnético.



ABSTRACT

The topic of this thesis is developed in quantum optics. The topic we work
is the interaction between several quantized fields. We start with the review
of the most used model to study the interaction between a cavity field and a
reservoir (environment). This model uses the Markovian approximation. The
decay of the coherent state is reviewed with this model. Our main goal is to
propose an alternative model without using Markovian approach to study the
interaction cavity-reservoir. We start with the solution to Schrédinger’s equation
for two fields and we generalize this result for several fields. With this solution
we study the interaction between several fields initially in coherent states. The
solution allows us to explain why coherent state remain coherent states when
subject to non-Markovian dissipation, with this we can describe the interaction
between a coherent state and a reservoir without Markovian approach. A se-
condary goal in our work about interaction between quantized fields is to show
how the quantum process of splitting light may be modeled in classical optics.
The solution allows us to study the possibility to engineer specific forms of the
classical electromagnetic field.
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PREFACIO

El estudio de la luz ha ocupado un lugar destacado en nuestra busqueda
por comprender la naturaleza. Newton propuso que la luz estaba formada por
corpusculos, pero la descripcién ondulatoria propuesta por Huygens y respal-
dada por el experimento de interferencia de Young y los experimentos de difrac-
cién inclinaron la balanza a favor de la descripcion ondulatoria. Posteriormente
Maxwell formalizé la teoria ondulatoria de la luz al determinar teoricamente
que la luz es una onda, logrando incluso predecir la velocidad de las ondas
electromagnéticas. Justo cuando se creia tener una descripcion completa de
la luz, la radiacion de cuerpo negro descrito por Planck, el efecto fotoeléctri-
co descrito por Einstein, y el choque de luz con electrones (efecto Compton)
desafiaron la electrodinamica de Maxwell y la mecénica newtoniana.

En la radiacién de cuerpo negro y el efecto fotoeléctrico la luz se absorbe o
emite en paquetes discretos de energia llamados cuantos, que en el caso de la
luz se denominan fotones. En el efecto Compton la luz interactia con un elec-
tron en forma similar al choque elastico entre dos bolas de billar. Como si lo
anterior no fuera suficiente, un haz de electrones, e incluso un haz de atomos
0 moléculas, al atravesar aberturas muy pequefas cuyos tamanos son compa-
rables a la longitud de onda de De Broglie A = //p (h la constante de Planck y p
el momento de la particula), sufren desviaciones cuyas trayectorias describen
patrones semejantes a los formados por difraccion de luz. Al respecto, redes
cristalinas han sido usadas para difractar electrones.

Se tiene por un lado, ondas de luz que exhiben comportamiento de particu-
las, y por otro, particulas que muestran algiin comportamiento ondulatorio. Es-
to da lugar a la dualidad onda-particula. La mecéanica cuantica surgié como
una propuesta para describir estos fenémenos.

Al aplicar el formalismo de mecanica cuantica para describir el compor-



tamiento de la luz, se tiene la éptica cuantica.

Usando la luz podemos manipular la materia, de ahi la necesidad de contar
con modelos que describan satisfactoriamente el campo electromagnético. Un
ejemplo de esto se tiene en procesamiento cuantico de informacion, en donde
se busca reproducir las operaciones légicas realizadas por procesadores elec-
trénicos usando estados atdmicos o moleculares. La manipulacion de estos
atomos o moléculas se realiza con luz.

La Optica cuantica tiene otras aplicaciones en el disefio de laseres y sen-
sores. En los primeros se busca generar un estado especifico del campo mien-
tras que en los segundos se busca obtener informacién a partir de la radiacién
gue interactia con los atomos del sensor.

Otro tema que ha ocupado un lugar destacado en el desarrollo de la 6ptica
cudantica es el estudio de campos en cavidades y como estos interactuan con
su entorno. En particular, los campos en estados coherentes han sido y siguen
siendo utilizados en virtud de que son los estados cuanticos que mas se apro-
ximan al comportamiento del campo electromagnético clasico. El describir las
propiedades de los campos coherentes sigue siendo un tema muy activo.

Motivados por lo anterior, en este trabajo proponemos un modelo para des-
cribir la interaccion entre multiples campos cuantizados. La solucion obtenida
la usaremos para estudiar la interaccion entre campos coherentes y para des-
cribir la evolucién del sistema cavidad-reservorio cuando el campo de cavidad
es coherente. Ademas de lo anterior, todavia dentro del tema de interaccién
entre campos, mostraremos como modelar un divisor de haz cuantico usando
Optica clasica.

Esta tesis consta de cuatro capitulos en el siguiente orden:

Capitulo 1: Breve revision de conceptos basicos de mecanica cuantica nece-
sarios para estudiar los sistemas fisicos en éptica cuantica.

Capitulo 2: Revision del modelo cavidad-reservorio con aproximacion Born-
Markov, siendo este el mas utilizado en la literatura.

Capitulo 3: Nosotros estudiamos la interaccién entre multiples campos ini-
cialmente en estados coherentes. La solucién obtenida nos permite explicar
por qué los estados coherentes permanecen coherentes cuando estan suje-
tos a disipacion no markoviana. Primero estudiamos la interaccion entre dos
campos y mostramos que este es el bloque de construccién para la interaccién
total. Nosotros damos una solucién algebraica completa de este sistema. Con
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esto ultimo damos una descripcion alternativa del sistema cavidad-reservorio
sin usar aproximacién markoviana.

Capitulo 4: Nosotros mostramos como el proceso cuantico de division de
luz puede ser modelado en éptica clasica. Un segundo resultado es la posibi-
lidad de generar formas especificas de un campo clasico.

Finalizamos con las conclusiones y algunos comentarios sobre trabajos fu-
turos.



Capitulo 1

HERRAMIENTAS MATEMATICAS
DE OPTICA CUANTICA

La luz, como es bien conocido, es una onda, esto es lo que se maneja en
oOptica fisica. Sin embargo, bajo circunstancias especiales, la luz muestra un
caracter corpuscular, tal como ocurre en el efecto Compton, en el que la luz
choca contra un electrédn como si fuera una bola de billar, o el efecto fotoeléc-
trico, en el que la absorcion y emision de luz se realiza en paquetes dicretos
de energia. Se hace necesario, entonces, un formalismo que permita describir
este tipo de fendbmenos. La mecanica cuantica ha sido una respuesta a estas
interrogantes.

Iniciamos, entonces, con un breve repaso de tdpicos basicos de mecanica
cuantica, como son la ecuacion de Schrddinger, el concepto de observable y
la cuantizacién del campo electromagnético.

1.1. ECUACION DE SCHRODINGER

El estudio de sistemas fisicos requiere el uso de ecuaciones diferenciales
qgue describen la evolucion de tales sistemas. En mecanica clasica la segunda
ley de Newton proporciona la informacién sobre el sistema fisico, y se cuen-
ta con formulaciones alternativas como el lagrangiano o el hamiltoniano que
proporcionan la misma informacién que la segunda ley de Newton pero con
la ventaja de que los resultados se obtienen de una forma mas facil. En elec-
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tromagnetismo las ecuaciones de Maxwell describen la evolucién de los sis-
temas cuando las propiedades electromagnéticas entran en juego. En forma
semejante, en mecanica cudntica la ecuacion de Schrédinger [1] describe la
evolucién del sistema fisico. Existe una descripcion alternativa que aporta la
misma informacion que la ecuacion de Schrdédinger, denominada ecuacion de
Heisenberg; la diferencia entre ambas radica en la forma en que exhiben es-
ta informacién (apéndice 1). Aun cuando en este trabajo de tesis usaremos la
ecuacion de Schrédinger para describir el campo electromagnético cuantiza-
do, en el capitulo 4 usaremos la aproximacion de onda rotante al modelar un
divisor de haz cuantico, y la descripcion de esta aproximacion es detallada en
el apéndice 2 usando la ecuacién de Heisenberg. Esto nos permitira ver un
ejemplo de como la ecuacién de Heisenberg puede complementar la descrip-
cion que aporta la ecuacién de Schrédinger.

Iniciaremos con una breve revision de conceptos basicos para abordar la
descripcién de sistemas fisicos. En la fisica clasica los parametros fisicos (e-
nergia, velocidad, momento lineal, momento angular, posicion, etc) toman un
rango continuo de valores, pero hay fendmenos como el efecto fotoeléctrico
y los espectros atémicos en los cuales la energia toma valores discretos. La
descripcidon de estos fendmenos y la radiacion de cuerpo negro motivaron el
surgimiento de la mecanica cuantica, en la cual se considera la dualidad onda-
particula, tal que ondas como la luz pueden comportarse como particulas y
viceversa, esto bajo circunstancias especiales.

La mecénica cuantica aborda los problemas con la siguiente formulacién [1]:
1) El concepto clasico de trayectoria se sustituye por el de un estado variando
en el tiempo. El estado cuantico de un sistema (electron, &tomo, campo EM,
etc.) esta caracterizado por una funcién de onda + (7, t) la cual contiene toda
la informacion que es posible obtener sobre el sistema.

2)+ (7,t) es interpretada como la amplitud de probabilidad de hallar la particu-
la en el instante ¢ en la posicion 7 y |4 (7, t)|” es la densidad de probabilidad,

/_OO 1 (7, 1) dr = 1, (1.1)

[e.e]

siendo | (7,t)|> dr la probabilidad de hallar la particula en el elemento de
volumen dr = dxdydz.
3) Al realizar una medicidn sobre el sistema:
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a) El resultado debe pertenecer a un conjunto de eigenestados {a}.

b) Cada eigenvalor a estd asignado a un eigenestado, que es una eigen-
funcién v, (7, ). Esta funcién es tal que, si ¢ (7,t)) = v, (7") (siendo ¢, el
instante en que se realiza la medicién), la medicién siempre arroja a.

c) Para cualquier v (77, t), la probabilidad P, de hallar el eigenvalor a por
una medicidn en el instante ¢, se encuentra descomponiendo ) (7, t) en tér-
minos de las funciones v, (7°):

(T t0) = Y catha (T). (1.2)
De lo anterior se tiene

’Ca|2

Yl
a

d) Si la medicién conduce a a, la funciéon de onda del sistema inmediata-
mente después de la medicién es

P,

(1.3)

W (7 t0) = ta (7). (1.4)
e) La evolucion del sistema es descrita por la ecuacion de Schrédinger:
. 0 — 2 —
ihot (1) = H (7,1). (1.5)
con
H——h—zvuf/ﬁ t) (1.6)
= om r, .

siendo el operador hamiltoniano del sistema.

1.2. NOTACION DE DIRAC

Existe una notacién estandar para describir estados cuanticos en la teoria
de mecanica cuantica compuesta por paréntesis angulares y barras verticales.
Es también llamada notacién bracket por que el producto interno (producto
punto) de dos estados es denotado por un bracket, (¢|¢), consistiendo de una
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parte izquierda, (¢|, llamada bra, y una parte derecha, |¢), llamada ket. La
notacion fue inventada por Paul Dirac, por lo que comunmente se le denomi-
na notacién de Dirac [1]. El ket |¢)) es un vector, siendo el bra (| el vector
transpuesto conjugado del ket correspondiente.

En la seccidén anterior se menciond que el estado de cualquier sistema
fisico esta definido por su funcidon de onda v (7, t). En la notacion de Dirac a
la funcién de onda ¢ (7, t) le corresponde el ket |¢).

Si 1), |¢) estan expresados en una base continua, el producto escalar es

(ol) = / o (7)o (7) dr. (1.7)

Si [¢), |¢) estan expresados en una base discreta ortogonal, tal que

o) =) biles), (1.8)
) = ch\wk% (1.9)
k
el producto escalar es
(elv)y = bic, (1.10)

siendo (¢|y) = 1.

1.3. OBSERVABLES

Las cantidades fisicamente medibles como energia, posicién, momento li-
neal, momento angular, momento dipolar eléctrico, etc, se denominan observa-
bles y se representan por operadores expresados como matrices hermitianas.

Si A es una observable para la cual se realiza una medicién, el resultado
de ésta es uno de los eigenvalores de A. Lo anterior se expresa como

Alp) = Al¥), (1.11)
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siendo ) el eigenvalor de A correspondiente al estado ).
Una cantidad muy importante en mecanica cuantica es el valor medio de
A, definido como

(A) = (] Aly). (1.12)

El commutador de dos observables A, B se define por
[A,B] = AB — BA, (1.13)

el cual puede ser distinto de cero por tratarse de matrices.

1.4. SOLUCIONES A LA ECUACION DE SCHRO-
DINGER

1.4.1. Amplitud de probabilidad

La ecuacion de Schrddinger es

2Ol 2

que es la ecuacion de movimiento para [¢).
Sea {|¢;)} una base de estados para el sistema bajo estudio; cualquier
estado del sistema puede expresarse como

) = cily), (1.15)
j=0

donde |¢;) no depende del tiempo.
Al reemplazar (1.15) en (1.14) se obtiene

0 .
zhajgocj’%’) = H;cj|¢j> = kgobk]wk> (1.16)

13



y se obtiene un sistema de ecuaciones
inde — >b (1.17)
ot =t '

Las cantidades c; se conocen como amplitudes de probabilidad.

1.4.2. Operador de evolucidén

Si se propone

[ (1)) = exp (—iHt/R) [ (0), (1.18)

se aprecia que es solucién de (1.14). U (¢) se conoce como operador de evolu-
cidn, definido como
U (t) = exp (—z’ﬁt/h) . (1.19)

Este método es Util cuando H puede expresarse como combinacion lineal de
operadores commutables entre si, ya que la exponencial de una suma de ope-
radores solo es factorizable cuando estos commutan o cuando los operadores
son simples.

Veremos ejemplos del operador de evolucién en el capitulo 2 donde lo usa-
remos para escribir la solucién a la ecuacion maestra para el sistema cavidad-
reservorio. En los capitulos 3 y 4 volveremos a usar el operador de evolucion
para escribir la solucion a la ecuacién de Schrdédinger para multiples campos
cuantizados.

1.5. MATRIZ DE DENSIDAD: ECUACION MAESTRA

Anteriormente se enuncid que para un sistema fisico dado, existe un vector
de estado |¢)) que contiene toda la informacién posible sobre el sistema. Para
extraer informacion sobre el sistema debemos calcular el valor esperado de la
correspondiente observable O,

(0) = (Y|O). (1.20)
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En muchas situaciones no conocemos |¢); solo podriamos conocer la pro-
babilidad P, de que el sistema se halle en el estado |¢). En este caso ademas
de tomar el promedio mecanico cuantico debemos tomar también el promedio
sobre un ensemble de muchos sistemas que han sido preparados identica-
mente. En vez de la ecuacion (1.20), el valor esperado de O es

((O)ur) Ensemite = tr (Oﬁ> : (1.21)

donde el operador de densidad esta dado por

p=> Pul) (], (1.22)
P

y tr indica la operacion matricial de traza. La matriz de densidad tiene las
siguientes propiedades [3]

tr(p) =1, (1.23)
tr(p?) <1, (1.24)
tr <O;3> — tr (ﬁé) . (1.25)

En el caso en que toda P, es cero excepto para un estado |¢), se tiene

p = [) Y], (1.26)

y es llamado un “estado puro”, mientras que los estados cuyas matrices de
densidad son una superposicion de la forma dada en la expresién (1.22) se
denominan “estados mezclados”. Usando la traza para p* podemos distinguir
entre estados puros y mezclados, ya que para un estado puro se tiene [3]

P =p, (1.27)
tr (p°) =1, (1.28)

mientras que para un estado mezclado
tr (p%) < 1. (1.29)

En el capitulo 4 veremos un ejemplo de estado mezclado para el campo elec-
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tromagnético. Retomando la ecuacién de Schrédinger

0 i
a’@ = —ﬁHWJ% (1.30)

podemos obtener la ecuacién de movimiento para p.
Tomando la derivada temporal de p (1.22) se tiene

%=§P (Tt %), (131)

donde P, es independiente del tiempo.
Usando la ecuacion (1.30) para reemplazar 8‘5? y m' en la ecuacién (1.31)

obtenemos 95 ,
p LTy
L= __1H,p|. .
o = h ) (132

La ecuacién (1.32) es llamada ecuacion de Von Neumann o ecuacion maes-
tra. Esta es mas general que la ecuacion de Schrédinger ya que proporciona
informacion tanto estadistica como mecénico cuantica sobre el sistema dado.
Tiene un amplio uso para modelar sistemas con pérdidas, como el caso de
una cavidad acoplada a un reservorio térmico. En el capitulo 2 revisaremos el
modelo mas usado para modelar el sistema cavidad reservorio empleando el
método de la ecuacion maestra con aproximacion markoviana.

1.6. CUANTIZACION DE CAMPO ELECTROMAG-
NETICO

Al inicio mencionamos que hay fendmemos como el efecto fotoeléctrico y la
radiacion de cuerpo negro en los que la luz muestra un comportamiento cuanti-
zado. Estos fendmenos hacen necesario introducir el concepto de cuantizacion
para describir apropiadamente el comportamiento del campo electromagnéti-
co. En esta seccion revisaremos brevemente como introducir la cuantizacidén
para campos.
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Las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre

-
VxH-= 88_1;7 (1.33)

-
VxE = —‘96—?, (1.34)
VeB =0, (1.35)
VeD =0, (1.36)

y las relaciones constitutivas .

B = uoH, (1.37)
D=eFE, (1.38)

describen la dinamica de los campos eléctrico E y magnético ﬁ, junto con los
vectores desplazamiento D e induccién B.

Tomando el rotacional de(1.34) y usando las ecuaciones (1.33), (1.36),
(1.37) y (1.38) se obtiene la conocida ecuacion de onda

—0, (1.39)

con ppep = ¢ 2, siendo c la velocidad de la luz en el vacio.

Ahora consideremos el campo eléctrico dentro de una cavidad resonante
de longitud L. Elegimos el campo eléctrico con polarizacién en la direccién x y
lo expandimos en los modos normales de la cavidad [2]

E,(z,t) = Zquj (t)sen (k;jz), (1.40)
j
siendo ¢; la amplitud del modo normal con la dimensién de una longitud, &;j7 /L,
conj=1,23,...y
21/2mj 1/2
Aj=|—~— 1.41
= () (1.41

siendo v; = jmc/L la eigenfrecuencia de la cavidad, V=LA (A es el &rea transver-
sal de la cavidad) es el volumen de la cavidad y m; es una constante con la
dimension de masa. La componente distinta de cero del campo magnético H,
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en la cavidad es obtenida de (1.40):
A, ZA %60
cos (k;z) . (1.42)

El hamiltoniano H para el campo es

2 1
H= —/ (e0EZ + poH?) dr, (1.43)
|4

2
donde la integracion es hecha sobre el volumen de la cavidad. Al sustituir la
ecuaciones (1.40) y (1.42) en (1.43) se obtiene

& 1 2 2 -2 1 p]
H = 52 (mjyjqj + quj) = 52 q] + B (1.44)
J J J
donde p; = m;q; es el momento canonico del j-ésimo modo. La ecuacion (1.44)
expresa el campo electromagnético como una suma de energias de oscilado-
res armonicos independientes; cada modo es equivalente a un oscilador ar-
maonico.
Las cantidades ¢;, p; pueden ser identificadas como operadores ¢;,p; que
obedecen las relaciones de commutacion

[, 1) = ihdji,

o o (1.45)
[QjaQZ] = [Pj,pl] =0.
Se definen los operadores
. 1 .
VAR
At 1 .
a; = NeT (myvq; — ip;) - (1.47)
J J

Usando a;, &} el hamiltoniano (1.44) se reescribe como

H= th] (a G+ ) (1.48)
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con a;, &; siguiendo las relaciones de commutacion para p;, ]5}:

|4, af] = inajs

(a, @) = |af, af| = 0.

(1.49)

Los operadores a; y &;F se conocen como operadores de aniquilacion y
creacién de fotones respectivamente. Los estados de numero o estados de
Fock representados como |m) son soluciones para el oscilador mecanico cuan-
tico y forman una base muy conveniente para representar los estados del cam-
po electromagnético. Los estados de niumero se definen como [2]

= m (0) = st (15 ) 0 0. (1.50)
(o) = () e (-5, (1.5

siendo H,, el polinomio de Hermite.
La aplicacion de a a un estado de namero |m) produce

alm) = vmm — 1), (1.52)
mientras que a' produce
atlm) = vm + 1lm + 1), (1.53)

gue son los procesos de creacion y aniquilacién de fotones.
El operador
ata =n, (1.54)

se conoce como “operador de numero” de fotones.
Usando la ecuacion (1.54) reescribimos el hamiltoniano (1.48) como

H=hY v (ﬁj + %) . (1.55)
J

En términos de a; y d} los campos eléctrico (1.40) y magnético (1.42) se
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escriben como

E, (z,t) = Zgj (&j exp (—iv;t) + CAL}L- exp (il/ﬂf)) sen (k;z), (1.56)
J
H, (z,t) = —ieyc ij (dj exp (—iv;t) — &} exp (iuﬂf)) cos (k;z), (1.57)
J
donde 2
. th
&= (60V> ; (1.58)

tiene las dimensiones de campo eléctrico.

1.7. ESTADOS COHERENTES

En esta seccién vamos a exponer un tema que ha sido destacado en el
desarrollo de la 6ptica cuantica, el estado coherente. En mecanica cuéntica el
estado coherente es un estado del oscilador armonico cuantico cuyo compor-
tamiento reproduce cercanamente el de un oscilador armonico clasico. Erwin
Schrédinger lo derivé en 1926 como un paquete de onda con perfil gaussiano
de minima incertidumbre mientras buscaba soluciones de la ecuacién de Sch-
rédinger que satisfacen el principio de correspondencia [4]. Mientras que los
paquetes de onda con perfil gaussiano eran bien conocidos, ellos no llamaron
la atencion hasta que Roy J. Glauber, en 1963, di6 una descripcion cuantica de
coherencia del campo electromagnético [5]. Aqui el estado coherente describe
un campo oscilante, el estado cuantico mas cercano a una onda sinusoidal.

1.7.1. RADIACION EMITIDA POR UNA DISTRIBUCION DE CO-
RRIENTE CLASICA
Una forma de abordar el estado coherente es mostrandolo como la ra-
diacion emitida por una distribucidn de corriente clasica. Aqui el adjetivo clasico

se refiere a que la corriente puede ser descrita por un vector j (7,¢) el cual
no es un operador.
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Consideremos que esta corriente esta acoplada al potencial vectorial des-
crito por el operador [2]

i 1
AT 1) = —izy—k?kskdk exp (—wk ik 7’) Y HC. (1.59)

el cual esta expresado en términos de los operadores a; y &L, en forma se-
mejante como se hizo para introducir la cuantizacién en el campo eléctrico. La
frecuencia es denotada por v, <, es la permitividad y €', es un vector unitario.

El hamiltoniano que describe la interaccién entre el campo A y la corriente
7 esta dado por [2]

_ /7 (F.1) 0 A(T, 1) dr, (1.60)

y el vector de estado |¢ (t))correspondiente para el sistema combinado obe-
dece la ecuacién de Schrdédinger en el marco de interaccién

i
V) ==V (O [0 (1)). (1.61)
La solucién a la ecuacién anterior puede escribirse formalmente como

o) = |- [ a0 )] 1 0, (1.62)
0
pero se debe proceder con cuidado, porque el operador A (7°,t) no conmuta

consigo mismo en tiempos diferentes.
La exponencial que aparece en la ecuacion (1.62) es reescrita como [2]

exp [ h/() dt' V } Hexp (aka,t — akak) (1.63)
donde la amplitud compleja dependiente del tiempo «;, es

k:—sk/dt/ €k ',, r,t)exp(—iykjti?o?)). (1.64)
hl/k

., . - . , . . .
En la ecuacion (1.64) la corriente j , tiene el subindice v para indicar que
oscila a la frecuenca v = ck. Si elegimos como estado inicial el vacio, |¢ (0)),
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el vector de estado estara dado por

6 (6) = [Texp (anaf - ajar) 10}, (1.65)

k

Para el caso de un estado coherente multimodo la ecuacién (1.65) se ex-
presa como el producto de estados coherentes monomodo |ay):

[ {an}) = [ Jlew), (1.66)

|ay) = exp (akdl — a,’;@) 0. (1.67)

1.7.2. ESTADO COHERENTE COMO EIGENESTADO DEL OPE-
RADOR DE ANIQUILACION Y ESTADO DESPLAZADO
DEL OSCILADOR ARMONICO

Otra forma de abordar el estado coherente es definiendolo como eigenes-
tado del operador de aniquilacién a con eigenvalor «,

ala) = ala). (1.68)

La expresion anterior significa fisicamente que un estado coherente no es afec-
tado por la deteccién (aniqulacion) de un fotdn.
El estado coherente |«) tiene la expansién en estados de niumero [2]

[e.9]

) = [exp (~|a?)] Y O‘;|n>, (1.69)
n=0 :
y usando la expresion
In) = [(a*)”/m} 10), (1.70)

reescribimos la ecuacién (1.69) como
) = [exp (—|a]?/2)] [exp (ad*)} |0). (1.71)
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Usando la propiedad
[exp (—aa)] |0) = 0,

la expresion (1.71) puede reescribirse como
ja) = D (a) [0),

D = [exp (~al?/2)] [exp (0a)] [exp (~a"a)].

D («) es llamado “operador desplazamiento” [5].
Para factorizar la expresion (1.74) usamos el siguiente

TEOREMA DE BAKER-HAUSDORFF:
Si Ay B son dos operadores tales que

[4.8).4] - [[4.8].8] =0

entonces

o (A4 ) = [oxp (- [4.8] 12)] [ex 4] [oxp 8],

usando la ecuacion (1.76) reescribimos (1.74) como

~

D (a) = exp [a&T — a*d} ,

tal como aparece en (1.67).
El operador D («) es unitario, tal que

A N

D' () = D (~a) = [D <a)]1.

Cuando se aplica a los operadores a y a' se obtiene

A

D7 (a)aD (o) = a + o,

D' (a)a'D (a) = al + o,

por lo que produce un desplazamiento en las amplitudes a y af.
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1.8. SOBRE LA COHERENCIA DEL ESTADO CO-
HERENTE

Como se expuso anteriormente, el campo electromagnético puede ser ex-
presado como un conjunto de osciladores armonicos desacoplados; al intro-
ducir la cuantizacion con la definicién de los operadores a y a' (ecuaciones
(1.46) y (1.47)) se llega al hamiltoniano del oscilador mecanico cuantico (1.48),
cuyas soluciones son los estados de numero

) =60 @) = st (4 20) 010, (1.81)
(o) = () e (25, (182

donde H, (x) es el polinomio de Hermite.
Se sigue de la definicién de valor esperado, para la coordenada generaliza-
da ¢ se tiene

0= [ 6.(0)6.(a) dg =0 (1.83)
y en forma similar
(p) =0, (1.84)
(p*) = hv (n + %) , (1.85)
(%) = 75 (v - %) : (1.86)

Las incertidumbres para las coordenadas y momentos generalizados estan
dados como

(@ = ) = = (4 5. (1.87)
(Ag)? = g <n + %) . (1.88)
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Figura 1.1: Paquete de onda con perfil gaussiano en un potencial arménico; en
cualquier punto de la trayectoria el paquete mantiene su forma gaussiana, por
lo que su estado es coherente

El producto de incertidumbres es

ApAq=h (n + %) , (1.89)
el cual es minimo para el estado base (n=0).

Un paquete de onda que mantiene constante su varianza Aq mientras des-
cribe un movimiento armanico simple tiene un comportamiento muy cercano al
de un campo clasico libre [5].

Si tomamos como estado inicial en ¢t = 0 una funcién de onda de la forma
dada por (1.82) (y que minimiza la expresion (1.89)) excepto que esta despla-
zada en la direccién ¢ positiva por una cantidad ¢,

00,0 = () esp [ (g - a0 (1.90)

la funcion de onda en cualquier instante posterior estd dada como

14 14

Y (g, t) = <%>1/4 exp [—% (q — qo cos mf)Q] : (1.91)

El paquete de onda descrito por (1.91) oscila en un potencial de oscilador
arménico simple sin cambiar su forma, y en este sentido, decimos que su es-
tado es coherente (figura 1.1) .
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Capitulo 2

MODELO MARKOVIANO DE
INTERACCION
CAVIDAD-RESERVORIO

En dptica cuantica es comun encontrar el término “electrodinamica cuantica
de cavidades”; las cavidades se usan para generar campos electromagnéticos
y estos para manipular atomos, moléculas, e incluso, otros campos. En un
primer acercamiento se estudian modelos de interaccion atomo-campo, i6n-
laser, campo-campo, etc. en los cuales no se considera la interaccion con el
entorno, y por tanto, el sistema no pierde ni gana energia. El siguiente paso
es agregar correcciones o hacer aproximaciones para considerar la interaccién
con el entorno. En mecanica cuantica la forma usual de describir la interaccidon
con el entorno es usando ecuaciones maestras y de Fokker-Planck.

Con esto en mente, hacemos un repaso del modelo mas usado para des-
cribir la interaccion entre una cavidad y su entorno, con el formalismo de la
ecuacion maestra, cuya solucién expresamos con el método de superoperado-
res.

2.1. ECUACION MAESTRA CAVIDAD-RESERVORIO

Sean dos sistemas S y R, siendo S el sistema que nos interesa conocer y
R un reservorio acoplado a S. El hamiltoniano del sistema compuesto S & R
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tiene la forma general
H = Hs + Hp + Hgg, (2.1)

donde Hgy Hp son las energias libres correspondientes y Hsy es la energia
de interaccion. Denotaremos por x (t) el operador de densidad del sistema
completo S @ Ry por 5 (t) el operador de densidad reducido para S

p(t) =trelx (1), (2.2)

donde trg indica la operacién matricial de traza sobre los estados de R. Como
se vid en el capitulo anterior p contiene toda la informacién posible sobre S.
Nuestro interés por el momento reside en obtener una ecuacion para /5 (¢) que
contenga las propiedades de R como parametros.

En el capitulo anterior se vié que la ecuacion de movimiento para y es,
con H dado por (2.1). En estos casos es conveniente aplicar una transforma-
cidén para pasar el marco de interaccion, asi obtenemos una expresion mas
compacta que nos ayuda a identificar que aproximaciones pueden aplicarse
para obtener soluciones satisfactorias.

En el marco de interaccion la matriz de densidad es

Y= {exp (i/h) (]:Ig + FIR> t} X {exp (—i/h) (FIS + HR> t} : (2.4)

de las ecuaciones (2.1) y (2.3) obtenemos

N Llind], 25)
Hen = {exo (i/m) (Hs+ ) th i {exp (—isn) (Hs+ Hr) ). (28)

Ahora integramos (2.5) para obtener

A~

t0=2 0+ g [ [ [ 0] @)
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y sustituimos y (t) en (2.5) obteniendo

o 1 [a . 1 [t & 2 .
—:—Ht;o}—— dt’[H t,[H tt” 0.8
5= 0.5 0] =5 [ [faeo). [fon ). 5 (0) 28)

La ecuacion anterior es exacta, pero dificil de resolver; ahora examinare-
mos las aproximaciones que han sido usadas para obtener soluciones.

Si asumimos que la interacciéon comienza en t = 0 y que en ese instante no
hay correlacion entre Sy R, se tiene

~ A

X (0) =X (0) = p(0) Ko, (2.9)

donde 5 (0) es la matriz de densidad inicial para S y R, la matriz de densidad
inicial para R. Al no haber correlacion entre S'y R la matriz para el sistema
S @ R puede ser factorizada en ¢t = 0.

Como la traza es invariante ante transformaciones lineales, se tiene
tre (;z) - {exp (i/h) (H5> t} 5 {exp (—i/h) <H5> t} = 5, (2.10)
usando la traza sobre los estados de R en (2.8) obtenemos

%_1 [ e [0 [Asu ) 2 @] @11)

donde el término (1/ih) trg { [ﬁSR (t),x (O)] } ha sido removido bajo la suposi-

cién try [EISR (t) f%o} = 0. Esto queda garantizado incluyendo ¢rp [PISRRO] en
el hamiltoniano del sistema S & R, lo que es equivalente a aplicar una transfor-
macion de rotacion para agregar o remover un término de energia constante,
tal como ocurre cuando el hamiltoniano se escribe en el marco de interaccién.

Ahora supondremos que el acoplamiento descrito por Hgr es muy débil.
Al establecer que en t = 0 y esta factorizado, en instantes posteriores las
correlaciones entre S 'y R se producirian por la interaccion entre estos, y en
todo instante x (¢) mostraria desviaciones del orden Hgp respecto al estado
inicial no correlacionado dado en (2.9). Ademas R es un sistema muy grande
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\—/
Figura 2.1: Cavidad unidimensional (H,) acoplada a un reservorio térmico (Hg)

cuyo estado no es afectado significativamente por su interaccién con S.
Con las considerasiones anteriores, se propone escribir

~

N () =5 (t) Bo + O (Hsr) (2.12)

Ahora se hara una “aproximacion de Born” en (2.12), que consiste en des-
preciar la contribucién de términos de orden mas alto que el segundo en Hgp,
tal que escribimos (2.11) como

o 1

0 [t [Heno). [ ) 56O R @19

Ahora consideraremos el modelo explicito “campo de cavidad - reservorio
térmico”. En la figura 2.1 se ilustra una cavidad con modos de ondas viajeras
que satisfacen condiciones de frontera en z = —L'/2, L’ /2. El modo de la cavi-
dad se acopla al reservorio a través de un espejo parcialmente transmisor.

El hamiltoniano del sistema S @ R es la suma de los términos

Hg = hw.a'a, (2.14)
HR = Zhwjf‘;fj, (215)
J
fsn =Y n (wjar] + wjals;) = n (al +aiT) (2.16)

J
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Los operadores a(af) y 7(7 1) corresponden a los procesos de aniquilacién
(creacién) de fotones del campo de cavidad y del reservorio respectivamente.
Consideraremos que el reservorio esta en equilibrio térmico a la temperatura
absoluta 7', su matriz de densidad

. hw;fl7; hw;
Ry = supl?[exp (—ij—T (1 — exp <_k‘BT>) , (2.18)

con kg la constante de Boltzman. Los operadores en el marco de interaccidon

son
a = exp (iwch&t) a exp ( iwea at) aexp (—iwet) , (2.19)
at = exp (iwea'at) a' exp (—iwea a'at) = a' exp (—iwt), (2.20)
= Z/@jfj exp (—iw;t) , (2.21)
J
Zm 75 exp (iw;t) (2.22)

La ecuacion maestra para p la escribimos como

% = - /0 at'{[aap (') - ap (¢) @] exp (—iwe (¢ + 1)) (T () TV (#))m + hoc. +

ﬁm%@q—ﬁmﬂ qmpm%@+ﬂ<F@f@wR+ha+

:maﬁ(f)—aﬁ( Ya }expzwcﬁ——t»<f(ﬂfﬂ(ﬂ»3—%hc}, (2.23)

con las funciones de correlacion del reservorio dadas por:

~ A~

T )T () g =0, (2.24)
(LT ())r =0, (2.25)
(T T ()= DI {oxp (i (¢ = )} 7 . 7). (2.26)
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v

(COT )R =D Il {oxp (i (1 =)} (0. T) +1], (2:27)

siendo 7 el numero promedio de fotones térmicos,

exp (—Iw;/ (ksT))
1 —exp (—hw;/ (kT))

A (w;, T) = trg (Rof}@) - (2.28)
Las funciones (2.26), (2.27) involucran una sumatoria sobre los osciladores
del reservorio, la cual cambiamos por una integracién introduciendo una den-
sidad de frecuencias g (w) (el reservorio es un conjunto infinito de osciladores
arménicos desacoplados). Para el reservorio unidimensional mostrado en la

figura 2.1 se tiene
g(w)=L"/2mec. (2.29)

Se reescribe la ecuacién (2.23) con el cambio de variable = = t—t/, quedan-
do

A

L= - /0 ar{[aath (t —7) — ' (1 — 7)) exp (—iwer) (F (1) T (¢ 7))+ b

+ [ala (¢ = 7) — ap (t = 7) | exp (iwer) (T (O T (£ = 7)) r + e}, (2:30)

~

()T (¢ = 7)) = /OOO dw [exp (iwT)] g () | (w) ' (w, T), (2.31)

(f (t) fT (t—7))r= /OO dw [exp (—iwT)] g (W) |k (W) P 2 (w, T) +1].  (2.32)

0

Si 7 es suficientemente grande, la exponencial compleja en (2.31), (2.32)
hara que las funciones ¢ (w), |x (w) |y 7 (w;, T') promedien cero.

Para estimar que tan “grande” es 7, vamos a considerar x (w) constante,
lo cual deja a n (w,T") como Unica funcién dependiente de w. También pode-
mos calcular las integrales (2.31) y (2.32) extendiendo el limite de integracion
a —oo y reemplazando n (w,T) por 7 (|w|,T). Con esto obtenemos una trans-
formada de Fourier y la correlacién temporal estara dada por el inverso del
ancho hw/ (kgT) de n (Jw|,T). A la temperatura ambiente, este es un numero
del orden de 0,25 x 10135 [6].

La dependencia temporal de p respecto a ¢t esta caracterizada por el tiempo
de decaimiento para el modo de cavidad (el inverso del ancho de linea del
modo), un nimero que puede ser del orden de 10~%s [6].
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Las variables ¢ y 7 definen escalas de tiempo para las dinamicas de Sy R
respectivamente. Del célculo para las integrales (2.31) y (2.32) se obtuvo que
7 es del orden de 0,25 x 10~3s, mucho mas pequefio que el intervalo temporal
para el decaimiento del modo de cavidad.

La integracién respecto a 7 en (2.30) esta dominada por tiempos mucho
mas cortos que los definidos por ¢ para la evolucidon de p; esto permite hacer
una aproximacion markoviana al reemplazar 5 (¢t — 7) por 5 (t), obteniéndose

o

o =a (aﬁa* _ aTaﬁ) +8 (aﬁa +atha—ata— ﬁaeﬁ) Yhe,  (2.33)

« —/ dT/ dw [exp (—i (w — w,) T)] g (W) |k (W) 2, (2.34)

8= /dT/ o [exp (—i (0 — we) )] g (@) |5 () 27 (w0, T). (2.35)

Dado que la integracién respecto a 7 estd dominada por intervalos mucho
mas cortos que los definidos por ¢, podemos extender la integracion respecto
a 7 al infinito y obtener

t
, . B N
tliglo i drexp (—i(w—we)T) =70 (w — w,) + Z(WC —) (2.36)
siendo P el valor principal de Cauchy.
Usando la ecuacién (2.36) se obtiene
a = 7g (we) |k (we) |* 4 A, (2.37)
B =g (we) |k (we) *n (we) + A, (2.38)
00 2
A= P/ ACIIC] N (2.39)
0 We — W
o) 2
A =P / PRACULIC L (2.40)
0 wc — W
Ahora se define
K =mg (we) |k (we) |2, (2.41)
n=n(w,T), (2.42)
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y usando las expresiones (2.33), (2.37) y (2.38) la ecuaciéon maestra en el
cuadro de interaccion es

o

o = —in [a*a,ﬁ] H(2&5&T—&Td5— a*aﬁ) (2.43)

En el cuadro de Schrddinger la ecuacion maestra esta dada por

p 1, . , - ap . -
5 = ih [Hs,p} + {exp (—i/h) (HS) t} i {exp (—i/h) <H5> t} . (2.44)
Tomando H, = fw.a'a, sustituimos 9p/0t en (2.44) y usando (2.10) y (2.19)-
(2.22) llegamos a la ecuacion maestra para una cavidad acoplada a un reser-
vorio térmico:
ot ¢
+a'pa — a'ap — paal) (2.45)

w, = we + A, (2.46)

2.2. DECAIMIENTO DE UN ESTADO COHERENTE

La ecuacion (2.45) describe la evolucion de un campo de cavidad acoplado
a un reservorio térmico en la aproximacién Born-Markov. Por simplicidad con-
sideraremos una cavidad a cero absoluto (7' = 0°K) y w, = 0 (A = —w,) . Con
estas condiciones se tiene n = 0 y la ecuacion (2.45) se reduce a

o
d_;) — x (2apat —alap — palap) . (2.47)

Se expondra la solucién a la ecuacion (2.47) definiendo los superoperado-
res

A

J =2kapal, L = —rkatap — kpatap, (2.48)
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con lo que reescribimos (2.47) como

L _(i+i)s (2.49)

y la solucion se propone como
p(t) = {exp (bs)} {exp ( F(b) j) } 5(0). (2.50)

Derivando la ecuacién anterior e igualando con (2.49) se obtiene

A

% — Lp(t) + (df /b)) {exp (ﬁt) } J {exp (—ﬁt) } () = (j + L) 5. (2.51)
Usando la relacion de commutacion

[ﬁ, j] b= 2] p, (2.52)

recurrimos al teorema de Baker-Haussdorff (1.76) para obtener

{exp <Et> } J {exp (—ﬁt)} = Jexp (2kt), (2.53)
tal que R
% = (L o+ (drfde) J exp (261)) 1), (2.54)

Comparando (2.54) con (2.49) se obtiene la ecuacion diferencial

(df /dt)exp (2xt) =1, f(0) =0, (2.55)
cuya solucién es
Ft) == exgé_m). (2.56)

Ahora tomemos como condicion inicial un estado coherente, / (0) = |a)(«|,

tal que
p (1) = {exp (£2) } {exp (j1 - exgé_m))} ) (al. (2.57)

Desarrollando la segunda exponencial en serie de Taylor y aplicando las
potencias de J a la matriz de estado coherente (los estados coherentes son
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Figura 2.2: Numero de fotones para un campo de cavidad acoplado al reservo-
rio térmico

eigenestados del operador de aniquilacidén) obtenemos
p(t) = {exp ([1 — exp (—2xt)] |af2) } {exp (ﬁt)} la)(al, (2.58)
y aplicando la exponencial del operador L a la matriz de estado coherente,
{exp (Lt) } la)(al = {exp (=rit)} la){al {exp (~rit)},  (2.59)
finalmente obtenemos
P () = lavexp (—rt)) (ovexp (—r) |, (2.60)

que es lo esperado para un estado coherente. En la figura 2.2 se aprecia una
grafica para el valor esperado del numero de fotones tomando x = 1,5, a = 1.
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Capitulo 3

INTERACCION NO MARKOVIANA
DE MULTIPLES CAMPOS

En el capitulo anterior vimos que un estado coherente sujeto a disipacion
mantiene su forma durante la evolucién del sistema total. Vimos que dada la
ecuacién maestra para un campo en una cavidad con pérdidas a temperatura
de cero absoluto R

d—': = & (2apal — afap — pa'a) (3.1)
con a (dT) el operador de aniquilacién (creacion) de fotones para el modo de
cavidad, « la constante de decaimiento y p la matriz de densidad, si el esta-
do inicial del campo de cavidad es un estado coherente |«), la evolucion de
éste es |a exp (—kt)), esto es, su amplitud decae con el tiempo [7]. Una posible
respuesta sobre por qué el estado coherente mantiene su forma cuando esta
sujeto a disipacion es el hecho de que los estados coherentes son eigenesta-
dos del operador de aniquilacion, pero este argumento no se mantiene para un
proceso disipativo de 2 fotones [8]

dp ~2 A (af)2 APNZ A28 (At 2 40
—:/<a<2a p(aT) —(aT) ap—p(aT) a), (3.2)
aun cuando los estados coherentes son eigenestados del operador de aniqui-
lacién cuadrado (dando lugar a estados coherentes pares e impares [9]).

Las ecuaciones anteriores son obtenidas usando la aproximacion Born-
Markov [8, 10]. En el caso en que tales aproximaciones no son usadas, y
entonces, cuando la interaccién entre un oscilador arménico y un conjunto de
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osciladores armonicos (el ambiente o reservorio) es considerado, no estéa claro
como decae un campo coherente.

En este capitulo proponemos un modelo sin aproximacion Born-Markov
para responder la pregunta anterior. Primero consideraremos la interaccion
entre dos campos cuantizados, la solucion obtenida sera la guia para escribir
la solucién general para el caso de multiples campos. Finalmente usaremos
ese resultado para describir como decae un campo coherente acoplado a un
reservorio.

3.1. INTERACCION DE DOS CAMPOS
Consideremos el hamiltoniano para dos campos en interaccién (con & = 1)
1 = il +wblh+ A (a'b+abt) (3.3)

un sistema como este puede ser generado por la interaccion de dos campos
cuantizados con un atomo de 2 niveles [11] aplicando una transformacién para
pasar al marco de interaccion, obtenemos

Hy = Adfa+ A (aTB + aiﬂ) , (3.4)

con A = w, — wy la desintonia; a y b son modos ortogonales, tal que [d, 13] =0.
Sera de utilidad definir los operadores del modo normal dados por [12]

oA (3.6)

con 2 = A?+4)? la frecuencia de Rabi. Los coeficientes  y v cumplen
con 62 ++2 = 1. A, y A, son operadores de aniquilacién semejantes a a y b
satisfaciendo la relacién de conmutacion

[Al,flﬂ = [Az,fl;} =1, (3.7)
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ademas, los operadores del modo normal conmutan entre si
|:A17A2i| - |:A17A£i| - 07 (38)

tal como ocurre con a y b.
Usando estos operadores el hamiltoniano (3.4) se reescribe como

H = M1fﬁf11 + Mz/‘i;‘i% (3.9)

con o = (A+Q)/2.

El propésito de escribir el hamiltoniano (3.4) en la forma (3.9) es aplicar el
operador de evolucion al estado inicial, ya que como se vio en el capitulo 1, la
ecuacion de Schrddinger (con i = 1)

i% = H) (3.10)
tiene como solucion
[ (6) = [exp (i£1t) | 1 (0)). (3.11)

En este punto la expresion (3.8) es de suma importancia para la busqueda
de la solucién, ya que como consecuencia se obtiene

[AIAI,A;AQ} —0, (3.12)

y esto nos conduce a la factorizacion del operador de evolucién para el hamil-
toniano (3.9),

exp (—iﬁt) = exp (—it [/Llflifh + M2A£A2:|>
= [exp <—it,ulqull)} [exp (—z’tm[lg&ﬂ ) (3.13)

el cual era nuestro objetivo inicial.

Para tener un medio de transformar los estados de una representacion a
otra, notamos que los estados de vacio en ambas representaciones |0),]0), y
|0) 41|0) 42 difieren solamente por una fase [12]. Primero notamos que

A1]0)]0)y = 0, (3.14)
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y en forma similar el operador A, tiene el mismo efecto. De estos elegimos la
fase tal que

10)al0)s = [0) 41|0) 42 (3.15)

Ahora consideremos estados coherentes como estados iniciales, la funcion
de onda que evoluciona en el tiempo es

W @0) = {exp (=it [mAlA + pALAs| ) } Da (@) Dy (8)10)al0):
= {GXP (—it [Ml/‘ﬁz‘il + ,UQA;AZ} ) } Da (a) Db (5) ‘O>A1‘O>A2(3-16)

donde D, (¢) = exp (e¢t — €*¢) es el operador de desplazamiento de Glauber
[5]. Recurriendo a (3.5) podemos escribir @ y b en términos de los operadores
A,y A, en (3.16) como

@) = {exp (=it [mAld +pAids) )}
Dy (6 + 37) D as (ay — 36) [0)41]0) 4o (3.17)

Aplicando la exponencial y los operadores de desplazamiento en (3.17)
obtenemos

(1) = Da([ad+ By]exp (—ipt)) Das (Jary — 58] exp (—ipst)) [0).a1]0) ao
= |[ad + ] exp (—ipnt)) ar| [y — B6] exp (—ipat)) a2 (3.18)

La ecuacién (3.18) muestra que en la nueva base los estados coherentes
permanecen coherentes durante su evolucidén. Transformando de vuelta a la
representacion original obtenemos

W (t)) = [0]ad + Bylexp (—imt) + v [ay — B0] exp (—ipat))s ®
®|y [ad + By]exp (—ipit) — 0 [ay — Bd] exp (—ipat))y  (3.19)

y los estados coherentes permanecen coherentes durante la evolucion del sis-
tema. Para obtener las ecuaciones (3.18), (3.19) se utiliz la siguiente propie-
dad

~

De(61) De(e2) = Do (61 + e2) exp (% feres - eieQ})  @20)

En la siguiente seccidn veremos que el modelo de interaccion entre dos
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campos es facilmente generalizable a cualquier nimero arbitrario de campos.

3.2. MODELO NO MARKOVIANO PARA LA INTE-
RACCION ENTRE MULTIPLES CAMPOS

Consideremos el hamiltoniano para N campos

=Y iy + 303 Ay (ala; +aal). (3.21)
J J#

i

Buscaremos reescribir (3.21) como

H=3 pnAlA,, (3.22)
tal que
[An, A1) =0, (3.23)
[Am,/xjn} — 1. (3.24)
Definimos los A, como

siendo r,,; un numero real.
La expresion (3.23) (usando la propiedad [di,&}] =0, [di,&” — 1) se ex-
presa como
A, AL = 3w =0, (3.26)
que tiene la forma de un producto escalar de vectores 7, . 7,, = 0, por lo
que 7,y 7., son ortogonales. Con los coeficientes r,,; en (3.25) definimos los
vectores

Tnl
T'n

o= |, (3.27)
Tni

tal que 7, . 7., = 0, esto es, los n vectores 7, son una base ortogonal para
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R™.
A continuacién definimos las matrices

M1 T21 ... Thl

b Tia T2 ... Tno | (3.28)
T14i T2 e Tng
10

b= O e 0 , (3.29)
0 0 o

donde las columnas de P son los 7, y D es una matriz diagonal siendo p; el
elemento sobre la diagonal principal.

Combinando las ecuaciones (3.21), (3.22) y (3.25) obtenemos el sistema
de ecuaciones

> il = wi, (3.30)

Z:umrmirmj = )‘ija (331)

coni # j.
Las ecuaciones (3.30) y (3.31) se pueden expresar en forma matricial como

w1 )\21 )\kl
)\12 (03 )\kg

A=PDP = | Ay Dos oo oo A | (3.32)
/\lk /\2k e . W

tal que el elemento sobre la diagonal principal en A es \; = w;.
La matriz A es simétrica (X\i; = Aji), por lo cual satisface el siguiente teore-
ma de algebra lineal [13]:

TEOREMA:
Si A es una matriz nxn, entonces los siguientes enunciados son equiva-
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lentes:
a) A es simétrica,
b) A es diagonalizable ortogonalmente,
c) A tiene un conjunto de eigenvectores ortonormales.

Como consecuencia del inciso ¢ del teorema anterior, la matriz A (3.32) no
puede tener columnas repetidas.

Otro enunciado util es el siguiente [13]:

TEOREMA:

a) La ecuacion caracteristica de una matriz simétrica solo contiene raices
reales.

b) Si un eigenvalor x de una matriz simétrica A esta repetido k veces como
raiz de la ecuacion caracteristica, entonces el eigenespacio correspondiente a
1 es k-dimensional.

De resolver la ecuaciéon de Schrdédinger hemos pasado al problema de di-
agonalizar una matriz simétrica A, cuyos eigenvalores son los ; sobre la dia-
gonal principal de D (3.29), y la matriz que diagonaliza a A es P, siendo esta
Gltima ortogonal (15—1 = Jf’t).

De lo anterior, el proceso para solucionar las ecuaciones (3.30)y (3.31) es
el siguiente:

1) Formar la matriz A,

2) Obtener los eigenvalores de A,

3) Obtener los eigenvectores ortonormales de A.

Los eigenvectores ortonormales de A son los 7, necesarios para definir los
A, (las columnas de P son los 7 ,), mientras que los eigenvalores 1, son los
que definen la combinacién lineal H = >y, Al A,,..

m
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3.3. TRES CAMPOS

Como un ejemplo sobre el método expuesto en la seccion anterior buscare-
mos la solucién para el caso de tres campos.
Sea un sistema de tres campos descrito por el hamiltoniano

A

H = wing + wahy + wsng + Aia (fﬂflz + dl@) + Ao3 ((12&3 + &Q(Alg) ) (3.33)

hy = ala,. (3.34)
Aplicando la transformacién
V = exp {—iw; (iy + 7y + 7g) L}, (3.35)
obtenemos
H = Afy + Afig + Ao (a{ag n ala;) + Mo (a;ag + aga;) (3.36)
con la matriz del sistema
A X O
A= x 0 X |. (3.37)
0 X —A

La ecuacion caracteristica para (3.37) es
A —p = —p® + (A% +20%) =0, (3.38)

con eigenvalores

pn =R, pp =0, us = R, R* = A* 4 2)%, (3.39)
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y sus eigenvectores ortonormales

A+R 1
SR T 0 721
- A — . A _
1= 7 =1 "2 |, T2= DY) =1 T22
_AtR 1
5R 713 0 723 (3.40)
R-A ’ ’
R 731
= A —
ra= —R =1 732
A+R
5R 733
2
A
Q*=2+ (X . (3.41)

Ahora tomaremos como condicion inicial tres campos en estados coheren-

tes
W (0)> = ’041>a1‘042>a2’(13>a3 = Dal (041) Da2 (042) Da?) (063) ‘O>al‘o>a2‘0>a3' (3-42)

El estado de los tres campos en cualquier instante posterior se obtiene

aplicando el operador de evolucién U (t) = exp (—z’tzujfl}flj),
i

¥ (0)) = exp (—itZMj/l}Aj> [¥(0))

3
= exp (—uzwﬁjfij) Da1 (01) Dag (a2) Doz (a3) @ (3.43)
1
®‘0>a1‘0>a2‘0>a3-

Los estados iniciales estan dados en la representacion de a;, mientras que
el operador de evolucién esta en la representacion de A;; por lo tanto debemos
pasar los vectores del estado inicial de a; a A,.

A continuacion definimos

A1 aq
Ai=| A4 |, 7= a |. (3.44)
Ay as

que son vectores de operadores, y como se vio anteriormente, la matriz P que
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diagonaliza ortogonalmente a (3.37) es

11 To1 T31

ﬁ: T2 To2 T32 ) (3-45)

13 T2z T33

cuyas columnas son los eigenvectores (3.40) de (3.37).

Usando (3.44) y (3.38), los A4, = > rnia; se expresan en forma matricial
como '
A=P'7, @ =PA, (3.46)
donde se uso la propiedad P~! = P!, ya que P es ortogonal.

Retomando la ecuacion (3.43) y usando la ecuacién (3.46) para pasar de

la representacion a; a la A;, obtenemos

~ A

B = exp (_itiujA;Aj) Dat (1) Das (03) Do (13) 0} 0)2]0).

3. .\ - . .
— exp (—z’tzujA;Aj) Do (51) Das (52) Doy (85 [0).4010) 110} s
1
(3.47)
Para un campo coherente se tiene

{exp (—iwnt)}|a) = {exp (—iwit)} D, (a)]0) = D, (avexp (—iwt)) |0)
= |aexp (—iwt)), (3.48)
manteniéndose el campo coherente girando en el espacio fase.
Usando la propiedad expresada en (3.48) y aplicando la exponencial en
(3.47) reescribimos (3.47) como

| (t)) = Dar (B exp (—ipat)) Daz (B2 exp (—ipiat)) Das (Bs exp (—ipst)) @
®]0) 41]0) 42|0) 43

)

(3.49)
pr = a1r1 + Qoo + asris, (3.50)
Ba = aTa1 + Qarag + (i3ras3, (3.51)
f3 = Q1731 + QT3 + Q3T33. (3.52)

Ahora recurrimos una vez mas a la ecuacion (3.46) para pasar de la repre-
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sentacion 4; a a;, y aplicando la transformacién en (3.49) finalmente obtene-
mos

[ () = Dar (ruBiexp (—ipt) + o182 exp (—ipat) + 73185 exp (—ipst)) ®
Das (r12f1 exp (—ipunt) + raafo exp (—ipat) + r3zfs exp (—ipst)) @
D3 (r1361 exp (—ipint) + 12302 exp (—ipiat) + 13303 exp (—ipst)) ®
10)a1]0)a2]0)a3
= |rifBiexp (—ipt) + ro1 B2 exp (—ipat) 4+ r31 83 exp (—ipst))a ©
71201 exp (—ipgt) + 19202 €xp (—ipiat) + r39f3 exp (—ipst))az @
11381 exp (—ipnt) + 1938y exp (—ipiat) + 73303 exp (—ifiat))as3, (3.53)

y los campos se mantienen coherentes con amplitud variable.

3.4. INTERACCION CAVIDAD-RESERVORIO

Como se vio anteriormente, dos y tres campos con estados iniciales cohe-
rentes en todos ellos evolucionan manteniendo su caracter coherente, con sus
amplitudes variando periédicamente en funcién del tiempo. Esto puede gene-
ralizarse a un numero arbitrario de campos.

La solucion a la ecuacion de Schrddinger sujeta al hamiltoniano (3.21) con
todos los campos inicialmente en estados coherentes, |1 (0)) = |a1)|az)...|an),
es simplemente el producto directo de estados coherentes

6 (®) = T1 B O T2 B @) Tne B (), (3.54)

con B) (t) = (71 @ exp (—ipat), Toe @ exp (—ipal) ..., T p o @ exp (—ifint)) y
el vector @ = (a1, ay, ..., ,,) €std compuesto por las amplitudes coherentes de
la funcién de onda inicial.

Ahora aplicaremos el resultado anterior para describir el sistema cavidad-
reservorio, con el estado inicial

[¥(0)) = |ec)|01)02)..[0n) (3.55)

donde « es la amplitud de campo coherente, el subindice c se refiere al campo
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de cavidad y los subindices 1, 2, ...,n se refieren a los campos que forman el
reservorio. Dado que el estado de vacio es un estado coherente de amplitud
cero, cuando aplicamos el operador de evolucién al estado inicial dado en la ex-
presion (3.55) obtenemos un vector de estado de la forma dada en la expresion
(3.54), por lo que el campo de la cavidad y los campos del reservorio mantienen
su caracter coherente con sus amplitudes oscilando periédicamente.

Retomaremos el caso de tres campos como bloque basico para describir el
sistema cavidad-reservorio. La figura 3.1 ilustra la evolucién para el campo |1.)
en un sistema de tres campos con estados iniciales

hp (0>> = ’10>’01>‘02>7 (356)

con |1.) siendo un campo coherente de amplitud uno. Aun cuando la gréfica
en la figura 3.1 esta hecha para un campo de amplitud uno, puede ser repre-
sentativa para cualquier amplitud si la tomamos normalizada. En nuestro caso
el vector |1.) corresponde al campo de cavidad y |0;)|02) forman el reservorio.
De la figura observamos que inicialmente toda la energia esta en la cavidad;
debido a la interaccion parte de esa energia pasa al reservorio y la cavidad
alcanza un minimo. Si aumentamos el numero de campos que forman el reser-
vorio (estos campos tienen estados iniciales de vacio) el minimo de la cavidad
se aproximara a cero (estado de vacio). Cuando el nimero de campos que
forman el reservorio sea infinito, el campo de la cavidad llegara al vacio.

Este es el comportamiento que observamos en el capitulo 2 , pero aqui
no hemos usado ecuaciones maestras ni aproximacién Born-Markov; hemos
llegado a la misma conclusion sin recurrir a tales aproximaciones usando un
enfoque mas simple. Ademas en nuestro modelo, una vez que la cavidad al-
canza su estado de vacio, el reservorio comienza a regresarle energia hasta
recuperar el estado inicial, tras lo cual el proceso se repite.

3.5. CONCLUSIONES

Hemos mostrado que un sistema de n osciladores armoénicos interactuando,
inicialmente en estados coherentes, permanecen coherentes durante la inte-
raccion. En particular, si consideramos un campo (oscilador arménico) interac-
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Figura 3.1: Namero de fotones para un campo coherente (w; = 3, 1 fotén inicial)
en interaccién con otros dos campos también coherentes (w, = w3 = 2,5, estos
campos empiezan con cero fotones). Los acoplamientos son A3 = A3 = 0,2.

tuando con muchos campos (osciladores arménicos), y ademas consideramos
solamente \; # 0y A\;; # 0 para j > 2, y todas las demas \;; ceros, podemos
modelar la interaccién no markoviana sistema-reservorio. Si consideramos al
sistema (campo) en estado inicial coherente y todos los campos que forman el
ambiente en estado de vacio (estados coherentes con amplitud cero), al evolu-
cionar, la amplitud del campo coherente disminuira, cuando un fotén pase a
otro modo, manteniendo su naturaleza coherente. Si el nimero de modos que
forman el ambiente es muy grande, el evento de un foton regresando al sistema
es poco probable. El siguiente evento probable es precisamente la pérdida de
otro fotdn por el sistema, etc. hasta que el sistema llega a un estado cercano al
vacio. En el caso en que el numero de modos interactuando con el sistema es
infinito, el vacio seria el estado final del sistema. En otras palabras, el sistema
total sigue la transicion

|a>a1|0>a2-‘-|0>an - |51>a1|52>a2-~-|6n>an7 (357)

con las amplitudes coherentes 9, — 0, conforme n — oo.
En conclusién, hemos obtenido una solucion algebraica completa al proble-
ma de n osciladores interactuando, sin usar las aproximaciones Born-Markov.
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Capitulo 4

REALIZACION OPTICA DE UN
DIVISOR DE HAZ CUANTICO

Los modelos de sistemas en mecanica cuantica con Optica clasica es un
tépico que ha generado interés recientemente. A lo largo de estas lineas Man’ko
et al. propusieron realizar computacion cuantica usando sistemas “tipo cuan-
ticos” [14], y Crasser et al. [15] resaltaron las similitudes entre la mecanica
cuantica y la éptica de Fresnel en el espacio fase. Siguiendo estas aplicaciones
entrecruzadas, nos gustaria mostrar como un divisor de haz cuéntico puede
ser modelado en Optica clasica. La posibilidad de generar formas especificas
(ingenieria de estados) del campo electromagnético clasico es tambien es-
tudiada. Para describir los estados del campo electromagnético usaremos el
método del operador de evolucién, del cual hemos expuesto en el capitulo 3.

4.1. DIVISOR DE HAZ CUANTICO

Un divisor de haz cuantico es un componente éptico que combina dos mo-
dos de campo electromagnético en otros modos propagandose. La figura 4.1
muestra el arreglo que produce este efecto para un divisor 50:50. Dos campos
a, y a, entran al divisor, y dos campos salen de él, correspondiendo a una com-
binacion de los campos que entraron. En Optica cuantica el divisor de haz es
modelado por la interaccion entre dos campos [11] con el Hamiltoniano dado
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Figura 4.1: Divisor de haz

por

donde w,,w, son las frecuencias, x es la constante de interaccion y a;, d} (j =
x,y) los operadores de creacidn y aniquilacion de fotones.

Si consideramos w, = w,, usando la transformacién

A

I' = exp [—iw, (ala, + dzdy) t], (4.2)
en (4.1) pasamos al marco de interaccién

Hy =THD ™ = x (ala, + a,.a]) (4.3)

ahora podemos obtener el operador de evolucién del divisor de haz [16]

A

B = exp [—ixt (dldy + dx&;;)] . (4.4)
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Los campos de salida ¢, d en el divisor de haz estan dados por

o>

cos (xt) G, + isen (xt) ay,
cos (xt) a, + isen (xt) Gy,

Ba, Bt
Ba, Bt (&9

d

tal que cos (xt) y sen (xt) pueden relacionarse directamente con los coefi-
cientes de reflexion (r) y transmisién (t). Una de las propiedades interesantes
del divisor de haz cuantico es que si solo hay un haz entrando por uno de
los brazos del divisor, entonces siempre debemos considerar un campo de
vacio entrando por el otro brazo. Es bien sabido que este sistema produce
enredamiento [17, 18].

Por ejemplo, si consideramos el divisor de haz 50:50, y entonces, si es-
tablecemos yt = w/4 (ver figura 4) y en cada brazo del divisor introducimos
el primer estado de numero excitado, representado como |¢; >= |1 >, |1 >,
como el estado inicial, obtenemos como estado final

NG

Este es un estado enredado que indica que ambos fotones viajan juntos.

[Vr) = —= (12)2[0)y + 10)2[2),) (4.6)

4.2. IMPLEMENTACION OPTICA DEL DIVISOR DE
HAZ CUANTICO

En optica clasica hay sistemas que exhiben el comportamiento denominado
“guia de onda” para haces épticos y que puede ser descrito por la ecuacion

paraxial de onda
OFE

2iko—— = ViE+k (v,9) E, (4.7)
la cual tiene una forma analoga a la ecuacién de Schrddinger, siendo k, =
27ny /A el nimero de onda para el haz de luz propagandose, ) es la longitud de
onda y n, es el indice de refracciéon homogéneo. La funcién k? (z,y) describe
un medio no homogéneo responsable de ser la guia de onda para el campo
eléctrico E. Tal medio es, por ejemplo, una fibra dptica con gradiente de indice.

Recientemente [19] se ha propuesto otra forma de realizar experimental-
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mente esta funcién no homogénea k? (z,y) mediante la propagacién de dos
haces en un medio Kerr no lineal. Uno de estos, el “haz prueba”, induce un
indice de refraccion de la forma n = ng+n2l,, con ny y nq los indices de refrac-
cion lineal y no lineal del medio e I, la intensidad del haz prueba; el subindice p
denota el “haz prueba”. El campo del “haz sefial” E, encuentra un indice de re-
fraccion inducido por el haz prueba. En un sentido estricto, este sistema debe
ser descrito por un par de ecuaciones de Schrddinger acopladas, pero usual-
mente se asume que la intensidad del haz senal es muy débil comparada con
la del haz prueba tal que el ultimo no es afectado por la presencia del primero
y el sistema puede ser descrito por la ecuacioén (4.7).
Ahora asumiendo que el haz prueba tiene un perfil gaussiano,

E, = E, exp [—rz/ (2w2)}

y que el area de su mancha es muy grande comparada con la del haz sefal
(figura 4.2), podemos expandir en serie de potencias la expresion para el indice
de refraccidén, tomado hasta primer orden, dando

n = ng+ 7’L2|Ep0|2 — (TL2|Ep0|2/W§) 7“2. (48)

Si el haz de prueba es eliptico (astigmatico) y ligeramente inclinado con
respecto al marco de referencia del haz senal (figura 4.3) [19], en la expresion
(4.8) el término r2/w§ sera modificado por la existencia de los ejes mayor y
menor de la mancha eliptica y aparecera un término de la forma xzy, con el
parametro y dependiendo del angulo de rotacién ¢ y la longitud de los ejes
mayor y menor del haz eliptico. El haz eliptico inclinado puede ser expresado
en téerminos de las coordenadas del marco de referencia del haz sefal por la
transformacion de rotacién

rs | _ cosf send Tp 7 (4.9)
Ys senf cosf Yp

donde los subindices s y p denotan sefal y prueba.
En forma general, la funcibn no homogénea sera de la forma

K (z,y) = ki — (0w2” + oyy®) + xay, (4.10)
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Haz de prueka astigmatice’(azul)
Haz seiial (rojo

Figura 4.2: Vista transversal de los haces

Haz de prueba (azul)
Haz seiial (rojo)

Figura 4.3: Dos haces propagandose con un pequefo angulo entre ellos; el
haz de prueba generara la guia de onda para el haz senal.
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donde las longitudes de los ejes mayor y menor del haz eliptico y el angulo de
inclinacion pueden ser elegidos tal que x < a,, ay,.
Insertando la ecuacién (4.10) en (4.7) tenemos

1
—3 (kooéa:Q + koazyQ) + xzy| F, (4.11)

OE V2 ko
! 82 2]€0 + |: 2

con koag, q = x,y los parametros relacionados a la no homogeneidad del medio
responsable por el gradiente de indice [19].
Ahora definimos los operadores de aniquilacién (a,) y creacién (a/) de fo-

tones [20]
d

k()O[q

1

g = o, 4.12
1

il =/ 50%, d (4.13)

2 a \/Qkoaqd_q’

que al actuar sobre una funcién

) =t (q) = (k“%) g Ho (v/Fooga) exp (—hoag®/2),  (4.14)
m V2mm!
siendo H,, (q) el polinomio de Hermite, obtenemos
(gt (9) = V/mm_1 (q) (4.15)
aftim (@) = Vm + T (q), (4.16)

con [dq,&j]] =1,q=uvy.

Usando lo anterior podemos reescribir la ecuacion (4.11) como

OE 1 1 ko
5, = [ax (nx—i—é) + ay (ny—|—§) —i—X:cy—l—E] E, (4.17)
con #; = ala; para j=x,y. Definiendo
Y = (exp [—iz (o + oy + ko) /2]) E, (4.18)
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transformamos la ecuacion (4.17) en

O
"oz
con ¢ = x/2ko, /0,0,
La ecuacién (4.19) ha sido ampliamente estudiada en éptica cuantica. Usan-
do la aproximacién de onda rotante (apéndice 2 y [7]) podemos despreciar la
contribucién de los términos afal y a.a, para obtener

= [auhs + ayiy + ¢ (4, +al) (a, +a])] v, (4.19)

za—f = [aah, + oyity, + ¢ (ala, + axaz)] . (4.20)
Esta ecuacion es equivalente a la interaccién campo-campo [12] en éptica
cuantica, tal como la ecuacion de Schrédinger con el Hamiltoniano dado por
(3.3)
H = w,ata + wpb'b+ A <de) + d@*) :

Hacemos una ultima transformacion
o =exp{—iza, (N, +ny)}, (4.21)

para obtener
Oy . i . -
Z% = [Any + ¢ (alay + axaL)] w=Hop, (4.22)
con A = oy — ag.
Retomaremos los operadores del modo normal [12] dados anteriormente
por (3.5)
Ay = ba, +va,, Ay =~a, — day,, (4.23)
con
2¢ Q- A
JQ_a) 20)
con Q = /A2 + 4¢? la frecuencia de Rabi.
Usando lo expuesto en el capitulo 3, seccién 3.1 escribimos la solucién
para (4.22) usando el operador de evolucion y los operadores del modo normal

(recordemos que [211,212} = [211,21;} = 0)

, 0+ =1, (4.24)

U (z) = exp (—z’ﬁz) : (4.25)
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H = 1 AlA; + pp AL A, (4.26)
pio = (A£Q)/2. (4.27)

Eligiendo la fase convenientemente, puede expresarse el estado base en
la nueva representacion como [12]

uo () uo (y) = Uy (x,y) Ug (2,y) . (4.28)

4.3. FUNCION INICIAL v, (z)u (v)

Una vez tenemos el operador de evolucidén para el sistema de dos cam-
pos solo tenemos que aplicarlo a la condicion inicial para saber el estado del
sistema en cualquier instante posterior. A continuacion examinaremos algunos
ejemplos de estados que pueden generarse usando el modelo del divisor de
haz cuantico. Si consideramos el estado inicial

p(z=0z,y) =u (v)us (y) = dldzuo (z) uo (), (4.29)
la funcién propagada es
e (z2,y) = [GXP —iz (NIAJ{AI + M2A§A2>] afafuo () uo (y) - (4.30)

Escribiendo los operadores af, ! en términos de los Al, A (4.23), obtene-
mos

o(zyzy) = [exp (—iz,ulfﬂfll)] [exp (—izugfl;flg)} <§AI —I—%‘E) ®
(vA] = 64}) U3 (2.9) U (2, 9) (4.31)

Ahora usamos las propiedades
[exp (—izuj/l;fljﬂ /Alj [exp (@z,u]fljfljﬂ = A; exp (—izp;), (4.32)

[eXp (—izujfi}fljﬂ U3 (x,y) = U} (z,y), (4.33)
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para obtener

o (zy) = (94T fexp (—izp)] +7A exp (—izpm)]) @
(v} lexp (—izgn)] = 54} foxp (~izpa)] ) @
Us (2,y) Ug (2,y), (4.34)

que en la representacion de los a,, a, se escribe como

plzr,y) = NE)B()al +e(2)8(2x)al (4.35)
+62 (2) + e (2) n (2) alal | [uo () uo ()],

1 (2) = 6% [exp (—izpu)] + 77 [exp (—izps)] (4.36)
B (z) =76 (exp (—izp) — exp (—izpz2)) (4.37)
£ (z) = 6% exp (—izu) + v exp (—izuy) . (4.38)

El término que multiplica afa en (4.35) puede ser reescrito como
B (2) ++e(2)n(2) = [exp —iAz] [(72 — (52)2 + 4~%6% cos (22) ], (4.39)

el cual oscila, cruzando cero periédicamente. Fijandonos en el campo propa-
gado en uno de esos ceros (3% (zy) + £ (20) 7 (20) = 0), obtenemos el estado,

¢ (2052,y) =1 (20) B (20) u2 (z) uo (y) + € (20) B (20) uo () uz (y), (4.40)

gue es semejante a la expresion (4.6)
1
V2

Resumiendo lo anterior, hemos partido de la ecuacién paraxial de onda
para un medio con indice de refraccion no homogeneo en el que un haz de
prueba muy intenso induce la no homogeneidad que produce el efecto de guia
de onda para el haz senal de baja intensidad; a continuacién definimos los ope-
radores de creacion y aniquilacién para cuantizar la energia del campo, con lo
gue obtenemos la ecuacién de Schrddinger para el sistema de dos campos,
y este ultimo es usado para modelar el divisor de haz, con el que se generan

[¥r) = —= (12)2]0)y +10)2[2)y) -
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estados enredados como los mostrados en las expresiones (4.6) y (4.40). Lo
anterior ilustra una idea muy interesante, que consiste en aprovechar un fené-
meno bien conocido en dptica clasica (propagacion de haces) para describir
un fenémeno en optica cuantica (generacién de estados enredados). En las
dos secciones siguientes examinaremos como generar otras formas del cam-
po electromagnético ajustando el estado inicial.

4.4. ESTADOS COHERENTES SU(2)

Es posible generar superposiciones determinadas de las funciones dadas
en (4.14). Como ejemplo de esto, si tomamos como condicion inicial en z = 0

A~ -i-m
a$

QO(Z = O;ZE,y) = Um ([E) Uo (y) = muﬂ (CL’) Uo (y)a (441)

después de aplicar el operador de evolucién exp (—z’z [/“AI/L + uQAJ;AQD ob-

tenemos
(n(2)al + B (2)af)

que puede ser reescrito como el estado coherente SU(2) [21, 22]
m 1/2
m n
plzay) =) ( ; ) n"™ " (2)" B (2) wm—n () un (y) - (4.43)
n=0

Ahora una breve explicacion sobre el adjetivo SU(2). Para un sistema de
dos campos el operador desplazamiento [22]

D(6) = exp (68, - 6°5_). (4.44)
tiene factorizacion de la forma
D) = exp (0§+ — 9*5',)

o) o (5] o ()], s

1 o X . .
=5 (a*a — bTb) . S8, =ath, § =ifa, (4.46)

U
|
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donde los operadores 5., S., S_ son generadores de un algebra SU(2), las
cantidades ¢, ¢ son funciones de la amplitud coherente 6. Por lo anterior, en la
literatura a los estados dados por la expresion (4.43) se les denomina estados
coherentes SU(2).

4.5. FUNCION GAUSSIANA

Vamos a considerar que en z = 0 tenemos una funcién gaussiana despla-
zada como funcién de = y una funcion ug (y),

™

p(z=0zy) = (koa“) " (exp [— (a - x\/m> 2D uo ()
= [oxp (—a?/2)] i%u () uo (y) - (4.47)

Usando el operador de desplazamiento de Glauber [5], esta funcién puede
ser reescrita como

~

¢ (2 =0;2,y) = D, (@) uo () uo (y) , (4.48)

D,, (o) = exp [a (af — a,)] . (4.49)

T

Después de aplicar el operador de evolucién a (4.48) se tiene el campo
propagado como

¢ (z:2,y) = Da, (an (2)) uo () Da, (B (2)) uo (y). (4.50)

El campo electromagnético seran gaussianas desplazadas en las direc-
ciones z y y, con sus desplazamientos oscilando periédicamente.

4.6. INTERACCION DE TRES CAMPOS CON UN
ATOMO

En las secciones anteriores hemos estudiado modelos que describen la
interaccién entre campos electromagnéticos. Como un complemento a ese es-
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tudio en esta seccidén veremos un ejemplo de como lograr la interaccién entre
campos usando un atomo. Vamos a considerar un sistema formado por tres
campos y un atomo de dos niveles; los campos interactiuan con el &tomo, pero
no interactdan explicitamente entre ellos. Este sistema es descrito por el Hamil-
toniano

3
=" wi; + 25, + Z)\ ( il +a, &+) (4.51)
j=1

Revisaremos bajo que condiciones puede obtenerse una interaccion ex-
plicita entre los campos.
Una transformacién de rotacién con operadores tiene la expansion en serie:

(exp [e4]) B (exp [~<A]) = B [A.B] + S [A [A.B]] +... @52

siendo A, B operadores hermitianos y ¢ el parametro de rotacion.
Si se cumple ¢ < 1 podemos hacer una aproximacién a primer orden en la
expresion (4.52) y escribir

VBV '~ B+e [A, B] V= <exp [sA]) . (4.53)

6. —a;oy, j=1,2,3 (4.54)

\
&= ~—, lgjl < 1, (4.55)
0 — W1

tal que aplicamos tres transformaciones de “pequenias rotaciones” a la expre-
sién (4.51) con los operadores definidos en (4.54) obteniendo

3 3
AN AL A A A A - R wo . ~ A A A
Vi‘/?‘/lH‘/l 1‘/2 1‘/3 b= Hef ~ E Wjm; + 70—,2 —2 E Ajgjnjo—z —2 E >\j5j0+0—

7=1 7j=1 7=1

(afa +aiad)
— (Mg + Ager) ( Lis + a1a§> 5,
(a )

— (Mg + Nse) (adas + asal) o.. (4.56)
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3
El término %6, — QZ;AJ-E]-&JF&_ conmuta con todos los demds en la expre-
]:
sidon anterior, tal que podemos removerlo y escribir

3 3
Hef ~ ijﬁj — QZ)\jSJ‘ﬁja’Z
j=1 j=1
— ()\162 + )\282) <CAL];&2 + &1&2) 62

Mg+ Agen) (alas + aral) o
T

— )
— (o3 + Maen) (a2a3 + azag) G,. (4.57)

Esta ultima ecuacién, resultado de aplicar el limite dispersivo (el atomo aun
interactla, pero aparenta no intercambiar energia con los campos) (4.55) con
aproximacion de pequenas rotaciones (4.53) a la expresién (4.51) nos ha con-
ducido a un sistema en el que ya no hay interaccion entre los campos y el
atomo, pero ahora los campos interactuan explicitamente entre ellos. En rea-
lidad, el atomo sigue interactuando con los campos, como un mediador entre
ellos para intercambiar energia, pero dada las aproximaciones realizadas, des-
de un punto de vista global del sistema, el atomo esta en un estado energéti-
co (casi) constante, pues la polarizacion atomica estd cambiando muy rapido
(esto puede lograrse si la condicién inicial es una superposicién de estados
atdbmicos) y la dindmica efectiva ahora ocurre entre los campos. El operador
de energia atdbmica ¢, es el recordatorio de que el &tomo sigue presente, pero
dado que su estado no cambia, el efecto de aplicar ¢, a la funcion de onda es
igual que multiplicar al vector de estado por la energia del atomo, la cual es
constante. De esto, podemos suponer que toda la dinamica ocurre entre los
campos y llegamos a un modelo de interaccion entre tres campos como el que

vimos en el capitulo 3.

4.7. CONCLUSIONES

Hemos mostrado como modelar un divisor de haz cuantico por propagacion
de campos electromagnéticos. Formas especificas de campos electromagnéti-
cos pueden ser generadas usando este modelo; en particular hemos mostrado
como funciones de estados coherentes SU(2) pueden ser realizadas.
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CONCLUSIONES FINALES Y
PROBLEMAS ABIERTOS

Hemos mostrado que un sistema de n osciladores arménicos interactuando,
inicialmente en estados coherentes, permanecen coherentes durante la inte-
raccién. Como caso particular, si consideramos un campo (oscilador arménico)
interactuando con muchos campos (osciladores arménicos), y ademas consi-
deramos solamente \;; # 0y \;; # 0 para j>2, y todas las demas \;; ceros,
podemos modelar la interaccion no markoviana sistema-reservorio. Si consi-
deramos al sistema (campo) en estado inicial coherente y todos los campos
que forman el ambiente en estado de vacio (estados coherentes con amplitud
cero), al evolucionar, la amplitud del campo coherente disminuira, cuando un
fotdbn pase a otro modo, manteniendo su naturaleza coherente. Si el numero
de modos que forman el ambiente es muy grande, un evento de el foton regre-
sando al sistema es poco probable. Por lo tanto el siguiente evento probable
es precisamente la pérdida de otro fotdn por el sistema, etc. hasta llegar a un
estado cercano al vacio. En el caso en que el numero de modos interactuando
con el sistema es infinito, el vacio seria el estado final del sistema. En otras
palabras, el sistema total sigue la transicion

|a>a1|0>a2-~-|0>an — |51>a1|52>a2-~-|6n>an; (458)

con las amplitudes coherentes 9, — 0, conforme n — oo.

Hemos obtenido una solucidn algebraica completa al problema de n oscila-
dores interactuando, sin usar las aproximaciones Born-Markov.

Hemos mostrado como modelar un divisor de haz cuéntico usando propa-
gacién de campos electromagnéticos. Formas especificas de campos electro-
magnéticos como los estados coherentes SU(2) pueden ser generadas usando

62



este modelo. Este modelo nos permitiria usar un fenémeno de “éptica clasica”
(propagacion de campos) para observar un efecto “tipo cuantico” (enredamien-
to entre dos campos), constituyendo un ejemplo de como la Optica clasica
puede ayudar a observar experimentalmente resultados de la mecanica (6p-
tica) cuantica.

Respecto a los problemas que pueden abordarse partiendo de los resulta-
dos de esta tesis, tenemos los siguientes:

1.- Existen otras interacciones entre campos cuantizados que son descritas
por Hamiltonianos de la forma

H= wi; + Y3 Ay (a}a} + aiaj) :
j J# i
cuya solucion tal vez pueda ser expresada con el operador de evolucion tal
como se expuso en el capitulo 3.
2.- Los operadores de energia atémica (6,5, ,5_) tienen propiedades ma-
tematicas similares a los operadores de campo a, af, » tal que interacciones
entre atomos descritas por Hamiltonianos como

H=> wie;+ Y Y Nj(67a; +6,af),
j [

podrian usar las ideas aqui expuestas para reescribir el Hamiltoniano en tér-
mino de operadores que commuten.

3.- Otra interrogante abierta es la posibilidad de obtener estados GHZ [23],
los cuales son estados de maximo enredamiento para sistemas de tres 0 mas
subsistemas. Como ejemplo, un estado GHZ para un sistema de tres campos
es de la forma |0)1]0)2]|0)5 + |1)1|1)2|1)3, esto es, una combinacion lineal de
todos los subsistemas en estado base méas todos los subsistemas en estado
excitado.
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APENDICE 1: ECUACION DE
HEISENBERG

Haremos una breve revisién de la ecuacion de Heisenberg, la cual es una
formulacién alternativa a la ecuaciéon de Schrédinger para describir la evolucién
de sistemas fisicos en mecanica cuantica. La informacion obtenida con ambas
ecuaciones es equivalente, la diferencia entre ellas radica en la forma en que
exhiben esta informacioén, tal como veremos mas adelante.

Sea el elemento matricial

frn = (m[f]n), (4.59)

correspondiente a la observable (operador hermitiano) f, siendo |m) y |n) es-
tados del sistema bajo estudio.
La ecuacion de Schrddinger para un estado genérico se escribe como

L dn) -

y su adjunta (para otro estado (m|) es

ih=—— = (m|H. (4.61)

d d 5

0 d 5 ~d
o2y + A iy o 7202, (4.62
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sustituyendo las ecuaciones (4.60) y (4.61) en (4.62) obtenemos

d, . - af 1 .
(| fln) = (m|SE )+ —(m| |, 8] n). (4.63)
Usando la hipotesis de que el elemento matricial f,,, evoluciona debido a
que el operador f evoluciona en el espacio de Hilbert (espacio de funciones de
cuadrado integrable), y entonces |m) y |n) son constantes, reescribimos (4.63)
como
. of -
ifitm| Ly = (m|6—{ ) + (] [ . 41] ). (4.64)
Multiplicando la ecuacion (4.64) a la izquierda por |m) y a la derecha por

(n| y sumando

th!m Z|n —th!m m[ Z|n (n| + (4.65)
+Z|m (m| [f,H] Z|n (n|

los estados del sistema cumplen la relacién de completez » *|m)(m| = 1, por lo
m

que finalmente obtenemos

df 0 f 5
ihs = ih + [f, H] , (4.66)
conocida como ecuacion de Heisenberg.

Si f no depende explicitamente del tiempo la ecuacién (4.66) se reduce a

la conocida expresion

zh% - [f, H} . (4.67)

De lo anterior notamos que la ecuacion de Heisenberg es la ecuacién de
movimiento para la observable f. El célculo de valores esperados conduce a
los mismos resultados obtenidos usando la solucion a la ecuacién de Schré-
dinger.
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APENDICE 2: APROXIMACION DE
ONDA ROTANTE

Consideremos el sistema de dos campos en interaccion, descritos por el
hamiltoniano
H = wi, + wi, + A\ (af +a) (BT + 6) ; (4.68)

por simplicidad consideramos que los campos tienen frecuencias iguales.
Usando lo expuesto en el apéndice 1, las ecuaciones de movimiento para
a, at, b, bt son

da L
S +

i = —wi + A <b n b) , (4.69)
da' o

; — AT T

i = wal + A (b n b) , (4.70)
db .

i = —wb+ A (a' +a), (4.71)
At o

ZE = wa — A (CL]L + CL) . (472)

Definiendo los operadores de modos normales

. 1 /. -
b= (a+0). (4.73)
P (z} - a) , (4.74)
V2
obtenemos las ecuaciones de movimiento
ij—j = (A —w)é+ A, (4.75)
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— = (A —w)él 4+ Né 4.7
i (A —w) e+ A, (4.76)
dd S

o= (AN w)d— A, (4.77)
ddt . .

i =\ +w) d' + \d. (4.78)

¢(t) = {—ﬁéT (0) + %é (0)} exp (i€2_t)

+ {1 — wé(@) PN (0)} exp (—iQ_t), (4.79)

0 20
5 Q At w) 4 .
d(t) { ++§§++ )i (0) +ﬁd* (O)}exp (i1 1)
Q A+ w) A N .
{1 - ++§§++ Jd(0) - s (0)}exp(—i§2+t), (4.80)
Oy = w? + 2)w. (4.81)

Suponiendo que se tiene la condicion A < w, situacion usual en Optica
cuantica, podemos expandir las expresiones (4.79)-(4.81) en potencias de A /w,
obteniendo las expresiones aproximadas

i oy -

¢(t) =~ exp |i (w +A— >\—> t, (4.82)
L 2w -

A B 22 ]

d(t) =~ exp _z <w -\ = %> t_ ) (4.83)

Ahora consideremos que los 2 campos en interaccion estan descritos por
H = witg + wity + A (eﬁé n aiﬂ) , (4.84)

que difiere de la ecuacion (4.68) en que no tiene los términos a'b' y ab (deno-
minados contrarrotantes); en este caso obtenemos las soluciones

¢(t)=expli(w+\)t], (4.85)
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d(t)=expli(w—N\)1t]. (4.86)
Al comparar lo anterior con las ecuaciones (4.82) y (4.83) hallamos que
la frecuencia natural del campo esta desplazada en la cantidad \?/2w. Por
simplicidad en el caso expuesto hemos considerado que los campos tienen
frecuencias iguales, pero el caso general sigue el mismo desarrollo y se ob-
tiene la misma conclusién: el efecto de los términos contrarrotantes a'bt y ab es
introducir un desplazamiento constante en la frecuencia del campo, por lo cual
podemos despreciar la contribucién de los procesos descritos por los operado-
res a'b' y aby usar la ecuacion (4.84), condicién denominada “aproximacion de
onda rotante”. Los términos a'b y ab' se denominan rotantes y los afbt y ab son
contrarrotantes; esta denominacion proviene del hecho de observar la evolu-
cion de estos operadores en el espacio fase, pues los contrarrotantes giran en
sentido opuesto a los rotantes.
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Capitulo 5

SUMMARY IN ENGLISH:
“INTERACTION BETWEEN
SEVERAL FIELDS: A
NON-MARKOVIAN MODEL”

BASIC TOOLS OF QUANTUM MECHANICS

In quantum mechanics the Schrédinger’s equation [1]

0 — 2 —

is used to describe the evolution for the physical systems (field, atom, etc.). The
solution ¢ (77, t) is called wave function or state vector and I is the Hamiltonian
operator for the system.

There is a standard notation for describing quantum states in the theory
of quantum mechanics composed of angle brackets and vertical bars called
bracket notation. It is so called because the inner product (or dot product) of
two states is denoted by a bracket (¢|¢), consisting of a left part, (¢|, called
the bra, and a right part, |¢), called the ket. The notation was invented by Paul
Dirac [1], and is also known as Dirac notation.

In Dirac notation the wave function ) has associated the ket |).
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The ket can be viewed as a column vector

) = ch\%% (5.2)

k

and the bra is

(| = ch<¢k|a (5.3)
k

where the bra is the complex conjugate transpose for the ket (the bra is a row
vector).

In quantum mechanics the physical quantities (energy, momentum, etc.) are
represented by operators which are specified by Hermitian matrices.

There is a quantity very important in quantum mechanics, called expectation
value; for the observable A the expectation value is

(A) = (| Ajp). (5.4)

Other quantity very used is the commutator for two observables A, B de-
fined by

A A A A

[A,B] = AB — BA, (5.5)

which can be non-zero for matrices.

EVOLUTION OPERATOR
For the Schrddinger’s equation

L0 -
ihot) = Hy, (5.6)
the solution can be expressed by
6 (1)) = exp (—iHt/R) [ (0), (5.7)

where exp <—z’ﬁt/h) is called evolution operator. This method is useful when

the Hamiltonian A can be expressed as linear combination of commutable ope-
rators or when the operators are simple. We will use the evolution operators in
the next sections.
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MASTER EQUATION

In quantum mechanics the ket |¢)) contains all the information about the
system. We extract information about the system calculating the expectation
value for the observable O,

(0) = (Y|O). (5.8)

In many situations we don’t know |¢)), we only could know the probability
P, associated with the system in the |¢) state. In this situation we must take
the quantum average over an ensemble of several systems equally prepared.
Instead of the equation (5.8), the expectation value for O is

((O)ant) Ensembie = tr (Oﬁ) : (5.9)

where tr is the matrix operation trace, with the density operator

p= Pl)(yl. (5.10)
¥
The motion equation for the density operator (5.10) is
op i .
% h [H,p], (5.11)

which is called Von Neumann equation or master equation. In general, for
states given by the expression (5.10) they are called mixed states, while states
with only one component state of the form

p =)Wl (5.12)

are called pure states.
We can use the trace for 5? to distinguish between mixed and pure states.
For a pure state we obtain [3]

P =p, (5.13)
T ([)2) =1, (5.14)

while for a mixed state
Tr(p*) <1. (5.15)
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QUANTIZATION FOR ELECTROMAGNETIC FIELD
The electromagnetic field is described by the Maxwell’s equations

oD
=22 1
V x o (5.16)
OB
—_
E =—-_— A7
_
VeB =0, (5.18)
—
VeD =0, (5.19)
and the constituent relations
B = ol (5.20)
— —
D =eFE, (5.21)

for the electric E and the magnetic H fields, together with the displacement D
and induction B vectors. Because the electric field is described by the wave
equation

H
,—= 10*°E
E — —
v 2 ot?

and in similar way for the magnetic field, we have the solution for £ and H [2]

—0, (5.22)

B, (2,t) = Y Ajq; () sen (k;2), (5.23)
J
gj€
H, = zj:Aj (;{:—]0) cos (k;jz), (5.24)
2v2m; 12
o J
A; ( Ve ) ) (5.25)

where m; is a constant with mass unity an V' is the volume for the cavity field,
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and the Hamiltonian for the electromagnetic field is
=1 o2 4 Ui 5.26
—52 mvid; + = ) (5.26)

j J

where p; = m;q; is the canonical momentum of the jth mode, ¢, the generalized
coordinate and ¢; the generalized velocity.
The quantization is used by defining the operators
1

aj = —=—== (myv;q; +ip;), (5.27)
Qmjhyj

t 1

0 = ——— (m,v;q; —ip;) . 5.28
CLJ \/W (m]VJQJ Zp]) ( )
Using (5.27) and (5.28) the expression (5.26) is rewritten as
N 1
H=hY v (a}aj + 5) : (5.29)
j

A

where a; is the annihilation operator, a} is the creation operator. The solu-
tions for the Schrédinger’s equation with the Hamiltonian (5.29) are the number
states or Fock states

) = o ) = s (1 50) 00 (530
(o) = ()" e (25, (5.31)

where H,, is the Hermite Polynomial.

COHERENT STATES

In quantum mechanics a coherent state is a specific kind of quantum state
of the quantum harmonic oscillator whose dynamics closely resemble the os-
cillating behavior of a classical harmonic oscillator system. Erwin Schrédin-
ger derived it as a minimum uncertainty Gaussian wave packet in 1926 while
searching for solutions of the Schrédinger’s equation that satisfy the correspon-
dence principle [4]. While minimum uncertainty wave packets were well known,
they did not attracted much attention until Roy J. Glauber, in 1963, provided a
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complete quantum theoretic description of coherent in the electromagnetic field
[5]. Here the coherent state of a field describes an oscillating field, the closest
quantum state to a classical sinusoidal wave such as a continuous laser wave.
The coherent state is defined as the radiation emitted by a classical current
distribution. By classical we mean that the current can be described for a pres-
cribed vector 7 (7", t) which is not an operator. We consider coupling of this
current to the vector potential operator [2]

. ~—1l_
t) = —zzy—k € kEray, exp ( v, + 1 % ) + H.C., (5.32)
k

and the Hamiltonian that describes the interaction between the field and the
current is [2]

V) = / T (T e AT, 1) dr, (5.33)

where a, is the annihilation operator, €', is an unitary vector. The evolution
operator for the Schrddinger’s equation with the Hamiltonian (5.33) is [2]

T~ B At .
exp {—ﬁ‘/ (t)} = E[exp <akak — ozkak> , (5.34)
where the complex time depending amplitude «y is

k:—ek/ dt’ / € h ',, (7', t) exp (—iyk+i?o7}> ) (5.35)
hl/k

The solution for the Schrédinger’s equation with the Hamiltonian (5.33) is

v <t>} ¥ (0)). (5.36)

ST

6 () = exp {—

We choose the initial state |¢ (0)) = |0), the vacuum state, and the vector
state (5.36) then becomes

v (@) = [Tesp (ndt — afar) o)

k

= []lew)- (5.37)

k

In the last expression we see that the multimode coherent state can be
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expressed as a product of coherent states monomode |«y). The operator [5]
exp (ade — ade> (5.38)

in expression (5.37) is called Glauber’s displacement operator.
Other way to define the coherent states is as eigenstates of the annihilation
operator a. Formally, this reads:

ala) = ao|a). (5.39)
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MARKOVIAN MODEL FOR CAVITY-FIELD INTERAC-
TION

We begin with the Hamiltonian in the general form
F[:ﬁ5+ﬁR+[{[§R, (540)

where Hg and Hy are Hamiltonians for S (system) and R (reservoir), respec-
tively, and Hgy is an interaction Hamiltonian. We will let ¥ (¢) be the density
operator for S @ R and define the reduced density operator /5 (t) by

p(t) =trr X ()], (5.41)

where the trace is only taken over the reservoir states R. The objective here is
to solve the master equation for y

where H is given by (5.40).
In the interaction picture we have

¥ = {exp (i/h) (ﬁs + ﬁfR) t} % {eXp (—i/h) (ﬁs + ﬁfR> t} , (5.43)
and the master equation is

A

%—f = s %], (5.44)

Hon = {exp (i/h) (Hs + ﬁR) t} i {exp (—i/h) (ﬁs n ﬁR) t} . (5.45)
The expression for equation (5.44) is rewritten as

ﬁ,lA
1

= [H(0).X0)] - % /Ot at [Her (1), [Hsn (1) X (1)]] . (548)

=

It's assumed that the interaction is turned on at t=0 and that no correlations
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exist between S an R at this initial time. Then we have

~ A

X (0) =X (0) = p(0) Ko, (5.47)

where R, is the initial reservoir density operator. After tracing over the reservoir,
(5.46) give us

a1

5 /Ot dt'trp [ﬁISR (), [ﬁSR (). % )]]. (5.48)

We have stated that x factorizes at t = 0. At later times correlations between
S and R may arise due to the coupling of the system and reservoir through Hgp.
However, we assume that the coupling is very weak, and all rimes x (¢) should
only show deviations of order Hgp, from an uncorrelated state. Furthermore, R
is a very large system whose state should be virtually unaffected by its coupling
to S. With this idea is written

A

O =5)+0 (ﬁSR) . (5.49)

We now make the first approximation, called Born approximation. Neglec-
ting terms higher than second order in Hgg, We write (5.48) as

(‘)ﬁ“ 1 t , kS A PP
a—iz—ﬁ i dt'trg [HSR(t)a[HSR(t>7/)(t)R0H' (5.50)

The next step is using the Markov approximation, when we replace  (t') by
ﬁ(t) (a more detailed explanation is given in [6] to obtain a master equation in
the Born-Markov approximation:

o 1

o1 Otdt/tTR [f{fsg (t), [f[SR )., 5 () RO” , (5.51)

We want the master equation for the system cavity-reservoir, then for the
Hamiltonian of the composite system S & R we write

Hg = hw.a'a, (5.52)
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Hp =Y hwjili;, (5.53)
J

fsn = Y (wjai] + kjal7 ) (5.54)
J

The system S (cavity field) is an harmonic oscillator with frequency w. and
creation and annihilation operators a' and a, respectively; the reservoir R is a
collection of harmonic oscillators with frequencies w;, and corresponding cre-
ation and annihilation operators rj and 7;, respectively; the oscillator a couples
to the jth reservoir oscillator via a coupling constant « (for the moment unspe-
cified). The reservoir is taken to be in thermal equilibrium at temperature T:

. hw ;1T huw;
Ry = supl?[exp <_kB—T (1 — exp (— kBT>) , (5.55)

where kg is Boltzmann’s constant.
When the expressions (5.52) - (5.54) are substituted in (5.51) we obtain [6]

+2rn (apa’ + a'pa — a'ap — paa') (5.56)

that is the density operator for the cavity field with Born-Markov approximation;
w, and « are constants (for the moment unspecified) and 7 is the expectation
value for the number of photons in the reservoir

exp (—hw/ (ksT))
1 —exp(—hw/ (kgT))

(5.57)

n =
Now we study the evolution for a cavity field coupled to a reservoir at T=0°K

and w, = 0, with this condition the master equation (5.56) is reduced to

ah _

il (2apa’ — a'ap — pa‘ap) ; (5.58)

using the evolution operator, the solution for (5.58) is

p(t) = {esp (L)} {eXp (jl - exgé_m)) } 5(0), (5.59)
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where L and J are superoperators given by
J =2kapal, L = —rkatap — wpatap. (5.60)

For a cavity field with an initial coherent state 5 (0) = |«)(«/|, from (5.59) we
obtain
p (1) = |aexp (=rt)){aexp (=rt) |, (5.61)

which is the expectation behavior for a coherent state.
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NON-MARKOVIAN INTERACTION FOR SEVERAL
FIELDS

It is well known that a coherent state subject to dissipation keeps its form
during the dynamics. This is, given master equation for a field in a lossy cavity
at zero temperature

% = (2apa’ — a'ap — pa'a) (5.62)
with a (a') the annihilation (creation) operator for the cavity mode, « the de-
cay constant and p the density operator, if the initial state of the cavity field
is a coherent state |a), then the dynamics shows that it will decay in time as
laexp (—kt)) [7].

One possible answer about why the coherent states preserve its form during
decay is the fact that coherent states are eigenstates of the annihilation opera-
tor, however this arguments does not hold for a dissipative two photon process
[8] )

dp

dt
even though coherent states are also eigenstates of the annihilation operator
squared (so do even and odd coherent states) [9].

Both equations above are obtained using Born-Markov approximations [8,
10]. In the case in which such approximations are not used, i.e. when the in-
teraction between a harmonic oscillator and a set of harmonic oscillators (the
environment) is considered, is not clear how a coherent state decays. Here we
will try to answer this question.

Ouir first step is considering the Hamiltonian of the interaction of k fields

. (2&2;3 (")’ = (a')* a2 — p (") a2) , (5.63)
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From the Hamiltonian above, we can produce the following matrix

w1 )\21 e e )\kl
)\12 (03 >\k2

A=PDPt = | M3 Xos oo oo s | (5.65)
>\1k )\2k e e W

We can rewrite the Hamiltonian in the form

H=2) Al An, (5.66)

such that
[Am,fx;} —0, (5.67)

where we have defined the normal-mode operators A,, as
Ay = i, (5.68)

with r,,; a real number. Equation (5.67) implied that

|:Am, AL} = Zrnirmj [CALZ, dﬂ = Zrnirmi = 0 (569)
1,570 i
By defining the vector
Tn1
TTL
o= |, (5.70)
Tni
equation (5.69) takes the form 7', . 7,, = 0, i.e. they are orthogonal, we will
consider them also normalized, 7, . 7, = 1. With these vectors we can form
the matrix
™M1 T21 ... Tp1
R T T el T
p=] 7= ? (5.71)
i T2 ... Tni
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If we combine equations (5.64), (5.66) and (5.68) we obtain the system of
equations

D i = wi, (5.72)

Z,um'rmirmj = )\ij7 (573)

that may be re-expressed in the compact form

w1 /\21 e e >\k1
)\12 Wa e e )\k2
pbpt = A3z Aoz .. ... A3 (574)
Mie Aok o .. Wk
with
pr 0
. 0
- 2 , (5.75)

i.e. D is a diagonal matrix whose elements are the eigenvalues of the matrix
A, defined from the Hamiltonian. The matrix P is therefore A’s eigenvectors
matrix.

The solution to the Schrddinger’s equation subject to the Hamiltonian (5.64)
with all modes initially in coherent states, |¢ (0)) = |a1)|az)...|a,), is simply the
direct product of coherent states

(1) = T1e B O] T2e B )2 Tue B (), (5.76)

With 3 () = (71« @ exp (—iput) , To s @ exp (—ifiat) ., T« @ exp (—ipnt)) and
the vector @ = (a1, as, ..., o) is composed by the coherent amplitudes of the
initial wave function. Up to here we have shown that the interaction of seve-
ral modes initially in coherent states does not change the form of this states
(remain coherent), but modified their amplitude. If we choose the interaction
constants to be \;; # 0 for 1 # j and the rest as zero, we are dealing with the
interaction between one field and n-1 fields. If n» — oo and the amplitudes «;
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are zero for j > 1, we deal with the interaction of one field with n — 1 one of
them in a coherent state with amplitude a; and the rest in the vacuum. There-
fore, the most likely situation we have is the coherent state decaying towards
the vacuum while keeps its coherent form.

CONCLUSIONS

We have shown that a system of n interacting oscillators initially in coherent
states, remain coherent during the interaction. In particular, if one considers
one field (harmonic oscillator) interacting with many fields, (harmonic oscilla-
tors), i.e. consider only \;; # 0 and \;; # 0 for j > 2, and all the others to be
zero, we can model non-Markovian cavity-reservoir interaction. If we consider
the system to be in a coherent state and all the others fields that form the en-
vironment in a vacuum state (this is also a coherent state with zero amplitude),
after evolution, the amplitude of the coherent state will diminish, as cone photon
will go to another mode, keeping its coherent nature. If the number of modes
that form the environment is very large, an event of the photon going back to
the system is quite unlikely. Therefore the next probable event is precisely the
loss of another photon by the system, etc. until it arrives to a state close to the
vacuum. In case the number of modes interacting with the system is infinite,
then the vacuum would be the final state of the system. In other words, the total
system perform the following transition

|a>a1|0>a2-‘-|0>an - |51>a1|52>a2-~-|6n>an7 (577)

where the coherent amplitudes, 6, — 0, as n — co.
In conclusion we have given a complete algebraic solution to the problem of
n interacting harmonic oscillators, without Born-Markov approximations.
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OPTICAL REALIZATION OF A QUANTUM BEAM SPLIT-
TER

The modeling of quantum mechanical systems with classical optics is a to-
pic that has attracted interest recently. Along these lines Man’ko et al. proposed
to realize quantum computation by quantum like systems [14], and Crasser et
al. [15] pointed out the similarities between the quantum mechanics and the
Fresnel optics in phase space. Following these cross applications, here we
would like to show how a quantum beam splitter may be modeled in classical
optics. The possibility of generating specific forms (engineering) of the propa-
gated field is also studied.

A beam splitter is an optical component that combines two propagating
modes into other propagating modes. Two fields a, and a, enter the beam
splitter, and two fields exit it, corresponding to a combination of the fields that
entered. In quantum optics the beam splitter is modeled by the interaction of
two fields [11] with the Hamiltonian given by

A

H = wyala, +wyala, + x (ala, + asa,) (5.78)

where the w’s are the field frequencies, x is the interaction constant, and a, and
&} (7 = x,y) are the annihilation and creation operators of the field modes.

If we consider equal field frequencies, we can obtain the beam splitter ope-

rator
B =exp [—ixt (dldy - dz@)] , (5.79)
with 6 = xt.

One feature of the quantum beam splitter is that if there is only one field en-
tering by one of the arms of the beam splitter, then one always has to consider
a vacuum field to be entering by the other arm. It is well known that this system
produces entanglement [17, 18]. For instance, if we consider the 50:50 beam
splitter, i.e., if we set # = 7/4 and in each of the arms the first excited number
state, namely, the state |¢; >= |1 >, |1 >, as the initial state, we have the final
state

[¥r) = —= (12)2(0)y +0)=(2)y) - (5.80)

Sl -
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This is an entangled state that indicates that both photons travel together.

MODELING FIELD-FIELD INTERACTION
We consider the paraxial propagation of a field that has the mathematical

form [19]
)

Qikog =V3iE +k*(2,y)E, (5.81)
where kg = 27no/ ) is the wave- number, with A the wavelength of the propaga-
ting light beam and n, the homogeneous refractive index. The function &2 (z, y)
describes the inhomogeneity of a medium responsible for the waveguiding of an
optical field E. It was recently shown that using an astigmatic and slightly tilted
probe beam produces a gradient-index-like medium with an extra cross term
xzy [19]. Taking into account such inhomogeneity, the paraxial wave equation
is written as

OE V% ko 1 2 2 2,2

VL 0_Z E .82

e =Bt 3 g el +he?) x| B (o0
with ko2, ¢ = x, y inhomogeneity parameters related to the generated gradient-
index medium. Now we define the ladder operators [20]

“ k()O[q 1 d

= + —, 5.83
R koav 1 d
af =y (5.84)

2 “ \/Qko()éqd_q’

with ¢ = z, y. The action of 4, and &} on a function

k?gOé$ 1/4 1 2
Im) = u, (z) = ( ) H,, (x/koaxa:> exp (—koagz®/2), (5.85)
2mm)

(e

where H,, (x) are Hermite polynomials, yields

Az (2) = VMU _1 (2), (5.86)
it (2) = VAT T Tt (2) (5.87)

for that reason a, is the annihilation operator and a] is the creation operator.
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The above equations are also valid for the y coordinate simply with the change
y — x. Furthermore, note that [a,, a}] = 1.
We write equation (5.81) by using equations (5.86) and (5.87), as

oOF . 1 R 1 ko
2 {% (n " 5) ta, (n ; 5) +xzy+ 3} B, (588)

with 7; = ala; for j=x,y.
With the transformation

Y = (exp [—iz (o + o + ko) /2]) E, (5.89)

we transform the equation (5.88) and we assume that x < a,, a,; SO we can
perform the so called rotating wave approximation [7] to finally obtain

O

i = [awhs + iy + ¢ (ldy + a:0})] ¥, (5.90)

with ¢ = x/2ko./a, 0. This equation is equivalent to the field-field interaction in
quantum optics [12].
We do a last transformation ¢ = exp {—iza, (7, + 7,)} and obtain

@'g—f = [Afy + ¢ (aLa, + a.a])] o = He, (5.91)

with A = o, — a,.
We define “normal-mode” operators by [12]

Ay = ba, + vay,, Ay =i, — da,, (5.92)

with
2¢ _fa-A
/@A) 20
with Q@ = \/A? 4 4¢? the Rabi frequency.
The normal-mode operators commute with each other:

L0242 =1 (5.93)

[Al,Az} - [Al,fg} —0. (5.94)
We use the normal-mode operators (5.92) to rewrite the Hamiltonian A in
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(5.91) as
H= leﬁfh + M?AEA% (5.95)

with 1112 = (A £ Q) /2.

Because the operators in (5.95) commute with each other we can factorize
the exponential for the Hamiltonian (5.95) and we can write the solution for the
Schrédinger’s equation (5.91) as

p(z;7,y) = [exp [—iz (ulfﬁfh + M2A§/12>H uo () uo (), (5.96)

where g (z) ug (y) is the initial state.

To have a way of transforming functions from a basis a, é» to basis A;, As,
we note that the lowest functions u, (x) ug (y) are also eigenfunctions of the
normal-mode operators

i.e. they are the lowest states, up to phase, in the new basis [12]

ug () uo (y) = Up () U3 (y) - (5.98)

Now we study some examples for initial conditions.

INITIAL FUNCTION u; (z) u; (y)
If we consider

o(z=02,9) = w (v) u1 (y), (5.99)

the propagation function read as

plzay) = M(z)B()al +e(2)B(2)al
+0% (2) + ¢ (2) n (2) abafluo () uo (y)], (5.100)
with
1 (2) = 6% [exp (—izm)] +~* [exp (—izpa)] (5.101)
B(z) = 70 (exp (—izp) — exp (—izp2)), (5.102)
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e (z) = 6% exp (—izp) + v* exp (—izpuy) . (5.103)
The term that multiplies ala/ may be written as
(% (2) ++e(2)n(z) = [exp —iAz] [(72 - (52)2 + 4~%6% cos (22) (5.104)

and oscillates, crossing zero periodically. By looking at the propagated field at
one of these zeros at z,, a state of the form

v (2057,y) =1 (20) B (20) uz () uo (y) + € (20) B (20) wo (v) w2 (y),  (5.105)

is obtained, which is similar to the entangled state (5.80)

1
[¥r) = 75 (120210} + 0)2]2),)
SU(2) COHERENT STATE
If we use the initial state
A—‘-’!?L
0 (2= 0;2,y) =t (2) g (y) = m“ () o (y). (5.106)

after application of the propagator exp (—z’z [MAI/L + uﬂ;ﬁu]) gives the co-
herent states SU(2) [21, 22]

m 1/2
o (1) =) ( 7: ) ™" (2)" B (2) thmn () tn (y) - (5.107)

n=0

GAUSSIAN FUNCTION
Consider now that at = = 0 we have a displayed Gaussian function as a
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function of x and a function v, (y),

p(z=0;z,y) = <k0%)1/4 (exp {— <a - NW)ZD uo (y)

™

= [exp (—a?/2) Z (y) . (5.108)
We rewrite the last equation as
(2= 0;2,y) = Dy, (a) ug () uo (y) , (5.109)

with D,, (a) = exp [« (af, — a,)] the Glauber displacement operator. The pro-
pagated field read as

A

¢ (z:2,y) = Da, (an (2)) g () Da, (a3 (2)) uo (y) - (5.110)

The electromagnetic field them will be displaced Gaussians in x and y di-
mensions. The initial Gaussians at z = 0 will exchange displacement; i.e., the
displaced Gaussian (that depends on z) will periodically diminish its displace-
ment and come back, while the one centered at y = 0 will periodically be dis-
placed and come back to the origin.

CONCLUSIONS

We have shown how to model a quantum beam splitter by propagating elec-
tromagnetic fields. Specific electromagnetic fields may be engineered by using
this modeling, in particular we have shown how SU(2) coherent functions may
be realized.
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FUTURE WORKS

1.- There is other interactions between fields described by Hamiltonians of

the form
=iy + 305 Ay (ala] + iy )
J J#

i

which solutions may be written in a similar way as we have done in this thesis.
2.- The atomic energy operators (6.,5,,6_) have similar mathematics pro-

perties to the field operators a, af, 7 and the interaction between atoms descri-
bed by Hamiltonians as

may use the ideas used in this thesis to rewrite the Hamiltonian as linear com-
bination of commutable operators.

3.- Other possibility is to generate GHZ states [23], which are maximum
entanglement states.
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