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Resumen

Mediante simulaciones numéricas del esparcimiento de luz por particulas, se resuelve
el problema inverso de recuperar una distribuciéon de tamano de particulas a partir de dos
formalismos que describen este fenémeno fisico: Teoria de Mie y aproximacion de Fraun-
hofer. La primera corresponde al tratamiento riguroso del esparcimiento por particulas
esféricas de tamano micrométrico y sub micrométrico, para determinar la distribucion
angular con respecto a la direcciéon incidente; mientras que la segunda, representa una
aproximacion del fenémeno de esparcimiento correspondiente al caso de particulas esféri-
cas opacas, con tamano mayor que la longitud de onda de la luz que las analiza, la cual
es difractada a angulos pequenos en la direcciéon de propagacion. Se utilizaron tres tipos
de distribuciones monomodales, normal, gama y lognormal, frecuentemente usadas para
modelar aerosoles. Las cuales, al introducirlas en la teoria de Mie o la aproximaciéon de
Fraunhofer, simulan mediciones experimentales de esparcimiento. A partir de estos datos,
se recupera la funcion de distribuciéon de tamanos de particula mediante cuatro métodos
de inversion: Chin-Shifrin, descomposiciéon en valores singulares, el método de Phillips-
Twomey y un algoritmo de estrategia evolutiva. Se discuten las ventajas y desventajas de
cada método, mediante un analisis del rendimiento de cada algoritmo aunado al forma-
lismo fisico utilizado. Como criterio de exactitud en la distribucion recuperada se propuso
un valor fijo de la desviacion estdndar entre la distribuciéon propuesta y la distribucion

recuperada.

Se determiné un valor umbral de tamanos a partir del cual es posible aplicar la
aproximacion de Fraunhofer con resultados aceptables. El valor umbral de validez en
funcion del tipo de distribuciéon y algoritmo de inversiéon, no habian sido verificados
previamente. Asimismo, la exactitud y estabilidad de los métodos de Chin-Shifrin y
descomposicion en valores singulares no habian sido comparados en condiciones idén-
ticas para la aproximacion de Fraunhofer. En este analisis el método de descomposicion

en valores singulares reporta resultados superiores al de Chin-Shifrin.

En las recuperaciones con teoria de Mie se comparan el método de descomposicion
en valores singulares y el método de Phillips-Twomey. El anélisis se realiza en rangos de
tamanos por arriba y por abajo del valor umbral de validez de la aproximacion de Fraun-
hofer. El método de Phillips-Twomey es bastante superior a la descomposicion en valores
singulares, siempre y cuando se utilicen valores 6ptimos del parametro de regularizacion y
del operador de suavizado en el método de Phillips-Twomey, los cuales son de importancia

crucial en esta técnica de inversion y fueron elegidos mediante un procedimiento iterativo.



Bajo estas condiciones, una recuperacion con la teoria de Mie y el método de Phillips-
Twomey es bastante exacta, pero demanda tiempos de computo 4 6rdenes de magnitud

mayores que los utilizados con la aproximacién de Fraunhofer.

El algoritmo basado en una estrategia evolutiva implementado con la aproximacion
de Fraunhofer, recupera una funcion de distribucion de tamanos de particulas a partir de
datos de esparcimiento generados con la teoria de Mie. Resultados numéricos muestran
que en el régimen de validez de la aproximaciéon de Fraunhofer, dicha técnica puede apli-
carse exitosamente para resolver este tipo de problemas inversos mediante un proceso de
optimizacion. Obtiene resultados mas exactos que por ejemplo, el método de Chin-Shifrin
y evita el uso de informacion a priori en lo referente al dominio de la distribucién buscada.
Asimismo, puede identificar la distribucion correcta de entre los tres tipos de distribucion

presentados en este estudio.

Con el proposito de introducir ciertos problemas técnicos involucrados en la construccion
y rendimiento de un instrumento de difracciéon laser, se reportan algunos resultados

experimentales obtenidos durante el desarrollo de la presente tesis.
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Abstract

By means of numerical simulations of light-scattering data, we solve the inverse pro-
blem to retrieve a particle size distribution from two formalisms that describe this physical
phenomena: Mie theory and Fraunhofer approximation. The first theory corresponds to
the rigorous treatment of the scattering by micro-metrical and sub-micro-metrical sphe-
rical particles, in order to determine the angular distribution with concerning to the
incident direction; while the second theory, represents an asymptotic approximation to
the Mie theory, when the particles are considered opaque with sizes greater than the wave-
length of the light that surround it, diffracted to small angles in the propagation direction.
It were consider three kinds of monomodal analytical distributions; normal, gamma, and
lognormal, used frequently to model particle size distributions in aerosols. These are used
in the Mie theory or in the Fraunhofer approximation to simulate experimental scattering
measurements. From this synthesized intensity data we retrieve the particle size distri-
butions by means of four inversion methods: Chin Shifrin, singular value decomposition,
Phillips Twomey, and an algorithm based in an evolution strategy. The advantages and
disadvantages of each method are discussed considering the performance together with the
physical formalism used. As an accuracy criterion in the recovery, it was proposed a fixed

value of the standard deviation between the proposed and the retrieved distributions.

A threshold size value was determined from which it is possible to apply the Fraunhofer
approximation with acceptable results. The threshold value of validity in function of the
type of distribution and inversion algorithm, have not been verified previously. Also, the
accuracy and stability of the methods of Chin-Shifrin and singular value decomposition
they have not previously been compared under identical conditions for the Fraunhofer
approximation. In this analysis, the singular value decomposition method gives superior
results to that of Chin-Shifrin.

The recoveries with Mie theory are compared to the singular value decomposition
and the Phillips-Twomey methods. The analysis is carried out in ranges of sizes above
and below the threshold value of validity of the Fraunhofer approximation. The Phillips-
Twomey method is quite superior to the singular value decomposition method, but only
if it uses optimal values for the regularizacién parameter and the smoothness operator.
These values are of crucial importance in this inversion method and were chosen by means
of an iterative procedure. Under these conditions, recovery with the Mie theory and the
Phillips-Twomey method is quite exact, but demands computing times four orders of

magnitude greater than that used with the Fraunhofer approximation.

The algorithm based on an evolutionary strategy is implemented together with the

Fraunhofer approximation. It retrieves a particle size distribution from scattering data
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generated with Mie theory. Numerical results show that in the regime of validity of the
Fraunhofer approximation, the evolution strategy can be successfully applied to solve
this kind of inverse problem by means of a optimization process, obtaining a more accu-
rate solution than for example the Chin-Shifrin inversion method, and avoiding the use
of a priori information concerning the dominium of the sought distribution, commonly
necessary for reconstructing the particle size distribution when this analytical inversion
method is used. Also, this method is able to identify the correct distribution from the
three distribution types presented in this study.

With the purpose of introducing certain technical problems involved in the construction
and performance of a laser diffraction instrument, some experimental results obtained

during the development of the present thesis are reported.
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Capitulo 1

Introducciéon

El estudio cientifico del esparcimiento de una onda electromagnética por un obstacu-
lo inici6 con los experimentos sobre aerosoles por Tyndall en 1869. Posteriormente, en
1871 Rayleigh realiza un anélisis teérico del esparcimiento de ondas electromagnéticas
por cuerpos pequenos y Thompson en 1893 fue el primero en entender el papel de la ra-
diacién dipolar magnética[l|. Desde entonces, muchos trabajos han sido publicados sobre
el tema debido a su importancia y potenciales aplicaciones. El esparcimiento dificilmente
se restringe a la parte optica del espectro, ya que sus leyes se aplican con igual validez
a todas las longitudes de onda. Asimismo, su estudio es una actividad multidisciplinaria,
debido a que se aplica en diversas areas de campos y disciplinas cientificas, tales como:

Fisica, Meteorologia, Astrofisica, Geofisica, Quimica, Biologia, Medicina, etc.

Antes de continuar, mencionaremos las aclaraciones que Cabrera et al.|2] hacen en
relacion con la terminologia usada en el idioma espanol para el esparcimiento, designado
en la literatura inglesa como scattering, puesto que, desafortunadamente, no es tnica y
resulta confusa. A veces se utiliza el término dispersion; esta denominacién se usa en fisica
de colisiones, tanto para el caso de particulas como para el caso de ondas, pero no se ha
considerado esta palabra como la mas adecuada para describir el fenémeno que nos ocupa.
Al mismo tiempo, dispersion en 6ptica significa la variacién del indice de refraccion de la
luz en un medio material en funcién de la longitud de onda. Por otro lado, a veces se usa
la palabra difusion, pero también corresponde a otro fendémeno fisico bien conocido (el
humo de un cigarrillo se difunde a través del aire que lo rodea). Por lo anterior, se elige
la palabra esparcimiento que, estéd de acuerdo con la denominacién aceptada por la Real

Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales[3], la cual no induce a confusion.

Después de estas aclaraciones pertinentes, dirigimos nuestra atenciéon al tema central
de la tesis, el cual consiste en la estimacion del tamano de particulas por esparcimiento

de luz laser.



1.- Introducciéon 1.1 Esparcimiento aplicado a particulas

1.1. Esparcimiento Aplicado a Particulas

La estimacion del tamano de particulas es una tarea critica para el rendimiento de ma-
terias primas, productos intermedios y productos finales en una amplia gama de industrias
y procesos. Asimismo, el concepto de Distribucion de Tamano de Particulas (DTP), es de
gran utilidad en las ciencias basicas y aplicadas. El esparcimiento de luz laser como técni-
ca optica de diagnostico de DTP’s es la técnica més popular, debido a sus bien conocidas
ventajas de ser robusta, no intrusiva, y relativamente répida, respecto a otros métodos
Opticos, mecéanicos y eléctricos[4]|. Desde hace poco mas de 25 afios existen instrumentos
comerciales que funcionan bajo este principio fisico[5]-[10]. Sin embargo, a medida que
se diversifican las aplicaciones, surgen problemas inherentes y de caracter practico que
propician que el tema siga siendo sujeto de estudio. Algunos de dichos problemas son por
ejemplo, el que los algoritmos de inversion para recuperar una DTP sean un problema
matematico no terminado. Es decir, dependiendo del método de inversion utilizado, los
resultados pueden diferir considerablemente, dejando al usuario final con una idea muy

vaga de la confiabilidad con que se puede trabajar|11]-[27].

Es importante discutir el origen del analisis del tamano de particulas. Primeramente,
identificar cual es el problema basico a resolver y a continuaciéon entender por qué dife-
rentes técnicas producen diferentes resultados. Por lo tanto, la pregunta central es: jqué
se entiende por una particula?. Para responder, imagine que se nos da una regla y una
caja de cerillos y nos preguntan el tamano de ésta tltima, rapidamente contestariamos
20x10xbmm. No podriamos decir “la caja mide 20mm”; seria incorrecto debido a que sélo
se trata de uno de sus lados. Asi, no es posible describir una caja de cerillos tridimensional
con una sola de sus longitudes. La situaciéon se hace todavia mas compleja para un objeto
de forma irregular. Por lo tanto, el problema bésico en el anélisis del tamano de particulas
es: {como describir un objeto tridimensional con un solo nimero?. La respuesta
es describir el objeto con una esfera equivalente, debido a que si decimos que tenemos
una esfera de 50um, este nimero la describe perfectamente a través de su diametro.
Similarmente para el peso de la caja de cerillos, éste se puede hacer equivalente al peso
de una esfera de densidad p, dado por

peso = é7ra?’p (1.1)

3
y calcular un tnico numero (d = 2a) para el didmetro de una esfera cuyo peso equivale
al de la caja de cerillos. A lo anterior se le conoce como la aproximacion de esfera
equivalente|28], la cual asegura que no es necesario describir la particula tridimensional
que se quiere medir, con tres o mas niimeros, lo cual aunque es mas exacto, no es conve-
niente para propositos préacticos. Dicha aproximacion representa el punto de partida de

algunos instrumentos comerciales. La Fig. 1.1 intenta aclarar el concepto.
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Esfera de la
Esfera del misma area
mismo volumen superficial

_>
Esfera que pasa a
Esfera de la trav{es de la malla de
misma longitud la misma apertura
minima

Esfera del

mismo peso Esfera que tiene la

misma velocidad de
sedimentacion

Esfera de la misma
longitud maxima

Figura 1.1: Aproximaciéon de esfera equivalente.

Al estudiar una particula de forma irregular con un microscopio, se observaria una
proyecciéon bidimensional de ésta, con cierto ntimero de diametros que se tendrian que
medir para caracterizar dicha particula (Fig. 1.1). Si se toma la maxima longitud de la
particula y se usa como una estimaciéon del tamano que se busca, entonces se estaria
diciendo que la particula es una esfera de esta dimensiéon maxima. Igualmente, si se usa la
esfera de didmetro minimo o alguna otra esfera equivalente, estas darén otra respuesta dife-
rente para el tamano de particula que se intenta determinar. De esto se puede ver que cada
técnica particular de caracterizacion de particulas medira una propiedad diferente de éstas,
méaxima o minima longitud, volumen, area superficial, razén de sedimentacion, etc. Asi,
se tendran resultados diferentes entre una técnica y otra para una misma particula. Por
lo tanto, cada técnica es correcta, sélo que mide una propiedad diferente de la particula.
Esta es la razon por la que los estandares de calibracién siempre deben ser esféricos si se
pretende comparar dos o més técnicas. A continuacion se enuncian algunas de las técnicas

mas representativas utilizadas en algunos procesos industriales principalmente.

1.2. Técnicas para Medir Particulas

Entre los métodos de medicién que no son de naturaleza 6ptica se tienen:
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Mallas. Es un método viejo pero bastante barato[28|. Esta técnica se usa para particu-
las que van de 125mm a 38 pum, aproximadamente, y se usa comtinmente en la industria
del cemento, la mineria y algunas aplicaciones para procesar alimentos. Usando esta téc-
nica no es posible medir aerosoles o emulsiones, asi como, polvos secos menores a 38um.
Materiales cohesivos y aglomerados, tales como arcillas, también son muy dificiles de
medir. Dicha técnica produce resultados inciertos en materiales de forma alargada como
el paracetamol y algunos otros; por lo que, generalmente se considera como una técnica

de baja resolucién que genera distribuciones de peso.

Sedimentacion. Basada en la ley de Stokes|28], relaciona la velocidad de sedimentacion
de una particula inmersa en un liquido por lo que genera una medida de tamano de una
esfera con la misma taza de sedimentacion. Es el método tradicional en la industria de
pinturas y ceramicas. Usa equipo tan simple como la pipeta Andreasen, la cual recoge
muestras de suspension a diferentes alturas y diferentes tiempos para medir la concen-
tracion de particulas que se relaciona con un tamano caracteristico de particula. También
usa equipo més sofisticado como centrifugas y rayos X, de estos tultimos, a través de su
emision se puede determinar la concentracion. Por lo tanto, como la densidad del material
es un parametro imprescindible, no es una técnica recomendable para emulsiones, donde
el material no se sedimenta o en materiales muy densos que facilmente se sedimentan.
La temperatura también es un factor determinante para controlar la viscosidad, debido
a que cambios de 1°C producen un cambio del 2% en la viscosidad. Otra desventaja es
la lentitud del anélisis, la cual para mediciones repetidas se vuelve demasiado tedioso.
Particulas de forma irregular, tales como el caolin, que tiene forma de discos deforma-
dos, le toma mucho tiempo sedimentarse debido a su forma plana en comparacién con
una esfera. Dicha técnica tiene un rango limitado, particularmente hay dificultades con

particulas menores a 2um y con las que son mayores a 50um.

Sensado de electrozonas. Esta técnica originalmente fue desarrollada a mitad de
los 1950 s para medir células en la sangre|28| las cuales son suspensiones monomodales
diluidas en un electrolito. Para materiales industriales presenta muchos inconvenientes. Es
dificil medir emulsiones, imposible medir aerosoles y para polvos secos requieren suspen-
sion. Las mediciones se realizan en un electrolito, el cual crea dificultades para materiales
organicos y, se requiere de estandares de calibraciéon que son caros y cambian de tamano
al diluirse en agua destilada o un electrolito. Esta técnica es lenta para materiales de
tamano relativamente grande y no es facil medir particulas menores a 2um. Particulas

porosas y materiales densos poseen problemas adicionales.

Dentro de los métodos 6pticos, existen varias técnicas de anélisis de tamano de parti-
culas. Mencionaremos brevemente sus caracteristicas, asi como las ventajas y desventajas

de algunos de ellos:
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Método fotografico. Es una técnica exacta y confiable que consiste en enviar un
pulso corto de luz para congelar la imagen de la particula y medir directamente de ésta
su tamano|29]. La velocidad de la particula también puede medirse usando fotografias de
doble flash. Se cuentan un gran nimero de particulas para obtener una muestra estadis-
ticamente representativa. Por lo que, esta forma de analisis es tediosa, y esté sujeta a la
fatiga del operador. Alcanza una resoluciéon hasta de S5um y también puede analizar la

forma de la particula.

Método holografico. Esta técnica proporciona la ventaja de poder analizar particu-
las en tres dimensiones|29|. Consiste en un grabado que almacena toda la informacion
optica coherente que ha pasado a través o ha sido reflejada del volumen de muestra. Pos-
teriormente es proyectada sobre una placa hologréafica. Cuando el holograma es procesado
e iluminado con el haz de referencia, una imagen tridimensional de la particula es re-
construida en el espacio, la cual esta disponible para su estudio. Adicionalmente tiene la
ventaja de que cuando se desea examinar particulas individuales dentro de un sistema, se
obtiene una imagen instantanea de todo el volumen. El grabado del holograma es realizado

en unos cuantos segundos pero la reduccion de los datos es tediosa y lenta.

Contadores de particulas. Esta técnica cuenta particulas individuales que pasan a
través de un volumen de pruebas pequeno. Su resolucién llega hasta 0.3um y puede medir
también su velocidad. Esencialmente consisten de un laser que se enfoca hacia el volumen
de pruebas, el cual es una region del espacio en que una sola particula al pasar, puede
generar una senal suficiente para que sea discriminada del ruido de fondo. La interac-
cion de la particula con el haz incidente es captada por un detector colocado a un cierto
angulo respecto a la direccién de propagacion del haz. Algunas de las diversas aproxima-
ciones utilizadas en contadores de particulas son. Mediciones de la seccion transversal de

esparcimiento y técnicas Doppler e interferométricas|29).

Microscopia. Esta es una técnica excelente|28| que permite un examen directo de
las particulas a analizar y relativamente barata,normalmente se miden los didAmetros con
una graticula, se suman y se dividen por el nimero de particulas para dar un valor
medio en niimero. Sin embargo, no es conveniente como técnica de control de calidad y
de la produccién, su utilidad no va mas alla de un simple juez. También, debido a que
s6lo unas cuantas particulas son analizadas, existe un peligro real de que el muestreo no
sea representativo. Esto en el caso particular de distribuciones de peso, puede generar
resultados erréneos, debido a que ignorar una particula de 10um, equivale a ignorar 1000
particulas de 1um. El National Bureau of Standards (NBS) recomienda que un minimo
de 10,000 imagenes (no particulas!) deben ser examinadas para validez estadistica|30]. La
preparacion de muestras para microscopia electronica es laboriosa y lenta, asi que, un solo

operador puede analizar iinicamente unas pocas muestras antes de la fatiga.
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Técnicas de ensemble para muchas particulas. Estas técnicas involucran un
analisis de la luz esparcida o extinguida por un namero grande de particulas[31]. Contiene
menos informaciéon que las técnicas de imagenes y de conteo de particulas, ademas de
que la velocidad de las particulas no es posible medirla. Sin embargo, cuando lo que nos
interesa son los tamanos promedio, estas técnicas son las idoneas. Para particulas esféricas
homogéneas se cuenta con tres formalismos|31]:

La aproximacion de Rayleigh. Valida para particulas de didmetros mucho menores que
la longitud de onda.

La teoria de Mie. Resuelve de manera exacta y rigurosa el caso general para particulas
esféricas, depende del indice de refraccion de las particulas respecto al medio circundante,
y es valida para particulas del orden de la longitud de onda o mayores. Sin embargo,
el precio que hay que pagar por su solucion rigurosa esta en la dificultad matematica y
numérica que representa la solucién del problema inverso.

La difraccion de Fraunhofer o difraccion ldser. Unicamente es valida para particulas de
didmetro varias veces mayores que la longitud de onda, debido a que es una aproximacion
asintotica a la teoria exacta de Mie. Su dependencia con el indice de refracciéon relativo
entre las particulas y el medio que las contiene, se reduce a exigir que la razoén entre
ambos indices sea diferente de la unidad. Dicha aproximacién por mucho tiempo ha sido

y contintia siendo el fundamento teorico de diversos instrumentos comerciales|5]-[10].

1.3. Principio Tipico de Difraccién Laser

Cuando un conjunto de particulas pasa a través de un haz de luz, hace que este ultimo
sea esparcido en muchas direcciones. En la direcciéon de propagacion del haz, la luz se
esparce a un angulo pequeno inversamente proporcional al tamano de cada particula.
Por lo que particulas chicas tienen un angulo grande de esparcimiento, mientras que las
particulas grandes esparcen luz a angulos menores (ver Fig. 1.2). La luz esparcida es
colectada por una lente transformadora de Fourier, que la envia a un detector colocado
en el plano focal de la lente para ser “interrogada’. Las particulas del mismo tamano,
esparcen luz a una misma region anular, que posee simetria circular alrededor del eje 6ptico
sobre el plano focal de la lente. Por lo tanto, la intensidad total que llega a una regiéon
anular particular, mayoritariamente es la contribucion de todas las particulas presentes
de un mismo tamano, ya que las de tamanos diferentes, contribuyen poco a esa region en

particular.

La luz esparcida por una sola de las particulas continuard cayendo sobre la misma
region espacial del detector, tanto tiempo como la particula permanezca dentro el haz, es

decir, el patréon de esparcimiento es estatico. Dicho en otros términos, la contribucion al
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esparcimiento total por una sola particula es “encendida” tan pronto como entra al haz y es
“apagada” tan pronto y sale del haz. Debido a esta transformacion 6ptica instantédnea de los
datos de luz esparcida, un conjunto de particulas puede moverse a muy altas velocidades
por todo el haz y estar correctamente caracterizadas sin importar su velocidad. Esta es
la razon por la que en particular, la difraccion léser, es muy conveniente en medidas
de aerosoles y particulas que se mueven a velocidades altas en procesos de combustion
y tuneles de viento. Asimismo, podemos decir que la lente de Fourier es el dispositivo
que le permite a la difraccion laser trabajar como una técnica de analisis de tamano de

particulas|7].

Particulas grandes - angulo pequefio Particulas pequenas - angulo grande

Distancia maxima Distancia focal

< > |
< > |«

Lente colectora Detectores

Figura 1.2: Principio de medicién en la difraccion laser.

Colocando elementos detectores en las posiciones espaciales correspondientes a los
angulos de esparcimiento apropiados, en el plano focal de la lente si se trata de difraccion
laser, y en cualquier otra posicion si se trata del caso mas general tratado con teoria de
Mie, es posible sumar las contribuciones al esparcimiento por los diferentes tamanos de

particulas presentes en el ensemble y deconvolucionar estos datos para recuperar la DTP.

El célculo de la DTP a partir de medidas de la distribucién angular de luz espar-
cida, pertenece a la clase de problemas conocidos como problemas inversos, los cuales
pueden resolverse generalmente por soluciones directas de transformadas integrales o

usando cuadraturas numéricas de la ecuacion integral que los gobierna. Generalmente
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un problema inverso es un problema mal condicionado, lo cual no significa que existan
errores en su deduccién matematica, sino que la solucion es extremadamente sensible a
errores de medicion infinitesimales y redondeo computacional. Por lo tanto, su soluciéon
exacta es altamente compleja, debido a dicha inestabilidad numérica. Es decir, una pe-
quena perturbacion en los datos del patréon angular de luz esparcida medida, da lugar a

una perturbacion arbitrariamente grande en la DTP recuperadal|23].

El objetivo principal del presente trabajo fue estudiar la metodologia involucrada en
la estimacion de una DTP por esparcimiento de luz laser, realizar comparaciones teéricas
de las DTP recuperadas con algoritmos de inversion afines a la teoria de Mie y la teoria

escalar de difraccion.

En el capitulo 2, se presenta el marco tedrico con generalidades importantes para la
discusiéon posterior. En el capitulo 3 se introducen las técnicas numéricas de inversion: el
método de Chin Shifrin (CS), el método de Descomposicion en Valores Singulares (SVD),
el método de Phillips Twomey (PT) y el algoritmo basado en la estrategia evolutiva (EE).
En el capitulo 4 se presentan resultados numéricos referentes al intervalo de tamano critico
que define la aplicabilidad de la aproximacion de Fraunhofer, con los métodos de inversion
CS y SVD. Asimismo, se discuten resultados numéricos con los métodos SVD y PT con
teoria de Mie, para mostrar los parametros que afectan el rendimiento del método PT.
También se realiza una comparacion entre la teoria de Mie y la aproximacion de Fraunhofer
para particulas grandes y con sus respectivos métodos de inversion. En el capitulo 5
se presentan resultados con la estrategia evolutiva tnicamente para la aproximacion de
Fraunhofer. Dichos resultados se comparan con los que se obtienen aplicando el método

CS. En el capitulo 6 se presentan las conclusiones generales de esta tesis.
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Capitulo 2
Fundamentos del Esparcimiento

Cualquier objeto material esta constituido por cargas eléctricas, las cuales se ponen en
movimiento al ser excitadas por el campo variable de una onda electromagnética incidente.
Obviamente, la energia que transporta dicha onda disminuye en una cantidad igual a
la que adquieren las cargas en su movimiento. Desde el punto de vista cuantico, esta
disminuciéon de energia significa un menor niimero de fotones en la onda una vez que ha
superado el objeto, exactamente el mismo nimero que ha sido absorbido|2]. Mucha de la
luz que vemos, llega a nuestros ojos en una forma indirecta. Al observar un arbol o un
lago, lo que en realidad observamos es la luz del sol que ha sido reflejada difusamente; un
semaforo no nos envia luz directamente de su filamento luminoso, sino que, usualmente
muestra soélo la luz que ha sido esparcida por un bulbo de vidrio. Igualmente, una hoja
de un arbol se ve verde debido a que esparce luz verde més efectivamente que la luz roja,
por ejemplo. La luz roja (y alguna otra frecuencia) incidente sobre la hoja es absorbida,

lo que significa que dicha radiacién se convierte en alguna otra forma de energia.

La energia obtenida por las cargas (refiriéndose al parrafo anterior) que han sido exci-
tadas puede dar origen a dos procesos diferentes. Por el proceso llamado Esparcimiento,
las cargas reemiten esa energia en forma de radiacion electromagnética en direcciones dife-
rentes de la que lleva la onda incidente|2|. Estas son las ondas esparcidas por el objeto
a partir de la onda incidente. En términos corpusculares, dicho proceso, tal como se ha
definido, incluye colisiones tanto elasticas como inelasticas entre los fotones incidentes y
el medio, como la aniquilacion del foton y creacién subsiguiente de otro (fluorescencia
y fosforescencia). En las colisiones elasticas no cambia la frecuencia de la radiacion (es-
parcimiento Rayleigh), mientras que en las inelasticas el cambio de frecuencia se debe
a que el estado final del objeto no coincide con el inicial (esparcimiento Raman y Bril-
louin). Por el proceso llamado absorcidn, la energia de la onda se transforma en energia
potencial dentro del objeto y finalmente se disipa en forma de agitaciéon térmica o ca-

lentamiento del mismo. En dltima instancia, la energia disipada también es reemitida en



2.- Fundamentos 2.1 Esparcimiento, absorcion y extincion de luz

forma de radiacion térmica durante el proceso de enfriamiento del objeto, pero por el
retardo con que aparece y por poseer una frecuencia tan diferente de la onda incidente,
es mas adecuado el nombre de absorcion|2|. En general el esparcimiento y la absorcion
ocurren simultaneamente, aunque en ciertos casos puede predominar uno sobre otro. A

continuaciéon describiremos estas ideas bésicas con cierto detalle.

2.1. Esparcimiento, Absorcién y Extincién de Luz

Para designar la pérdida global de intensidad de un haz de luz incidente que interacciona
con un medio que contiene una colecciéon de particulas materiales, se utiliza el vocablo
extincion, es decir, el haz incidente es atenuado. Esta atenuacion por tanto, engloba las
pérdidas energéticas debidas al esparcimiento y la absorcion (la cual se manifiesta en una

disipacion de calor)[2]. Entonces,

extincion = esparcimiento + absorcién.

Tenemos que enunciar las diferentes limitaciones que existen debido a los varios tipos
de esparcimiento que pueden presentarse. La clasificacién se hace en términos del tipo de

interaccion que se da entre la radiacion incidente y el medio que esparce[31].

= Esparcimiento Inelastico: la frecuencia de la radiacién cambia, y dicho cambio se
debe a que el estado final de las particulas o todo el medio no coincide con el inicial.
Ejemplos de este tipo de esparcimiento son esparcimiento Raman, de Brillouin,

fluorescencia, fosforescencia, o cualquier transicion cudntica.

» Esparcimiento Eléstico: la frecuencia de la radiacién no cambia, también se le conoce

como esparcimiento coherente.

» Esparcimiento Dependiente: esencialmente se presenta cuando las particulas que
esparcen estan muy cerca unas de otras, de tal forma que las fases de sus ondas
individuales esparcidas estan correlacionadas. Es decir, la onda esparcida por una
particula depende de las ondas esparcidas por las particulas circundantes. Por lo que
en este caso, es imperativo considerar las relaciones de fase entre ondas esparcidas

por las particulas vecinas.

» Esparcimiento Independiente: todo lo contrario al anterior. Es decir, las particulas
estan lo suficientemente lejos entre si, tal que es posible considerar la onda espar-
cida por una de las particulas sin hacer referencia a las demés, lo cual implica que
no hay una relacién sistematica de fase entre ellas. Se ha mostrado que una se-
paracion de 3 veces el radio de las particulas es suficiente para la consideraciéon de

independencia|31].
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2.2 Parametros importantes en el esparcimiento

= Esparcimiento Simple: En un medio que contiene M particulas que esparcen luz,

la intensidad esparcida por todo el medio es la suma incoherente de la intensidad

esparcida por cada una de ellas y, la energia total removida del haz incidente es la

suma de la energfa individual que remueve cada una de las particulas. Esta relacion

de proporcionalidad es valida solo si la radiacion a la que se expone cada particula

es esencialmente la del haz original incidente.

» Esparcimiento Miltiple: cuando cada particula aparte de estar expuesta a la ra-

diaciéon del haz incidente, recibe una contribucion fuerte de la radiacion esparcida

por las otras particulas. En este caso, la proporcionalidad simple entre intensidades

no es valida[31].

En la presente tesis tnicamente se considera, esparcimiento simple, independiente y

eléstico.

2.2. Parametros Importantes en el Esparcimiento

En esta seccion se introducen los parametros macroscépicos y microscopicos involucra-

dos en la extinciéon de luz por particulas. Se considera un haz colimado de intensidad I,

que incide sobre un tubo de longitud L, con paredes transparentes y seccion perpendicular

T, lleno de humo como se muestra en la Fig. 2.1.

LL <
» <
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—_— V\./ ” ./ —_
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v ¥ X
Is
Figura 2.1: Extinciéon de un haz de luz al atravesar un medio.
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Si el tubo estuviera vacio, el haz continuaria hacia adelante sin ser perturbado en
la direccion de incidencia, de modo que un detector puesto en su camino mediria dicha
intensidad I;. Cuando el humo obstaculiza el camino del haz, dicho detector mediria una
intensidad I < Iy, y la extinciéon estara definida por la intensidad Iy — I. Asi, la intensidad
extinguida en una rodaja del tubo de grosor dz situada a la distancia z de la primera cara,
serd proporcional a dz y a la intensidad /(z) incidente sobre la rodaja considerada. Por
lo tanto,

dl = —aldz, (2.1)

donde la constante de proporcionalidad a, es un pardmetro macroscopico, caracteristico
del medio material, llamado coeficiente de extincion. Por lo que, a, se interpreta como una
medida de la pérdida relativa de intensidad por unidad de longitud, y sus unidades son
m~!. El signo negativo refleja el hecho de que un aumento de z (dz positivo) implica una,
disminucion de I (dI negativo). De acuerdo con los planteamientos de la secciéon anterior,
a, constara de dos términos

e = g + Qg (2.2)

donde «, y ay son los coeficientes de absorciéon y esparcimiento, respectivamente. Si el
medio es homogéneo, estos coeficientes son constantes, por lo que al integrar dI a lo largo

de la longitud del tubo, obtenemos una caida exponencial en la intensidad dada por

I = Iyexp [—(aq + as)L]. (2.3)

Desde un punto de vista microscopico, es adecuado hablar de la potencia total P que

cada particula individual extrae del haz incidente, es decir, se tendra
P=o., (2.4)

donde la constante o, es un parametro microscopico, caracteristico de la particula, llamado
seccion eficaz de extincion. Por lo tanto, o, tiene dimensiones de superficie (m?) y es una
medida de la superficie de la particula, perpendicular al haz incidente, que resulta eficaz

para extraer energia del mismo. De nuevo, ., constara de dos términos
Oc = 04+ 0, (2.5)

siendo g, vy o, las secciones eficaces de absorcion y esparcimiento, respectivamente.

Como el parametro macroscopico a, engloba todos los procesos microscépicos repre-
sentados por o., ambos parametros guardan una estrecha relacion que puede obtenerse
de manera sencilla, para el caso de medios diluidos como el mostrado en la Fig. 2.1. Si

suponemos que el humo tiene una densidad /N de particulas microscépicas por unidad de
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volumen, y que esta densidad es lo suficientemente baja como para que se puedan despre-
ciar interacciones mutuas entre las particulas, es decir, cada una de ellas estd sometida
a la misma potencia incidente. Ademés, debe suponerse que no hay coherencia entre las
ondas esparcidas por los distintos obstaculos (d4tomos) individuales. Es decir, se satisfacen
las condiciones de esparcimiento simple independiente y eldstico, discutidas en la seccion
anterior. En estas condiciones, la intensidad resultante de las ondas esparcidas por ellos
se obtiene sumando intensidades en vez de amplitudes, y la potencia total extraida del

haz de luz por la rodaja de volumen dV se puede expresar como

dProdaja = (NdV)P = (NdV)o.l. (2.6)
Sea S la superficie de la rodaja y dz su espesor; si ahora se usa la Ec. (2.1), dProdaja

se puede escribir también como
dProdaja = —SdI = o 1dV. (2.7)

Por lo tanto, de las dltimas dos igualdades se obtiene una sencilla relacion entre a, y o,

para medios suficientemente diluidos

a. = o.N. (2.8)

Por otra parte, en relacion con el fenémeno de esparcimiento es necesario ser mas
especificos, puesto que la intensidad y la polarizacion de las ondas esparcidas por el sistema
dependen en general de la direccion de observacion. Por ello, se define la seccion eficaz de
esparcimiento o seccion eficaz diferencial, do,(p, 8), como la relacion entre la potencia re
emitida por el sistema en esa direccion dentro del angulo sélido df2 y la intensidad de la
radiacion incidente Iy. Es decir,

(dP(¢,0))
IO ’

donde el simbolo ( ) indica promedio temporal. La seccion eficaz total de esparcimiento

dos(p,0) = (2.9)

os se obtendra con la integral
oy = /das, (2.10)
que debe extenderse a todas las direcciones posibles del espacio.

Para medios 6pticamente “densos” no son validas las hipotesis de esparcimiento simple,
independiente y elastico, por lo tanto, el problema es mucho mas complicado y, al no ser
aditivas las intensidades elementales esparcidas, pierde utilidad el concepto de seccion

eficaz.

El esparcimiento de luz y sus aplicaciones es un campo bastante amplio, por lo que
en la presente tesis nos limitaremos a la discusion tinicamente del esparcimiento causado
por particulas|1], [15], [31].

Tesis Doctoral (J. Vargas-Ubera) INAOE 13



2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

2.3. Teorias Para Analizar Particulas

La intensidad total esparcida I(6), por un conjunto de particulas bajo el principio de
esparcimiento simple, independiente y elastico puede modelarse como una transformada

integral de la distribucion de tamanos de particula f(«a)[31]

1(0) = /Ooo 100, @, m) f(o)dar. (2.11)

Esta es una ecuacion integral de Fredholm del primer tipo, donde o = ka es el parametro
de tamano adimensional, con a el radio de la particula, k = 27/, es el vector de onda,
donde A es la longitud de onda de la luz en el medio en el cual estan inmersas las particulas
y 6 el angulo de esparcimiento. El kernel 1(0, o, m) representa el esparcimiento por una
sola particula, que como veremos en las siguientes secciones, puede calcularse de manera
exacta mediante la teoria de Mie o de forma aproximada mediante la aproximacion de
Fraunhofer, donde m es el indice de refraccion relativo m = np/nm, con np y nm, los
indices de refraccion de las particulas y el medio que las contiene, respectivamente. f(«)
es la densidad de numero, es decir, f(a)da es el nimero de particulas dentro del haz laser

con tamanos entre a y a + da.

La solucioén consiste en buscar una transformada inversa de la Ec. (2.11) tal que
se obtenga f(«) a partir de medidas experimentales de (), lo que se conoce como el
problema inverso. Para particulas esféricas, el kernel se representa mediante la teoria de
Mie, que es una solucién exacta al problema electromagnético. Sin embargo, dicha solucion
puede aproximarse mediante la difraccion de Fraunhofer, cuando se trabaja con particulas

mayores a la longitud de onda del haz.

2.3.1. Teoria de Mie

La intensidad de la luz esparcida en el campo lejano (a la distancia R) por una particula
esférica que interacciona con una onda plana de intensidad Io(W/m?) polarizada, esta
dada por|31]

Io(iq + i9)
k? R?
donde, i1 =| S1(0) |? cos?(¢) e iy =| S2(0) | sin?(¢), se deducen a partir de las amplitudes

de los dos tipos de polarizaciéon que componen la luz incidente dadas por:

1(0,0) = (2.12)

S1(0,cc,m) = nio:l [m] {an (o, m)m,(cosO) + b, (a, m)7,,(cos6)} (2.13)
y
Sa(0, ac, m) Z [ 2nt 1 ] {bn(ar,m)m,,(cosO) + a,(a, m)T,(cosb)} (2.14)
—nn+1) T AR ’ '
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2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

donde, a,, y b, son los coeficientes de esparcimiento en los cuales estd inmersa la informa-

cion del tamano de particula « y el indice de refraccion m. Dichos coeficientes son

_ Yn(ma)n(e) — mpn(ma) i, (@)

U (ma)Gula) — mia(ma)G; (o) (215)

an(a,m)

(o, m) = "n(m@)Un(0) = Yn(ma)y,(a)
n\Cks m@/}%(ma)@(a) — @Dn(ma)gl(a) .

Donde las funciones v, y (, se les conoce como las funciones de Ricatti-Bessel que obe-

(2.16)

decen las relaciones ¢, (o) = aJy () v (o) = afJ, (o) —iY,(a)], donde J, es la funcion
esférica de Bessel de n-ésimo orden y primer tipo y Y, es la funciéon esférica de Bessel de
n-ésimo orden y segundo tipo. Ademas, ¢/ () y (/(«), representan la primera derivada

respecto a su argumento «.

Asimismo, las funciones angulares de fase 7, (cos @) y 7,(cos f) se expresan en términos

de las primeras y segundas derivadas angulares de los polinomios de Legendre

d[P,(cos0)]

d[cos 0] (2.17)

Tn(cosf) =

d[m,(cos )]
d[cos 0]

donde P, (cosf) es el polinomio de Legendre de orden n y argumento x = cos 6.

Ta(cos ) = [cos O], (cos ) — sen?(6) (2.18)

La geometria del esparcimiento se ilustra en la Fig. 2.2.

z R

Ondas Planas

Figura 2.2: Geometria para la luz esparcida por una particula esférica homogénea.
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2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

En la Fig. 2.2 el plano de referencia, o también llamado plano de esparcimiento, se
define como el plano que contiene al haz incidente (direccion de propagacion de las ondas
incidentes) y el haz esparcido. Sus correspondientes componentes estdn dadas por: Fy,
y Eo para las componentes perpendicular y paralela de la onda incidente, respectiva-
mente; v E, y F, para las componentes perpendicular y paralela de la onda esparcida,

respectivamente.

Calculando el conjunto de ecuaciones anteriores y sumando las series respectivas, se
obtiene la intensidad esparcida por una particula. Desafortunadamente el ntimero de tér-
minos de las series requeridos para la convergencia es grande, ya que es del orden del
parametro de tamano a[15]. Lo que se traduce, por ejemplo, para una particula con un
radio de 10pum y A = 0.6328um en sumar aproximadamente 100 términos; ademaés, si se
toma en cuenta que no se trata de una sola particula, sino de una cantidad grande, el
tiempo de computo requerido para realizar el analisis aumenta considerablemente. Una
discusion amplia referente al namero de términos en las series cuando se trabaja con dis-
tribuciones, se presenta en el Capitulo 4 donde se analizan resultados numéricos para la
teoria de Mie. En la Fig. 2.3 se muestran los patrones de intensidad de Mie tipicos que

genera una particula esférica.

-6 -6

10 10
(a) Vidrio (b) Agua

10

-~ 10
1072 '
10*14 10*14
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
0 (grados) e a=5 0 (grados)
— a =50
~ — o =100 ~
10° 10°
(b) Ceniza (d) Cobre

10°®

10"

10—14 10—14
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

0 (grados) 0 (grados)

Figura 2.3: Intensidad relativa de Mie en una esfera homogénea.
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2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

En la Fig. 2.3 se utilizan 3 tamanos caracteristicos de particula en cada grafica, a =
5,50, 100, para cuatro tipos de materiales inmersos en aire: vidrio (Fig. 2.3(a)), agua
(Fig. 2.3(b)), ceniza (Fig. 2.3(c)), y cobre (Fig. 2.3(d)), cuyos indices de refraccion son
1.5, 1.33, 1.57-10.56, y 0.62-12.57, respectivamente, para una A = 0.6328um. Podemos
darnos cuenta que a medida que el tamano de la particula disminuye, la intensidad es
cada vez mas pequena, por lo que el rango dinamico del dispositivo que va a registrar
dichas intensidades, es necesario que sea grande. Ademas podemos darnos cuenta del
comportamiento oscilatorio de la intensidad, el cual es el que mayor problemas genera a
los métodos de inversion con los que se recupera la distribucion de tamano de particulas.
Respecto al indice de refraccion, lo que podemos observar es que cuando se trata de
particulas absorbentes con un indice complejo, el niimero de oscilaciones crece lo cual

hace mas dificil la recuperacion ya que el problema es mas inestable.

2.3.2. Difraccion de Fraunhofer

Al igual que la teoria de Mie, la teoria escalar de difracciéon es una parte medular
del presente trabajo, por lo que se considera conveniente plantearla en el contexto de su
aplicacion al analisis de tamano de particulas, con las deducciones respectivas en forma
detallada.

El punto de partida es analizar una abertura circular de radio a, centrada en el origen
del plano de incidencia (xg, ) como se muestra en la Fig. 2.4, donde incide una onda
plana de intensidad Io(W/m?) sobre dicha abertura. La propagaciéon 6ptica de campo

lejano situado a la distancia z esta dado por|32]

; ik
exp™™ exp 32 (

Az

a?+y?)

U(l’,y) =

FLU (o, 90) HEZIA, (2.19)

donde F{U(xo, o)}, denota la transformada de Fourier de U(z,yo), que es el campo
optico que emerge al incidir la onda plana monocromatica sobre la abertura circular.
Si rg es la coordenada radial en el plano de incidencia, la transformada que hay que

calcular es la de una funcion circ(rg/a), la cual se define como

. (ro) 1 si ro < a (2.20)
circ(—) = .
0 para otro caso.

En este caso particular, la funcion circ(rg/a) hace las veces del campo emergente del

plano (z, o), de donde se tiene

(2.21)

Feire(™2)} = ma? lwmml

2map
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2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

Plano de Fraunhofer

Ondas Planas Yo

Figura 2.4: Propagacion del campo 6ptico incidente sobre una abertura circular.

donde p = Vu? 4+ v? con u = x/Az y v = y/ Az, denotando las frecuencias espaciales y J;

es la funcion de Bessel de primer orden y de primer tipo.

Sustituimos la Ec. (2.21) en la Ec. (2.19), se evalia en las frecuencias espaciales, y

dado que de la Fig. 2.4, r? = 2% 4 y?, obtenemos

ik2 oy o2 (%) 9 J, (2mar
exp'"* exp2- 1(325)
U(x,y) = Z)\Z |:/T(ZQ ( 27ra?\" >‘| : (222)
Az

Considerando valida la aproximacion paraxial tan(6) ~ 6 = r/z, y sustituyendo k = 27/
en la Ec. anterior se obtiene

ikz ikr?
exp"* exp 2= o [ 2J1(kab)
f,a) = ——— — . 2.23
U,a) iz lm ( kaf (223)

Tomando el médulo al cuadrado del campo, se tiene la intensidad

m2a [2(]1(/%9)]2 |

1(0,a) = I 222 kab

(2.24)

Ahora, como el problema que se va a estudiar involucra a un disco opaco y no a una
abertura circular, es necesario resolver el problema “complementario”. Es decir, hallar el

campo, U'(x,y), debido a un disco opaco. Por lo tanto,

ikz %($2+y2) u=z/\z
U'(z,y) = P &P F [1 — circ (Toﬂ : (2.25)
Az a / lov=y/xz
donde el valor de la transformada de Fourier esta dado por
J1(2
F {1 — circ (mﬂ = 0(u,v) — ma® [1(#&,0)1 . (2.26)
a 2map
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2.- Fundamentos 2.3 Teorias para analizar particulas

Sustituyendo en la expresion para el campo y evaluando en las frecuencias espaciales

se tiene . £ (2 y?) )
ikz so(z+y 2.J, (2=ar
Ulz,y) = &P XD [)\2225(:U,y) — 7a’ (g(mz;\Z)ﬂ , (2.27)
1Az pYs
de donde se obtiene la intensidad
Iy 2., (2mary\ 72
I'(x,y) = 2,7 l)\2225(aj,y) — 7a’ <2§a¢ : (2.28)

Como la delta de Dirac en la expresion anterior representa una mancha brillante en el
origen (el orden cero de difraccion), fuera de éste, es un término que no contribuye. Por lo
tanto, si se observa en puntos diferentes al origen, podemos ignorar dicho término, de tal
manera que al tomar nuevamente 6 ~ r/z, se demuestra que se tiene la misma intensidad

que en el caso de una abertura circular

I(0,a) =1'(0,a) = I

r2a [2(]1(1{@9)]2 | (2.29)

A222 ka#
Por ultimo, se generaliza el problema al considerar que el disco opaco se encuentra

fuera del origen del plano de incidencia (o, yo). Entonces, para calcular el campo 6ptico

producido en el plano de Fraunhofer, es necesario calcular la transformada de Fourier de

F {1 — cire <7"1 = TO)] = 0(u,v) — expT2TiroP lwagt]l(%mp)] . (2.30)
a 2map

Por el resultado de la transformada anterior y los argumentos discutidos arriba, es
facil afirmar que el patron de intensidad, para una abertura circular fuera del centro del
plano de incidencia (xg, o), se comporta como el dado por la Ec. (2.29). Por lo tanto,
concluimos que el patréon de intensidad de un disco opaco, situado en alguna parte sobre
el plano de incidencia, es idéntico al patron que genera una abertura circular en el origen

de coordenadas del plano, aunque la fase difiera en cada caso.

En la Fig. 2.5 se muestra el comportamiento del patrén de intensidad normalizado a
la unidad (la intensidad sobre el eje I(# = 0)), para una A = 0.6328um y aberturas de
diferentes radios. Se muestra soélo la region donde aparecen los maximos secundarios de
intensidad con el proposito de facilitar su observacion. Para aberturas con radios grandes
(Fig. 2.5(a)), los maximos secundarios se encuentran relativamente cerca del eje 6ptico, es
decir, a angulos muy pequenos. Mientras que para aberturas cuyo radio es mas pequeno,
los maximos secundarios estdn muy alejados del eje a dngulos de 30 y 60 grados, para

lum y 0.5um, respectivamente (Fig. 2.5(b)).

En la Fig. 2.6 se considera el efecto que tiene la longitud de onda en el patréon de

intensidad para cuatro de los tamanos analizados en la Fig. 2.5. Las longitudes de onda
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0.2

- 0.2 T ‘
: (a) i (b)
! 1
1 — 10um : ©lum
0.15 | - -5um 0.15f ! — 05um
! ©25um |
! !
o 1 o i
— 01 1 — 0.1f ‘
= 1 =
! '
! !
0.05 \ 0.05f i
\
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\ Nl .
0 — 0 : :
0 3 6 9 12 15 0O 15 30 45 60 75 90
0 (grados)

0 (grados)

Figura 2.5: Intensidad de Fraunhofer en una abertura circular.

méas pequenas desplazan los maximos secundarios a angulos menores. Las Figs. 2.6(a) -
2.6(d) son para aberturas de 5um, 2.5um, 1um, y 0.5um, respectivamente, cada una con
A =0.633pum, y A = 0.459um. Los maximos se corren de 6° a 4° para la abertura de Hum,
de 12° a 9° para la abertura de 2.5um, de 30° a 20° para la abertura de 1um, y de 60° a
40° para la abertura de 0.5um, aproximadamente. Sin embargo, a pesar de una reducciéon

considerable en el angulo de esparcimiento, para el caso de 1um, dichos angulos siguen
siendo demasiado grandes.

La posicion angular de los maximos secundarios de intensidad se obtienen resolviendo
la ecuacion trascendental

2., (kad) = (kab)Jy (kab), (2.31)

la cual surge de derivar respecto al angulo a la Ec. (2.29) e igualar a cero. Realizan-
do operaciones elementales Hirleman et al.|7] obtienen una expresion simple para dicho
angulo

0.8175\
-

B (2.32)

Aplicando el formalismo anterior a particulas esféricas opacas mayores que la longitud
de onda (a > ), podemos describir el esparcimiento de luz por particulas de una manera
extremadamente simple, debido a que la teorfa escalar de Fraunhofer predice que un patréon

de difracciéon de campo lejano puede ser observable, si se encuentra a una distancia tal
que se cumpla la condicion|32]

2
z >> k; (2.33)
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0.2

0.2
(a) 1 25um (b)
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Figura 2.6: Efecto de diferente A en los méximos secundarios del patréon de intensidad.

Por ejemplo, para poder observar el patréon de difraccion de una gota de agua de 2.5c¢m de

radio con luz roja de A = 0.6328um, la distancia de observacion debe ser z >> 3102.9m.

La restriccion anterior se resuelve colocando una lente convergente entre el observador
y la abertura, de tal forma que ahora el patréon de difraccion es traido al plano focal de la
lente. Por lo tanto, a partir de este momento para referirnos a la distancia de observacion
z, estaremos hablando del foco de una lente convergente (F') que se utilizara para acercar
el patron de difraccion a una distancia finita. También nos referiremos en el siguiente
capitulo al parametro de tamano adimensional «, en vez del radio de una particula. Asi
que, el patréon de esparcimiento de una particula se puede modelar como el patron de

difraccién de campo lejano de una abertura circular de parametro de tamano o dado
por|31]
o2
1(6,a) = IOWJIZ(QQ). (2.34)
La ecuaciéon anterior tiene una forma extremadamente simple si se compara con el
kernel de Mie (Ec. (3.19)) para una particula del mismo parametro de tamano, con la

ventaja adicional de que no depende del indice de refraccion relativo.

En la Fig. 2.7 se comparan las intensidades calculadas con Mie y Fraunhofer, median-

te las Ecs. (3.19) y (2.34) para dos particulas esféricas de parametro de tamano 10 y
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100 con una lente de 300mm de distancia focal. Dichas particulas son de tres materiales
distintos; de agua con un indice de refraccion m = 1.33, particulas de vidrio con m = 1.5,
y particulas de ceniza con m = 1.57 +10.56. Note que para la particula pequena ambas
teorias no coinciden, mientras que para las particulas grandes, ambas teorias coinciden
a angulos pequenos. Esto nos indica que efectivamente la aproximacion de Fraunhofer
reproduce adecuadamente el resultado de la teoria de Mie, inicamente a angulos pequenos

y para particulas grandes.

(a)Agua,a=10 (b) -Vidrio, a = 10 1070 ¢) ~Ceniza, a = 10
_ 10710 vy
o
7 ;o
: - -15
~ 10 107 10
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
— Mie
- Fraunhofer
107 107 — 107
(d) —-Agua, o = 100 (e) —Vidrio, a = 100 (f) —-Ceniza, a = 100
>
: 10710 10710 10710 oI
(2]
o
-
10—15 -15 -15

———— 1 g9 ——— 1 19 e
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
0 (grados) 0 (grados) 0 (grados)

Figura 2.7: Comparacion entre teorfa de Mie y la aproximacion de Fraunhofer.

Con base en la discusion anterior se tiene que la intensidad total, aplicando difraccion
de Fraunhofer a un conjunto de particulas con distribucion de tamanos f(«) localizadas
en posiciones aleatorias, esta dada por la suma incoherente de los patrones individuales

pesados por la densidad de probabilidad de los tamanos|31]

Iy

1(0) = L2202

/ a2f(a).J%(af)da. (2.35)
0

Nuevamente se trata de una ecuacion integral de Fredholm del primer tipo, donde f(«)
integrada sobre todos los tamanos, es igual al nimero total de particulas presentes en la

muestra.
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La intensidad total 1(#), es una funcion continua de la variable 6 en el intervalo (0, 00),

pero experimentalmente sélo se tienen datos en un intervalo finito desde un 6 hasta

min
un fmax. Dentro de este intervalo dicha funcion se tiene que medir en un nimero también
finito de puntos, es decir, se debe discretizar. Por otro lado, normalmente se conoce un
“soporte” para la distribucion de tamanos de las particulas, es decir, el integrando de
la Ec. (2.35) es distinto de cero tinicamente en un intervalo (oyyip, ®max). Esto genera
problemas serios en la recuperacion de la distribucion de tamanos de particulas a partir

del conocimiento del patron de intensidad que generan[33].

2.4. Analizador Tipico de Difracciéon Laser

La Fig. 2.8 esquematiza el arreglo 6ptico tipico utilizado por algunos instrumentos
comerciales para medir tamanos de particulas por la técnica denominada Difraccion Ldser.
Esencialmente usa un laser de He-Ne a 0.6328um, componentes 6pticas para expander y
colimar el haz, una celda porta-muestras, una lente transformadora de Fourier, un arreglo
de detectores, dispositivos de control para realizar la conversiéon analdgico-digital de los

datos y una computadora para dirigir las mediciones y procesar la informacion|34].

La luz esparcida por las particulas es colectada y enviada al plano focal de la lente en
posiciones radiales que obedecen a la aproximacion “paraxial” § = r/F. Generalmente se
utiliza un arreglo de detectores anulares concéntricos en el que para el j-ésimo detector,
Ti; Y Te; son los radios interno y externo, respectivamente, que reciben un cono hueco
de luz difractada definido por los dngulos de difraccion interno y externo, 0;, y 0,. La
cantidad total de energia que recibe cada detector se obtiene integrando I(6) en todo el

anillo que delimita al detector.

Arreglo de
detectores anulares

Lente de
Fourier

Lente
colimadora |;

Particulas

Laser de
He-Ne

Filtro
espacial

Plano de
difraccion

Figura 2.8: Arreglo 6ptico tipico de difraccion laser.
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La existencia de vineteo en la lente colectora genera ciertos limites permisibles sobre
la distancia méxima Dmax entre las particulas y la lente colectora afectando el rango
dindmico del instrumento. El calculo de dicha distancia méxima se basa en consideraciones
geométricas simples|8] como se ilustra en la Fig. 2.9. Si el haz de luz intercepta particulas
a distancias mayores que Dmax, la luz que llega a los detectores més externos se reduce,
en comparacion con la que llega a otros detectores, debido a que la abertura de la lente
aparece demasiado pequena para la luz que es desviada a angulos muy grandes, generando
un error en el calculo de la distribuciéon de tamanos. Asi, la distancia maxima Dmax, €S
facilmente calculada igualando la razoén de lados de dos tridngulos opuestos por el vértice
en la Fig. 2.9

Dmax E L —Th

L —7Th Tad Td

De donde, por ejemplo para una lente de r;, = 30mm y F' = 300mm, con un haz de radio

r, = 6mm, y un detector con ry = 67mm, obtenemos que Dmax = 107.5mm.

|—> Dmax +—}—> F <«

I
Ta
Th

Figura 2.9: Parametros que caracterizan el vineteo en la lente colectora.

Debido a que el patréon de luz difractada por las particulas tiene simetria circular en
el plano focal de la lente colectora (ver la Fig. 2.8), los instrumentos comerciales como el
Mastersizer de Malvern|34] utiliza un fotodiodo detector basado en anillos con geometria
fija|40]. La Fig. 2.10 muestra una fotografia del detector de dicho analizador comercial, el
cual como puede verse no estia completamente formado por circulos concéntricos. Unica-
mente se observan sectores en forma de cunas cuyos grosores no coincide con los reportados
por Hirleman|7] y Dodge[8]. La forma de este nuevo detector, corresponde a un modelo

de analizador mas reciente de Malvern. Ya que el detector referido en la literatura citada
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arriba, correspondia a los modelos 2200 de Malvern que se utilizaron durante los anos
80’s. Este nuevo detector, al tener anillos mas gruesos, que abarcan una regién angular
mayor, tienen una resoluciéon mas alta, y el rango dindmico en la senal que miden al-
canza hasta tres 6rdenes de magnitud. Recientemente, se han desarrollado arreglos de
pixeles activos CMOS (complementary metal-oxide semiconductor), que se estan usando
en difraccion laser y alcanzan un rango dinamico hasta de 6 6rdenes de magnitud|4], por

lo que prometen mucho en el campo del analisis de particulas.

Figura 2.10: Detector utilizado por Malvern.

Mediante dos configuraciones 6pticas, actualmente un analizador de particulas comer-
cial puede alcanzar una resolucion en los radios de las particulas de 0.02um hasta 2000m
en polvo seco, suspensiones y en forma de aerosol. La primera se conoce como dptica de
Fourier convencional y se sustenta tedricamente en la discusion anterior esquematizada
en la Fig. 2.8. La otra configuracion se le llama dptica de Fourier inversa y es la que
permite llegar hasta 0.02um, considerando combinaciones adecuadas de: lente colectora,
laser, detectores y didmetro de haz. Se invierte la posicion de la muestra respecto a la
lente colectora, considerando la detecciéon de la luz a angulos grandes y también en la
direccion de retro esparcimiento, ademéas de cambiar a un laser de longitud de onda mas
pequena, como es el caso de un laser de Argon a A = 0.458um. La Fig. 2.11 muestra dicha

configuracion.

En principio las mediciones se realizan de manera similar a la configuraciéon anterior.
El haz de laser se expande como en el caso convencional pero, en vez de formar un
haz colimado, el haz de salida es enfocado a un punto en el plano del detector central

haciéndolo pasar sobre la muestra que ahora se encuentra atras de la lente, a una distancia
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Figura 2.11: Configuracion o6ptica inversa de un Mastersizer de Malvern.

d del detector. Esto hace que el haz enfocado se difracte y sea captado por el mismo
arreglo de detectores del caso convencional y los que se encuentran en la direccion de
retro esparcimiento. La lente ahora tiene un foco de 45mm. En esta configuracion el
detector mide el patron de difraccion de campo lejano efectivo, por lo tanto, la constante
de escalamiento, la cual es la longitud focal de la lente para la 6ptica convencional, llega
a ser la distancia del detector a la celda en la configuraciéon nueva. Ahora, si la celda se
acerca al detector, el patron de difraccion se hace mas pequeno sobre el detector, mientras
que si la celda se aleja el patron de difraccion crece. A cualquier distancia entre la celda
y el detector, éste recibe el patron de difraccion de campo lejano y no requiere que se

enfoque.

A pesar de esta modificacion en la configuracion, el patron de difraccion recibido por
el detector retiene la propiedad ttil de que permanece estacionario y coaxial con el eje
optico, sin importar el movimiento de las particulas en el plano de medicién. La ventaja
de tal configuracion es en las medidas de particulas pequenas las cuales esparcen luz a
angulos muy grandes, tipicamente mayores a 10°. En la configuraciéon convencional la
habilidad para colectar y transformar la luz esparcida esté limitada por las aberraciones y
la abertura de la lente. Mientras que en la configuracion inversa no requiere de la abertura
de la lente a dngulos mas grandes, por lo que no introduce aberraciones a dichos dngulos
grandes. Sin embargo, la configuracion inversa tiene un inconveniente con las particulas

més grandes presentes en la muestra, las cuales siguen esparciendo luz hacia los detectores
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principales del plano focal. La escala del patrén de esparcimiento formado sobre este
arreglo de detectores depende de la distancia del detector a la celda porta-muestras. Asi,
si a las particulas se les permite que se desparramen sobre una distancia significante “w”
a lo largo del eje 6ptico un aparente ensanchamiento en el tamano ocurrird proporcional
a la razon (d + w)/d. Esto significa que la celda porta muestras debe transformar el
ensanchamiento de un fluido en suspension, si este es el caso, en un flujo laminar para

evitar un error considerable.

Después de conocer las dos configuraciones alternativas que poseen en general los ins-
trumentos comerciales de difraccion ldser, mencionaremos que la elecciéon de la correcta
configuracion 6ptica depende de las necesidades y experiencia del usuario. Por lo general,
un analizador de difraccion laser esta provisto de modulos de presentacion de muestra
desmontables, los cuales tienen celdas pre determinadas para un tipo de aplicacion es-
pecifica. Estos moédulos transportan y presentan el material en la zona de medida prac-
ticamente sin contaminacion, ademas de que se ajustan perfectamente en el riel 6ptico
del instrumento mediante monturas isocinéticas de precision, para no afectar la alineacion
optica entre un periodo de uso y el siguiente. Por lo tanto, esta etapa es critica para el

rendimiento del instrumento y también para la obtenciéon de resultados correctos.

Finalmente, lo tinico que resta por comentar es que la constante implementacion y
mejora tecnoldgica de nuevos modulos portamuestras, asi como la creciente cantidad de
accesorios periféricos, conjuntamente con el software de control y anéalisis en dichos ana-
lizadores comerciales, encarecen de manera importante el costo del instrumento. La cual
se convierte en una actividad bastante rentable para las companias que los producen,
haciéndolos practicamente inaccesibles para usuarios que pretenden utilizarlos con fines

didéctico-educativos o de investigacion basica.
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Capitulo 3

Métodos de Inversion

El problema directo en ciencias 6pticas consiste en predecir la emision o propagacion de
radiacion electromagnética por un conjunto de fuentes conocidas o centros de esparcimien-
to. El problema inverso es deducir las caracteristicas de las fuentes a partir de la radiaciéon
esparcida o emitida que se ha propagado hasta un detector. Los problemas inversos son
examinados con algun detalle por Press et al.[35]. La inestabilidad numeérica derivada del
ruido en datos colectados experimental o numéricamente, asi como el redondeo computa-
cional, producen errores arbitrariamente grandes en la soluciéon. En la literatura se refieren
a este tipo de problemas como mal condicionados, lo cual no significa que existan errores
en su deducciéon matematica, sino que la soluciéon es extremadamente sensible a errores

de medicion infinitesimales y redondeo computacional.

Para calcular el esparcimiento a partir de primeros principios, la teoria de Mie es
usada. Aunque dicha teoria es una solucién exacta, usualmente la solucién analitica no
es simple y es extremadamente lenta a medida que el parametro de tamano crece, ya que
el nimero de términos en las series que hay que sumar es proporcional al parametro de
tamano. Por lo tanto, hay casos limite tales como la teoria de esparcimiento de Rayleigh
y la teoria de difraccion, por lo que los tres regimenes pueden plantearse en términos del

pardametro de tamano como sigue

a < 1 Rayleigh,
a ~ 1 Mie,
a > 1 Fraunhofer (3.1)
Un pardmetro méas apropiado para dividir estos tres regimenes es el que toma en cuenta
tanto el pardmetro de tamano como el indice de refraccion relativo. Tal parametro, 9, es

sugerido por van de Hulst|31]
d=2a|m-—1], (3.2)
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3.- Métodos de Inversion 3.1 Funciones de distribucién

donde

o < 0.3 Rayleigh,
0 ~ 1 Mie,
o > 30 Fraunhofer. (3.3)

Sin embargo, este criterio no representa un valor umbral exacto si se trata de recuperar una
DTP con la aproximacion de Fraunhofer. Hodkinson|36| calcula que dicha aproximacion es
valida para una particula cuyo radio es > 2.5um cuando se analiza con luz visible de 0.5um.
Asimismo, Jones|37| plantea que para particulas no absorbentes y para errores menores al
20 %, Fraunhofer es adecuada para parametros de tamano > 20 si el indice de refraccion
es > 1.3, lo cual para longitudes de onda en el visible, corresponde aproximadamente a
particulas con radios > 2pum. Ambos autores en ningiin momento hacen referencia a la

situacion real de recuperar una distribuciéon con muchas particulas.

Parte del presente trabajo consiste en identificar con certeza una vecindad en los
tamanos, la cual delimite la validez de la aproximaciéon de Fraunhofer aplicada en la
recuperacion de DTP’s . Por lo tanto, primero se trabaja con dos métodos de inversion,
mediante transformadas integrales directas y por cuadraturas numeéricas. Asi, una vez
delimitado el umbral de validez para la recuperaciéon de una DTP por la aproximacion
de Fraunhofer, se incorpora a dicho analisis una tercera técnica de inversion mediante un
algoritmo basado en una estrategia evolutiva. Ademas, para la regiéon donde se demuestra
que es inadecuado trabajar con la aproximacién de Fraunhofer, se utiliza la teoria de Mie
con un algoritmo basado en técnicas de regularizacion. Antes de presentar los diferentes
métodos de inversion, se introducen tres distribuciones analiticas tipicas que se utilizan

en los calculos numéricos y simulaciones de la presente tesis.

3.1. Funciones de Distribucion

Se consideran distribuciones que cominmente se usan para modelar distribuciones de
tamanos de particulas en aerosoles[22], tales como la distribucion gamma y la distribucion

lognormal. La distribuciéon gamma es definida como

(Oé—oao)[(%)_3] S
faola) = N(bt)[%*z] ri(d)-2)] exp [ 5 } para o > g

0 para a < qq .

(3.4)

Los parametros t y b son el tamano efectivo y la desviacion estandar efectiva, respectiva-

mente, y controlan la forma de la distribucion. oy determina el tamano de particula mas
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pequeno presente en la distribucion, N es el niimero total de particulas y I' representa la

funciéon gamma, definida como
D) = [0 exp[-vldy, paran>0. (3.5)
0

La distribucion lognormal es definida comol1]

fulo) = —= S [— (mig))] , (3.6)

donde N and «p son definidos de manera similar a la distribuciéon gamma, o es la

desviacion estandar geométrica que representa el ancho de la distribuciéon y, Ag es una
cantidad que define el pardmetro de tamano modal (u) de la distribucion, a través de la

relacion

jiL = exp [ln(Ao) + “;] . (3.7)

Otra distribucion utilizada en el presente trabajo es la distribucién normal, la cual
sirve como punto de referencia de las distribuciones gamma y lognormal, que en general

son asimétricas. Dicha distribuciéon se define como

frla) = o exp [—1 (% “)2] , (35)

oV 2T 2 o

donde p es la media y o la desviacion estdandar y N otra vez, el ntimero total de particulas.

La Fig. 3.1 muestra la forma de estas tres distribuciones tipicas para los pardmetros

de forma que se reportan en la Tabla 3.1 con N = 100 particulas.

Distribucion Parametros de forma
Normal =100 a =15
Gama {=90.0 Hh=10.3
Lognormal I =720 =22

l

Tabla 3.1: Pardametros que generan las distribuciones de la Fig. 3.1.

Proponiendo un indice de refraccion relativo m = np/nm = 1.5 para una longitud de
onda de A = 0.6328um en la Ec. (2.11), con el kernel de la teoria de Mie en la Ec. (3.19)
y las distribuciones propuestas, se simula numéricamente el patréon de esparcimiento que

produciria dicha distribucién de particulas.
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Figura 3.1: Funciones de distribucién tipicas.

En el contexto de la aproximacion de Fraunhofer existen dos aproximaciones béasicas
para resolver la Ec. (2.35) para f(«). 1) por transformadas integrales directas en el que se
considera a la Ec. (2.35) como una transformada integral que posee inversa conocida como
el método de Chin Shifrin (CS) y, 2) por cuadraturas numéricas donde la Ec. (2.35) puede
ser discretizada, asi, el problema planteado es resuelto como el de un sistema lineal de
ecuaciones en el que se busca el mejor método de soluciéon de una ecuacién matricial. Para

este caso en particular, se trabaja con el método de descomposicion en valores singulares
(DVS).

3.2. Meétodo de Chin Shifrin

El patron de difraccion es la suma de funciones de Bessel al cuadrado, cada uno con
diferente coeficiente de peso dado por la distribuciéon de particulas como se muestra en la
Ec. (2.35). El método de inversién de Chin Shifrin es una solucién analitica asintotica a
la Ec. (2.35), la cual hace potencialmente mucho mas répida la inversion para recuperar

la distribucion de tamanos. Dicha solucion esta dada por|20], [23]

fla) = _27;le /0 Oo(aQ)Jl(aﬁ)Yl(aﬁ)jg lei’)lﬁf)] do), (3.9)
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donde, Y] es la funcion de Bessel de primer orden y de segundo tipo, y todas las demas

variables han sido introducidas en el capitulo 2.

Esta solucion presenta el inconveniente de tener diferencias en los dominios de muestreo
y de tamanos, lo cual, produce problemas serios en las recuperaciones. Es decir, el angulo
0 solo puede adquirir valores en un intervalo pequeno, limitado por la validez de la aproxi-
macion paraxial hasta un dngulo maximo 0,4, lo cual tiene implicaciones importantes en
la discretizacion de la integral. Ademas, se presentan problemas con el muestreo angular

Af y el angulo minimo de muestreo 0y, -

3.2.1. Parametros Angulares de Muestreo

Para ilustrar los problemas que el método CS presenta con los parametros angulares
de muestreo, se considera tnicamente una distribucién normal. Debido a que resultados
similares se obtienen para distribuciones gamma y lognormal. La Fig. 3.2 muestra la
recuperacion de una distribucién normal con parametro de tamano modal u = 100 y

desviacion o = 20.
En cada una de las cuatro gréficas de la Fig. 3.2 se esta representando lo siguiente:
la curva gruesa es la distribucién propuesta; la linea punteada es la recuperaciéon a un

— o.
max max — 3.2 'y la
curva con circulos vacios es la recuperaciéon a un angulo 0,4, = 4.8°. Con un angulo

angulo 0 = 1.6°; la linea delgada es la recuperacion a un angulo 6
minimo 6,7, = 0.15° para todas. En la Fig. 3.2(a), en las tres graficas recuperadas se
considera una razén de muestreo angular de Af = 0.15°. Es decir, se simula un detector
cada 800um de grosor, y se colocan uno a continuacion de otro sobre el plano de deteccion.
Por lo tanto, para la linea punteada se tienen 10 detectores, 20 para la linea delgada; y 30
para los circulos. Para la Fig. 3.2(b), la razon de muestreo fue mas fina, A6 = 0.075°, por
lo que ahora los detectores son de 400um de grosor. Por lo tanto, para la linea punteada

tenemos 20; 40 para la linea delgada y, 80 detectores para la curva con circulos.

De manera similar, en las Figs. 3.2(c)-(d), el muestreo angular se duplica respecto al
anterior, por lo que se tiene el doble de detectores de la mitad de grueso; es decir; para (c)
se tienen 40, 80 y 160 detectores de 200um, para las lineas punteada, delgada y circulos,
respectivamente; mientras que para la Fig. 3.2(d) tenemos 80, 160 y 320 detectores de

100pm, respectivamente.

Se muestra como a medida que el &ngulo maximo de muestreo toma valores mayores,
la recuperacion mejora, y lo hace especialmente para los tamafnos pequenos de particula,
lo cual es de esperarse. Es decir, al imponer un limite superior en el dominio del patrén de
esparcimiento, es equivalente a “filtrar” la distribucion f(«) con un filtro pasa-baja|29]. Son

precisamente las “frecuencias” altas eliminadas las que contribuyen a la definiciéon “fina” de
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la distribucién. Por otra parte, es consecuente que siendo las particulas pequenas las que
esparcen luz a dngulos grandes, la pérdida de la informacién a estos angulos represente un

deterioro en la distribucion recuperada més considerable hacia tales tamanos de particulas.

25 : : : 25 —
20t 20t
15} 15}
10 10
o [a)]
5t 5t
0 oF
_5 L L L _5 n " N
50 100 150 [ Propuesta, | 50 100 150
a 0 =1.6 a
co By )
8 =32
max o
25— : : o 8 =48
201 (d)
15}
o
=10t
5 L
0 fe=
_5 L L L _5 L n L
50 100 150 50 100 150
a a

Figura 3.2: Distribucién normal recuperada con el método de Chin Shifrin. Cada curva de
cada grafica en [(a)-(d)| utiliza el mismo 6,7, = 0.15° y un muestreo angular A distinto,

con tres valores de Omax en cada curva.

También en las Figs. 3.2(a)-(d) se ilustra el efecto que tiene la seleccion del intervalo
de muestreo Af sobre la reconstruccion de la distribucién. Es notoria la variacion que
produce el incrementar el nimero de muestras (disminuir el intervalo Af, lo cual dis-
minuye el grosor de los detectores). Considerar un muestreo demasiado pobre genera que
la informacién significativa de la distribucién de tamanos no se ajuste a la distribucion
esperada, y se aleje principalmente en la region de tamanos pequenos. En particular para

esta distribucion, se encuentra que un Af = 3.3 x 10~%rad (equivalente a tener detectores
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de 100um de grosor igualmente espaciados, para una longitud focal de F' = 300mm) era

suficiente para una buena recuperacion.

Al igual que la seleccion de 0,55 representa un filtrado de pasa-baja para la re-
cuperacion, el truncamiento del patrén por un limite inferior 6,7, es equivalente a un
filtrado pasa-altas de la distribucion|29]. Normalmente 6, se escoge lo més cercano al
cero, evitando que la componente directa del haz incida sobre el detector. Por lo tanto,
la eliminacion de las frecuencias més bajas hace que la recuperacion pierda detalles de
las particulas mas grandes, las cuales son las que esparcen luz a estos dngulos pequenos.
Para esta distribucion de tamanos considerada en particular, se encontré que con un

Omin = 0.0026rad ~ 0.15° es suficiente para tener una recuperacion aceptable.

De lo anterior, se puede afirmar que modelar el uso de detectores concéntricos e igual-
mente espaciados nos permiten obtener mediciones del patrén de esparcimiento y por
lo tanto, recuperar las DTP con el método CS de manera aceptable. Siempre y cuando
consideremos las limitaciones inherentes del método referentes al muestreo angular dis-
creto y finito. Es decir, dicho método es muy sensible a la informacién presente en los
extremos del patron de esparcimiento. Lo cual repercute en una cierta inestabilidad en las
recuperaciones para particulas pequenas. Como consecuencia de esto, las recuperaciones

obtenidas mejoran sustancialmente al considerar tamanos mayores de particulas.

3.3. Solucion por Cuadraturas Numéricas

De la discusion en la seccion (2.3), podemos plantear una version simple del problema
inverso del esparcimiento por particulas

1(0) = / Y10, a,m) f(a)da. (3.10)

Qg

Donde I(6), es la funcién de respuesta conocida; o, y oy representan el intervalo finito
donde se supone a priori que esta definida la incognita f(a) a resolver, y el kernel del
sistema I(0,«,m), puede construirse empleando ambas teorias, Fraunhofer o Mie. Las
ecuaciones de esta forma se les conoce como la ecuacion inhomogénea de Fredholm del

primer tipo.

Por lo tanto, si directamente se usa una cuadratura en la Ec. (3.10) la correspondiente
ecuacién matricial es

I=M-f, (3.11)

donde, I es un vector de datos de entrada conocidos, M es la matriz de esparcimiento, y f
es el vector solucion. Por lo tanto, el problema inverso consiste en hallar el mejor método

de solucion para invertir la Ec. (3.11).
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En principio podemos hallar la inversa de M y obtener una solucién tnica

— ~ —

f=M"1-1 (3.12)

cuando I es diferente de cero y M es invertible. Pero dado que la matriz M es casi singular
o mal condicionada, el calculo de su inversa por un método tradicional como eliminacion
gaussiana o descomposicion LU (descomposicion por triangulacion hacia arriba y trian-
gulacion hacia abajo) entre otros, no es el mas adecuado. Conduce a soluciones no fisicas
bastante inestables que generalmente son erréneas y no son tnicas. En tales situaciones

se buscan soluciones aproximadas.

Las causas principales de que el sistema sea mal condicionado se deben a la dis-
cretizacion de funciones continuas y al disefio de la matriz M, que en general permiten
pérdidas de informacion. Para manipular estas pérdidas e inestabilidades inherentes, un
numero de técnicas han sido desarrolladas, implementando procesos de amortiguamien-
to para reducir las inestabilidades y proporcionando informaciéon a priori de la soluciéon
esperada. A estos métodos se les conoce genéricamente como métodos de reqularizacion
lineal restringida|35], los cuales son simples extensiones del método de minimos cuadrados
para resolver sistemas lineales de ecuaciones. En particular, dos de estos métodos se uti-
lizan en el presente trabajo: el método de descomposicion en valores singulares que es una
regularizaciéon de primer orden y, el método de Phillips Twomey que es una regularizacion
de segundo y tercer orden, los cuales son ampliamente usados para resolver problemas

mal condicionados.

3.3.1. Meétodo de Descomposicién en Valores Singulares

Como hemos mencionado, el método de descomposicion en valores singulares (DVS)
puede igualmente usarse con teoria de Mie y la aproximacién de Fraunhofer. Por simpli-

cidad introducimos dicho método en el contexto de la aproximacion de Fraunhofer.

Se parte de la idea basica de resolver la ecuaciéon integral

Iy of
100) = s /a " 0 [(0)} (af)do (3.13)
mediante una discretizacion. Por lo que se tiene

Ny
1(0;) = > M(6;,05) f (), para i=1,23,...,N,. (3.14)
j=1
Donde N, es el nimero total de a&ngulos en que se particiona el intervalo angular donde se

mide o simula el patron de intensidad y N, es el nimero de clases de tamarnos de particula
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en que se discretiza el continuo de tamafios |ay, oy, es decir, tenemos una densidad de

tamanos f(«;) asignada a la clase de tamaifio j.
Hemos definido M (6;, ;) como la matriz de esparcimiento dada por

Iy 9

M(@Z, ij) = Mij = W@j

Ji(aj0;) Aa. (3.15)

De esta forma, la Ec. (3.13) pasa a ser un sistema lineal de N, ecuaciones con N; incognitas,

planteado de manera general por la Ec. (3.11).

Esencialmente, el método DVS es un tratamiento de eigenvectores con eigenvalores
pequenos. Modifica el mal condicionamiento de la matriz casi singular manipulando dichos
eigenvalores extremadamente pequenos. Resuelve el problema inverso planteado por la
Ec. (3.11) mediante la factorizacion de rango p de la matriz M(i x j), en dos matrices

ortonormales, U(z Xp)y V(] X p) y, una matriz diagonal f’(p X p), tal que

M = UPV!

Q = M '=vVPU. (3.16)

Todos los elementos diagonales de la matriz P son positivos y estan ordenados de
mayor a menor. Se les conoce como los valores singulares y los representaremos por o;. El
grado de singularidad en M es determinado por el nimero de condicién, la razén entre
el mayor y menor de los valores singulares. Dicho niimero de condicién da una indicacion
de la precision de los resultados de la inversion matricial y de la soluciéon de un sistema
lineal de ecuaciones. El exponente de este ntimero de condicion [logyo(cond(M))] indica
el nimero de cifras significativas que pueden perderse en la soluciéon con eliminacion

gaussiana (por ejemplo) por errores de redondeo computacional.

La factorizacion de la Ec. (3.16) siempre puede realizarse sin importar qué tan singular
sea la matriz M. Si esta matriz es cuadrada, entonces U , 1% y P son matrices cuadradas
del mismo tamano cuyas inversas se pueden calcular facilmente: U y V son ortogonales
asi que sus inversas estan dadas por sus traspuestas, y como P es diagonal, su inversa es
asimismo una diagonal cuyos elementos son los reciprocos de los valores singulares 1/0;,
(ver Ec. (3.16)). Es decir, la matriz seudoinversa de M construida explicitamente por el
método DVS, es Q Por lo que la solucion al problema inverso planteado por la Ec. (3.11)

se reduce al producto matricial

f=0-T. (3.17)

El tinico problema para la construccion de esta inversa es que alguno de los elementos
0; puede ser cero, o numéricamente estar muy cerca de serlo. En este caso, su valor real se

puede perder por errores de redondeo. Si mas de uno de estos valores singulares tiene este

Tesis Doctoral (J. Vargas-Ubera) INAOE 37



3.- Métodos de Inversion 3.3 Solucién por cuadraturas numéricas

problema, entonces la matriz es cada vez mas singular. Apoyado en esto, el método DVS
diagnostica el condicionamiento de la matriz y formalmente se reporta como el mencionado
nimero de condiciéon, dado por la relacion N.,,q4 = 0f/00, donde oy y o¢ representan
los valores singulares mas grande y més pequeno, respectivamente. En este contexto, una
matriz sera singular cuando su namero de condicién sea infinito y serd mal condicionada
si este niimero es tan grande que su inverso se aproxime a la precision manejada por la

computadoral35].

Si la inversion se lleva a cabo [Ec. (3.16)], entonces la solucion expresada por la Ec.
(3.17) se reduce a

f=Q - T=VPWYHY I= -4, (3.18)

Esta expresion muestra como pequenos cambios en I pueden provocar cambios muy
grandes en la soluciéon f si el valor de o; es extremadamente pequeno. Esta inestabili-
dad puede ser evitada si se trunca la Ec. (3.18) y se eliminan los dltimos términos, que
han sido afectados por errores numéricos en el célculo, debidos a los valores singulares mas
pequenos. Matricialmente esto equivale a reemplazar por cero los valores de 1/0; en la
matriz Q para los casos en que dichos o; sean considerablemente mas pequenos que oy [35].
Igualar a cero a algunos de los reciprocos de los valores singulares equivale a deshacerse
de algunas de las ecuaciones del sistema que se quiere resolver, ya que son precisamente
estas ecuaciones las que “contaminan” por errores de redondeo la solucién deseada, asi que

la eliminacion de estas ecuaciones permite obtener la solucién mas cercana a la real|35].

No existe una receta para el nimero de valores singulares que deben de eliminarse,
depende del problema particular de que se trate y de la habilidad y paciencia del usuario.
Para ilustrar lo anterior, se utiliza una funcién de distribucién normal, con tamano modal
a = 200 y desviacion estandar o = 20, definida en el intervalo de tamanos [50, 300] y
cuya matriz de esparcimiento tiene un nimero de condicién dado por 1.4 x 10%. En la Fig.

3.3 se muestran la totalidad de sus valores singulares.

Por otro lado, la Fig. 3.4 muestra la recuperacion de la funcién de distribucion normal
propuesta arriba mencionada. Se representa con una linea continua en todas las graficas
de la Fig. 3.4. En (a) tenemos la recuperacion con el total de valores singulares sin eliminar
de la matriz de esparcimiento, dicha recuperacion esté representada con la linea punteada.
En la Fig. 3.4(b) podemos ver la recuperacién (marcada con cruces) cuando se eliminan
los primeros 5 valores singulares més pequenos. Es decir, se eliminan 5 ecuaciones del
sistema que en total tiene 20 ecuaciones. En la Fig. 3.4(c) se eliminaron 10 valores singu-
lares, mientras que en la Fig. 3.4(d) se eliminaron 17, dejando tnicamente 3 ecuaciones,

estas tultimas dos recuperaciones, también dibujadas con cruces. Como puede verse de
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la Fig. 3.4, para esta distribucién en particular no existe un niimero 6ptimo de valores
singulares que recupere aceptablemente la distribuciéon propuesta. La Fig. 3.3 muestra los
valores singulares de la distribucion recuperada en la Fig. 3.4, para la cual, su matriz de

esparcimiento tiene un nimero de condicién dado por 1.4 x 108.

N condicién = 1.4 x 10 * 8

Log [ Valores Singulares ]
o

=
OI
©
T
o
o

-11

10 " ¢
i o

10_12 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Ndmero

Figura 3.3: Valores singulares tipicos de una distribucién normal.

Sin embargo, en la Fig. 3.5 se recupera una distribucién normal con tamano modal
a = 100 y desviacion estandar o = 20 representada con la linea continua, definida en el
intervalo de tamanos |10, 200], la cual muestra claramente una mejoria notable al cambiar
el nimero de ecuaciones suprimidas a través de la eliminacion de los valores singulares. Se
observa como en la Fig. 3.5(a) la recuperacion es bastante burda para el caso en que no se
elimina ninguno de los valores singulares més pequenos. Sin embargo a medida que se van

eliminando maés valores singulares (ver la Fig. 3.5(b) para 5 valores singulares eliminados),
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la distribucion recuperada empieza a ajustarse a la distribuciéon propuesta, hasta obtener
una recuperacion aceptable para el caso en que se suprimen 13 valores singulares (Fig.
3.5(c)). La Fig. 3.5(d) muestra los 20 valores singulares para esta distribucion con su

ntmero de condicién que es igual a 2.7 x 108.

Podemos observar claramente que a pesar de que ambas matrices de esparcimiento,
para cada una de las dos distribuciones, discutidas en la Fig. 3.4 y la Fig. 3.5, tienen casi
el mismo nimero de condiciéon. El hecho de que la distribucion de la Fig. 3.4 presente una
asimetria en la region de tamanos pequenos hace que el método no recupere aceptable-
mente la distribucién. Una interpretacion completa de los problemas asociados con este

método y su comportamiento en las recuperaciones se discutira en el siguiente capitulo.

100 - - 20 ' '
-0 Val. Sing. .- (a) -5 Val. Sing.

I 15}
501

10t

NUmero de particulas
NUmero de particulas

_50 -

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

20

- 10 Val. Sing - 17 Val. Sing.
4 15 L

(d) |

10t

NUmero de particulas
NUmero de particulas

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300

Figura 3.4: Distribuciéon normal recuperada erréneamente con el método de inversion DVS
eliminando valores singulares. En (a) no se elimina ningtn valor singular (linea punteada),
mientras que en las graficas (b) a la (d) [curvas con cruces|, se eliminan 5, 10, y 17 valores

singulares, respectivamente.
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20 20
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Figura 3.5: Distribuciéon normal recuperada correctamente con el método de inversion
DVS, eliminando valores singulares. En (a) no se elimina ningtn valor singular (curva
marcada con cruces), mientras que en (b) y (c) [curvas también marcadas con cruces|,
se eliminan 5, y 17 valores singulares, respectivamente. (d) muestra todos los valores

singulares de la distribucion utilizada.

3.4. Meétodo de Phillips Twomey

Ahora para introducir el método de Phillips-Twomey (PT)[38] también conocido como
Regularizacion de Tikhonov|35], se considera el kernel de particulas esféricas en el contexto
de la teoria de Mie. Se trata de otra de las aplicaciones directas de la conversiéon de la

ecuacion integral de esparcimiento [Ec. (3.10)| a su forma en cuadraturas [Ec. (3.11)], de
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donde la intensidad total esta dada por|31]
oo [0 (21 + 22)

1(0) = /0 N (@)da (3.19)
donde 7; and i, se refieren a la intensidad de la luz vibrando perpendicular y paralelamente
al plano de referencia, respectivamente. Informaciéon sobre el tamano de particulas y el
indice de refraccion relativo m, esta contenida en el kernel que contribuye a la intensidad

total y R es la distancia de la particula al plano de observacion.

El método PT usa la incorporacion de informacion a priori de la solucidon esperada,
como estrategia para obtener una soluciéon estable en un problema mal condicionado.
Establece un compromiso entre el modelo de ajuste y la unicidad de la solucién, con la
estabilidad o suavidad de la solucién, donde el modelo de ajuste es el acuerdo entre los

datos de entrada y la solucion a la Ec. (3.11).

El método PT postula un problema de minimizacién, lo cual inevitablemente nos
lleva a un intercambio entre dos funcionales de optimizaciéon para calcular una matriz

—

inversa que resuelva el problema planteado en la Ec. (3.11). Una funcional A(f), optimiza,
el modelo de ajuste entre los datos y la solucion, mientras que la otra funcional B( ﬂ,
optimiza la estabilidad o suavidad de la soluciéon. Por lo tanto, la soluciéon consiste en
minimizar

A(f)—l—fyB(f)zaA(f)jLB(f), para 0 < v < oo, (3.20)
donde, v es un multiplicador Lagrangiano que representa un parametro de regularizacion
ajustable. Es un nimero real y positivo que “pesa’ la informacién a prior: incluida en la
funcional de la optimizacion y que también se le conoce como parametro de suavizado|38|.

—

La Ec. (3.20) puede interpretarse como la minimizacion de A(f) bajo la constriccion de

—

B(f) o viceversa|35].

—

Como v varia de 0 a oo, la solucién f varfa a lo largo de la curva de intercambio
que minimiza a A y a B, como se muestra en la Fig. 3.6. Si inicamente se minimiza
A, el acuerdo o definicion entre los datos y la solucion esperada es muy bueno, pero la
solucion es inestable u oscilante, reflejando que A sola, tipicamente define un problema de
minimizacion altamente degenerado. Aqui es donde entra B, la cual incorpora un juicio
a priori de las propiedades de la solucién como la suavidad de la curva y parametriza la
estabilidad de la solucion con respecto a las variaciones en los datos. Si la funcional B es
minimizada sin tomar en cuenta A, produce una soluciéon bastante suave o estable que no

tiene ninguna relaciéon con los datos medidos.

El considerar la funcional de estabilidad B tiene el beneficio adicional de generar
soluciones tnicas a partir de matrices degeneradas, es decir, problemas de inversion in-

determinados o con matrices singulares. Por ejemplo, la solucion de minimos cuadrados
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Figura 3.6: Intercambio entre las dos optimizaciones.

de un sistema indeterminado no tiene una solucién tnica. Sin embargo, si una funciéon
cuadratica no degenerada se agrega al criterio de minimos cuadrados, entonces el resul-
tado serd una constricciéon cuadratica no degenerada que esta bien condicionada, asi que

puede invertirse[35].

En su forma maéas simple, el método PT postula la minimizaciéon del problema en el
sentido de minimos cuadrados. La funcional A( j?) se toma como el vector residual de la

ecuacién matricial de cuadraturas
Af)y=M-f-T, (3.21)

mientras que la funcional B(f), puede considerarse por mediciones de la suavidad en
términos de primeras derivadas o derivadas de orden superior de la f. Por lo que para
tener claridad en cuanto a la forma como se deduce el método PT, se considera oportuno

presentar aqui la discusion que realiza Press et al.[35].

Si se supone a priori que la funcion incognita f(a) no difiere mucho de una constante,
entonces una funcional razonable para minimizar debe ser proporcional a su primera

derivada
Ne—1

B(f) oc/ [F(o)]2dor o Z — fol?, (3.22)
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—

debido a que es no negativa e igual a cero solo cuandof(«) es constante. En la segunda
relacion (proporcionalidad) se define f, = f(a, ), con v el indice que corre sobre todos los
tamanos en que se discretiza la funcion incognita y se asume que las «,’s estan uniforme-

mente espaciadas.

Por lo tanto, la segunda forma de B se puede escribir matricialmente como
B=||G-fIP=f-(G"-G)-f=f-H-, (3.23)

donde, || . || denota la norma euclidiana, f es el vector con componentes f,, con v =

1,...N, , G es la matriz de primeras diferencias con N, — 1 filas por N, columnas dada

por
-1 1 00 OO0 0 ...0
0O -1 1.0 O0O0 O 0
. 0O 0 -11 00 O 0
G = (3.24)
0 00 00 -1 10
00 0 —-11
y H es una matriz cuadrada de dimensiones Ny x N,
1 -1 0 0 O 0 0 ... O
-1 2 -1 0 0O 0 0 ... O
o -1 2 -1 0 0 0 ... O
H=G'G= : . . (3.25)
o ... 0 0 0 -1 2 -1 0
o ... 0 0 0o 0 -1 2 -1
O ... 0 0 o o0 0 -1 1

En general, como puede verse de (3.24), la matriz G tiene unas cuantas filas menos que
columnas. Lo que se traduce como una ventaja del método PT, debido a que nos permite
hallar soluciones en el caso general en que la matriz de cuadraturas no es cuadrada.
Asimismo, la matriz H por su construccion siempre es simétrica. Entonces, finalmente

tenemos que el problema de minimizacion se reduce a

A+yB=||M-f=T|?+y(f-H-f) — min. (3.26)
La ecuacion anterior [Ec. 3.26] puede reducirse a un conjunto lineal de ecuaciones

normales|35|, donde las componentes f,, de la solucion satisfacen el conjunto de N; ecua-

ciones con N; incognitas,

Z l(z Mil/Mip> + ’}/H,jp‘| fp = Z M“,Il VvV = 1, 2, ey Nt (327)

p
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0 en notacién vectorial,

~

(M*'-M+~H) - f=M"T. (3.28)

Para un valor dado de v se llega a una soluciéon tunica dada por [38],

~

f=[nrt-nrqm) - (rt- D). (3.29)

donde H = G'' - (3 sirve como la matriz de regularizaciéon para suprimir las oscilaciones
espurias que aparecen en la solucion del sistema lineal basico de la Ec. (3.11), el cual era
mal condicionado. Sin embargo, debido a que ahora la Ec. (3.28) es un sistema lineal de
ecuaciones bien condicionado la matriz inversa {M toM + wf[ } - puede calcularse usando
técnicas estandar del algebra lineal. En este trabajo se utiliz6 descomposicion triangular

hacia abajo y hacia arriba (descomposicion LU)[41].

Aunque v debe determinarse al resolver el problema inverso, una propuesta inicial
para dicho parametro es sugerida|35| dado que v permanece constante en la minimizacion

del problema. El valor inicial se elige como

Te(M - M
Tr(H)
para que tienda a hacer que las dos partes de la minimizaciéon tengan pesos comparables,
y a partir de éste, se pueda alcanzar un buen ajuste entre la distribucion propuesta y la
distribucion recuperada. Detalles de la seleccion 6ptima del pardmetro v seran discutidos

en el siguiente capitulo, donde se presentan los resultados numéricos.

La eleccion de G Y H , en términos de la primera derivada de f, como funcional para
estabilizar la solucion, representa la forma mas simple y didactica de introducir el método
PT. En general, es una secuencia obvia de derivadas de orden superior. Por lo tanto, si
ahora a priori creemos que el vector de soluciéon varia linealmente, entonces una posible

funcional de suavizado B puede ser la segunda derivada de f dada por

N¢—2

B(f) o< Y [=fu+2fus1 = firal’, (3.31)

v=1

y asi mismo, para cuando se suponen funcionales de orden superior para la solucién o,

cuando no se obtienen resultados 6ptimos como se discutira en el capitulo siguiente.

Regresando al operador de segundas derivadas, de manera analoga a la Ec. (3.22), la

Ec. (3.31) puede expresarse en forma matricial como en la Ec. (3.23), s6lo que la matriz
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G ahora es la matriz de segundas diferencias dada por

-1 2 -1 0 0 0 O

0 -1 2 -1 0 0 0 ... 0

. 0 0 -1 2 -1 0 0 ... 0
G = : (3.32)

0O ... 0 0 0 -1 2 -1 0

0 0 0 0 -1 2 —1

y H, es el operador diferencial de segundo orden que impone una condiciéon de suavizado
sobre f

1 -2 1 0 0 0 0 0
—2 5 -4 1 0 0 0 0
1 —4 6 —4 0 0 0
0 1 -4 6 -4 1 0 ... 0
H=G' G = : 5 . (3.33)
0 0 -1 -4 6 —4 1 0
0 0 0 1 -4 6 —4 1
0 0 0 0 1 —4 5 =2
0 o 0 0 0 1 -2 1

Al igual que antes, se llega a una solucion tnica dada por la Ec. (3.29), donde la matriz

. - -1
inversa [M M +~H } , nuevamente se calcula por descomposicion LU.

El problema principal del método PT es hallar un valor 6ptimo para + que regu-
larize lo suficiente para hallar una solucién estable, conjuntamente con un operador de
suavizado con el orden diferencial correcto. Dicho inconveniente en el presente trabajo,
fue superado utilizando un método iterativo, lo cual inevitablemente conduce a problemas
computacionalmente mas demandantes. En el siguiente capitulo abundaremos sobre esto

altimo.

3.5. Meétodo Basado en una Estrategia Evolutiva

Las estrategias evolutivas son una familia de métodos de optimizaciéon y aprendizaje,
inspirados en la nocién de la evolucién biologica. Son relativamente inmunes a minimos
locales lo cual las convierte en herramientas muy convenientes para resolver problemas de
optimizacién no convencionales. El presente método de inversion evolutivo se fundamenta
en el algoritmo descrito por Vazquez et al.[42]. Fue implementado para usarlo con la

aproximacion de Fraunhofer, con el objetivo principal de recuperar una DTP a partir de un
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patron de intensidad simulado numéricamente, resolviendo un problema de optimizacion
donde una funcién objetivo es minimizada[43|. Trabaja con un conjunto de soluciones
potenciales al problema de interés llamadas individuos, de las cuales la mejor se reduce a
un vector de ntimeros reales que se aproxima a la distribucion buscada, evaluada mediante
una funcion de aptitud que depende estrictamente del problema a resolver. La poblacion
inicial evoluciona sucesivamente hacia mejores regiones del espacio de busqueda, mediante
operadores evolutivos de recombinacion, mutacion y seleccion. La recombinacion favorece
la mezcla de informacion de los padres hacia sus descendendientes, la mutacion introduce
innovaciéon en las poblaciones, mientras que el ambiente libera una métrica de calidad
llamada aptitud, la cual es favorecida por el proceso de seleccion en los individuos més
aptos|43].

Una estrategia evolutiva puede implementarse como sigue[43], [44]:

= El problema es definido como la busqueda de un vector real n-dimensional 7 que
esté asociado con el extremo de una funcional F () : R* — R. El cual sin pérdida

de generalidad, se implementa como un proceso de minimizacion.

= Una poblacién de vectores padres, Ty, £ = 1, ..., M, es seleccionada al azar. La
distribucion de prueba inicial es uniforme y se repiten los siguientes dos pasos hasta

que un criterio de paro es alcanzado.

» Un vector hijo, g; es creado de cada padre @y, £ = 1, ..., M, genera ¢ hijos (donde
¢ < M) aplicando recombinacion a una fraccion de los padres (cruza), crea M — ¢

hijos aplicando cambios al azar al resto de los padres (mutacion).

= De los resultantes 2M individuos, elige los mejores M como padres para la proxima
iteracion (seleccion) ordenandolos de mayor a menor, quedandose con los M vectores

que poseen el error méas pequeno.

= El proceso de generar nuevas pruebas y seleccionar las de menor error continua hasta
que una solucién suficiente es alcanzada o un valor objetivo en la funcién objetivo
es obtenido. En este trabajo la funcién objetivo es basada en el espacio Euclidiano
y el valor objetivo se halla cuando se obtiene la minima distancias entre el patréon

de intensidad analizado y el patréon de intensidad hallado por el algoritmo.

El algoritmo toma como datos de entrada un patrén de intensidad simulado y nos da
como salida la DTP que mejor se ajusta a este. Esta operacion es explicada por medio

del siguiente seudocodigo:
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Poblacion inicial P(0) = [#1(0), ....., Zas(0)]
where = [To1y s Tos s 001y ey O0s) s
Ce{l,.., M}.
Evalda la aptitud de P(0) ; {fitness (71(0)) , ... , fitness (Z3/(0))}.

While (Condition de paro # true) do o(t) :
genera (M « rx) hijo
usa recombinacion,
[ () oy s (B)];
genera (M x (1 — rz)) hijos
usa mutacion,

[?7sz+1 (t)a ----- ) gM@)L

donde (rz) = constante € [0, 1] rango.

Evalia la aptitud de P(t) : {fitness (#1(t)) , ... , fitness (yar(¢))}.
Dado P(t+1) los M individuos de OUJP(t) con la aptitud mas alta.
t = t+1;
End. (3.34)

Cada padre &, representa un vector real con un candidato a solucioén para el problema.
Esta formado por el vector de elementos llamados variables objeto x,, con un parametro

estrategia respectivo &,
fg = [xe,]mgﬁ,p]? donde, p= 1, ,5, (335)

asi, cada padre representa el conjunto de pardmetros necesarios para describir una DTP,

dada por medio de la siguiente asignacion.

xg1 = parametro de tamano medio,

xg2 = desviacion estandar,

xp3 = extremo inferior del dominio,

g4 = extremo superior del dominio,

x5 = parametro de tamano mas pequeno. (3.36)

El proceso que evalda la aptitud en cada padre &, consiste en los siguientes dos pasos:

= Un patrén de intensidad I, es construido de &, sustituyendo sé6lo los primeros cinco
elementos de 7, de la Ec. (3.35) para generar la distribucion f(«). Entonces es

calculado el patréon de intensidad total.
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= Considerando cada elemento en la matriz I, como una dimensién en un espacié de
distancias Euclidiano, se asigna como la aptitud la distancia Euclidiana entre I, y

el patron de intensidad de referencia I,.y. Asi que la aptitud est4 dada por,

i=1

J
fitness = \IZ[Igi — Ler,)?, (3.37)
donde j es la longitud del patréon de intensidad.

Los operadores de mutacién y recombinaciéon trabajan con todo el vector extendido
Zy from Ec. (3.35). Este contiene la desviacion estandar que realiza las mutaciones. El
operador de recombinacién produce un hijo ¥ seleccionando al azar con probabilidad
uniforme de la poblacion corriente P, los padres para cada componente del vector z,,

and z,5 calculan una suma pesada de las correspondientes componentes de los padres
Yrecp = TeZp1e + (1 —10)T 0, (3.38)

donde r, ~ ([0, 1]) or r, = 1/2 and (pl, p2) ~ U(1, ..., M) para cada hijo.

El operador de mutacion cambia al azar el vector ¥,,., como ocurre en la naturaleza,
agregando a cada variable objeto x,, una variable al azar tomada de una distribucion

normal con media igual a cero y una desviacion estandar igual a &, esto es

gmut,é = [xé,l + mUt<Oa 5@,1)7 T2 + mut<07 5@,2)7 ceey mUt(()? gf,p) ] (339)

Rechenberg|45] propuso un ajuste deterministico del parametro estrategia durante la
evolucion llamado thel/5—success rule, la cual refleja que en promedio una salida de cada
cinco mutaciones debe causar una mejora en la funciéon objetivo para alcanzar mejores
razones de convergencia. Si méas de 1/5 de las mutaciones son exitosas, el parametro
estrategia & es incrementado, de lo contrario es disminuido. El operador de seleccion
evalua la aptitud en la poblacion total y elige los mejores M individuos que formaran la

nueva generacion de soluciones.

Las estrategias evolutivas son una clase de algoritmos de optimizacion, que encuentran
una soluciéon cercana al 6ptimo global aplicando operadores inspirados en los mecanismos
de la evolucién biolégica. El resultado que se tiene de haber simulado la evolucién natural,
es que una poblaciéon inicial de individuos no extraordinarios mejora cuando los padres
son reemplazados por mejores descendientes. Asi, el mejor individuo en la poblacion final,

puede ser una solucion altamente evolucionada para el problema.

Por otro lado, la funcién objetivo es la conexién entre la estrategia evolutiva y el

problema que se va a resolver. Una funcién objetivo tiene como entrada las variables
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objetivo de un individuo y como salida un niimero que es una medida del funcionamiento
de dicho individuo en el problema a resolver. Por lo tanto, el papel que juega la funciéon
objetivo en la estrategia evolutiva es el mismo que el medio ambiente en la evolucion
natural. La interacciéon de un individuo con su medio ambiente proporciona una medida
de su aptitud para sobrevivir, y la interacciéon de las variables objetivo con la funciéon
objetivo proporciona una medida de aptitud que la estrategia evolutiva usa cuando lleva

a cabo la etapa de seleccion.

De lo expuesto en esta Seccion, es importante recordar que las estrategias evolutivas
se enfocan a resolver problemas de optimizacion de funciones reales, por lo tanto, las
reglas de recombinacién, mutacion y seleccion se encuentran altamente estructuradas.
Esto hace que el espacio de busqueda esté determinado por valores continuos que permiten
hacer una mejor exploraciéon en menos tiempo. No obstante, resulta un algoritmo lento
debido a que el programa fue implementado en lenguaje de programacion Matlab[46],
donde el algoritmo se escribe en una forma muy simple ya que Matlab es un interprete
en el que las operaciones primero se interpretan y después se ejecutan. Un compilador
como Fortran, daria una serie de optimizaciones que podrian mejorar la velocidad del
programa, sin embargo, no forma parte del presente estudio. Finalmente, para mostrar el
funcionamiento de la estrategia evolutiva como un procedimiento de optimizacion global
aplicado en el analisis de tamano de particulas, en el siguiente capitulo se muestran los

resultados obtenidos.
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Capitulo 4
Resultados Numéricos

En el capitulo anterior se discutieron los métodos de inversion utilizados en la presente
tesis. A continuacion se presentan los resultados numéricos que se obtienen mediante simu-
laciones del fenémeno de esparcimiento por DTP’s representadas por funciones analiticas
monomodales. Para esto, se propone una distribucion con pardmetros conocidos, como las
que se discutieron en la Sec. (3.35), definidas en un intervalo de parametros de tamano
bastante amplio o = [1,250], de las cuales, mediante la teoria de Mie |ver la Ec. (3.10)]
se calcula numéricamente un patrén de esparcimiento, a partir del cual se recupera la
distribucién propuesta mediante uno de los cuatro métodos de inversion. Lo anterior es
con la finalidad de tener claras las limitaciones de la aproximacion de Fraunhofer y dar
elementos de juicio para usar 6ptimamente, tanto la teoria de Mie como la aproximacion

de Fraunhofer.

Se Abordan estos problemas en el analisis de DTP’s considerando los siguientes puntos:

= Comparacion de los patrones de intensidad generados por la teoria de Mie y la

aproximacion de Fraunhofer.

= Analisis de los parametros relevantes que intervienen tanto en la aproximacion de

Fraunhofer, como en la teoria de Mie.

= Discusion de los problemas de convergencia inherentes que se presentan en el calculo

numeérico de un patrén de intensidad con la teoria de Mie.

= Identificar con mucha certeza una vecindad en los parametros de tamanos que de-

limite la validez de la aproximacién de Fraunhofer en la recuperacion de una DTP.

= Comparacion del rendimiento de los métodos CS y DVS cuando se recupera una

DTP con la aproximaciéon de Fraunhofer.

o1



4.- Resultados Numéricos 4.1 Convergencia numeérica en la teoria de Mie

= Comparaciéon del rendimiento de los métodos CS y un algoritmo evolutivo cuando

se recupera una DTP con la aproximaciéon de Fraunhofer.

= Comparaciéon del rendimiento de los métodos de inversion PT y DVS cuando se

aplican en la recuperaciéon de una DTP con teoria de Mie.

4.1. Convergencia Numérica en la Teoria de Mie

En lo que respecta a la teoria de Mie que calcula un patrén de esparcimiento, se
presenta el problema de saber cual es el niimero de términos 6ptimo que se tienen que
considerar en las series infinitas involucradas para lograr una buena convergencia. Para
cuantificar lo anterior, es necesario regresar a la Sec. 2.3.1 y calcular las funciones de
amplitud de las Ecs. (2.13) y (2.14), con un numero suficientemente grande de términos
en las series para asegurar una buena convergencia. Estrictamente se trata de un nimero
infinito de términos, lo cual hace inviable las soluciones con teoria de Mie. Sin embargo,
como se hace frecuentemente en Fisica, se recurre a consideraciones que hacen valida la

solucion en ciertas circunstancias especiales.

Es conocido que el nimero de términos necesarios para lograr una buena convergencia
en los calculos, es proporcional al parametro de tamano a[15], por lo que resulta tardado
realizar los célculos cuando las particulas son muy grandes. Ademas, si ahora se trata
de distribuciones con particulas de diferente tamano, es imperativo observar el compor-
tamiento del patron de intensidad. Por lo tanto, analizaremos diferentes distribuciones

con diferente ntmero de términos en las series.

En la Fig. 4.1(a) se muestran los patrones de intensidad de Mie y Fraunhofer generados
por una distribucién que contiene particulas pequenas en el intervalo de tamanos [1, 10].
Cuando tnicamente se consideran 5 términos en las series de las funciones de amplitud
para la teoria de Mie la convergencia es muy pobre, sin embargo, para 10 y 15 términos,
la intensidad mejora respecto al primer calculo; ademéas de que con 10 y 15 términos el
resultado es el mismo. Esto ilustra en particular para esta distribucion, que para tener
una convergencia adecuada con la teoria de Mie es necesario considerar por lo menos 10
términos, lo cual coincide con la aseveracion de que el niimero de términos en las series
debe ser proporcional al pardmetro de tamano. Lo anterior se interpreta como: El namero
de términos en las series debe ser proporcional al parametro de tamano de la particula
mas grande que se encuentra presente en la distribucién. Asimismo se observa que es
inutil considerar méas de 10 términos en las series de las funciones de amplitud, para esta
distribucion particular, debido a que no mejora nada y lo tinico que hace es aumentar el

tiempo de computo.
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4.1 Convergencia
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Figura 4.1: Convergencia para particulas pequenas. (a) muestra los patrones de intensidad
de Fraunhofer y Mie para una distribucioén con particulas en el dominio de tamanos [1,10]
y diferente nimero de términos en las series de Mie; mientras que en (b) se muestra lo

mismo que (a) para una distribucion en el dominio de tamanos [10,90].

Lo anterior por supuesto, es factible preverse cuando se esté trabajando con distribu-
ciones analiticas conocidas, sin embargo, en el caso mas general no se conoce el dominio
de la distribucién que se esta buscando, por lo tanto, es necesario considerar tantos térmi-
nos como el algoritmo sea capaz de calcular. En estas gréficas, el calculo de la intensidad
mediante la aproximaciéon de Fraunhofer, nos sirve como punto de referencia para dis-
cernir cuando es buena o mala la convergencia en los calculos con la teoria de Mie. De
antemano sabemos que en este intervalo de tamanos, la aproximacion de Fraunhofer es

una estimacion extremadamente burda al calculo exacto que representa la teoria de Mie.

En la Fig. 4.1(b) se muestra una distribucion que contiene particulas en el intervalo de
tamanos [10,90]. Si se consideran 50 términos en las series de las funciones de amplitud, la
convergencia es muy pobre respecto al calculo con Fraunhofer, pero con 90 y 150 términos,
la intensidad que se obtiene mejora y el resultado es el mismo para ambos ntimeros de
términos. Por lo tanto, para tener una convergencia adecuada con la teoria de Mie en este
intervalo de tamanos, es necesario por lo menos, 90 términos en las series. También se
observa de la Fig. 4.1(b), que en la region angular entre 0° y 4°, el patron de intensidad
que genera la aproximacion de Fraunhofer es muy similar al obtenido con la teoria de

Mie, con el ntiimero correcto de términos en las series. Esto, pone de manifiesto que para
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particulas muy grandes, la mayoria de la luz se esparce hacia adelante en la direccion
de propagacion a angulos pequenos, por lo que podemos anticipar que efectivamente la
teoria escalar de difraccién describe adecuadamente el fendmeno de esparcimiento para
este caso.

Se considera otro par de distribuciones ahora con particulas grandes. La Fig. 4.2(a)
muestra los patrones de intensidad para una distribucién con particulas en el intervalo de
tamanios [80,220]. Para 150 términos podemos observar una discrepancia minima, com-
parando con el caso de 220 y 255 términos. Es evidente que a partir de 220 términos la

convergencia del calculo de Mie es satisfactoria.

-2
(a) 10 (b)
-sf — Fraunhofer
10°F armi ] — Fraunhofer
8 ggg :::m:;gz + 255 términos
o 150 términos
107} i
10" ] R
= o
g 210" i
- -
10} ]
10° i
10°}F ]
: , 10°
0 (grados) 0 (grados )

Figura 4.2: Convergencia para particulas grandes. (a) muestra los patrones de intensidad
de Fraunhofer y Mie para una distribuciéon con particulas en el dominio de tamanos
[80,220] y diferente nimero de términos en las series de Mie; mientras que (b), muestra
lo mismo que (a) para una distribucion en el dominio de tamanos [150,350], tinicamente

con 255 términos en las series de Mie.

Asimismo, en la Fig. 4.2(b) se muestran los célculos para una distribucion definida en
el intervalo de tamanios [150, 350]. Para este caso, solo hicimos el calculo con 255 términos
en las series, debido a que es el orden maximo de polinomio de Legendre que la version

de MatLab[46] utilizada en el presente trabajo puede calcular en una PC. Es decir, el uso
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de la teoria de Mie en el presente trabajo, se encuentra limitada al calculo de polinomios

de Legendre de orden 255 como maximo.

De lo anterior podemos concluir que para distribuciones de particulas monomodales, el
numero minimo de términos en las series infinitas que involucra el calculo de las funciones
de amplitud de Mie, debe ser del orden del pardmetro de tamano de la particula mas
grande presente en la distribuciéon. Asi que para la Fig. 4.2(b), no podemos afirmar con
certeza si el calculo de Mie converge adecuadamente, y por lo tanto, si es correcto. El
tnico punto de referencia que nos queda, es la comparacion con el calculo de Fraunhofer,
el cual para este caso particular, coincide en un intervalo angular pequeno con el calculo
de Mie, a pesar de no cubrir el criterio de convergencia, pero esto, generalmente no es
del todo confiable. Por ejemplo, para una distribucién con particulas en el intervalo de
tamanos [200, 370], los célculos con Mie y Fraunhofer no coinciden como podemos ver en
la Fig. 4.3. Es aqui donde muestra su importancia la aproximaciéon de Fraunhofer en la

descripcion del esparcimiento de luz por particulas esféricas grandes.

10 ¢

5 — Fraunhofer
10 5"':.. 4 255 términos
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10
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Figura 4.3: Convergencia inapropiada para el calculo del patréon de intensidad con la teoria
de Mie, por no utilizar un ntmero apropiado de términos en las series de las funciones

angulares del kernel, ya que se trata de tamanos muy grandes.
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4.2. Comparacion de Patrones de Intensidad

Se utilizaron dos conjuntos distintos con tres tipos de distribuciones cada uno. Dos
distribuciones normales que estan centradas en los parametros de tamanos, @ = 10 y @ =
20, con desviacion estandar o = 3 y 0 = 5, respectivamente. Dos distribuciones gamma
y dos distribuciones lognormal que tienen sus picos modales en la misma vecindad donde
se encuentran los de las distribuciones normales. Las seis distribuciones se generaron con
el mismo intervalo de muestreo en los tamanos (Aa = 2). La Fig. 4.4(a) muestra las tres
distribuciones definidas en la vecindad del parametro de tamano @ = 10, definidas el el
intervalo [1,30], y en la Fig. 4.4(b) las otras tres funciones en la vecindad del parametro

de tamano @ = 20 definidas en el intervalo de tamanos [1, 40].

150 100
(a) (b)
— Normal 90 — Normal |
- Gamma oo Gamma
— Log normal —— Log normal (]
100} o .
— —
IA Ir-\
I €
= 3
a o
= =
a @)
50F - : .
0 Il
0 10 20 30

Figura 4.4: Distribuciones con particulas pequenas. (a) muestra las distribuciones con
pico modal alrededor de @ = 10, definidas el el dominio de tamanos [1,30], y (b) las

distribuciones alrededor de @ = 20, definidas en el dominio de tamanos [1, 40].

La Fig. 4.5 ilustra el comportamiento de los patrones de intensidad que generan la

teoria de Mie (cuadros) y la aproximacion de Fraunhofer (cruces) en un intervalo angular
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[0°,10°]. Las Figs. 4.5(a), (b) y (c), corresponden a los patrones de intensidad calculados
con las distribuciones de particulas con o < 30 de la Fig. 4.4(a) centradas en la vecindad
de @ ~ 10. Mientras que las Figs. 4.5(d), (e) y (f), corresponden a las distribuciones de
particulas con a < 40 de la Fig. 4.4(b), centradas en la vecindad de @ ~ 20. Se observa
que en una region angular pequena (0° < # < 6°) las intensidades tienden a coincidir,
independientemente del tipo de distribucién del que se trate, debido a que la tendencia
es similar en las tres distribuciones definidas en la misma vecindad. Esto, como veremos
a continuacion, es mas evidente a medida que consideremos distribuciones desplazadas
hacia tamanos mayores. Por lo que, a pesar de que en la region de angulos pequenos las
curvas se acercan un poco, podemos afirmar que la aproximaciéon de Fraunhofer difiere de
la teoria de Mie si las particulas que forman la distribuciéon son menores a o = 40, como

en este caso.
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Figura 4.5: Comparacion de patrones de intensidad para particulas pequenas. En todas
las curvas, los cuadros corresponden a la teoria de Mie y las cruces a la aproximacion de
Fraunhofer. El pardmetro « en la parte superior de cada gréfica, representa el tamano

modal correspondiente a cada distribucion de la Fig. 4.4.
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A continuacion se considera otro conjunto de seis distribuciones definidas ahora en el
intervalo de tamaitios [1, 100]: Dos distribuciones normales con la misma desviacién o = 15,
centradas en @ = 30 y @ = 50, respectivamente; dos distribuciones gamma y dos distribu-
ciones lognormal, definidas respectivamente en la misma vecindad que las normales. La
Fig. 4.6 muestra dichas distribuciones las cuales para diferenciarlas de las discutidas en
Fig. 4.4 llamadas pequenas y dado que ahora las distribuciones contienen particulas tanto
grandes como pequenas, por lo que son més anchas, les llamaremos distribuciones con
particulas intermedias. Mostraremos mas adelante que dichas distribuciones de particulas
intermedias definen un intervalo que hemos denominado intervalo critico de validez, de-
bido a que nos servira en la siguiente secciéon para delimitar la validez de la aproximacion
de Fraunhofer, mediante un valor umbral para el pico modal de las distribuciones a recu-

perar que nos define un criterio de validez para la aproximacion de Fraunhofer.
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Figura 4.6: Distribuciones con particulas intermedias. En (a) se muestran las distribu-

ciones centradas alrededor de @ = 30 y, en (b) las centradas alrededor de @ = 50.

La Fig. 4.7 muestra los patrones de intensidad calculados con Mie (cuadros) y Fraun-

hofer (cruces) para cada una de las distribuciones de particulas intermedias de la Fig.
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4.6. El acuerdo entre ambas intensidades se hace més fuerte en la misma regiéon angular
observada para particulas pequenas (0° < 6 < 6°). El acuerdo entre dichas teorias es lig-
eramente diferente dependiendo de donde esta el pico modal de la distribucion, y debido a
que las distribuciones consideradas aqui contienen una cantidad importante de particulas
pequenas (méas del 50%). Por lo tanto, es dificil anticipar si todo el intervalo angular
0° < 6 <6° es el intervalo angular de validez de Fraunhofer. Ademas, si se regresa a los
patrones de intensidad de las distribuciones de particulas pequenas de la Fig. 4.5, se nota
como a medida que la cantidad de particulas pequenas es mayor, el acuerdo entre ambas
teorias se ve afectado, aun hablando tnicamente de la region angular 0° < 6 < 6° [com-
pare las Figs. 4.5(a) y 4.5(d)]. Es por eso que a continuacion consideraremos un conjunto

de distribuciones que no contengan particulas pequenas con a < 30.
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Figura 4.7: Comparacion de patrones de intensidad para particulas intermedias. En todas
las curvas, los cuadros corresponden a la teoria de Mie y las cruces a la aproximacion de
Fraunhofer. El pardmetro « en la parte superior de cada gréfica, representa el tamano

modal correspondiente a cada distribucion de la Fig. 4.6.
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Corremos el pico modal de las distribuciones propuestas hacia tamanos mayores. Una
distribucion normal se define en el intervalo [30, 170], centrada en @ = 100 con desviacion
o = 20. Mientras que otra se define en el intervalo [50, 250], con su pico modal en @ = 150
y desviacion o = 30. También se definen parejas de distribuciones gamma y lognormal en

estas vecindades. La Fig. 4.8 muestra dichas distribuciones de particulas grandes.
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Figura 4.8: Distribuciones con particulas grandes. En (a) se muestran las distribuciones

centradas alrededor de @ = 100 y, en (b) las distribuciones centradas cerca de @ = 150.

Los patrones de intensidad para las denominadas particulas grandes se muestran en la
Fig. 4.9. En el intervalo angular (0°,4°], las intensidades coinciden para las distribuciones
definidas en el intervalo de tamanos [30, 170]; mientras que para las distribuciones definidas
en el intervalo de tamanos [50,250] coinciden ambos patrones de intensidad hasta antes
de 6 = 3°, aproximadamente. Dicho comportamiento, pone de manifiesto la dependencia
inversa proporcional entre los tamanos de las particulas y los angulos de esparcimiento,

los cuales a su vez, estan acotados por la aproximacion paraxial sin 6 ~ @, implicita en un
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patron de Airy caracteristico.
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Figura 4.9: Comparacién de patrones de intensidad de particulas grandes. En cada grafica,
el parametro « en la parte superior, representa el tamano modal correspondiente a cada
distribucion de la Fig. 4.8. En (a)-(c) los cuadros representan la teoria de Mie y las cruces
la aproximacion de Fraunhofer, mientras que de (d)-(f) la linea continua representa la

teoria de Mie y la linea punteada la aproximacion de Fraunhofer.

De la similitud entre los patrones de intensidad, producidos para los tres tipos de
distribucién definidas en una misma regiéon de tamanos, es factible que la region critica de
validez (en los tamanos) de la aproximacion de Fraunhofer, no presentara una dependencia
fuerte debida al tipo de distribucion del que se trate. Ademés, no es posible definir un
intervalo angular donde la aproximacion de Fraunhofer sea véalida estrictamente. Lo més
que podemos hacer es, concluir de manera diferenciada que existe una regién angular
critica cuya cota superior pertenece al intervalo [3°, 5°]. Angulos que a su vez, dependen de

los porcentajes de particulas pequenas, intermedias y grandes, presentes en la distribucion
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como a continuacién se argumenta:

» Para distribuciones que contienen tinicamente particulas de tamanos entre [50, 250]
como las de la Fig. 4.8(b), se puede usar la aproximacion de Fraunhofer en un

intervalo angular entre (0°, 3°].

» Para distribuciones que contienen tnicamente particulas de tamanos entre [30, 170]
como las de la Fig. 4.8(a), se puede usar la aproximacion de Fraunhofer en un

intervalo angular entre (0°,4°].

s Para distribuciones de particulas intermedias en las que alrededor del 50 % de es-
tas poseen un tamato entre [30,100], como las de la Fig. 4.6, se puede usar la

aproximacion de Fraunhofer en un intervalo angular entre (0°,5°].

» Para distribuciones cuyas particulas son pequenias (méas del 50 % < 30), como las
de la Fig. 4.4, se descarta definitivamente el uso de la aproximacion de Fraunhofer.

Incluso en un intervalo angular grande como el de la Fig. 4.5 dado por (0°,10°].

4.3. Criterio de Validez de la Aproximacion de Fraun-
hofer

En general, la teoria de Mie es vélida en la region de tamanos y longitud de onda
donde la aproximaciéon de Fraunhofer puede utilizarse, sin embargo, es importante com-
parar ambas técnicas para obtener un criterio que nos permita decidir con certeza cuando
es apropiado recuperar una DTP con la aproximacion de Fraunhofer, en funcién del tipo
de distribucién, el método de inversion y la dependencia angular. Un limite inferior en
el pardmetro de tamano para particulas esféricas individuales ha sido determinado por
algunos autores|36], [37], sin embargo, cuando se trata de un conjunto de particulas que
obedecen a una distribucién de tamanos, la literatura no es tan clara. Por lo que algunos
autores se limitan a mencionar que la aproximacion es valida si: El tamano de las particulas
es varias veces mayor que la longitud de onda de la luz que las analiza, y si la contribu-
cion dominante de las particulas, refiriéndose al patron de esparcimiento que generan, se
encuentra en la direccién de propagacion en una region angular muy pequena. Dejando

al lector con una idea bastante vaga de la validez y factibilidad de dicha aproximacion.

Para este estudio se consideran cinco valores de la moda caracteristicos para cada
uno de los tres tipos de distribucion. Cinco distribuciones normales centradas en @ =
50, 45, 40, 35, and 30, con una desviacion estandar de o = 15 en todas fueron consideradas.

Las correspondientes distribuciones gama y lognormal tienen picos modales en la misma
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vecindad. Los pardmetros de forma de todas las distribuciones utilizadas se muestran en
la Tabla 4.1. El dominio de dichas distribuciones corresponde al de las distribuciones de
particulas intermedias de la Fig. 4.6 discutidas en la Sec. 4.2, debido a que representan
muy bien los extremos 1 < a < 100 del que hemos llamado intervalo critico de validez en
los tamanos para la aproximaciéon de Fraunhofer. En todas se ha utilizado un muestreo
en los tamanos de Aa = 1, para N=100 particulas y también, se usan los mismos valores
de Opi, = 0.057°, Omax = 10° y Af = 0.057° en todas.

Normal Gama L.ognormal
i e ! b A 5]
30 15 53 0.5 52 2.2
45 15 53 0.7 45 2.8
40 15 S0 0.8 42 3.0
33 15 45 0.8 37 3.0
30 15 40 1.1 33 3.8

Tabla 4.1: Parametros de forma de las distribuciones propuestas.

Dada la recurrente repetibilidad en los resultados obtenidos con los tres tipos de dis-
tribucion, se considera suficiente con presentar tnicamente las distribuciones centradas
en los extremos del intervalo de tamano critico, debido a que ilustran adecuadamente
el comportamiento de la tendencia en las recuperaciones. Por lo tanto, en la Fig. 4.10
se comparan las recuperaciones obtenidas mediante los métodos de inversion CS y DVS
implementados con la aproximacion de Fraunhofer. Las Figs. 4.10(a) y (d) corresponden a
las distribuciones normales; las Figs. 4.10(b) y (e) son para las distribuciones gama, y las
Figs. 4.10(c) y (f) para las lognormal. Se observa que para todos los tipos de distribucion,
el método DVS genera los mejores resultados comparado con el método CS.

En la Sec. 4.2 se muestra que cuando se trabaja con la aproximacion de Fraunhofer, las
distribuciones recuperadas dependen fuertemente de la composiciéon angular del patréon
de intensidad. El intervalo de muestreo angular debe ser finito 0,5, < 6 < max, por lo
que el valor de Omax es critico para una adecuada recuperacion de la distribucion, ya que
debe coincidir con la regiéon angular en la cual los patrones de intensidad simulados por la
teoria de Mie y la aproximacion de Fraunhofer empiezan a diferir como se muestra en la
Fig. 4.7. Si éste no es el caso, entonces la funcion recuperada no guarda ningin parecido
con la distribuciéon que se espera. No obstante, se observa que a pesar de considerar un
valor adecuado para fmax y que ademas no viola la condicién paraxial que da lugar a

la aproximacion de Fraunhofer, la funcién recuperada con el método CS presenta ruido
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considerable en la region correspondiente a particulas pequenas, para cada uno de los
tres tipos de distribucion. Este ruido puede atribuirse a la incompatibilidad entre los
intervalos de las Ecs. (2.35) y (3.9), ya que I(#) es una funcion continua de la variable 0
en el intervalo (0, co), mientras que numéricamente solo se considera el intervalo finito
[0 1min, Pmax). Ademas de que dentro de este intervalo, dicha funcion se tiene que discretizar
en un nimero también finito de puntos. Por esta razén no se utilizara méas el método de
inversion CS en el analisis subsecuente del intervalo critico de validez de la aproximacion

de Fraunhofer.

40

Log normal

30 Normal

N
o
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Figura 4.10: Comparacion entre CS y DVS en el intervalo critico. Las graficas (a)-(c) son
para las distribuciones centradas alrededor de @ = 50, mientras que de (d)-(f) representan

las distribuciones centradas alrededor de @ = 30

La recuperaciéon mediante el método DVS también depende de la correcta seleccion

del fmax, aunque en este caso la dependencia no resulta tan evidente. Si la recuperacion
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es llevada a cabo considerando la totalidad de valores singulares, obtenemos un resultado
similar al obtenido cuando se utiliza el método de inversion CS con un valor inadecua-
do de max. Las funciones recuperadas mejoran dramaticamente cuando se empiezan a
eliminar (reemplazar con ceros) los valores singulares mas pequetios en el sistema lineal
de ecuaciones. Esto, lo podemos interpretar como una disminucién en fyax y un mejo-
ramiento simultaneo en el condicionamiento de la matriz a invertir, debido a que si para la
misma distribucion, se calcula la intensidad usando un valor adecuado de fmax, entonces
el niimero de valores singulares que debemos eliminar es menor que en el caso previo, y
el niimero de condicién de la matriz se reduce. El mismo comportamiento de mejorar el
condicionamiento de la matriz se observa cuando el muestreo angular Af disminuye, s6lo

que para los fines presentes no es imperativo su analisis.

Aunque no existe una receta para determinar cuantos valores singulares es necesario
eliminar, las recuperaciones que se obtienen probando un nimero diferente de valores
singulares hasta obtener la mas cercana a la esperada, muestran que el método DVS
es adecuado para el anélisis que pretendemos. Para los tres tipos de distribuciones, con
picos modales en la vecindad de o ~ 50 [ver Figs. 4.10(a) - 4.10(c)] son aceptablemente
recuperadas con el método DVS y quedédndonos tinicamente con 5 ecuaciones; mientras
que, las que tienen su pico modal en la vecindad de o ~ 30 [ver Figs. 4.10(d) - 4.10(f)], sus
recuperaciones son ruidosas y lo méas que se pudo mejorar la recuperacion fue quedandonos
con 7 ecuaciones. Dicho ruido se manifiesta con oscilaciones que envuelven y se amortiguan
sobre la distribucién propuesta. Este comportamiento se debe en mayor medida, a lo
inadecuado que resulta utilizar Fraunhofer en la inversion para dicho intervalo de tamanos,
y en menor medida a la asimetria que presentan las distribuciones propuestas. El ntimero
de condicién para la matriz de esparcimiento en las seis distribuciones fue 5.85 x 10'? para

todas, dado que se utiliz6 el mismo muestreo.

Debido a que el comportamiento para los tres tipos de distribucién es semejante,
tanto en los patrones de intensidad como en las recuperaciones, se considera adecuado
continuar el anélisis en esta Seccion tiinicamente con distribuciones normales. Asi que, nos
limitamos a un intervalo mas fino para los tamanos modales en las distribuciones para
tener un valor indicativo a partir del cual es conveniente utilizar Fraunhofer. Se usa una
serie de seis distribuciones normales centradas en o = 48,47,46, 44, 43,42, con la misma
desviacion o = 15, definidas en el mismo intervalo de tamanos [1, 100] y con el mismo
intervalo de muestreo, Aa = 1. Los parametros angulares de muestreo son los mismos que
se utilizaron antes y el método de inversion es el de DVS. Las recuperaciones para este

conjunto de distribuciones se muestran en la Fig. 4.11.

Para evaluar el rendimiento del método de inversiéon considerado, se usa el criterio

de comparacion que da la desviacion cuadratica media (r.m.s.), entre los datos de la
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distribucién propuesta, f;, y los de la distribuciéon recuperada, g;. Definida como

AL A (4.1)

con Ny es el nimero de puntos calculados. De donde, para este primer caso tenemos un
r.m.s dado por: 0.86, 0.92, 1.06, 1.59, 1.94, y 2.32 para las Figs. 4.11(a) - 4.11(f), respec-
tivamente. Estos resultados de error nos permiten confirmar la existencia del intervalo
critico de validez para el pico modal de una distribuciéon recuperada con la aproximaciéon
de Fraunhofer, por lo que dicho valor umbral se encuentra en el intervalo 42 < @ < 48,
considerando a la distribucion centrada en @ = 46, como la que mejor representa el valor
umbral de validez de la aproximacién de Fraunhofer cuando se recuperan distribuciones
normales, distribuciones gama y distribuciones lognormal, con errores menores que la
unidad, y el empleo del método de inversion DVS como el mejor método para recuperar-
las. Reciprocamente para distribuciones monomodales con pardametro de tamano modal

por abajo de dicho valor umbral, proponemos usar la teoria de Mie.

— Propuesta
O DVS

Figura 4.11: Recuperacion con DVS en un subintervalo critico mas fino.
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De todo lo anterior concluimos que para distribuciones monomodales suaves como la

normal, gamma o lognormal:

= La aproximacion de Fraunhofer tiene un intervalo critico de validez para distribu-
ciones cuyos picos modales estan centrados entre los pardametros de tamano 42 y
48. Es decir, si por lo menos el 50 % del total de la distribucion tiene parametro de
tamano > 46, se hace muy evidente la conveniencia de usar dicho formalismo para

recuperar distribuciones suaves, con un r.m.s. del orden de la unidad.

= El método de inversiéon que recupera mejor la distribucion esperada es el DVS com-

parado con el CS.

= El intervalo angular 6ptimo de muestreo depende de los parametros de tamano en

la distribucién. Es decir:

1. Si las distribuciones contienen tinicamente particulas con tamanos en [50, 250],

se puede usar un intervalo angular entre (0°,3°].

2. Silas distribuciones contienen inicamente particulas de tamanos entre [30, 170],

se puede usar un intervalo angular entre § = (0°,4°].

3. Siel 50 % de las particulas en la distribucion tienen un tamano entre [42,100],

se usa un intervalo angular 6 = (0°, 6°].

» Para distribuciones cuyas particulas son pequenias (mas del 50 % < 46), se descarta

definitivamente el uso de la aproximacion de Fraunhofer.

A partir de esto, se plantea la ttil posibilidad de realizar recuperaciones con la teoria
de Mie, tnicamente con distribuciones cuyas particulas son pequenas, en las que mas del
50% tienen tamanos a < 46. Evitando asi, realizar calculos extremadamente pesados
para recuperar una DTP si sus tamanos van més alla de a = 100. Ademés, se evitan
problemas de convergencia como los discutidos en la Sec. 4.1, originados en distribuciones
con tamanos a > 255. Solamente como comentario diremos que algunos instrumentos
comerciales usan la aproximaciéon de Fraunhofer en esa region de tamanos sin especificar

las imprecisiones que introduce y tampoco el tipo de algoritmo de inversion utilizado.

4.4. Recuperaciones con Teoria de Mie

A pesar de que se ha establecido un criterio que permite utilizar la teoria de Mie
tnicamente en distribuciones con particulas con @ < 46, es necesario averiguar los por-

menores de su comportamiento al recuperar distribuciones con particulas mas grandes y
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mas pequenas que dicho valor umbral. Y de esta manera discernir cual de los métodos de
inversion (PT y DVS) considerados con la teoria de Mie tiene el mejor desempeno. Por
lo tanto, a partir de aqui y con el proposito de facilitar la discusion, se divide el intervalo
de parametro de tamanos de interés [1,255], en tres subintervalos de acuerdo al criterio

siguiente:

» Particulas pequenas. Aquellas distribuciones con mas del 50 % de sus particulas
en el intervalo de tamanos donde no es valida la aproximaciéon de Fraunhofer, con

su pico modal en el intervalo (1, 30).

= Particulas intermedias. Aquellas distribuciones utilizadas para estudiar el inter-
valo critico de Fraunhofer en la Sec. 4.2, definidas en el intervalo de tamanos [1, 100],

con su pico modal en el intervalo [30, 50].

= Particulas grandes. Todas aquellas distribuciones cuyo tamano de particula esta

entre [30,255], con su pico modal en el intervalo [50, 150].

4.4.1. PT vs. DVS en Particulas Pequenas

Se consideran cuatro distribuciones normales con la misma desviacion estandar y dife-
rente tamano modal. La Fig. 4.12 muestra dichas distribuciones y sus respectivas recu-
peraciones con PT y DVS. En las distribuciones obtenidas con el método PT se us6 el
mismo valor de v = 10718, Es evidente la notoria superioridad de los resultados obtenidos
con el método PT respecto a las recuperaciones con el método DVS, sin embargo, es opor-
tuno mencionar que el parametro de regularizacion que se utilizé (y = 107'%), el cual en
un principio se encontr6 comparando las recuperaciones para diferentes valores de v por
prueba y error, no es el 6ptimo. Sobre todo en las distribuciones més asimétricas y que
estan mas corridas hacia los tamanos pequenos, no obstante, para efectos de ilustrar el
rendimiento del método PT respecto al DVS, resulta conveniente trabajar con este valor
y, més adelante dedicaremos una seccion especial para discutir la eleccion del valor 6ptimo

de dicho parametro de regularizaciéon en el rendimiento del método PT.

Las recuperaciones del método DVS [ver Figs. 4.12(a)-(d)| con 5 valores singulares
removidos, son la opcidon que generd los errores mas pequenos de todas las posibilidades que
se consideraron. De acuerdo a los nimeros de condiciéon para cada matriz de esparcimiento,
tenemos matrices muy inestables que justifican que el método DVS genere resultados

bastante pobres. Dichos valores, asi como los errores en las recuperaciones, se reportan en
la Tabla 4.2.

En la Fig. 4.13 se muestra el comportamiento de particulas pequenas para distribu-

ciones gama. Note que las distribuciones recuperadas con PT en las Figs. 4.13(a)-(b) mues-
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Figura 4.12: PT vs. DVS en distribuciones normales pequenas. De (a) a (d) corresponden

a las distribuciones con picos modales en: 25, 20, 15 y 10.

DVS (5vs)

Distribuciones de PT(y=10")
particulas pequeiias
Normal Error Error
Fig. 4.12(a) 0.51 4.54
Fig. 4.12(b) 1.25 10.64
Fig. 4.12(¢) 113 12.54
Fig. 4.12(d) 2.13 12.98
Gama
Fig. 4.13(a) 3.71 12.99
Fig. 4.13(b) 4.51 21.99
Fig. 4.13(c¢) 15.9 47.05
Fig. 4.13(d) 17.7 43.53
Lognormal
Fig. 4.14(a) 3.24 9.08
Fig. 4.14(b) 4.17 12.51
Fig. 4.14(¢) n.35 26.71
Fig. 4.14(d) 14.6 32.79

No. de Condicion

1.69X10™
5.45X10™
1.97X10™
4.73X10%

1.49X10™
1.03X10™
1.25X10™
5.75X10™

1.69X10™
1.49X10™
71X10™

Rl

1.03X10°

Tabla 4.2: Parametros de las recuperaciones PT vs. DVS en particulas pequenas.
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tran un comportamiento aceptable, mientras que las mas asimétricas y al mismo tiempo
con particulas mas pequenas en las Figs. 4.13(c)-(d) son las peormente recuperadas por
PT con v = 1078, Por otro lado, las recuperaciones con DVS con un niimero 6ptimo de
valores singulares removidos reportan resultados pésimos. El valor de los errores confir-
man una discrepancia bastante alta en este caso, ademas de que los nimeros de condicion

de sus cuatro matrices son grandes, del orden de 10% (ver Tabla 4.2).

60 80
40 60
T T 40

g 20 £
=3 3 20

£ 0 =
(a] [a] 0
-20 -20
-40 -40

0 20 40 60
a ___ propuesta

o PT(y=10"%)

—_ DVS(5vs.)
160 [ 400

140

120 300

7100 T
£ 80 c 200

3 3
T €0 & 100

o 40 0
20 0

0

-20 -100
0

Figura 4.13: PT vs. DVS en distribuciones gama pequenas. De (a) a (d) corresponden a

las distribuciones con picos modales alrededor de: 20, 15, 8 y 4.

A continuacion se presentan en la Fig. 4.14 las recuperaciones para distribuciones log-
normal de particulas pequenas. Al igual que antes, la atencién se centra en torno a la
estabilidad de la matriz de esparcimiento, la asimetria de las distribuciones propuestas y,
el rendimiento del método PT. Nuevamente de la Fig. 4.14 y los valores reportados en la
Tabla 4.2, es claro que el método DVS con teoria de Mie es pésimo para recuperar distribu-
ciones de particulas pequenas. Mientras que el método PT muestra un comportamiento
aceptable similar a los dos casos previos discutidos en esta seccion. Por lo tanto, en térmi-

nos generales podemos concluir que: El método PT es capaz de recuperar distribuciones
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de particulas pequenas, a pesar de la asimetria presente en cada distribucion y por ende la
inestabilidad en las matrices de esparcimiento, ademéas de que depende extremadamente
del parametro de regularizacion «y. Es decir, debido a que para v = 10~ gener6 resultados
aceptables respecto al método DVS en los tres tipos de distribuciones consideradas, esto
no quiere decir que sea el valor 6ptimo, y sobre todo, en las distribuciones mas asimétri-
cas. Por lo tanto, debido a que el pardmetro de regularizacién hasta este momento se ha
obtenido por prueba y error, es posible que la tendencia y comportamiento observados no

prevalezcan en general, por lo que es necesario buscar el rendimiento 6ptimo del método.
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DTP(pm)t
-1
DTP(pum)

Figura 4.14: PT vs. DVS en distribuciones lognormal pequenias. De (a) a (d) corresponden

a las distribuciones con picos modales en: 28, 23, 14 y 9.

4.4.2. PT vs. DVS en Particulas Intermedias

Para estos tamanos, se consideran los tres pares de distribuciones en los extremos del
intervalo critico de validez de la aproximacion de Fraunhofer de la Sec. 4.3. Nuevamente
resulta evidente de la Fig. 4.15 la superioridad del método PT sobre el DVS, debido a

que las seis distribuciones recuperadas por PT estan bastante cerca de las distribuciones
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propuestas, ademas de que presentan los valores de error mas pequenos (reportados en la
Tabla 4.3). El método DVS obtiene recuperaciones muy pobres, ya que los picos modales
de las distribuciones recuperadas estan muy alejados de las posiciones en que se esperan

y ademas son muy ruidosas.
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= Normal
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0 50 100 0 50 100
— Propuesta
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— DVS
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-20
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Figura 4.15: PT vs. DVS con teoria de Mie y distribuciones con tamanos intermedios.
Las graficas de la (a) a la (f), corresponden a las seis distribuciones de los extremos del

intervalo critico de validez de la aproximacion de Fraunhofer, discutidas en la Sec. 4.3.

La poca exactitud del método DVS con la teoria de Mie, la podemos atribuir como
causa principal, a la gran inestabilidad de la matriz de esparcimiento, reflejada en un
mismo nimero de condiciéon grande, dado por 1.56 x 10%!. Lo cual, aunado a la asimetria
de las distribuciones propuestas, hace necesaria una normalizaciéon de segundo orden como
lo es el método PT. Es decir, los métodos de normalizaciéon de primer orden como el
DVS|35] dejan de ser adecuados en problemas de inversion altamente inestables. Esta es

la razén por la que en la Sec. 4.3, el método DV'S no presentaba problemas para recuperar
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Fieura Distribucion  Pico modal Error (PT) Error (DVS)
4.15(a) Normal 30 1.54 2.0

4.15(b) Gama ~ 50 1.42 4,72

4.15(¢) Lognormal ~ 30 1.21 4.75

4.15(d) Normal 30 1.17 9.25

4.15(¢e) Gama -~ 30 4.08 10,03

4.15(1) Lognormal -~ 3 4.37 8.57

Tabla 4.3: Errores en las recuperaciones PT vs. DVS en distribuciones con tamanos in-

termedios.

distribuciones cuya matriz de esparcimiento se construia usando Fraunhofer, debido a que

dichas matrices tenfan un ntimero de condiciéon dos érdenes de magnitud menor dado por

5.85 x 10'%. Lo cual incluso, hace que la recuperacion con la aproximacion de Fraunhofer

con DVS, resulte mejor que la recuperacion de Mie con DVS, como muestra la Fig. 4.16

para la distribucién normal de la Fig. 4.15(a). Sus correspondientes errores son: 1.54 para
Mie con PT; 2.0 para Mie con DVS; y 0.98 para Fraunhofer con DVS.

DTP (pm)™*

30

25

20

=
a1
T

[y
o
T

_—__ Propuesta
o PT(y=10718)
___ Mie (DVS)

+ Fraunhofer (DVS)

Figura 4.16: Mie con PT y DVS vs. Fraunhofer con DVS en particulas intermedias.

Como segunda causa de ineficiencia en las recuperaciones con DVS y la teoria de
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Mie, esta la asimetria de las distribuciones propuestas. De todas las recuperaciones de
la Fig. 4.15, la de la Fig. 4.15(a) mostrada también en la Fig. 4.16, se acerca mas a
la distribuciéon propuesta a pesar de que todas poseen el mismo nimero de condiciéon.
Esto por supuesto, se debe a la alta simetria de la distribuciéon normal propuesta ahi.
A partir de la Fig. 4.15(b) hasta la Fig. 4.15(f), las recuperaciones se van deteriorando
gradualmente, a medida que aumenta la asimetria en la distribuciéon. Las recuperaciones
en las Figs. 4.15(b) y (c) son ruidosas pero centradas muy cerca del pico modal esperado,
debido a que la asimetria ahi no es tan pronunciada como en las distribuciones de las Figs.
4.15(d)-(f). En estas ultimas, ademés de que el ruido crece, el pico modal se desplaza hacia
tamanos mayores. Esto hace evidente una dependencia muy fuerte del método DVS con

la asimetria de la distribuciéon a recuperar.

Por otro lado, para recuperar distribuciones con teoria de Mie y el método PT la
asimetria en la distribucién propuesta influye poco. Se observa dicho comportamiento en
las distribuciones gamma y lognormal mas asimétricas con pico modal cercano a a = 30.
En estas recuperaciones el error casi se triplica [Figs. 4.15(e) - (f)] respecto a las mismas
distribuciones con mayor simetria [Figs. 4.15(b) - (c)|. Sin embargo, si Gnicamente se
consideran los valores positivos de la distribuciéon recuperada, que son los que tienen
significado fisico, el error se reduce considerablemente, del orden de la unidad, debido
a que la recuperacion con el método PT se ajusta bastante bien a la mayoria de la

distribucién propuesta.

4.4.3. PT vs. DVS en Particulas Grandes

De la discusion de las secciones previas hemos observado que si las distribuciones que
se recuperan poseen un grado alto de simetria, entonces la tendencia entre los métodos de
inversiéon con la teoria de Mie no dependen del tipo de distribucién. Lo anterior también
es evidente a medida que las distribuciones se componen de particulas cada vez mayores
en tamanos. Por lo tanto, para comparar el rendimiento de los métodos de inversion PT
y DVS en la region de particulas grandes, nos limitaremos a mostrar tinicamente los
resultados para dos distribuciones normales en el dominio [30,250] con picos modales en
a = 150 y @ = 100, y desviaciones 0 = 30 y ¢ = 20, respectivamente. En la Fig. 4.17
se muestra el comportamiento de las distribuciones recuperadas con el método PT con

v = 10718 y el método DVS para 5 valores singulares suprimidos.

La distribucién con particulas méas grandes tiene un ntimero de condicion de 2.76 x 10%°,
mientras que en la distribucién con particulas méas pequenas su niimero de condicién es
1.03x10%'. Las recuperaciones con el método PT son extremadamente buenas ya que

reportan los errores 0.92 y 0.26, para las Fig. 4.17(a) y (b), respectivamente. Asimismo,
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el método DVS genera recuperaciones cercanas a la esperada con un poco de ruido, pero
aceptablemente buenas, ya que los valores de error fueron 0.92 y 1.03, para las Fig. 4.17(a)

y (b), respectivamente.

14 " " u

DTP
o PT
DVS

50 100 150 200 250 50 100 150

Figura 4.17: DVS(5 v.s.)vs.PT(y = 107'% ) en distribuciones normales grandes. (a) rep-

resenta la distribucion centrada en @ = 150 y (b) a la distribucion centrada en @ = 100.

De los resultados con distribuciones de particulas pequenas, intermedias y grandes,

podemos anticipar que:

= En recuperaciones con el método DVS y teoria de Mie para regiones de particulas
donde la matriz de esparcimiento es altamente inestable, reflejado en un ntmero de
condicién mayor o igual a 10%', dicho método no es adecuado; mientras que si el

niamero de condicion es del orden de 10, el método es utilizable.

= Las recuperaciones con el método PT y teoria de Mie no dependen del tipo de dis-
tribucion propuesta, aiin si son asimétricas. El resultado mejora, si en la distribucion
recuperada se consideran tnicamente valores positivos y los negativos se desechan

por carecer de significado fisico.

4.4.4. Rendimiento de v en Distribuciones de Particulas Pequenas

Para analizar el rendimiento del pardmetro -, se consideran primero dos distribuciones
normales de particulas pequenas, las cuales en principio son simétricas, més sin embargo
por su construccion, estdn incompletas y ademés son demasiado estrechas. La Fig. 4.18

muestra sus recuperaciones para diferentes valores de ~.
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Nc=4.37x10

(a)

20

— propuesta
— Y= 10_18
o y= ]_0_20
+ y=10"%

20

300

250

200

m)

=50

o
'_
00

50

(

b)

N ¢ = 5.37x 10%* ]

—— propuesta

Figura 4.18: Rendimiento en 7 para distribuciones normales, incompletas y estrechas de

particulas pequenas. (a) corresponde a la distribucion centrada en @ = 10, mientras que

(b) es una distribucién muy estrecha centrada en @ = 5.

Es notoria una relacion estrecha entre el valor méas adecuado de v y el nimero de

condiciéon de la matriz. Entre mas grande sea el nimero de condiciéon, la matriz es mas

inestable, y por lo tanto se necesita un pardmetro de regularizaciéon mas pequeno para

acercarnos a resultados aceptables. Por lo tanto, podemos especular que el orden del

parametro de suavizado “6ptimo” es + uno o dos 6rdenes de magnitud que el inverso del

ntumero de condiciéon. En la Tabla 4.4 se resumen los valores de v utilizados, junto con

su correspondiente error de recuperacién como funcién del nimero de condicion para las

distribuciones normales analizadas aqui.

Distribuciones normales
de particulas pequenas

Nc =437X100
(Ne)y'=2.29Xx107%

N ¢=5.37X10"

(N¢)' = 1.86 X107

Fig. 4.18(a) Error Error
PT(y=10"%) 213
PT(y=107) 4.07
PT(y=102) 2.01

Fig. 4.18(b)
PT(y=10"") 80.7
PT(y=10") 3.9
PT(y=10") 1.12

Tabla 4.4: Ntimero de condicién y el parametro v en distribuciones normales.
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Cabe aclarar que en la Fig. 4.18(b), en las recuperaciones que obtiene valores negativos,
tinicamente se consideran valores estrictamente positivos. Lo cual, pone de manifiesto que
el uso de la desviacion cuadratica media es una buena estimaciéon de la eficiencia de las
recuperaciones, si solo se consideran valores positivos de la DTP recuperada que son los
que tienen significado fisico. Ademaés, si regresamos a observar la forma de la Ec. (4.1),
es claro que cada vez que se tiene un valor de g; negativo en la recuperacion, el error

aumenta como 2|g;| en vez de restarse 2|g;|, como sucede para valores positivos.

Para las distribuciones gama se consideran las dos distribuciones de particulas més
pequenas discutidas en la Sec. 4.4.1. Su comportamiento es ligeramente distinto al ob-
servado en la misma region con distribuciones normales. En la Fig. 4.19 se muestran sus
recuperaciones como funciéon del parametro de regularizacion v y de la Tabla 4.5 podemos
ver como ahora en la Fig. 4.19(a) las recuperaciones que maés se acercan a la distribucion
esperada tienen un error grande y al mismo tiempo el mejor valor de v, es cinco érdenes
de magnitud menor que el inverso del nimero de condicién. Mientras que para la Fig.
4.19(b), el mejor error que se obtuvo fue de 14.62 el cual corresponde a un v que sélo
es un orden menor que el inverso del niimero de condicién. Esta inconsistencia pone en
evidencia que la determinacion del v 6ptimo, no sélo es del orden del inverso del niimero
de condicién como sucede para distribuciones simétricas, sino que depende precisamente

de qué tan asimétrica sea la distribuciéon al mismo tiempo que de su estrechez.

400 160
(a) (b)
350 —— propuesta 140 —_ propuggga
300 o y=10"7° 120 o y=10
+ y=107%° + y=10%
<250 2 o y=107% <100 y=10"2
200 ® E 80
3 nnpm =3
S0 ® a 60 Er_FFFF‘P
S100 gé? 0O 40 @
50 * 20
0 0
o]
-50 -20
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
a a

Figura 4.19: Dependencia en «y para distribuciones gama de particulas pequenas. (a) repre-
senta una distribucion centrada cerca de @ ~ 4 y (b) representa una distribucion centrada

cerca de o ~ 8.

Finalmente, para las distribuciones lognormal se considera la distribucién con particu-

las mas pequenas de las discutidas en la Sec. 4.4.1 y se muestran sus recuperaciones para
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Distribuciones gama en Ne¢ =5.75X10" N ¢ = 1.25X10"

particulas pequeias (N c)'l = 1.74 X10™ (Ne)'=8x10™
Fig. 4.19(a) Error Error
PT(y=10") 54.19
PT(y=107) 52.16
PT(y=10"") 61.58
Fig. 4.19(b)
PT(y=107") 15.05
PT(y=10") 14.62
PT(y=10") 26.05

Tabla 4.5: Ntiimero de condicién y el parametro v en distribuciones gamma.

tres valores de v en la Fig. 4.20. Se observa nuevamente que para esta distribucion, debido
a que es moderadamente ancha, se tiene que el orden de magnitud del mejor valor de v, es
dos 6rdenes de magnitud menor que el inverso del nimero de condicién como se muestra
en la Tabla 4.6. Por lo tanto, para particulas pequenas se puede concluir que es factible
tener una estimacion del valor 6ptimo del parametro v para la recuperacion con el método
PT, si nos apoyamos en el niimero de condicion de la matriz de esparcimiento que reporta
el método DVS. Concretamente, el orden del parametro de regularizacion “6ptimo” es
+ uno o dos 6rdenes de magnitud que el inverso del nimero de condicién. Siempre y
cuando la distribuciéon no sea muy asimétrica y estrecha, ya que en este caso el problema
es muy inestable y son necesarios hasta 5 6rdenes de magnitud menor que el inverso del
ntmero de condicién para recuperar una distribucién con un error relativamente pequeno.
Esto sugiere, una interpolaciéon o extrapolaciéon de v para valores intermedios, menores o
mayores del ntimero de condicidon, respectivamente, o un procedimiento iterativo como se

mostrara en breve.

Distribucién lognormal Nc = 103X 100
de particulas pequenas (Ne)'=9.7XxX10™"
Fig. 4.20 Error
PT(y=10"") 8.95
PT(y=10") 8.21
PT(y=10") 9.06

Tabla 4.6: Ntimero de condicion y el pardametro v en una distribucion lognormal pequena.
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Figura 4.20: Dependencia en v para distribuciones lognormal pequenas.

4.4.5. Rendimiento de v en Distribuciones de Particulas Grandes

Para finalizar este apartado es necesario realizar una comparacion entre distribuciones
de particulas grandes, tanto como nos permitan numéricamente los algoritmos utilizados
en esta tesis. Mostraremos el comportamiento de los métodos de inversion PT y DVS
para la teoria de Mie. Al igual que en la seccidon anterior para particulas pequenas, las
recuperaciones con el método de PT en distribuciones grandes dependen de la eleccion del
pardametro de suavizado y del angulo maximo de muestreo. En la Fig. 4.17 elegimos un
valor en particular, sin embargo dependiendo de éste y del &ngulo méximo, es la calidad de
la recuperacion. La Fig. 4.21, muestra lo anterior para la distribucion de la Fig. 4.17(b).
Para v = 107, v = 107, y v = 107 y el mismo angulo fmax = 25°, se tienen
los valores de error 0.29, 1.55, y 5.35, respectivamente [vea la Fig. 4.21(a)]. Asimismo,

considerando tres valores del d4ngulo maximo de muestreo, Omax: 6°, 25° y 50° con el
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mismo valor v = 1078 |vea la Fig. 4.21(b)|, a medida que el d&ngulo crece, la recuperacion
es cada vez mas ruidosa. La razon principal es que por tratarse de particulas grandes
estas esparcen la luz a angulos pequenos como se vio al principio del capitulo, por lo que,
al hacer un barrido hasta dichos angulos, como ahi ya no existe senal, lo tnico que se
esta haciendo es introducir ruido a la senal, el cual se traduce en ruido numeérico en el
algoritmo. Se obtienen los valores: 0.26, 1.55, y 3.75, para el error de las recuperaciones

con 6°, 25°, y 50°, respectivamente.

35 " " 30

Propuesta ' ' —— Propuesta
-16 ] =
307 ' 10—18
— 10
-20
o5l 10
i)
£ 20l (a)
3
E 15|
a)
10¢
5 -
0 i . il by . AT
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
a

Figura 4.21: Dependencia en fmax v v en la FDT de la Fig. 4.17(b).

De la discusiéon anterior se puede ver que con el método de PT y la teoria de Mie
no es necesario preocuparse del dngulo méximo de muestreo, debido a que el método es
capaz de regularizar el problema mediante la eleccion del parametro de suavizado. Esto
por supuesto, es factible hacerse mediante un proceso iterativo que vaya optimizando las
soluciones encontradas, hasta encontrar aquella que presente el menor residuo entre la
distribucion propuesta y la recuperada. El tinico inconveniente es el tiempo de computo,
el cual para una sola recuperacion en la distribucion de la Fig. 4.21 tarda 18 horas en una
PC con procesador Pentium III, y para una recuperacion en la distribuciéon mas grande de
la Fig. 4.17(a) tarda 37 horas. Por lo tanto, en distribuciones como estas es estrictamente
necesario utilizar la aproximacion de Fraunhofer, la cual ademas produce recuperaciones

muy similares a las que aqui hemos obtenido con el método de PT.
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4.5. Eleccion del Parametro de Regularizacion y

Operador de Suavizado Optimos

De toda la discusion anterior, vimos que una elecciéon propia del parametro de regu-
larizacion, genera resultados 6ptimos en la distribucion recuperada con el método PT. Sin
embargo, como veremos a continuacion, no es el tinico factor que optimiza los resultados,
también depende del orden de diferenciabilidad en el operador de suavizado, operador de
diferencias finitas que suaviza el comportamiento mal condicionado y que corresponde a
informacion fisica que espera que la solucion tenga algunas propiedades de regularidad
tales como, continuidad y diferenciabilidad y que sea suave y acotada. La incorporaciéon
de esta informacion cualitativa adicional de la soluciéon esperada, involucra un intercambio
entre una medida de la calidad de la soluciéon y, la calidad del ajuste que esta tiene con
los datos de entrada. Asi que, el 6ptimo intercambio entre esas dos cantidades (balance
correcto entre la exactitud y la estabilidad de la solucién numérica) se obtiene eligiendo el
parametro de regularizacion 6ptimo, acompanado por un adecuado operador de suavizado.
Generalmente éste tltimo, se considera como una matriz de segundas diferencias, ya que
la matriz de primeras diferencias tinicamente tiene interés de tipo didactico, y la matriz de
terceras diferencias y secuencias de orden superior, son tutiles para problemas altamente

inestables como se mostrara en breve.

La eleccion del parametro 6ptimo de regularizacion y el operador de diferencias finitas
es un problema crucial que a pesar de haber sido ampliamente discutido en la literatura
matematica, hoy en dia no se tiene ninguna receta precisa que se pueda usar para cualquier
problema que requiera de su aplicacion, permaneciendo en la frontera de la investigacion.
Es decir, los resultados y metodologia aceptables que se tienen en un problema en parti-
cular, no necesariamente resuelven los problemas en otro campo. No obstante, el método
PT hoy en dia, es una de las herramientas méas poderosas para la soluciéon de problemas
inversos mal condicionados, no solo en el campo de tamano de particulas, si no en general
en otras areas de la ciencia. Con el propodsito de exhibir dichas ventajas, se presentan
resultados numeéricos de la recuperacion con distribuciones gama, limitandonos a valores
optimos del parametro de regularizacion y diferencias finitas hasta de tercer orden en el

operador de suavizado.

Existen comtinmente dos aproximaciones para llevar a cabo esta seleccion. La primera
se basa en un procedimiento iterativo que puede aplicarse en cualquier situacién, debido
a que ninguna consideracion sobre el nivel de ruido en los datos de entrada es necesaria,
por ejemplo, la composicion angular deficiente (max inadecuado) en las simulaciones
que generan los patrones de intensidad discutidos en la Seccién anterior. Este proce-

dimiento iterativo es robusto y produce estimaciones de la distribuciéon buscada exactas.
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En la segunda aproximacion no se requiere de un procedimiento iterativo, sin embargo,
es necesario asumir algunas restricciones sobre la soluciéon esperada y el ruido en las
mediciones, ya que dicha informacion afecta la calidad de la solucion. Asi que la aplicacion

de esta ultima aproximacion en general es més incierta y complicada de llevar a cabo.

Como se mencion6 en la Section 3.4, v es una constante durante la minimizacién
involucrada en el método PT, asi, el procedimiento iterativo inicia tomando el valor vy
dado por la Ec. (3.30). La seleccion de este valor inicial garantiza que se esta sobre la
trayectoria hacia una soluciéon viable, el cual acelera la convergencia del procedimiento
iterativo y reduce el ntimero de pasos para alcanzar un valor 6ptimo Yopt- Al igual que
antes, proponemos que el valor 6ptimo es alcanzado cuando el error entre las distribuciones
recuperada y propuesta es minimo. La Fig. 4.22 muestra la evoluciéon del pardmetro
para dos distribuciones gama en dos rangos de tamanos de particulas y un operador de
suavizado de segundas diferencias, los cuales ilustran perfectamente los retos numéricos
involucrados en el procedimiento de selecciéon del mejor valor para Yopt- El primer rango
de tamanos representa distribuciones de tamanos donde puede aplicarse la aproximacion
de Fraunhofer. El segundo rango representa las particulas pequenas donde la teoria de

Mie es adecuada.

Se exploraron diferentes soluciones obtenidas para diferentes valores de v, pero sélo
se reportan aqui las distribuciones que corresponden a los valores inicial y 6ptimo del
parametro de regularizacion. Para las particulas grandes de la Figura 4.22(a) el parametro
de regularizacion tiene un valor inicial dado por 7y = 5.9938 x 107!, representado por
el simbolo () en la Fig. 4.22(b). Este genera una distribuciéon recuperada con un error de
1.6057 mostrada en la Fig. 4.22(a) con la linea cortada. Después de varios pasos un valor
6ptimo yopt = 5.9938 x 10~'% es obtenido como se indica por el simbolo @ en la Fig.
4.22(b). Este recupera una distribucion con un error de 0.2797, correspondiente a la la
linea solida delgada en la Fig. 4.22(a). Sin embargo, esta tltima curva no se distingue

bien debido a que coincide practicamente con la distribuciéon propuesta.

Para las particulas pequenas [Fig. 4.22(c)| el valor inicial es 79 = 9.0564 x 10721,
también representado por () en la Fig. 4.22(d), y la correspondiente distribucion recuperada
tiene un error de 17.9142. El valor 6ptimo del parametro de regularizacion es Yopt = 2.0 x
10722 representado por el simbolo @ en la Fig. 4.22(d), con un error entre la distribucion
propuesta y la recuperada dado por 14.3582. En este caso también, las distribuciones
recuperada y propuesta |Fig. 4.22(c)| son representadas por una linea cortada para el

valor inicial de 7, y una linea continua delgada para el valor 6ptimo de 7.

Podemos ver que Yopt obtiene resultados adecuados para particulas grandes, con un

buen acuerdo entre las distribuciones propuesta y recuperada debido a que el error es
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menor que la unidad. Sin embargo, para la region de particulas pequenas la distribucion
recuperada es degradada a pesar de seleccionar el valor 6ptimo de 7. Esto es tipico en
una distribucion muy estrecha donde, a medida que la distribuciéon se hace més ancha, la
recuperacion mejora. Resultados similares se observan en distribuciones estrechas normal y
lognormal. Por lo tanto, es claro que la recuperacion mediante un operador de suavizado de
segundas diferencias, que fue el caso con el que hemos estado trabajando, no es suficiente
para recuperar con exactitud una distribucion estrecha, a pesar de utilizar un valor 6ptimo
del parametro de regularizacion, lo cual obliga a utilizar un operador de suavizado de

terceras diferencias.
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Figura 4.22: Evoluciéon del parametro de regularizaciéon para un operador de suavizado de
segundas diferencias. En (a) y (¢) se muestran las recuperaciones 6ptima e inicial para
cada rango de tamanos, respectivamente. En (b) y (d) la evolucion de v en la region de
tamarnos grandes y pequenos, respectivamente. Los valores 7 y yopt se representan por

los simbolos () y @, respectivamente.
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Con el mismo patron de intensidad para la distribuciéon gama de particulas pequenas
como dato de entrada, se realizaron tres bloques de recuperaciones. Cada bloque considera
un operador de suavizado distinto, es decir, una matriz de primeras, segundas y terceras
diferencias, respectivamente. Entonces, en cada bloque se inicia el procedimiento iterativo
de acuerdo al valor inicial 7y de la Section 3.4, dado por la Ec. (3.30). A partir del
valor inicial para cada bloque, se realizaron aproximadamente 30 iteraciones, obteniendo
para cada una de ellas su correspondiente DTP recuperada. A su vez, cada distribucion
recuperada es comparada con la distribucion propuesta tedricamente a través del error de
ajuste entre ambas, lo cual nos permite discernir el momento en el que hemos alcanzado el
valor 6ptimo de cada uno de los bloques. En la Fig. 4.23(a) se presentan las recuperaciones
Optimas para cada bloque y en la Fig. 4.23(b) el mapeo que arroja el proceso iterativo al
optimizar la eleccion del parametro de suavizado, en funcién del error entre la distribucion

recuperada y la propuesta.
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Figura 4.23: Evolucion de v para tres operadores de suavizado en una distribuciéon gama de
particulas pequenas. En (a) se muestran las recuperaciones 6ptimas para cada operador de
suavizado. En (b) se muestra la evolucion de «y para cada operador de suavizado, mientras

que los valores de g y Yopt Se representan por los simbolos () y @, respectivamente.
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Podemos observar que la recuperacion 6ptima para el caso del operador de primeras
diferencias no es muy buena [ver linea punteada en la Fig. 4.23(a)]; los valores inicial
y optimo del parametro de regularizacion [ver linea punteada en la Fig. 4.23(b)| son
2.7 x 10720 y 1.0 x 10723, respectivamente; la recuperaciéon 6ptima arroja un error de
39.881, mientras que la recuperacion para el valor inicial, que no se muestra en la Fig.
4.23(a) y que es atn peor que la 6ptima tiene un error de 48.868. La recuperacion 6ptima
para el caso del operador de segundas diferencias es mucho mejor que la anterior [ver linea
quebrada en la Fig. 4.23(a)|; los valores inicial y 6ptimo del parametro de regularizacion
[ver linea quebrada en la Fig. 4.23(b)] son 9.0 x 1072! y 2.0 x 10722, respectivamente;
la recuperacion 6ptima arroja un error de 14.358, mientras que la recuperacion para el
valor inicial, que no se muestra en la Fig. 4.23(a) y que también es peor que la 6ptima
tiene un error de 17.914. Las cosas mejoran un poco cuando se utiliza el operador de
terceras diferencias. Aqui los valores inicial y 6ptimo del parametro de regularizacion |[ver
linea continua gruesa en la Fig. 4.23(b)] son 2.8 x 107! y 3.2 x 10722, respectivamente;
la recuperacion 6ptima arroja un error de 9.1, mientras que la recuperacion para el valor

inicial, que no se muestra en la Fig. 4.23(a) tiene un error de 38.174.

Respecto a los célculos y resultados mostrados en la Fig. 4.23 debemos destacar que
el valor inicial del parametro de regularizacion es un valor que estd muy cerca del valor
6ptimo, cualitativamente podemos decir que es un orden de magnitud mayor que el valor
Optimo. Se observa siempre que dado el valor inicial de ~, su correspondiente valor 6ptimo
Yopt €S menor. Es decir, el proceso iterativo tiene que barrer un intervalo bastante amplio
de valores del parametro de regularizacion, para evitar la posibilidad de que el algoritmo
quede atrapado en un minimo local de la evolucion del parametro, ya que como puede
verse en la Fig. 4.23(b), al menos para los operadores de suavizado de primeras y terceras
diferencias se presentan inflexiones considerables en el mapa de evoluciéon del parametro

de regularizacion.

Para el caso del operador de suavizado de segundas diferencias, su comportamiento
es muy regular ya que tnicamente presenta un minimo global correspondiente a una
concavidad hacia arriba bastante suave. La cual como primera instancia, genera una
primera aproximacion util al procedimiento iterativo de recuperar una DTP 6ptima. Al
respecto, adicionalmente se trabajo con otras distribuciones distintas a la gama y mas
anchas, principalmente en regiones de tamanos grandes donde incluso la aproximacion
de Fraunhofer es valida. Los resultados obtenidos son bastante aceptables por lo que
el operador de suavizado de segundas diferencias es el que se recomienda generalmente
en la literatura como un buen modelo de suavizado para regularizar un problema mal
condicionado. Sin embargo, para el caso de distribuciones muy estrechas y en una region

sub micrométrica, como es el caso particular que acabamos de analizar, el problema inverso
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se vuelve muy inestable por lo que es necesario utilizar un operador de suavizado de
terceras diferencia o incluso de orden mayor para aliviar en lo posible la inestabilidad
del problema. También es oportuno mencionar que el operador de segundas diferencias
es inmune al ruido en las mediciones, ya que al considerar la recuperacion de una DTP,
sensada en regiones angulares muy diferentes, sigue recuperando las DTP con bastante
exactitud, ya que los errores que reporta en las recuperaciones son muy pequenos, menores

que la unidad.

En resumen, se demostré que la aplicacion de este procedimiento iterativo para se-
leccionar los parametros 6ptimos de regularizacion, en funciéon del operador de suavizado
genera resultados aceptables con distribuciones anchas de particulas grandes y un opera-
dor de suavizado de segundas diferencias, pero baja su rendimiento para distribuciones
estrechas de particulas pequenas, por lo que implementar un operador de terceras diferen-
cias o més, mejora un tanto las recuperaciones, pero no llega a ser un resultado 6éptimo.

El rendimiento de este método demanda un considerable tiempo de cémputo.

4.6. Mie y Fraunhofer para Particulas Grandes

Es necesario realizar una comparacion entre distribuciones de particulas grandes, tanto
como nos permitan numéricamente los algoritmos utilizados en esta tesis. Mostraremos
el comportamiento de la aproximacion de Fraunhofer con sus dos métodos de inversion,
el de CS y el de DVS, para finalmente comparar ambos formalismos con el método de

inversion PT para la teoria de Mie.

4.6.1. Fraunhofer con CS y DVS en Particulas Grandes

Para analizar la region de particulas grandes, se consideran pares de distribuciones
de los tres tipos que se han manejado hasta ahora y se comparan las recuperaciones con
ambos métodos de inversion para la aproximacion de Fraunhofer. La Fig. 4.24, muestra
el resultado con cada método. Cualitativamente podemos argumentar que el método CS
se ajusta mejor a la curva propuesta, sin embargo, en la Tabla 4.7 podemos ver que
este método es el que presenta los valores mas grandes de error, comparados con los
valores del método DVS, cuyo error es ligeramente menor. Dichas recuperaciones presentan
desacuerdos adicionales. El método CS presenta ruido en la region de tamanos pequenos,
caracteristico del truncamiento de la integral numérica a un angulo finito fmax; mientras
que el método DVS se aleja ligeramente de la curva esperada en sus extremos y en el centro,
a consecuencia posiblemente de que el conjunto de pardmetros angulares de muestreo no

son los més adecuados.
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Distribucion ( Figura ) CS DVS (No. de condicion )
Normal (a) 2.74 1.93 (2.35X10°")
Normal (b) 1.37 0.72 ( 5.13X10™)
Gamma (¢ ) 2.83 3.12 (2.35X10°")
Gamma (d ) 1.36 1.12 ( 1.33X10°")

Log-normal (e) 1.13 1.96 ( 1.43X10°")
Log-normal ( ) 3.17 2.55 (5.1X10")

Tabla 4.7: Errores con CS y DVS para las distribuciones recuperadas en la Fig. 4.24.
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Figura 4.24: Aproximacion de Fraunhofer con CS y DVS en particulas grandes. (a) y (b)
son distribuciones normales centradas en 100 y 150, respectivamente; (¢) y (d), distribu-
ciones gama centradas cerca de 100 y 150, respectivamente; las distribuciones lognormal

centradas cerca de 100 y 150 se muestran en (e) y (f), respectivamente.
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La Fig. 4.24, también muestra que la aproximacion de Fraunhofer presenta ciertas
dificultades cuando las distribuciones son asimétricas, sin embargo, ya que se trata de dis-
tribuciones muy anchas, las recuperaciones no son malas como sucedia para distribuciones

pequenas y estrechas.

4.6.2. Comparaciéon entre Mie y Fraunhofer

La aproximacién de Fraunhofer resuelve el problema para particulas grandes, con un
tiempo de CPU 4500 veces menor que el necesario para los calculos con la teoria de Mie.
Por lo tanto, es necesario comparar los resultados de la Fig. 4.24 con su correspondiente
calculo con la teoria de Mie. Sin embargo, dado que las tendencias son muy similares, en
la Fig. 4.25 tinicamente se presentan las comparaciones para las distribuciones normales
discutidas en las gréficas de la Fig. 4.24 (a) y (b).

Fraunhoter (CS )
. Fraunhofer (DVS)
Propuesta

o PT(y=10x7"%)

14

12}

10}

(0]

DTP(pum)™?
o))

50 100 150 50 100 150 200 250

Figura 4.25: Comparacion entre Mie y Fraunhofer para dos distribuciones normales de
particulas grandes. (a) y (b) corresponden a las distribuciones normales centradas en 100

y 150, respectivamente, discutidas en la Fig. 4.24 (a) y (b).

La recuperacion mostrada con circulos corresponde a la teoria de Mie con el método
PT y un valor de v = 10718, las cuales siguen bastante bien la forma de la distribucién

propuesta. Como podemos ver, las dos recuperaciones son muy aceptables, ya que reportan
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los errores méas bajos, 0.2 y 0.6 en las curvas con circulos de las Figs. 4.25 (a) y (b)
respectivamente, comparados con los errores respectivos para cada distribuciéon y método
de inversion para la aproximacion de Fraunhofer, reportados en las primeras dos filas de la
Tabla 4.7. A su vez, para la aproximacion de Fraunhofer con los dos métodos de inversion,
SVD (linea punteada), y CS (linea a trazos), cualitativamente podemos argumentar que
el método CS se ajusta mejor a la curva propuesta, sin embargo presenta un error mayor,
a diferencia del método SVD que presenta un error mas pequeno, pero la posicion del
pico se encuentra ligeramente desplazado de la posicion esperada. Dichas recuperaciones
presentan desacuerdos adicionales. El método CS presenta ruido en la region de tamanos
pequenos, caracteristico del truncamiento de la integral numérica a un angulo finito Omax;
mientras que el método SVD se aleja ligeramente de la curva esperada en sus extremos y
en el centro, debido posiblemente a que el conjunto de parametros angulares de muestreo

no son los méas adecuados.

Para todos los fines practicos, la aproximacion de Fraunhofer es altamente recomen-
dable en distribuciones con particulas grandes como las mostradas anteriormente; prin-
cipalmente por la facilidad numérica que implica y porque los resultados que obtiene no
difieren mucho de los que se obtienen con la teoria exacta de Mie en un tiempo de CPU

4500 veces mayor.
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Capitulo 5

Resultados con un Algoritmo Basado

en una Estrategia Evolutiva

A continuacién se presentan los resultados numeéricos que se obtienen mediante la
utilizacion de un algoritmo basado en una estrategia evolutiva (EE). Este método se
basa en un proceso de optimizacion, el cual termina cuando un numero especificado de
iteraciones o generaciones son ejecutadas, o un valor requerido por la funcién objetivo es
cumplido. El resultado que se tiene de simular la evolucion, es que una poblaciéon inicial
de individuos no extraordinarios mejora cuando los padres son reemplazados por mejores
descendientes. El mejor individuo en la poblacion final puede ser una solucién altamente

evolucionada para el problema.

Nuevamente para este estudio, se consideran tinicamente los tres tipos de distribu-
ciones de la Sec. (3.1), definidas en un intervalo de parametros de tamano [30,250], las
cuales mediante la teorfa de Mie [ver la Ec. (3.10)] generan numéricamente un patron
de esparcimiento, a partir del cual, se recupera la distribuciéon propuesta mediante la

aproximacion de Fraunhofer.

5.1. Funciéon Objetivo

La EE usa los operadores de mutacion y recombinacion para producir los hijos de la
siguiente poblacion. Estos dos operadores, conjuntamente con el operador de seleccion,
a través de la funcion objetivo representan la conexion entre la EE y el problema que
se quiere resolver. Una funcién objetivo tiene como entrada las variables objetivo de un
individuo y como salida un nimero que es una medida del funcionamiento del individuo
en el problema a resolver. La funciéon objetivo juega el mismo papel en la EE, que el

medio ambiente en la evoluciéon natural. Ya que la interaccién de un individuo con su
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medio ambiente proporciona una medida de su aptitud para sobrevivir, mientras que la
interaccion de la variables objetivo con la funcién objetivo, proporciona una medida de

aptitud que la EE usa cuando lleva a cabo la etapa de seleccion.

El operador de seleccion utiliza el modelo (P + M) por ser el que mejor precision
arrojal43|. Considera los mejores individuos del conjunto padres+hijos lo cual permite
hacer una mayor exploracion del espacio de biisqueda. En esta notacion, P representa
el conjunto de padres y M el conjunto de hijos, asi que los mejores individuos que se
escogen para la proxima generacion son sacados de un muestreo expandido tanto a los
padres como a los hijos. Ambos tienen la misma oportunidad de competir para sobrevivir

a la proxima generacion.

La desventaja mas significativa cuando se usa la aproximaciéon de Fraunhofer con los
métodos convencionales CS y DVS, reside en que el usuario debe de suponer a priori el
dominio de la distribuciéon que se busca, mientras que la EE por ser una técnica de op-
timizacion, ignora dicha informacién encontrando la distribucién propuesta con bastante
precision. Este método estocastico recupera una DTP cuando una funcién objetivo que
depende del problema a resolver es minimizada. El tiempo de computo es 30 veces mayor
que el que utilizan los métodos CS y DVS, el cual aunque es grande, sigue siendo bastante
pequeno si se compara con el tiempo que requiere el uso de una recuperacion con la teoria
de Mie. El procedimiento de optimizacién comienza con un conjunto de padres, donde
cada padre representa un vector de valores reales que codifica una solucién posible al
problema. Puesto que las representaciones son en ntmeros reales, el espacio de busqueda
esta determinado por valores continuos, lo cual permite hacer una mejor exploracién en

menos tiempo.

Cada corrida tarda 30 minutos en una PC con procesador Pentium IV bajo las si-
guientes condiciones: Una poblacion inicial igual a P = 50 se usa en todas las distribu-
ciones; el operador de recombinaciéon es aplicado al conjunto de padres para obtener el
30 % de los hijos, mientras que el operador de mutacion proporciona el restante 70 %. Asi,
el conjunto de padres e hijos tienen un ntimero similar de P individuos. La aptitud rela-
cionada a cada individuo fue determinada usando la Ec. (3.37). El operador de seleccion
elige los mejores P individuos del conjunto de 2P padres e hijos para la proxima iteracion
t =t+ 1, por medio de un ordenamiento en los valores de aptitud de mayor a menor. En
cada iteracion se usa la salida del mejor individuo para poder graficar el comportamiento
de la funcion objetivo. Este ciclo es repetido hasta que se obtiene un valor final (meta) tal
que la funcién objetivo sea minima o cuando un ntmero fijo de iteraciones es alcanzado.

Este criterio de paro fue fijado después de probar con diferentes distribuciones.

La Fig. 5.1 ilustra el comportamiento tipico de la funcién objetivo para los tres tipos

de distribucién analizadas en el presente estudio. Como es evidente, la funcién objetivo

Tesis Doctoral (J. Vargas-Ubera) INAOE 92



5.- Resultados con una Estrategia Evolutiva 5.2 Distribuciones normales

nunca alcanza el valor meta propuesto 107, Por lo tanto, se fija el maximo niimero
de iteraciones en 500 como valor limite conjuntamente con el valor meta 10~ como
criterio de paro en el algoritmo. Debido a que principalmente se observa una buena
convergencia de las tres distribuciones para 100 iteraciones. Cuando el criterio de paro
es alcanzado, el algoritmo proporciona como resultado el mejor individuo de la tltima
generacion, representado por un vector que corresponde a una DTP que mejor se acopla
al patron de intensidad analizado.
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Figura 5.1: Comportamiento tipico en la minimizacién de la funcién objetivo para dis-

tribuciones recuperadas normal, gama y lognormal.

5.2. Recuperaciéon con Distribuciones Normales

El objetivo de esta parte del presente estudio es analizar el comportamiento de la EE

con respecto al método de inversion CS, cuando el patréon de intensidad es calculado con
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la teoria de Mie y la recuperacion se obtiene con la aproximacion de Fraunhofer. Igual
que antes, se han analizado tres tipos de distribuciones en los dos rangos de tamanos
caracteristicos, donde es perfectamente valido aplicar la aproximacion de Fraunhofer para
recuperar una distribucién. Sin embargo, es suficiente con considerar solo los resultados
obtenidos para distribuciones normales, debido a que éstas ilustran adecuadamente las

ventajas del algoritmo en cuestion.

Las dos distribuciones analizadas estan definidas de la siguiente manera: 30 < a < 200
centrada en @ = 100 y desviacion estandar o = 20, para la primera; 50 < o < 250 centrada
en @ = 150 y con desviacion estandar o = 30 para la segunda. Igual que antes, se hace
referencia a estos dominios que definen las distribuciones, como particulas intermedias
y particulas grandes, respectivamente. Los patrones de intensidad se generaron en una
region angular comun 0.0573° < # < 10.886°, con muestreo angular A6 = 0.0458° y 40

subdivisiones en los tamanos Aa.

La Fig. 5.2 muestra el comportamiento de la EE respecto al método CS. El error entre
ambas recuperaciones con respecto a la distribuciéon propuesta, es medido nuevamente
con el error cuadratico medio definido en el capitulo anterior, los cuales son mostrados
para las curvas correspondientes con flechas en la Fig. 5.2. La Fig. 5.2(a) reporta las
recuperaciones para tamanos intermedios y la Fig. 5.2(b) muestra las recuperaciones para
tamanos grandes. Los errores de ajuste entre los patrones de intensidad simulada y los
reportados al final del proceso de optimizacion de la EE, fueron 6.1934 x 107° y 1.4415 x

107° para tamaifios intermedios y tamanos grandes, respectivamente.

Para ambas regiones de tamanos elegidas como dominio de las distribuciones pro-
puestas, la EE genera resultados superiores. Note también de la Fig. 5.1, que el error
de ajuste entre los patrones de intensidad calculados y el que genera el EE permanece
practicamente constante a partir de la iteracion nimero 100. Esto confirma que el EE
halla la solucién més cercana al 6ptimo global. Recordemos nuevamente que el EE es
capaz de obtener el resultado correcto sin informacion a priori del intervalo donde existe
la distribucién buscada y que las posibles discrepancias en la composicion angular del
patron de intensidad esparcida no afectan el rendimiento del algoritmo, como sucede
en general cuando la aproximacion de Fraunhofer es aplicada para resolver el problema
inverso por cuadraturas o con el método CS. Este tltimo punto es claramente observado
con la recuperacion del método CS en la Fig. 5.2. Asi que podemos concluir que en
el caso particular de particulas intermedias y grandes, la aproximacion de Fraunhofer
implementada con el EE obtiene resultados exactos. Finalmente se debe mencionar que
los pobres resultados obtenidos con el método CS de la Fig. 5.2, obedecen a una deficiente
composicion angular en los datos de entrada, lo cual ya se habia observado an la discusion

del capitulo anterior. Esta es la razon principal por lo que generalmente las recuperaciones
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con el método CS no son recomendables cuando se usa la aproximaciéon de Fraunhofer.
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Figura 5.2: Comparacion entre la EE y CS en ambos rangos de tamanos. (a) muestra las
recuperaciones para tamanos intermedios; (b) las recuperaciones para tamanos grandes;

mientras que los errores de recuperacion se muestran con flechas en cada curva.

5.3. Robustez del Algoritmo Basado en una Estrategia

Evolutiva

Para mostrar la robustez del algoritmo basado en la EE, a partir de un patréon de
intensidad correspondiente a una distribucion conocida, que pertenece al grupo de dis-
tribuciones analizadas en el presente estudio, el método debe ser capaz de seleccionar
la solucién correcta de entre las tres posibilidades. Ahora en este caso, tnicamente se
consideran dos distribuciones para llevar a cabo el estudio, la distribucion gama y la dis-

tribucion lognormal, debido a que el rendimiento de la EE con distribuciones normales ya
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fue discutido, ademas de que los resultados que se obtienen para las tres distribuciones
son bastante similares y presentan la misma tendencia en la recuperacion. Se consideran

los mismos dominios y muestreo de la Sec. 5.2.

La Fig. 5.3 muestra el comportamiento de la EE para ambas distribuciones. El rendi-
miento de la EE es similar con respecto a las simulaciones numéricas previas. Las Figs.
5.3(a) and 5.3(b) corresponden a los patrones de intensidad generados por distribuciones
gama en ambos rangos de tamanos, intermedios y grandes. Mientras que las Figs. 5.3(c) y

5.3(d) corresponden a los patrones de intensidad generados por distribuciones lognormal.

15 "
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Figura 5.3: Robustez del algoritmo a partir del patron de distribuciones gama y lognormal.
Las tres distribuciones tanto en (a) como en (b), se recuperaron a partir de un patron
generado por una distribucion gama en ambos rangos de tamanos, respectivamente. Las
tres distribuciones tanto en (¢) como en (d), se recuperaron a partir de un patréon generado

por una distribucion lognormal en ambos rangos de tamanos, respectivamente.

Las curvas muestran una DTP recuperada practicamente idéntica, y se puede ver en

Tesis Doctoral (J. Vargas-Ubera) INAOE 96



5.- Resultados con una Estrategia Evolutiva 5.3 Robustez del algoritmo

la Tabla 5.1 (marcados con negrita) que el error de ajuste y el error de recuperacion son
minimos cuando la EE selecciona la distribucion gama. En las Figs. 5.3(a) and 5.3(b) las
distribuciones normales marcadas con las curvas punteadas y las lognormal marcadas con
circulos, son recuperadas a partir del patron de intensidad generado por la distribucion
gama arriba mencionada. En el primer caso, el error de ajuste y el error de recuperacion
crecen debido a que cuando la EE transforma el problema ajuste en un problema de
optimizacion, la soluciéon encontrada no es la cercana al 6ptimo. Por otro lado, cuando
la intensidad de la distribucién propuesta es analizada con una distribucion lognormal el
algoritmo mejora su resultado. Aqui la distribuciéon lognormal recuperada es més cercana
a la distribuciéon propuesta en ambos rangos de tamano; sin embargo como ya se ha
mencionado arriba, el error de recuperaciéon minimo es obtenido cuando la EE analiza la
distribucion propuesta con una distribuciéon gama. Por lo tanto se concluye que, la EE
puede reconocer la distribucién correcta de entre las tres posibilidades de distribucion

normal, gama y lognormal.

Distribuciin Cama intermedias Gama grandes

E — ajuste E - recuperaciin E — ajuste E - recuperacion
Mormal 9975107 .84 205510 1.14
Gama 7.92X 10" 1.02 1.73X107 0.67
Lognormal 8.28X107 .14 1.91X10" 072

Tabla 5.1: Errores de ajuste y recuperacion para las distribuciones gama propuestas.

Ahora se observan los resultados obtenidos para las dos distribuciones lognormal pro-
puestas, mostrados en las Figs. 5.3(c) y 5.3(d). Las curvas punteadas que corresponden a
las recuperaciones con una distribucién normal, muestran resultados muy parecidos a los
casos anteriores, es decir, las distribuciones normales en este caso son las que peormente se
ajustan a los datos de entrada para ambas regiones de tamanos. Asimismo, las recupera-
ciones con una distribuciéon gama es aceptable en la region de tamanos intermedios, sin
embargo, para la region de particulas grandes la distribucion recuperada en la Fig. 5.3(d)
es muy pobre. La Tabla 5.2 muestra los correspondientes errores de ajuste y recuperacion

para todas las curvas de las Figs. 5.3(c) y 5.3(d).

Respecto al ajuste con una distribucion lognormal, podemos ver de las Figs. 5.3(c) y
5.3(d) y la Tabla 5.2 que esta distribuciéon, marcada con circulos, genera resultados supe-
riores, ya que obtiene una distribucion practicamente idéntica a la distribucion propuesta.
Otra vez, en el caso particular de una distribucién lognormal usada para generar un patron

de intensidad, el EE genera los mejores resultados, mencionado ademas que la asimetria
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Distribucion Lognormal intermedias Lognormal grandes
k. — ajuste E - recuperacion I — ajuste E - recuperacion

Normal 1.21X10° 1.18 2.15X10™ 1.35

Gama 146X 107 1.24 1.85x10™ 9.59

Lognormal 7.73X10° 1.12 1.71X10™ 0.66

Tabla 5.2: Errores de ajuste y recuperacion para las distribuciones lognormal propuestas.

de la distribuciéon propuesta en ambos rangos de tamanos no afectan el rendimiento de

dicho método evolutivo.

De los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas para los tres tipos de
distribuciones, normal, gama y lognormal, se puede concluir que la EE utilizada en este
trabajo, es independiente del tipo de distribucién monomodal que se utilice. Dicho algo-
ritmo puede ajustar los datos que se le dan como entrada con un tipo de distribucion no
relacionada a la distribucion propuesta, por supuesto con un poco de menos exactitud en
los resultados. Sin embargo, este método puede ser de mucho valor cuando la informacion
relacionada con la distribucion que se esta buscando no se conoce, o cuando la tnica tarea
importante es dar un diagnoéstico del tamano de las particulas y no del tipo de distribucion

que se encuentra presente en una muestra real.

Finalmente, es importante senalar que este algoritmo basado en una EE solo puede
analizar patrones de intensidad que corresponden a funciones de distribuciéon de tamanos
monomodales, debido a que tinicamente puede realizar la busqueda hasta con un maximo
de seis variables de optimizacion. Por lo que para el caso de una distribucién monomodal,
las variables que se buscan por optimizacion son cinco. De este modo el algoritmo converge
rapidamente a una solucién exacta a partir de la poblacion niimero 100 si las distribuciones
son suaves y anchas, ya que si las distribuciones son estrechas y bastante asimétricas, es
hasta la iteracion 420 cuando empieza a converger a una solucion cercana al 6ptimo global.
Durante cada experimento el algoritmo utilizo alrededor de 30 minutos para realizar una
corrida, mientras que el tiempo utilizado por el método CS tinicamente es de 57 segundos.
Por lo tanto, cuando se desconoce totalmente la informacion de la distribuciéon que se
busca es preferible consumir méas tiempo de computo para hallar una solucién, lo cual

hace que el algoritmo basado en una EE presentado en este trabajo cobre importancia.
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Capitulo 6

Algunos Resultados Experimentales

El punto de partida para la discusion de resultados experimentales es la descripcion de
las partes que forman el arreglo experimental utilizado. Cualquier analizador de particulas
por difraccion de luz laser, comprende dos partes fundamentales: Un moédulo de medicion
que contiene toda la parte 6ptica del instrumento, donde se encuentran principalmente el
laser, el detector, y diversas componentes Opticas; y una unidad de control formada por una
interface y una computadora que dirige las mediciones y realiza el analisis y presentacion
de los datos. En el Cap. 2 se discuti6 ampliamente todo lo referente a un analizador de
difraccion laser y la teoria que lo fundamenta, por lo que a continuacion, respecto a dicho
arreglo experimental utilizado en el presente trabajo, inicamente se mencionaran detalles
se las componentes que afectan su desempeno y rango dinamico, tales como el detector,

el laser, y la lente colectora.

6.1. Método de Deteccion Utilizado

Debido a que el patréon de luz difractado por las particulas tiene simetria circular en
el plano focal de la lente colectora (ver la Fig. 2.8), los instrumentos comerciales utilizan
un fotodiodo detector basado en anillos concéntricos con geometria fija, especialmente
construido para dicha aplicacion[40|, el cual no existe comercialmente en el mercado [ver
la Fig. 2.10]. Una comparacion entre los radios de los elementos que forman el detector,
con los valores que reporta la literatura se muestran en la Fig. 6.1. Las mediciones que
se realizaron de dichos radios (marcadas con cuadros y cruces en la Fig. 6.1), tienen una

incertidumbre de +5um.

La deteccion en el presente trabajo se realizé con un medidor de potencia Melles Griot,
el cual consiste en un detector de Silicio con un area circular activa de 10mm de diametro.
Para realizar mediciones, se cubre el area activa del medidor de potencia con una placa

opaca, dejando tinicamente en el centro un microagujero de didmetro predeterminado, el
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6.- Algunos Resultados Experimentales 6.1 Método de deteccion utilizado

cual deja pasar luz tinicamente en su abertura circular y simula una parte de un elemento
detector del fotodiodo comercial. Inicialmente se hace coincidir el centro de la abertura
con la intercepcion entre el eje 6ptico y el plano focal de la lente colectora; dicho punto
corresponde al centro del patréon de difraccion que se va a medir. El movimiento del
detector se realiza mecédnicamente sobre los dos ejes del plano de deteccion y la direccion
de propagacion, mediante un arreglo de tres platinas sobre las que se encuentra montado,
las cuales le permiten desplazamientos tridimensionales con una precisiéon de 5um. Por lo
tanto, una vez que se encuentra el centro, el detector es desplazado mecanicamente sobre

el eje horizontal del plano de deteccion, como se muestra en la Fig. 6.2.
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Figura 6.1: Dimensiones del detector comercial reportadas en[40|, comparadas con medi-

ciones realizadas en este trabajo.

Cada region anular (1, 2, 3, ..., ] ), se asocia a un detector del mismo grosor y area
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diferente (A, A, Ay, ..., A;), debido al incremento en sus respectivos radios interno y
externo. Dichas regiones anulares estan igualmente espaciadas y no se traslapan entre ellas,
de tal forma que, la energia luminosa que se asocia a cada anillo detector es proporcional
a la energia que recibe el microagujero, multiplicada por la razéon entre areas. Es decir,
para el j-ésimo detector, si ag es el drea del microagujero y e; la energia que registra;
mientras que por otro lado, A; es el area total del j-ésimo anillo detector y E; la energia

que registra, entonces, por una simple regla de tres se tiene que

B =e (Aj) . (6.1)

Qo

De donde la intensidad, definida como energia por unidad de area, en el jésimo anillo

detector seria

E: e
[ =" =20 ;. 6.2
J 4 a L, (6.2)

donde i;, es la intensidad sobre el j-ésimo microagujero.

Figura 6.2: Esquema de deteccion utilizado en las mediciones experimentales del presente

trabajo.
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El rango dindmico del medidor de potencia utilizado alcanza 5 érdenes de magnitud,
desde varios mW hasta fracciones de pW. Sin embargo, debido a que para tener una
buena resolucion en los tamanos, es necesario considerar grosores pequenos en los anillos
detectores, el diametro del microagujero es pequeno por lo que la senal que se mide es muy
ruidosa. Esto introduce problemas serios que mas adelante se mencionaran. La senal es
digitalizada mediante una tarjeta conectada a una computadora, de donde los archivos de
datos sirven como entrada a programas escritos en MatLab[46] con dos de los algoritmos

mencionados en el capitulo 3.

6.2. El Laser y la Lente Colectora

La fuente de iluminacion que se utilizo fue un laser de He-Ne, cuya potencia emitida es
de 10mW a A = 0.6328m. Para filtrar el haz, a continuacion del tubo del laser se coloca un
objetivo de microscopio ajustado a un filtro espacial. El filtro espacial es un microagujero
de 20pm de didmetro y el objetivo de microscopio tiene una amplificacion de 25. Entonces,
mediante una lente simple de 110mm de distancia focal y didmetro de 20mm, colocada a
110mm del objetivo de microscopio, se obtiene un haz colimado de 20mm de diametro.
Dicho diametro puede ser modificado para ganar una distancia mayor entre la muestra y
la lente colectora antes de que se presente vineteo, utilizando otra combinacién distinta
de microagujero, expansor y lente colimadora. Sin embargo, mediante un diafragma, se
puede disminuir el ancho del haz a un didmetro conveniente a la muestra que se analiza,

desde 2mm hasta 18mm de didmetro.

Después de filtrar, colimar y disminuir el diametro del haz, la potencia emitida del
haz que incide sobre una muestra se reduce drasticamente. Pasa de 10mW a 5.6mW,
para un didmetro de haz de Dy = 12mm. En la Fig. 6.3 se muestra el promedio de la
potencia emitida durante 4 horas. Ya que se utiliza un laser no estabilizado, la potencia
tiene fluctuaciones como puede notarse. Sin embargo, dichas fluctuaciones no representan
un problema serio si el tiempo en que se realizan las mediciones es pequeno, de tal forma

que en ese tiempo el laser sufre fluctuaciones muy pequenas.

La lente colectora que se utilizo fue la del analizador Malvern, de la cual se dice que esté
bien corregida para aberracion esférica y coma, y que practicamente no tiene curvatura
de campo. Su distancia focal es F' = 300mm, con didmetro Dy = 60mm. Entonces,
idealmente se considera que la respuesta del sistema de difraccion laser no depende de la
posicion de las particulas respecto a la lente colectora, lo cual es cierto, s6lo cuando no se
presenta vinieteo en dicha lente. Es decir, cuando toda la luz difractada por las particulas,
inciden dentro de la abertura clara de la lente colectora. La existencia de vineteo genera

ciertos limites permisibles sobre la distancia maxima Dyax entre las particulas y la lente
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colectora. El calculo de dicha distancia maxima ya fue discutido en la Sec. 2.4, de donde
para el caso particular de la lente utilizada, con un haz de radio r;, = 6mm, y un detector
con rq = 67mm, se obtiene que Dmax = 107.5mm.

5.68 T T T T

5.66 N

5.64 B
Potencia Promedio = 5.607 mW

5.62 b

Poncia del laser (mW )

5.58 - ,

5.56 | | | |
0 50 100 150 200 250

Minutos

Figura 6.3: Potencia emitida durante 4 horas del haz laser colimado.

6.3. Mascarillas con Aberturas Circulares

La medicion experimental con un aerosol o muestra de particulas con un alto grado
de repetibilidad y estabilidad resultan excesivamente caros (estandares de calibracion),
por lo tanto, mediciones con el arreglo experimental se realizaron con cuatro mascarillas
claras con aberturas circulares opacas, las cuales fueron fabricadas por el departamento
de microelectréonica del INAOE mediante un proceso litografico de fotoreduccion, de tal
forma que 2000 aberturas que obedecen a una distribucién normal con media y desviacion

estandar conocidas, son aglutinadas en un circulo de 5mm de diametro. La Fig. 6.4 muestra
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la ampliaciéon de una de estas mascarilla generada con un radio medio de, a = 30um, y
una desviacion estandar de o = 2.5um. Para la descripciéon de tamanos en este capitulo,
se utilizan los radios y diametros de las particulas, en vez del parametro de tamano como
antes. Lo anterior obedece a que méas adelante se realizan comparaciones con mediciones

en un analizador comercial el cual maneja este formato.
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Figura 6.4: Mascarilla con 2000 aberturas circulares.

Originalmente se pidié que el factor de reducciéon en la fabricacion de las mascarillas

fuera de 200 veces, sin embargo, al comparar mediciones individuales del diametro de una
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misma abertura elegida al azar, tanto en una impresion en papel antes de la reduccion,
como en la mascarilla misma, se encuentra que el factor de reduccion fue de 198, con
un error relativo dado por £0.33 %. Dicho valor genera un error del 1% en los tamafos
de las aberturas que estan presentes en las mascarillas. Por lo tanto, en los resultados
experimentales esperados para cada una de dichas mascarillas, un 1% de error se puede
atribuir al factor de reduccién. Cabe mencionar que el factor de reduccién se obtuvo rea-
lizando 10 mediciones del diametro de la misma abertura, tanto en la mascarilla como
en la impresion en papel. Para las mediciones en la mascarilla, se utilizé un microscopio
convencional calibrado con una reticula de 1mm de largo con subdivisiones de 10um,
obteniéndose un didmetro de 88.040 4+ 0.004um. Mientras que para la impresiéon en papel
se utilizo6 un “microscopio viajero”, obteniendo un diametro de 17434.1 4+ 55.4um. En
ambas estimaciones del diametro, la incertidumbre es la desviacion estandar de las 10
mediciones. Asi que finalmente, el factor de reduccion es la razoén entre los didmetros, la
cual da un valor de 198, y el error relativo £0.33 %, se calcula como la suma de los errores

relativos de cada medicion[47].

6.4. Repetibilidad en las Mediciones Experimentales

Antes de realizar el experimento y debido a que se trata de una mascarilla con dis-
tribucion conocida, se pueden simular numéricamente tanto el patron de difracciéon a
medir, como la funcién a recuperar. De esta forma se pueden conocer anticipadamente los
parametros idoneos de muestreo para obtener una recuperacion aceptable. En la Fig. 6.5
se muestran las distintas recuperaciones teéricas mediante el algoritmo CS, para diferentes
razones de muestreo (grosor en los detectores), y distinto angulo maximo de muestreo,
correspondientes a la mascarilla anterior de la Fig. 6.4. La recuperacion més cercana
a la distribucion propuesta [ver Fig. 6.5(d)], se obtiene para un &ngulo fmax = 3.1°,
para detectores igualmente espaciados de 100um de grosor (incrementos en el muestreo
Ar = 100). Por lo tanto, a partir de dicha informacion, se puede analizar la repetibili-
dad en mediciones experimentales y al mismo tiempo, tener elementos de juicio para la

correcta interpretacion de las limitaciones que presenta el arreglo experimental.

Las mediciones experimentales se llevaron a cabo de la siguiente manera: Primero se
midi6 el ruido de fondo en las diferentes posiciones angulares a considerar, ocasionado
por reflexion y refraccion, asi como las impurezas del vidrio que sirve como substrato a la
mascarilla. Con dicha mediciéon también se pretende anular la poca luz ambiente dentro
del laboratorio y el ruido electréonico que producen el detector (conocido como offset) y la
tarjeta con que se leen los datos. A continuacion se coloca la mascarilla en el haz, se mide

el patron difractado nuevamente en las posiciones angulares consideradas y se le resta el
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ruido de fondo. El grosor de cada detector es de 800um, entonces, como es necesaria una
resolucion de 100um en los anillos detectores, los datos experimentales fueron interpolados
para alcanzar la resolucion requerida. Se utilizd una rutina de spline cibico implementada

en MatLabl|46], entre cada par consecutivo de mediciones experimentales.
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Figura 6.5: Simulaciones para la mascarilla con radio medio ¢ = 30um, y desviacion
estandar ¢ = 2.5um. Las recuperaciones para: fmax = 1.0° se muestran en (a), para

Omax = 1.55° en (b), para fmax = 2.14° en (c), y para Omax = 3.1° se muestran en (d),

La Fig. 6.6 muestra las mediciones experimentales y su correspondiente recuperacion
mediante el algoritmo CS. Tanto la distribucion recuperada |[marcada con linea quebrada
en la Fig. 6.6(a)|, como el patréon de intensidad generado por la mascarilla [también mar-

cado con linea quebrada en la Fig. 6.6(b)], no coinciden totalmente con las simulaciones
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previas, a pesar de que las mediciones se realizaron con los parametros que diagnostica
la simulacion. La distribucion recuperada tiene una tendencia cercana a la distribucion
tedrica propuesta. Asi que se puede concluir que los resultados obtenidos para dicha mas-
carilla son aceptables, ya que reproducen una distribucién centrada en alrededor de 29um.
El pico adicional que aparece en aproximadamente 15um, se atribuye a las imperfecciones
en el vidrio que sirve como substrato a la mascarilla y a un muestreo angular inadecuado

como lo predicen las simulaciones de la Fig. 6.5.
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Figura 6.6: Resultados experimentales para la mascarilla con radio medio a = 30um, y
desviacion estandar o = 2.5um. En (a) se muestran las funciones de distribucion y en (b)

los patrones de intensidad respectivos.

Los resultados experimentales para esta mascarilla en particular, presentan una re-
petibilidad muy alta como se muestra a continuacion. En la Fig. 6.7 se incluyen tres
mediciones adicionales a la mostrada en la Fig. 6.6 para la misma mascarilla en diferentes

dias y horario. La distribuciéon recuperada fue practicamente la misma en los cuatro
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eventos, con la particularidad de que en las dltimas tres, solo fue posible muestrear hasta
la mitad del &ngulo 6ptimo que predice la simulacion presentada en la Fig. 6.5, debido a

que el ruido de fondo a partir de fmax = 1.6° era mayor que la senal que se media.
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Figura 6.7: Repetibilidad en las mediciones con una mascarilla. (a) muestra las recupera-
ciones y en (b) las intensidades medidas durante los cuatro eventos. Dada la similitud

entre mediciones, no se distinguen bien por estar sobrepuestas.

La distribucion recuperada marcada con la linea quebrada en la Fig. 6.7(a) corresponde
a la primera medicion mostrada antes en la Fig. 6.6. Dicha recuperaciéon mejora al medir
hasta un fmax menor, ya que aqui se considera iinicamente el mismo niimero de datos que
en las tres mediciones que se hicieron posteriormente, notandose una mejora respecto a
la recuperacion que se presento en la Fig. 6.6(a), a pesar de que el pico modal se desplazo
a 31lum. Por lo tanto, se puede inferir claramente que el problema principal en el arreglo
experimental se debe al sistema de deteccion utilizado, el cual depende principalmente

de dos factores intimamente relacionados, senales muy pequenas que deben medirse y las
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fluctuaciones en el laser, ya que las mediciones se realizaron en tiempos relativamente

grandes, 240 minutos para las medicion de la Fig. 6.6(b) y 96 minutos para la medicion
de la Fig. 6.7(b).

La cantidad de luz esparcida por la mascarilla es extremadamente pequena, casi igual
al ruido de fondo. Esta situacion se presenta ya que se esta usando el mismo microagujero
detector, con un didmetro muy pequeno (800um). La Fig. 6.8 muestra las comparaciones

entre la sefial y el ruido de fondo en las cuatro mediciones realizadas para observar la
repetibilidad.
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Figura 6.8: Comparacion entre la senal medida y el ruido de fondo para la misma mascarilla

medida en dias diferentes. (a) muestra los resultados del lunes, (b) del martes, (c) del
jueves y (d) del viernes.

Como se ha mencionado, la Fig. 6.8(d) muestra un sensado en una regiéon angular

mayor, debido a que aqui, la senal era ligeramente mayor que el ruido de fondo. Mientras
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que en las tres mediciones posteriores, representadas en las Figs. 6.8(a)-(c), a partir de

6 = 1.6° el ruido era definitivamente mayor que la senial misma.

La situacion anterior se le atribuye a las fluctuaciones en la potencia emitida por el
laser. Es por eso que se mencion6 que tanto la senal pequena como las fluctuaciones estan
intimamente correlacionadas. Dado que la senal es muy débil, entonces una fluctuacion
pequena en la potencia emitida por el laser es determinante en la senal medida. Lo anterior
puede verse en la Fig. 6.9 que muestra las fluctuaciones del laser durante las cuatro
mediciones. Note como en la Fig. 6.9(a), la correspondiente al dia viernes, en que fue
posible sensar una regién angular mayor, las fluctuaciones en la potencia del laser fueron
menores que los otros tres dias, a pesar de que el tiempo que tomé realizar las mediciones
fue mayor. Esto sugiere que el problema puede evitarse realizando las mediciones en

tiempo real, es decir, mediante un arreglo de detectores.

4.68 T 4.55
4.66 mW
4,661
464t Viernes ] 45l /‘
Lunes Martes
= 4.621 =
IS IS
461 4451
458 Jueves
456} 1 4.4}
0 80 160 240 0 48 96
minutos minutos

Figura 6.9: Fluctuaciones en el laser en cuatro mediciones distintas. La leyenda en cada
grafica representa un promedio de las fluctuaciones de la potencia medida. (a) muestra

los resultados del lunes y viernes y (b) los del martes y jueves.

Ya que no se pudo implementar un arreglo de detectores para el sensado, se propuso
trabajar con un microagujero de didmetro variable, para que a medida que la senal va
decreciendo, se aumenta el diAmetro del detector para compensar dicha disminuciéon. Los

resultados se discuten en la siguiente Seccion.
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6.5. Mediciones con Detectores de Diametro Variable

Para esta parte, los didametros de microagujero que se utilizaron como detector fueron:
200pm, 400pm, 800um, 1500um, y 3000pum. El muestreo se realizé de acuerdo a como se
muestra en la Fig. 6.10. Con esta configuracion se pudo alcanzar una posiciéon radial de
17.2mm en el plano de deteccion, acorde a la posiciéon radial sugerida por la simulacion
mostrada en la Fig. 6.5(d) como la mas adecuada. Sin embargo, los resultados no son

buenos, como puede verse de la Fig. 6.11.

y

A

3mm

0.4mm 0.8mm

Figura 6.10: Muestreo con detectores de diverso grosor.

La Fig. 6.11(a) muestra la distribucién que se recupera con 10 interpolaciones (curva
continua) entre cada pareja de datos experimentales, mientras que la recuperacion con los
datos experimentales tal y como fueron medidos estan representados por la linea quebra-
da. La Fig. 6.11(b) muestra un acercamiento de estas mismas dos recuperaciones de la
misma distribucion. Puede verse inmediatamente que ambas recuperaciones son erréneas,
haciéndose mas critico el desacuerdo cuando se interpolan los datos experimentales. La
explicacion a dicho comportamiento erratico puede verse en las graficas de las Figs. 6.11(c)
y Fig. 6.11(d). La Fig. 6.11(c) muestra la grafica de la potencia que el detector mide di-
rectamente del experimento y su correspondiente interpolacion, mientras que en la Fig.
6.11(d) se muestra la intensidad experimental y su correspondiente interpolacion. Note
como la intensidad al ser interpolada genera un comportamiento oscilatorio (intensidades
negativas), generado por los saltos que las mediciones experimentales de la potencia sufre.

Es decir, el patron de intensidad no decae uniformemente cuando se consideran detectores
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distintos, lo cual hace que el proceso numérico de interpolar datos para obtener una reso-

lucién angular més alta sea erréneo.
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Figura 6.11: Recuperacion experimental con detectores de grosor variable. (a) muestra
las distribuciones en todo su codominio, (b) realiza un acercamiento de las distribuciones
mostradas en (a). En (¢) y (d) se muestran la potencia e intensidad experimental con y

sin interpolar, respectivamente.

Ya que los resultados cuando se usa un solo tipo de microagujero son aceptables como
se mostro al principio de la seccién anterior, se consider6 conveniente usar inicamente dos
tamanos de microagujero en vez de cinco, sin embargo, los resultados que se obtuvieron

nuevamente fueron muy parecidos a los de la Fig. 6.11, por lo que no se presentan.

Finalmente la Fig. 6.12 muestra la mediciéon de la mascarilla citada en un analizador

Malvern con el modelo de Fraunhofer. Aclarando que en el eje horizontal se grafican
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didmetros en escala logaritmica. Como puede verse, el instrumento reporta una distribu-
cién con pico modal bien definido centrado en 63um y no en 60um como se esperaba,
ademés de otro pico que no esta bien definido pero, que puede notarse en la region de
tamanos de 100pum. Esto indica que aparte de las aberturas de 31.5um de radio estan
presentes aberturas méas grandes, predominantemente de 100um. Lo anterior se debe a
que la mascarilla tiene cierto grado de imperfeccion, tales como el factor de reduccion
ya mencionado y el traslape entre aberturas, las cuales forman ctimulos de forma irregu-
lar que representan particulas de radio grande. El hecho de que el pico en 100um tenga

menor altura que el pico en 31.5um, indica que la cantidad de aberturas con ese tamano

€S Imenor.

i T8
b | 1 18

Ferticle size (wal,

Malwvesrn Inestrumeanta

Figura 6.12: Mascarilla medida en un analizador Malvern con difraccion de Fraunhofer.

Es oportuno mencionar que se trabajé con otras tres mascarillas de aberturas con
tamanos mas pequenos, sin embargo, los resultados obtenidos no fueron satisfactorios
ya que las recuperaciones fueron bastante incorrectas. Lo anterior se atribuye a la poca
resoluciéon angular y el pequeno rango dinamico del arreglo experimental. Es decir, por
tratarse de aberturas méas pequenas que la discutida en las Secciones previas, la cantidad

de luz que difractan es de menor intensidad y se presenta a angulos mas grandes de los
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que es capaz de sensar el arreglo experimental, por lo tanto, entre mas crezca el angulo el

ruido de fondo empieza a ser mayor que la senal misma, como se mostré anteriormente.

Una sola conclusion cabe al respecto. Es necesaria una resolucion angular alta para
no perder informaciéon a édngulos grandes, asi como, un rango dinamico mas alto en la
deteccion del patron de difraccion, esto se puede alcanzar con un arreglo de detectores

tipo CCD, disenados, construidos y calibrados tinicamente para tal fin.

6.6. Trabajo Futuro

Los resultados experimentales preliminares, conjuntamente con la implementacion de
los cuatro algoritmos de inversion discutidos en el presente trabajo de tesis, sugieren una
linea de investigacion a seguir, relacionada con el anélisis de tamano de particulas y sus
potenciales aplicaciones. Es decir, el presente trabajo de tesis, a nivel local representa
la etapa inicial de un trabajo mas amplio y sisteméatico para introducir la metrologia de
particulas, cuyo objetivo final, es la construccion de un analizador de tamano de particulas
que sea accesible en costo y tecnolégicamente competitivo, que pueda cubrir las especta-
tivas y necesidades de investigacion basica y aplicada mencionadas en la introduccion del

presente trabajo.
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Se han presentado cuatro métodos de inversion basados en distintas técnicas numéricas,
para recuperar distribuciones de tamano de particula, a partir de patrones de intensidad
simulados por la teoria de Mie y recuperados con la aproximacion de Fraunhofer y la
teoria de Mie. Modelos fisicos que describen el fenomeno de esparcimiento de luz por
particulas. Para distribuciones monomodales normal, gama y lognormal de particulas
esféricas, con indice de refraccion relativo m = 1.5, es apropiado usar la aproximaciéon
de Fraunhofer més alla de cierto intervalo de tamano critico. El cual corresponde al pico
modal de una distribucién centrada en 42 < @ < 48. Se considera a la distribucién
centrada en @ = 46, como la mejor representante del valor umbral para la validez de la
aproximacion de Fraunhofer. El método de descomposiciéon en valores singulares genera
mejores resultados que el método de Chin Shifrin, cuando se resuelve el problema inverso
con la aproximacion de Fraunhofer. En esta parte del trabajo todas las distribuciones

fueron consideradas en el dominio 1 < o < 100.

El método de descomposicion en valores singulares produce resultados erréneos cuan-
do se usa con la teoria de Mie, mientras que el método de Phillips-Twomey da los mejores
resultados para los tres tipos de distribuciones consideradas. La forma asimétrica de las
distribuciones y las inconsistencias en la composiciéon angular de los patrones de inten-
sidad no afectan la eficiencia del método de Phillips-Twomey. Los que si afectan son: la
eleccion de un parametro de regularizacion 6ptimo y el correcto operador de suavizado. Se
demuestra que la aplicacion de un procedimiento iterativo para seleccionar los pardametros
o6ptimos de regularizacion y el operador de suavizado genera resultados exactos, para el
caso de distribuciones anchas de particulas grandes y un operador de suavizado de segun-
das diferencias; pero baja su rendimiento con resultados aceptables para distribuciones
estrechas de particulas pequenas. Por lo tanto se considera necesario utilizar un operador
de terceras diferencias o més, para mejorar las recuperaciones, pero no llega a ser un

resultado 6ptimo. Ademas, este método demanda un considerable tiempo de computo.
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Respecto a la comparacion entre la aproximacion de Fraunhofer y la teoria de Mie en
la region de tamanos de particula grandes, donde el uso de la aproximacion de Fraunhofer
es perfectamente valida, se puede concluir que la combinaciéon de la teoria de Mie con el
método de Phillips-Twomey genera los mejores resultados, comparado con los que repor-
tan los métodos de descomposicion en valores singulares y el de Chin-Shifrin. El unico
inconveniente es que la teoria de Mie incrementa drasticamente el tiempo de computo en
cuatro 6rdenes de magnitud. De aqui es que cuando la situacion lo amerite, se recomien-
da utilizar la aproximacion de Fraunhofer con el método de descomposicién en valores

singulares.

El algoritmo basado en una estrategia evolutiva, implementado con la aproximacion de
Fraunhofer introduce dos caracteristicas importantes cuando es comparado con el método
tradicional de Chin-Shifrin: Se han obtenido resultados sélidos que muestran que dicho
método, genera las mejores soluciones cuando se compara con el método de Chin Shifrin,
y no requiere de informaciéon a prior: acerca del dominio de la distribucion de tamanos de
particula que se busca. So6lo requiere que al principio de cada proceso de optimizacion se
le dé un patréon de intensidad y un grupo de distribuciones candidatos a solucion, a partir
de los cuales lleva a cabo un ajuste para obtener la correcta funcion de distribucion de

tamanos.

Para el caso particular de los tres tipos de distribucion consideradas, el rendimiento del
algoritmo basado en la estrategia evolutiva, no depende del tipo de distribucion del que
se trate. Resultados exactos se obtienen para ambos tipos de distribuciones, simétricas y
asimétricas y el método es capaz de identificar la funcién correcta a partir de los tres tipos
de distribucién sugeridas. Resultados menos precisos pero que siguen siendo satisfactorios
se obtienen cuando dicho método se aplica para un tipo de distribuciéon que no esta
relacionada a la distribucién propuesta. Esto resulta de importancia cuando la informacion
de la distribucién original no esta disponible o cuando sélo un diagnoéstico de los tamanos
presentes en una muestra son requeridos. Se ha hecho notar también, que las posibles
discrepancias en la composicién angular de los datos de entrada no afectan el rendimiento
del algoritmo, a diferencia del caso cuando la aproximacion de Fraunhofer se usa para

resolver el problema inverso por cuadraturas o por el método de Chin-Shifrin.

Se proponen 500 iteraciones y el valor meta 107%, como un criterio general de paro
cuando el algoritmo basado en una estrategia evolutiva es usado. Estos valores garantizan
la correcta convergencia en la funciéon objetivo, tal que el algoritmo pueda hallar una
solucién cercana al 6ptimo global. Dicho método posee una alta precision y tiempo de
computo aceptable, sin embargo, sélo se pueden analizar funciones de distribucién con un
méaximo hasta de 6 variables de optimizacién. Por el momento esto no permite trabajar

con distribuciones més complejas como las multimodales, limitandose a distribuciones
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monomodales.

A partir del trabajo experimental realizado, se propone utilizar un arreglo de detec-
tores tipo CCD, disenados, construidos y calibrados tnicamente para un analizador de
particulas. Con esto se puede alcanzar una resoluciéon angular alta a angulos grandes y
no perder informacién a angulos pequenos cerca del eje de propagacion. Lo cual a su vez,

permitiria alcanzar un rango dindmico mayor en los tamanos de particula que analizaria.
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