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Abstract

We have characterized the quantum entanglement of bipartite qutrit systems using concu-
rrence. We intended to construct a naive inverter that flips the spin of a qutrit with the help
of Gell-Mann matrices. However, this works for just a type of states. Therefore, we defined a
better way to get the spin-flipped density operator under the action of superoperators, also
given in terms of Gell-Mann matrices.

We show that the naive inverter can deliver equivalent information to that given by the
formal inverter just in certain cases.
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Resumen

Se caracteriza el entrelazamiento cuantico en un sistema bipartita de qutrits usando la
medida de concurrencia. Para ello, pretendemos construir un inversor ingenuo que gira el
espin del qutrit, con ayuda de las matrices de Gell-Mann. Sin embargo, se presentan pro-
blemas en la caracterizacién de cierto tipo de estados. Por lo tanto, proponemos una mejor
forma de obtener la matriz de densidad del espin girado bajo la accién de siper operadores
definidos a partir de las mismas matrices.

Comparamos los resultados para obtener la concurrencia, mostrando que el inversor in-
genuo entrega informacion equivalente al inversor exacto sélo en algunos casos.



VI



Agradecimientos

A dios que representa para mi, fe y esperanza. La fe que me impulsa a levantarme dia a
dia y luchar por lo que anhelo y la esperanza en la vida, y la mejor manera de vivirla.

A mi més grande motivo que mi impulsa a levantarme de las derrotas y seguir adelante
por nuevos triunfos, ustedes son sinénimo de todo, mi familia.

A ti mi luz y alegria que has estado en las buenas y sobre todo en las malas, porque me
has ensenado a valorar las cosas y sobre todo a disfrutarlas. Porque eres mi motivacién y
ahora mi unico yo.

En particular le agradezco a mis padres: Javier Méndez Robles y Francisca Huerta Mora-
les por cada palabra de aliento, apoyo, confianza y muestras de amor. Ustedes son mi soporte,
gracias por siempre estar conmigo.

A mi hermano Francisco Javier Méndez Huerta por ser mi amigo siempre dispuesto a es-
cucharme, porque siempre estas cuando quiero hablar de lo que me apasiona, gracias porque
cada vez que veia ese brillo en tus ojos me motivaba para seguir haciendo lo que me gusta,
te quiero mucho Javi.

A mis hermanas, porque son un reflejo de lo importante que es la familia y cada uno de
sus integrantes, en mi vida.

A la luz de mis ojos que pese a los malos momentos siempre has estado a mi lado permi-
tiéndome compartir todos los matices de la vida. Gracias Ana porque siempre has sido parte
de mi vida y ahora eres mi vida.

A mi asesor, el Dr. Blas Rodriguez Lara por todo lo que representaste en este proyecto
)
y por tantas ensenianzas, un amigo, un profesor, un guia. Pero sobre todo gracias por la
confianza y paciencia.

A mis sinodales, el Dr. Héctor Manuel Moya Cessa, Dr. Francisco Soto Eguibar y el Dr.
Arturo Zuniga Segundo, por su apreciable tiempo, comentarios y sugerencias que tuvieron
con un servidor para crecer y aprender en cada momento durante la estancia en el programa
de maestria culminada con este trabajo.

Finalmente, un agradecimiento especial al Consejo Nacional De Ciencia y Tecnologia

VII



(conacyt), por el apoyo financiero brindado en la realizacién de mis estudios en el instituto.

VIII



Dedicatoria

A todas las personas que son parte de mi vida, que tengo la dicha de tenerlas a mi lado
y aquellas que ya no estan de cuerpo presente pero siguen estando en mi mente.

IX






Indice general

Indice general

Abstract
Resumen
Agradecimientos
Dedicatoria

1. Entrelazamiento cuantico
1.1. Formalismo de un estado entrelazado . . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.1.1. Sistema bipartita . . . . . . . ...
1.1.2. Sistema bipartita entrelazado . . . . . . . .. ... ...
1.2. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita de qubits . . . . . . . ..
1.2.1. Super operador; giro de espin de un qubit . . . . . .. ...
1.2.2. Ejemplo de estado entrelazado de un sistema bipartita . . . . . . ..
1.3. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita de qudits . . . . . . . ..

2. Sistema Qutrit Entrelazado
2.1. Estados bipartita qutrit . . . . . . . ... ...
2.2. Método exacto . . . . . . L
2.3. Inversor ingenuo y concurrencia para el sistema qutrit entrelazado . . . . . .
2.4. Matriz de densidad del espin girado bajo la acciéon de los stuper operadores

Sulply Sulpl - o o
2.5. Concurrencia para diferentes estados entrelazados qutrit . . . . . . .. . ..

2.5.1. Estado prueba simple . . . . . . ... ... Lo
2.5.2. Estados prueba propagados . . . . . .. .. ... L.
2.6. Resultados numéricos . . . . . . . . . ...
2.6.1. Estado Entrelazado . . . . . . . . . . ... ...
2.6.2. Estado Separable . . . . . . .. ... ...

3. Conclusiones
A. Inversor universal

B. Hamiltoniano efectivo en la interaccién campo: divisor de haz

I1I

5

=

O 3 O = W Ww -

11
11
12
13

15
15
16
17
19
19
22

25

27

31

XI



Indice general

.. .. —ig(ala al
C. Accién del operador de evolucién e ig(alartmai)t gohre los operadores de

creacién a! y al 33

XII



Capitulo 1

Entrelazamiento cuantico

Cuando hablamos de mecanica cuantica, comunmente lo primero que nos preguntamos
es, jcual es la diferencia con la mecanica clasica? La respuesta inmediata es que la mecanica
clasica estudia el comportamiento de objetos macroscépicos y la mecanica cuantica el de
objetos microscépicos. Sin embargo, existen otras propiedades que muestran una clara dife-
rencia entre nuestra descripcién del mundo clésico y el cuantico; un ejemplo de ello es algo
tan cotidiano como el acto de realizar una medicién.

Clasicamente, las propiedades fisicas de cualquier objeto tienen una existencia indepen-
diente de la observacién. Sin embargo, la medicién es un tema trascendental en la mecanica
cuantica, aqui las propiedades fisicas de un objeto surgen como consecuencia de las me-
diciones realizadas al sistema. En otras palabras, cuando medimos en un sistema cuantico
interferimos con el mismo. Es asi que la observacion es una de las caracteristicas méas sobre-
salientes de la teoria. Un ejemplo de la importancia de la medicién, es la llamada paradoja
del gato de Schrodinger, donde suponemos que un gato se encuentra encerrado en una caja
junto con un mecanismo que puede liberar una toxina, que claramente mata al gato, si existe
un decaimiento atéomico. Entonces, el estado que describe al sistema sera una superposicion
de estados: El gato muerto si la toxina es liberada y con la misma probabilidad el gato vivo
si la toxina no es liberada, esto es,

1

‘\Ij>toxina,gato - \/5

Schrodinger construyé el “experimento mental” (gedanken experiment) descrito arriba
para poder visualizar el comportamiento no clasico. La esencia del gato de Schrodinger es
que mientras un objeto cuantico no sea medido, por lo general, puede estar en una superpo-
sicién de estados, como si pudiera tener diferentes estados posibles al mismo tiempo. Esto se
denomina superposicién cudntica, en el gato de Schrodinger, el estado que describe al sistema
es un gato vivo y muerto a la vez. Esta paradoja tenia como objetivo mostrar lo absurdo de
las implicaciones de la teoria cuantica. Puesto que, tanto para Schrodinger como para Al-
bert Einstein, todos estos comportamientos inusuales parecian intrigantes desde el punto de
vista clasico. Einstein, expresé su inconformidad ante la indeterminacion de las predicciones
cuanticas, es decir, el problema con la medicion y la no localidad de la teoria, que tiene que
ver con lo que hoy se conoce como entrelazamiento cuantico. En un principio, esto fue des-
crito por Einstein como la superposicion de dos o més alternativas clasicamente excluyentes.

<| liberada) [muerto),, + [no liberada), ;.| vivo) gato) . (L1)

toxina



Capitulo 1. Entrelazamiento cuantico

Tal inconformidad, llevé a Einstein a ser uno de los més grandes defensores del argumento
que la mecanica cuantica era una teoria incompleta. Al punto de desarrollar otro “gedanken
experiment” que intentaba demostrar que la mecanica cuantica no describia adecuadamente
el comportamiento de la naturaleza, este experimento mental resulté paraddjico de tal forma
hoy se le conoce como la paradoja EPR.

La paradoja EPR propuesta por Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen [1],
estd basada en lo que llamaban elementos de la realidad, que se refiere a lo siguiente: si una
variable se puede predecir con certeza sin afectar el estado del sistema, entonces, la misma
variable corresponde a un elemento de la realidad. Esto claramente no se cumple en la teoria
cuantica. El objetivo de esta paradoja era mostrar que la teoria cuantica no es una teoria fisica
completa, ya que no se incluyen elementos de la realidad en la misma. Para que la teoria fuera
valida, se tenia que introducir una serie de elementos, que Einstein denominé variables ocul-
tas, que permitian elaborar predicciones deterministas arribando irremediablemente a efectos
no locales en la teoria cuantica. El experimento planteado por Einstein, Podolsky y Rosen
consistié en tomar un par de particulas, A y B, que interactian en el pasado encontrandose
en un estado superpuesto, tal que, ahora que estan separadas por una gran distancia son me-
didas por un par de observadores. El primer observador mide la particula A, determinando
asi su estado, el concepto clave es que al realizar la medicion en A también se estd deter-
minando el estado de la particula B. Para Einstein esto era inaceptable, ;Cémo era posible
que medir algo en A afectara algo que estda muy lejos? A este comportamiento no local de la
teoria cuantica Einstein lo denominé “fantasmagoérica accion a distancia”. Mas tarde, Erwin
Schrodinger es quien acunié el término Verschdnkung [2] palabra alemana, traducida al inglés
como FEntanglement, es decir, entrelazamiento o enredamiento cuantico. Para Einstein era
inaceptable que la teoria cuantica tuviera predicciones de efectos no locales, es por ello que
el objetivo principal de la paradoja EPR era mostrar que la idea de la fantasmagoérica accion
a distancia so6lo eran pruebas que la mecéanica cuantica carecia de realismo fisico, siendo una
teoria incompleta.

El experimento mental propuesto por Einstein y sus colegas constituyé uno de los cues-
tionamientos mas fuertes que recibié la mecanica cuantica, pero a la vez funcioné como un
poderoso estimulante para la comunidad cientifica que profundizé en tales fenémenos poco
explorados y no del todo entendidos. Posterior a la paradoja EPR, le siguieron una serie de
publicaciones entre ellas las de D. Bohm y J. S. Bell [3-5], que llegaron a demostrar que nin-
guna teoria determinista local de variables ocultas es consistente con la mecénica cuantica.
Lo cual implica que la teoria cuantica no necesariamente tiene que ser local, en consecuencia,
es valido pensar en el fenémeno de entrelazamiento cuantico. Tales aseveraciones se conocen
como el teorema de Bell, fundamento del desarrollo de las desigualdades definidas con el
mismo nombre.

Las violaciones a las desigualdades de Bell son las primeras pruebas de entrelazamiento,
por ejemplo, los trabajos de Alain Aspect, Philippe Grangier y Gerard Roger [6-9], demues-
tran experimentalmente violaciones a las desigualdades de Bell, es decir, la existencia del
entrelazamiento cuantico. En esta serie de articulos miden correlaciones entre las polariza-
ciones lineales de pares de fotones mismos que son emitidos en una cascada radiactiva de
atomos de calcio [6,7]. Los experimentos de Alain Aspect y sus colegas establecieron que



1.1. Formalismo de un estado entrelazado

tales fenomenos cuanticos pueden ser medidos en el laboratorio, dificiles de imaginar y en-
contrarles sentido pero al final de cuentas posibles. Se comprueba que la teoria cuantica es
una descripcion, al parecer, adecuada de la realidad. Es asi como se da paso a una teoria
de la naturaleza totalmente nueva y prometedora para el desarrollo y creacion de nuevas
tecnologias.

1.1. Formalismo de un estado entrelazado

El entrelazamiento cuantico es un fenémeno considerado como la esencia misma de lo
cuantico. Consiste en fuertes correlaciones entre estados, de tal modo, que no pueden ser
representados como productos de estados cuanticos. Dicho lo anterior, queda claro que el
entrelazamiento cuantico se manifiesta a partir de sistemas bipartita, es decir, inicamente
tiene sentido hablar de dos o mas sistemas cuénticos entrelazados. Para visualizar lo anterior
en una expresion matematica, comencemos por dar el formalismo de la mecanica cuantica
usando el lenguaje de vectores de estados y operadores de densidad.

1.1.1. Sistema bipartita

En un sistema bipartita consideramos dos subsistemas A y B asociados al espacio de
Hilbert Ha y Hp respectivamente. Ahora bien, sea {|i), ¢=0,1,2,3,...} una base para
el subsistema A y {|j), 7=0,1,2,3,...} la base correspondiente para el subsistema B.
Ambas bases son ortonormales y pertenecen al espacio de Hilbert correspondiente H4 o Hp
dependiendo del sistema. Entonces, cualquier estado |¥) € H = Ha ® Hp puede ser escrito
como un sistema compuesto de la forma,

chl ® 15) 5 (1.2)

Por lo tanto, el operador de densidad de un estado puro para el sistema bipartita puede ser
representado en términos de las bases, tal que,

po= 10U =) CyChli) s (kI @ 15)5 (1l

ijkl

= D pumlida (Kl@15)5 . (1.3)

ijkl

Las matrices parciales se pueden definir como:

pa = Trp{p}= Z Gloldy = pijwili) 4 (kI (1.4)

oy
pp = Tra{p}= Z ilpd) me ald) g (1.5)
7 1,7,

Al obtener las matrices parciales estamos trazando sobre uno de los subsistemas quitandonos
informacion fuera de la diagonal que corresponde a las coherencias del sistema.



Capitulo 1. Entrelazamiento cuantico

1.1.2. Sistema bipartita entrelazado

Observemos la superposiciéon de estados del sistema bipartita Ec. 1.2. Para el caso de
estados separables, estos se pueden representar como un producto de estados cuanticos de la
forma,

W) = [Va) @ [¥p). (1.6)

Donde |V 4) describe al estado del subsistema A y |[¥g) describe al estado del subsistema B.
Es decir, algunos vectores de estado |¥) se pueden descomponer en un producto tensorial de
estados de cada subsistema.

Para un estado entrelazado esto no es posible. La representaciéon matematica de un estado
entrelazado por medio del vector de estado la podemos visualizar en el caso mas sencillo de un
sistema bipartita de dos niveles. Consideramos dos particulas que pueden estar en cualquiera
de los dos estados o subsistemas, los estados posibles son,

’\IJ}4> , Particula 1 en el estado A
‘\I/}B> , Particula 1 en el estado B
‘\II2A> , Particula 2 en el estado A
‘\IlzB> ,  Particula 2 en el estado B

El estado que describe al sistema esta dado por la superposicién de estados,
) = Cy |Uh) @ [¥F) + Co [V5) @ [U]), (1.7)
donde |Cy|* + |Cy|? con Cy, Cy # 0.

Se trata de un estado entrelazado porque el estado no se puede factorizar en un produc-
to tensorial de estados de los subsistemas.

La definicién general de un estado cuantico entrelazado se da en términos del operador
de densidad, donde un sistema cuantico bipartita es separable si la matriz de densidad puede
ser escrita como [5],

p=>_ Pplepl, (1.8)

donde p! y p? son las matrices de densidad para cada subsistema y la cantidad P; satisface
> P, = 1. La expresion anterior nos dice que un estado separable ocurrird cuando se pueda

7
representar como una mezcla de matrices de densidad separables.

1.2. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita
de qubits

La necesidad de cuantificar y caracterizar el grado de entrelazamiento de un sistema es
importante e indispensable. Conocer el grado de enredo de los estados estudiados es tras-

4



1.2. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita de qubits

cendental para el avance hacia nuevas tecnologias como: computacién cuantica, criptografia
cuantica, y en general, la informacion cuantica. La idea principal es que un estado con mayor
entrelazamiento es mejor que un estado de menor enredo para lograr ciertos objetivos, como
los enlistados arriba. Es decir, se busca crear y estudiar estados entrelazados lo mas posible
caracterizados. Es asi, como se llega a lo que se conoce como medidas de entrelazamiento
cuantico.

Existen diversas medidas de entrelazamiento cuantico como lo son: la descomposicion Sch-
midt o negatividad, la medida geométrica de enredo, la entrépia Von Neuman, por mencionar
algunas [5,10, 11]. Por otro lado, se encuentran las medidas de entrelazamiento basadas en
relaciones de incertidumbre como puede ser la colectividad [12]. La gran mayoria de medidas
de entrelazamiento cuantico usan el criterio mas valido para conocer la informaciéon de un
sistema, como lo es el operador de densidad. En particular para un sistema de dos niveles
la medida més conocida y estudiada es la concurrencia, definida a partir del operador de
densidad y su complejo conjugado bajo la acciéon de un inversor.

La concurrencia de Wootters es la mas utilizada y, quizéas, la mas importante medida de
entrelazamiento cuantico para sistemas bipartitas de qubits.

Scott Hill y William K. Wootters definen a la concurrencia en términos de un super
operador que gira el espin del qubit. En palabras concretas Hill y Wootters [13-16] precisan
la concurrencia de dos qubits, como sigue,

Ca (V) = /T (p). (1.9)

De tal manera que, para un estado cuantico p de un sistema de dos qubits el operador de
densidad para el espin girado, denotado por una tilde es,

~ % 0 —z
10 = SQ ® 52(10) = Uy ® pr Oy ®0y§ Uy = <Z 02) ’ (11())

siendo Sy un super operador cuya acciéon sobre un qubit del operador de densidad p es girar
el espin, es decir,

Sa(p) = oyp’oy. (1.11)

Por otro lado, la concurrencia de Wootters para un estado puro, en términos del super
operador Sy queda,

Co (W) = /D (W) (V] Sy @ S, (W) (¥]) |¥)
= V{5, ® 5 (7) (2)]7)
= (¥, ®0, |07 (V] 0, ® 0, | 1)’
= [(¥Y]o, ® oy, V). (1.12)




Capitulo 1. Entrelazamiento cuantico

1.2.1. Stuper operador; giro de espin de un qubit

La principal caracteristica del stuper operador S, es girar el espin del qubit. En lo que
sigue se usara la matriz identidad I que corresponde a una matriz 2 x 2 para el sistema de
dos niveles. Los vectores de espin corresponden a:

espin up — [1) = (é) , espin down — |}) = ((1)) : (1.13)
Entonces el qubit,

Oy =alt)+B81); laf +[8 =1. (1.14)

Ahora bien, girar el espin del qubit |¥) significa que mediante una transformacién los
vectores de espin del qubit cambian de espin up a espin down y viceversa. Pero sobre todo, se
debe cumplir que el valor esperado de las matrices pertenecientes a la base propia del sistema
qubit cumplan la siguiente ecuacion,

<Uj>giTad0 - _<Uj>original; J=x,Y, % (115)

La tnica transformacién que cumple con la condicién 1.15 para girar el espin de un sélo qubit
p =52 (p) = pr*O'y €8,

]\Il)f =0,C|¥). (1.16)
Para el cual, se aplica el siguiente vector anti unitario,
o0,C =—-Coy, (1.17)

donde, C' denota el complejo conjugado, es decir, C'|¢) = [¢*) . A continuacién, se demuestra
como la transformacién 1.16 gira el espin del qubit,

0 —z\ [aF - .
), =acn = (7 3) (5) = -, (1.18)
Mientras tanto, los valores esperados son:
<‘7x>gimdo =Tr (o.p) = (V*| 0y0,0,|V") = —af* — fa* = _<Ur>origmal (1.19)

<UZ>gimdo =Tr(o.p) = (V| 0y0.0, |V7) = _|a|2 + ’B|2 = —(02) (1.21)

original

Por lo tanto, queda demostrado que la Ec. 1.16 es una transformacién adecuada para girar
el espin del qubit.

6



1.2. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita de qubits
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Figura 1.1: Descripcién cuantica de un divisor de haz.

1.2.2. Ejemplo de estado entrelazado de un sistema bipartita

Una forma facil de obtener un estado entrelazado en el laboratorio es usando un divisor
de haz y la incidencia de pocos fotones. A continuacién, se presenta uno de los ejemplos
mas simples de estados entrelazados y la forma de obtenerlo. Para esto, se considera una
descripcion cuédntica correcta para el divisor de haz [17], como se muestra en la figura 1.1.

Los modos de entrada y salida estan gobernados por las transformaciones del divisor de

haz,
&2 - t r do

AT

los cuales cumplen las relaciones de conmutacion: [di,ai] =1y [&,,dﬂ = 0. Se considera

que es un divisor 50:50 y por ende |r| = |t| = \/iﬁ También, se tiene que considerar el cambio

de fase que sufre el haz reflejado en 7/2 | por tal motivo se tiene el factor exp (:f:llzr) = 1.

Por lo tanto, los modos de entrada y salida del divisor de haz estan sujetos a las siguientes
transformaciones,

(2&1 + do) 5 as = ——= (dl + Zdo) . (123)

Entonces, si consideramos un tnico fotén incidiendo en una de las entradas del divisor de
haz tendremos como estado de entrada |0),[1),, como se muestra en la figura 1.2. Observemos,
que el estado de entrada se puede escribir como una potencia del operador de creacién en el
vacio,

10}l 1)y = @1[0)g 1), (1.24)
|0), nos representa el modo 0 de uno de los puertos de entrada teniendo cero fotones, mientras

7



Capitulo 1. Entrelazamiento cuantico

Figura 1.2: Estado de entrada: tinico fotén en el modo 1 y vacio en el modo 0

que en el modo 1 se tiene un unico fotén representado por |1),. Es importante, considerar
que un vacio de entrada se transforma en un vacio de salida,

10)010), 25 10),]0),. (1.25)

De tal forma, el estado de entrada al interactuar con el divisor de haz BS da como estado
de salida,

~ BS .
10)o[1), = @l]0),]0), = al]0),]0),. (1.26)

Sin embargo, usando las transformaciones cuanticas correctas Ecs. 1.23, se tiene,

ol = % (mg + ag) . (1.27)
Por lo tanto, podemos escribir,
00011, 28— (ia] + ab) 10),10), = —= (iab10),10), + a0} ), (1.2
Se llega a un estado entrelazado,
00/1); 2 < (011),10)y + [0),I1)). (1.29)

La ecuacién anterior nos dice que para describir al sistema se tiene que considerar un
estado global, lo que ocurre en una de las salidas del divisor afectard en el otro puerto de
salida, siendo imposible verlo como estados independientes de tal modo se tiene un estado
entrelazado. Lo anterior, concuerda perfectamente con los resultados reportados por P. Gran-
gier, G. Roger y A. Aspect [9]. El experimento llevado a cabo por Grangier y sus colegas
muestra una fuerte anticorrelacién en la deteccién de fotones en ambos lados de un divisor
de haz. De esta manera, se confirma la esencia de un estado entrelazado como aquel que
describe al sistema, explicando la inexistencia de recuentos simultaneos en la deteccién de
fotones en ambas salidas del divisor de haz. El otro experimento reportado en el mismo articu-
lo es atin mas interesante, ya que se observa interferencia en las salidas del divisor de haz,

8



1.3. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita de qudits

considerando, la incidencia de pocos fotones en un arreglo interferometrico. Grangier y sus
colaboradores reportan la existencia de un patréon de interferencia, como parte de un estado
entrelazado. Haciéndose presente la naturaleza, atin no del todo entendida, de los fotones. Ha-
blamos de la dualidad onda particula de la luz, para mayor andlisis consultar la referencia [9].

Pares de fotones entrelados

Otro ejemplo de estado entrelazado, bastante interesante se obtiene haciendo incidir foto-
nes individuales en ambos puertos de entrada del divisor. En este caso, el estado que describe
al sistema estd dado por [17],

BS T .

111,25 5 (112),10); + 10)312),) (1.30)
Distinguimos el enredo al observar que el estado de salida no puede ser escrito como un
producto de estados individuales, ya que, existe una anticorrelacion en la deteccién de fotones
esto implica que los fotones emerjan juntos. Por lo tanto, los fotones son detectados en pares
ya sea en el modo 2 o en el modo 3, de ninguna manera son detectados por separado, lo
cual implicaria recuentos simultaneos cosa que experimentalmente no ocurre. El analisis y
explicacién del comportamiento en éste experimento fue hecho por C. K. Hong, Z. Y. Ou y
L. Mandel [18]. Mandel y Hong exhiben el estado entrelazado que describe al sistema del cual
sobresale la caracteristica fundamental de un bosén cuya naturaleza describe a los fotones.
Los fotones son gobernados por la estadistica de Bose-Einstein, ya que, se encuentran dentro
de la familia de bosones, tienen espin entero y por ende no estan restringidos por el principio
de exclusién de Pauli. Significa que los fotones pueden vivir en un mismo estado cuantico,
concordando con los resultados experimentales.

1.3. Concurrencia de Wootters para sistemas bipartita
de qudits

Hasta este punto, se ha trabajado con el siper operador S, definido en términos de
la matriz de Pauli 0,, para el caso de un sistema bipartita de qubits. Sin embargo, para
poder generalizar la concurrencia de Wootters para pares de sistemas cuanticos de dimension
arbitraria es necesario definir un stper operador adecuado denominado inversor universal, es
definido de la siguiente forma,

Sp(p)=vp(I —p). (1.31)

En el apéndice A se explica el porqué de la elecciéon de 1.31. El inversor universal Sp sera vali-
do para un sistema cuantico de dimension D el cual puede ser llamado qudit. La Ec. 1.31
representa la accién del inversor universal que actia sobre un qudit de p, donde vp es una
constante positiva e I es la matriz unitaria.

Anélogamente al sistema qubits la concurrencia de Wootters para un estado puro de
dimension arbitraria estara definida de la siguiente manera,

Cp (¥) = \/Tr (pp). (1.32)
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Capitulo 1. Entrelazamiento cuantico

En este caso el operador de densidad para el espin girado esta dado por el producto tensorial
del super operador inversor universal, esto es,

ﬁZSDl(X)SDQ. (133)

Por lo tanto, usando la expresion anterior podemos encontrar la correspondiente generaliza-
ciéon de la concurrencia para el sistema de un par de qudits. De tal forma, para un estado
puro conjunto |¥) de un sistema D; ® Ds, la concurrencia queda,

C (1)) = V(¥|Sp, ®Sp, (|%) (¥])[¥)
= \/21/D1VD2 [1—Tr(p%)]. (1.34)

La expresién anterior es analoga a la concurrencia para qubits Ec. 1.12, siendo una eleccién
adecuada vp = 1. También, observemos que la concurrencia en el caso de sistemas arbitrarios
esta relacionada con la pureza de los operadores de densidad.

De igual forma, a partir del inversor universal se encuentra la expresién para la matriz de
densidad del sistema girado para un estado puro de dimensién arbitraria,

p=Sp, ® Sp, (pap) =vp,vp, I @I =1 ® pp — pa® 1 + pas], (1.35)

en términos de la matriz de densidad del sistema bipartita y sus respectivas trazas parciales.
Por lo tanto, la expresién 1.35 corresponde al método exacto para calcular p. El desarrollo
para obtener la Ec. 1.35 se presenta en el apéndice A.
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Capitulo 2

Sistema Qutrit Entrelazado

Definimos la concurrencia para un sistema bipartita qutrit en términos de un inversor in-
genuo S3 (p) propuesto de tal modo que gire el espin del qutrit dada la accién de una matriz
Sy definida como la superposicién de algunas matrices de Gell-Mann. La propuesta especifica
para la matriz S, consiste en la superposicién de las matrices A2, A5 y A7 de las matrices de
Gell-Mann. Nuestra propuesta surge de identificar una matriz analoga a la matriz de Pauli
oy que gira el espin, en este caso del qutrit.

Sin embargo, se presentan algunos problemas con la caracterizacion de ciertos estados, ademas
de encontrar que la propuesta del inversor ingenuo no gira el espin del qutrit. Lo que nos lleva
a proponer, una mejor forma de obtener la matriz de densidad del espin del qutrit girado p,
bajo la accion de ciertos super operadores, también definidos en términos de las matrices de
Gell-Mann Ay, A5 y 7. Finalmente, los resultados de la caracterizacion del entrelazamiento,
obtenidos con los dos métodos antes expuestos se comparan con los resultados del calculo de
concurrencia a partir del método exacto. Se observa una reduccién en el tiempo de céalculo
para concurrencia usando de manera directa el inversor ingenuo. Mejor atn, con el uso de
los super operadores se obtienen resultados idénticos al método exacto en menor tiempo de
calculo en comparacién con los dos otros métodos.

2.1. Estados bipartita qutrit

Comencemos por considerar un sistema bipartita qutrit dado por,

0) = Ciyli) 4 @ 1), (2.1)

ij=0

siendo A y B los subsistemas del vector de estado |¥) pertenecientes al espacio de Hilbert
H = Ha ® Hp. La ecuacion anterior es un caso particular de la Ec. 1.2 para 7,7 = 0,1,2
concerniente a un sistema de dimensién tres, como puede ser un atomo de tres niveles, de-
nominado sistema qutrit.
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

Entonces es conveniente definir los vectores de la base de tal sistema,

1 0
2=[o), w={1] v 10=/o]. (2.2)
0 0 1

Por otro lado, la estructura algebraica definida sobre el espacio vectorial de dimension tres
estd asociado al grupo de Lie SU(3) [19]. Es decir, el dlgebra de Lie del grupo unitario
SU(3) es quien describird el espacio vectorial del estado qutrit. Asi mismo, las matrices de
Gell-Mann constituyen una base vectorial de tal grupo unitario. Tales matrices se enlistan a
continuacion,

010 0 —i 0 1 0 0 001
M o= [100]), =i 0 0], x=[0 10|, m=[000],
000 00 0 0 0 0 100
(2.3)
00 —i 000 00 0 L (100
s = |00 0, x=1001], =00 —i|, xx=—{[01 0
i 00 010 0 i 0 V310 0 —2

Ahora bien, puede existir entrelazamiento cuantico entre sistemas bipartita qutrit. Un ejem-
plo, es el estado general que representa todos los posibles estados bipartita qutrit,

2
W) = Z Cij|ij) =Coo [00) + C10 [10) + Co1 [01) + Coo [20) + C11 [11) + C2 [02),  (2.4)

ij=0

dependiendo de los valores de los coeficientes C;; podemos tener diferentes estados entrela-
zados para el sistema de dos qutrits.

2.2. Método exacto

Iniciamos por el calculo exacto que consistird en determinar la matriz de densidad del
sistema girado por medio de la siguiente ecuacion,

p=253®8;(p) =vsvs[{ O —1®pp—pa®@I+p], (2.5)

donde [ es la matriz unitaria para este caso de dimensiéon 3 x 3. Esta ecuacion se obtiene del
resultado general Ec. 1.35 que corresponde al caso de dimensiones arbitrarias.

Entonces, para calcular la concurrencia con el método exacto usamos el lado derecho
de la Ec. 2.5, lo que implica, calcular la matriz de densidad del espin girado p por medio
de determinar en su totalidad tanto la matriz de densidad del estado conjunto p como las
matrices reducidas ps y pp. En seguida se sustituye p en la definicién de concurrencia, para
este caso unicamente valida para estados puros,

C (¥) = /Tr (p). (2.6)
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2.3. Inversor ingenuo y concurrencia para el sistema qutrit entrelazado

para obtener el valor exacto de la misma. Vale la pena aclarar que la definicion surge de la
Ec. 1.32 vélida para toda dimensiéon arbitraria.

Usando los vectores de la base del sistema de tres niveles Ec. 2.2 podemos escribir el
qutrit mas sencillo,

U) = |2) + B]1) +7[0);  |af*+ 8+ =1, (2.7)

para el cual calculamos el valor esperado de las matrices de la base con el qutrit original,

<)\1>omgznal = 04/8* + Oﬁﬁ?
<)\2>orzgznal = ZOéﬂ* - Z.Oé*ﬁ,

2 2
<)\3>orzgznal - |OZ| - |5| )
<)\4>omgznal = o/y* + a*’%
<)\5>omgmal = ZCY")/* - ia*f%
<)\6>o7’zgznal = ﬁ’y* + /8*77
<)\7>omgznal = Zﬁfy* - 25*77

1 2 2 2

<)‘8>omgznal = ﬁ (|a| + |B| - 2|7| ) .

Entonces para un sélo qutrit, al calcular la matriz de densidad de manera exacta, es im-
perativo que el espin del qutrit sea girado tratandose del inversor exacto el cual cumple la
condicidn,

<)\j>exact0 = _<)\j>original para ] = 1, 2, 8. (28)

2.3. Inversor ingenuo y concurrencia para el sistema
qutrit entrelazado

De manera similar al caso de qubits buscamos un inversor que gire el espin del qutrit para
ello seré necesario un siper operador Sz (p), que ldgicamente estard dado en términos de las
matrices de Gell-Mann. Siguiendo un desarrollo analogo, a la manera en como es determinado
el siper operador Sy en el sistema de dos niveles, vamos a proponer que el siper operador
Ss (p) este definido bajo una operacién anti unitaria de la forma,

Ss(p) = Syp*Sy. (2.9)

Proponiendo la matriz S, como la superposicion de las matrices Ag, A5, A7 del grupo de
matrices de Gell-Mann. En especifico presentamos a la matriz S,

0 —2 —2
1 1t 0

La nueva contribucién S,, andloga a la matriz de Pauli o, para el caso de qubits, define al
super operador S5 (p) como una propuesta permisible para girar el espin del qutrit, quedando
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

aun por demostrarlo. Ahora bien, considerando, que S3 es un siper operador analogo a Sy en
el caso de qubits y al inversor universal Sp en el caso general. Para el sistema de tres niveles,
al nuevo super operador Sz (p) lo llamaremos inversor ingenuo, ya que, es una propuesta de
inversor para el sistema qutrit, aiin por ver si funciona.

Probamos si en realidad se gira el espin de un sélo qutrit, bajo la propuesta del inversor
ingenuo,

p=53(p) = Syp"Sy. (2.11)

Para ello calculamos el valor esperado de las matrices de la base para un sélo qutrit, de la
forma,

= (U5, 8, |97), (2.12)
obteniendo,

<)\1>ingenuo = ZCKB* - ia*ﬂ’

<)\2>mgenuo = —Z'Oéﬁ* + Z'Oé*ﬂ,

<)‘3>ingenu0 = ZOéﬁ* - iOé*ﬁ,

<)\4>ingenuo = ZO[’Y* - Z-Oé*ﬁ%

<)\5>mgenuo = —iOZ’Y* + Z.a*/%

<)\6>ingenuo = 7‘6’7* - Z/B*fy?

<)\7>ingenuo = _Zﬁfy* + Zﬁ*’%

1 * * * *

<)\8>ingenu0 = 5(_5 o+« 6—4111"1 (Oé’}/ ) —4Im (ﬁf}/ ))

Comparando los valores esperados de cada matriz, observamos que en general se cumple,

(Mingenuo & —(\i)origimar DT j =1,3,4,6,8. (2.13)

Por lo tanto tenemos un inversor ingenuo, que al no coincidir los valores esperados calculados
con el qutrit original, no gira el espin del qutrit. Sin embargo, calcular la matriz de densidad
por medio del super operador es mas facil, probaremos si funciona en los calculos numéricos.

Dicho lo anterior, obtendremos la matriz ps3 por medio del inversor ingenuo y por ende de la
matriz propuesta S, de la siguiente manera,

p = S3®@5;3(p)
Sy ® Syp™Sy ® Sy, (2.14)

para calcular la concurrencia con la definicién 2.6.
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2.4. Matriz de densidad del espin girado bajo la accién de los siper operadores S, [p] ¥

Sy [p]
2.4. Matriz de densidad del espin girado bajo la accion
de los stiper operadores S, [p| y S, [p]

Ya que el inversor ingenuo Ss (p) no gira el espin del qutrit, proponemos una nueva forma
de calcular la matriz de densidad del espin girado p bajo la accién de los siper operadoreS,, [p]
y Sy [p], tal que,

p=Sul5 ]l (2.15)

siendo p* el complejo conjugado de la matriz de densidad del sistema compuesto y los stiper
operadores definidos de la siguiente manera:

Sulel= @D pPe@ )+ (M@ pAs@ 1)+ (M) pA &),
(2.16)
Sl =T M)pI @A)+ T @A) p(IRNs)+ (T @) p(I D A).

Vemos que los operadores auxiliares estan relacionados con las mismas matrices de Gell-Mann
usadas en el inversor ingenuo:

0 —i 0 0 0 i 00 0
=i 0 0], =[0 00|, M=[00 — (2.17)
00 0 —i 0 0 0 i 0

El resultado de la Ec. 2.15 entrega valores de p equivalentes al cdlculo con el inversor
ingenuo y las matrices de densidad del estado entrelazado, es decir, Ec. 2.5. Por lo tanto,
podemos usar la concurrencia para estados puros C' (V) = /Tr (pp) y caracterizar el entre-
lazamiento. Con la ventaja que con el ultimo método dicho calculo de p y posteriormente de
la concurrencia, se puede hacer de manera numérica mas rapido que encontrando todas las
matrices de densidad, reducidas y del estado conjunto. En este caso el espin de un solo qutrit
p =S, (p) sies girado cumpliendo con la condicién,

<)\j>girado = _<AJ>orzglnal para" j - ]-7 2, ceey 8 (218)

2.5. Concurrencia para diferentes estados entrelazados
qutrit

Reducimos el tiempo de calculo de la medida de entrelazamiento concurrencia con el
inversor ingenuo propuesto, en comparacion con el calculo exacto. Lo anterior se muestra
para algunos estados bipartita qutrit entrelazados. Se prueba, que la propuesta del inversor
ingenuo funciona para ciertos estados, entregado informacién equivalente al calculo exacto
de la concurrencia. En particular, la propuesta funciona adecuadamente para estados puros
teniendo problemas en el caso de mezcla estadistica. Reportamos los resultados numéricos de
la caracterizacion de la concurrencia con el método exacto y con el inversor ingenuo, obser-
vamos que la propuesta de .S, funciona adecuadamente obteniendo informacién aceptable en
comparacion con los valores exactos, ademas, como ya se especificd, se invierte menor tiempo
de computo. Dicho lo anterior, calcularemos la concurrencia para diferentes estados puros y
mostraremos el caso de un estado mixto.
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

2.5.1. Estado prueba simple

El célculo de la medida de entrelazamiento se aplicé en primera instancia al caso del
estado prueba mas simple de entrelazamiento cudntico para un sistema bipartita qutrit, el
cual es,

|W) = sinf |20) + cosf [02) . (2.19)

Es inmediato obtener la matriz de densidad del estado puro,

p = sin®(6)]20) (20 + cos (6) sin (#) |20) (02|
+ cos () sin (6) [02) (20| + cos? (6) [02) (02|, (2.20)

siendo las respectivas matrices reducidas:

sin? (6) 0 0
Tre{p} =pa(t) = 0 0 0 : (2.21)
0 0 cos®(6)
cos® (0) 0 0
Tra{p} =pp(t) = 0 0 0 . (2.22)
0 0 sin® ()

Introduciendo directamente la matriz de densidad en el algoritmo matemaéatico para obtener
la concurrencia con el inversor ingenuo, ademads de las matrices parciales para el método
exacto. Se muestra como resultado la comparacion de las dos distribuciones que caracterizan
el entrelazamiento en un tiempo de calculo despreciable para ambos casos,

1o T ™
N /\. ; /\‘ _
"I/ Yoo/ 4
Ce,n (9) ‘2' k! H
. f 1IL‘L J“z H‘i
{ “.L H b

ozl Y H !

/ / |
0.oH | f 1 i

Figura 2.1: Comparacién entre concurrencias, para el estado |¥) = sin 0 ]20) + cos 6 |02).

La distribucién de la concurrencia es exactamente igual para los dos casos, como vemos
en la figura 2.1, la linea continua en azul que describe la concurrencia usando el inversor
ingenuo S3 reproduce idénticamente los datos de la linea punteada en negro que representa
la distribucion de datos de la concurrencia calculada por el método exacto. Por tal motivo,
la propuesta de S, funciona adecuadamente caracterizando en su totalidad y exactamente el
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2.5. Concurrencia para diferentes estados entrelazados qutrit

entrelazamiento cuantico del estado 2.19.

Aparte de la ya mencionada idéntica distribucién de datos entre C, (0) y C,, (0), que re-
presentan la concurrencia por el método exacto y usando el inverso ingenuo, respectivamente.
También podemos observar de la figura 2.1, que ambas concurrencias caracterizan el entre-
lazamiento del estado prueba |¥) = sin 0 |20) + cos 6 |02) correctamente, ya que, para valores
de 0 = 0,0 =7/2 y 0 = m, se le asocia concurrencia igual a cero, lo cual, concuerda con
el estado separable que resulta de la sustitucion de estos valores en el estado prueba 2.19.
Por otro lado, cuando se tiene concurrencia igual a 1 corresponde a los valores de § = 7/4
y 0 = 37/4 . Para valores intermedios de 6 la concurrencia va de 0 a 1 representando la ca-
racterizacién del estado entrelazado. Cabe aclarar, que la escala que aparece en la figura 2.1
se representa en valores multiplos de m por comodidad de analisis en la expresion 2.19.

Por lo tanto, la caracterizacion de la concurrencia del estado prueba 2.19 mostrado en
la figura 2.1 tnicamente nos representa adecuadamente la existencia de estados separables
y entrelazados sin la posibilidad de llegar a tener un maximo entrelazamiento. Ademds tal
caracterizacion muestra la validez del uso del inversor ingenuo, ya que, los resultados con-
cuerdan completamente con el método exacto. Siendo una buena medida de entrelazamiento
cuantico para el sistema qutrit en este primer caso prueba.

2.5.2. Estados prueba propagados

Continuamos con el célculo de la concurrencia para estados prueba que describen un pro-
blema fisico posible. El cual puede consistir, en la incidencia de luz sobre un par de guias
de onda logrando el sistema bipartita; el estado qutrit es introducido en el estado inicial
del sistema, que se tratara de estados entrelazados y separables. Especificamente, tendremos
un par de campos electromagnéticos cuantizados propagandose en las guias de onda. Por lo
tanto, estudiaremos la evolucion de dos diferentes estados bajo la dinamica de un divisor de
haz. Cabe aclarar, que el divisor de haz es quien caracteriza la dinamica del par de guias de
onda.

El Hamiltoniano que describe al sistema corresponde a la interaccion de campo electro-
magnético sobre el par de guias de onda,

H = wiala; + wedlas + g (a{aQ n am*) . (2.23)
En la expresion anterior se representan las energias correspondientes a los dos campos que
se propagan en cada guia de onda, ademas, de la energia de acoplamiento entre los campos.

Ahora bien, lo que nos interesa es quedarnos con las energias que tienen que ver inicamente
con el acoplamiento, por ello, nos movemos a otro marco de referencia defino por,

€)= k(1)) (2.24)

siendo R el rotador representado por la siguiente exponencial imaginaria,
R(t) = ¢~ {(malrtuaalaz)t (2.25)
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

En el nuevo marco de referencia encontramos el Hamiltoniano efectivo,
Hegp = g (alase " 4 aade0nmmt) (2.26)

Se representa en el apéndice B el desarrollo correspondiente para la obtencion del Hamilto-
niano 2.26. Finalmente, nuestro problema fisico concreto se trata de un tinico campo electro-
magnético de frecuencia w iluminando ambas guias, es decir, w = w; = wy. Por lo cual, el
Hamiltoniano efectivo queda,

Hyr=g (a{au + a1&T> . (2.27)

En consecuencia, el operador de evolucion es,
_ —ialata of
U (t) —e iHcypyrt —e zg(a1a2+a1a )t‘ (228)

La ecuaciéon anterior nos dice, que la propagacién de dos campos electromagnéticos cuanti-
zados, a través de un divisor de haz estara dado por el operador de evolucion 2.28. De tal
forma aplicando dicho operador de evolucién, también llamado propagador, a ciertos estados
iniciales obtendremos el vector de estado propagado, esto es,

(W (1)) = U () ¥ (0)). (2.29)

Los estados iniciales a considerar son precisamente los estados prueba a continuacion
enlistados para calcular la medida de entrelazamiento concurrencia:

» Estado puro entrelazado,

1

w(0) — 2(|20>+|02>):%[(@)Z(@ﬂ 100) . (2.30)

Sl

= Estado puro separable,
1 )2

» En general, se representa para todos los posibles estados puros bipartita qutrit | ¥ (0)) =
2
>~ Cijlij). Asi mismo, los tnicos estados posibles que conservan energia para un estado

i5=0
qutrit es,

W (0)) = Cool00) + Cig |10) + Coy1 |01) 4+ Co |20) + C11 |11) 4+ Coz [02)
. R Co /.:\2  Coha /. +\2 .
= |Coo + Chod] + Coudh + —= <CLI> + = (aL) + Cncdag] |00) .

V2 V2
(2.32)

Observemos que hemos usado la propiedad de un estado de Fock, para el cual cualquier
vector de estado |n) puede ser obtenido del vacio |0) aplicdndole potencias del operador de

creacion,

(2.33)
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2.6. Resultados numéricos

por tal motivo, nos interesa conocer la accién del operador de evoluciéon U (t) sobre di y a;
Para diagonalizar la matriz del operador de evolucion se optd por el caso mas sencillo, que
es, encontrar la accion del mismo sobre cada uno de los operadores de creacién, esto es,
U (t)alUT (t) = al cos (gt) — iad sin (gt)
(2.34)
U (t)asUT (t) = al cos (gt) — ial sin (gt) .
Las ecuaciones anteriores son faciles de encontrar, la prueba se lleva a cabo en el apéndice C.
Entonces podemos propagar cada estado inicial de prueba, conoceremos el estado propagado
de los diferentes sistemas bipartita qutrit. Que es equivalente, a estudiar la evolucion del

campo sobre las guias de onda, con la caracteristica que el estado inicial se trata de estados
qutrit entrelazados.

Finalmente, conociendo la acciéon del propagador sobre los operadores de creacion dJ{ y ag
Ecs. 2.34 calculamos el vector de estado propagado, del estado inicial 2.32.

W () = qgo |00) + [Cho cos (gt) — Corisin (gt)] [10) 4+ [—Chpisin (gt) + Coy cos (gt)] [01)
_0200052 (gt) — Coosin? (gt) — Cy1iv/2sin (gt) cos (gt)} |20)

_—CQQSiHQ (gt) 4 Cyacos? (gt) — Cyiv/2sin (gt) cos (gt)} |02)

+ o+ o+

:—C’Qoiﬂ cos (gt) sin (gt) — Coaiv/2 cos (gt) sin (gt) + Cyy [cos® (gt) — sin® (gt)ﬂ |11) .
(2.35)

2.6. Resultados numeéricos

Se obtienen el valor numérico de la concurrencia para los diferentes estados puros arri-
ba enlistados, graficando la informacién respecto a un grado de libertad. comparamos los
resultados obtenidos entre los métodos utilizados.

2.6.1. Estado Entrelazado

El primer estado inicial prueba propagado va a estar dado por la naturaleza propia del
sistema cuantico, que es el caso de incidencia de pocos fotones sobre un divisor de haz,
equivalente a tener un par de guias de onda. Dicha caracteristica ya fue estudiada en el
capitulo 1, donde, vimos que a la salida del divisor tendremos un estado entrelazado dado
por la Ec. 1.30. Por lo tanto, para este primer caso, el estado inicial prueba sera justamente
dos qutrits entrelazados,

v (0)) =

V2
Conociendo las Ecs. 2.34, encontramos que a cualquier tiempo el estado de dos qutrits en-
trelazados esta dado por,

(120) + 02)) . (2.36)

W () = % [cos® (gt) — sin® (gt)] [|20) + [02)] — 2 cos (gt) sin (gt) [11)
= [cos” (gt) — sin® (gt)] |¥ (0)) — 2i cos (gt) sin (gt) [11) (2.37)
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

Después de obtener la matriz de densidad para el estado puro 2.37 se usa en el algoritmo
matematico, arrojando los siguientes resultados:

C.(t) = 20082 (2gt) — ;(3082 (2gt) cos (4gt) , (2.38)
C,(t) = gcos2 (2gt) — ;COSQ (2¢t) cos (4gt) . (2.39)

Los resultados del célculo numérico son graficados en la figura 2.2, donde las expresiones
C.(t) y C, (t) corresponden a la informacién para la concurrencia por el método exacto y
usando el inversor ingenuo respectivamente, respecto del parametro gt. Asi mismo, ambos
datos nos representan la distribucién de la medida de entrelazamiento concurrencia, siendo
propagado el campo electromagnético en el par de guias de onda y teniendo como estado
inicial dos qutrits entrelazados.

00|

Figura 2.2: Comparacion entre concurrencias: los puntos negros corresponden a la distribucion
con el método exacto C. (t) y los azules usando la propuesta de inversor ingenuo C,, (t), para
el estado inicial prueba 2.30.

En la figura 2.2 comparamos la distribucion de datos de las expresiones 2.38 y 2.39, se
observa que la informacion obtenida es equivalente entre la distribuciéon de las concurrencias
C. (t) y C, (t). Observamos coincidencia en las crestas y valles entre ambas graficas, coinci-
diendo de esta manera en los puntos donde se tiene maxima concurrencia y en aquellos donde
goza de minima concurrencia. Por lo tanto, el fenémeno méas caracteristico de la mecénica
cuantica entre el par de qutrits dado por 2.30 es completamente caracterizado por la concu-
rrencia. Ademas, dicho entrelazamiento para este caso especifico de estado puro, resulté ser
caracterizado correctamente por la propuesta del inversor ingenuo como se manifiesta en la
equivalencia de las gréficas de la figura 2.2, con la ventaja que C,, (¢) invierte menos tiempo
de cdlculo en comparacién con el tiempo para obtener C, (t). Cabe aclarar, que en este caso
el tiempo de cédlculo fue bastante rapido, en ambos casos, del orden de medio segundo repor-
tando una insignificante diferencia entre ellos.

Por otro lado, observemos que existe una pequena diferencia con la escala de la distri-

bucion, especificamente, los puntos en azul aumenta a un valor de la concurrencia hasta 1.5
mientras que con el método exacto apenas supera la unidad. Para evitar estos problemas,

20



2.6. Resultados numéricos

recordando que el inversor ingenuo no gira el espin del qutrit, usamos la accién de los stiper
operadores S, y S, (Ecs. 2.16) y por ende la expresién pg = S, [S, [p*]] para obtener la matriz
de densidad del espin girado del qutrit.

El resultado para la concurrencia, obteniendo p bajo la accién de los stper operadores
S,y S, coincide exactamente con el método exacto. Consecuentemente, obtenemos el mismo
resultado que 2.38 para C; (gt), que representa la distribucién de la concurrencia con el uso
de la expresiéon p = S, [S, [p*]], Por lo mismo, la representacién grafica concuerda con los
puntos negros de la figura 2.2. Es necesario precisar que, la concurrencia para qutrits no es
acotada por los valores de 0 a 1, como lo condiciona la concurrencia para qubits. En el caso de
sistemas bipartita qutrits la concurrencia puede tomar valores mayores que la unidad como
hasta el momento se ha manifestado en las figuras anteriores.

Finalmente, en la siguiente figura graficamos la distribucién de probabilidades del estado
propagado de dos qutrits entrelazados, por lo tanto graficamos el modulo al cuadrado de las
amplitudes de la Ec. 2.37. La figura 2.3, nos dice que la probabilidad de encontrar dos fotones
en la primera fibra y ninguno en la segunda es la misma que la probabilidad de encontrar
los dos fotones en la segunda y ninguno en la primera. Es indistinto quien sea la primera
fibra y cual la segunda, el concepto en si, nos dice que se trata de eventos correlacionados,
es decir, un estado entrelazado. En cuanto a la probabilidad de encontrar un fotén en la
primera fibra y el otro en la segunda, la grafica nos dice que se trata de un hecho indiferente
de los dos primeros eventos posibles. Lo cual tiene sentido con lo estudiado en el capitulo 1
donde experimentalmente se demuestra una fuerte correlacion entre fotones. La distribucién
de probabilidades de la figura 2.3, representan el comportamiento del médulo al cuadrado de
la amplitudes del vector de estado propagado en dependencia con el pardmetro gt.

1.0

Pj 0.5

Figura 2.3: Distribucién de probabilidades del estado propagado Ec. 2.37 respecto al pardme-
tro de propagacion gt.
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

2.6.2. Estado Separable

Ahora consideremos como estado inicial prueba un sistema separable, elegimos como
ejemplo,

T (0)) = |20 (2.40)

Sabemos que la propagacién de dos campos electromagnéticos cuantizados a través de un

- ¢ ., —iol(ataotaral .
divisor de haz esta dado por el operador de evolucién U (t) = e (a1a2+a1“2)t; conociendo como
actia dicho operador sobre los operadores de creacién, encontramos el estado evolucionado
sobre el estado prueba inicial 2.31,

|W (1)) = cos? (gt) |20) — v/2i cos (gt) sin (gt) [11) — sin® (gt) [02) . (2.41)
Es sencillo calcular la matriz de densidad para el estado puro anterior, esto es,

p(t) = cos(gt)|20) (20| +iv/2cos® (gt) sin (gt) |20) (11| — cos?® (gt) sin? (gt) |20) (02|
iv/2cos® (gt) sin (gt) |11) (20| + 2cos? (gt) sin® (gt) |11) (11]
+ iv/2cos (gt) sin® (gt) [11) (02| — cos? (gt) sin® (gt) |02) (20
— iV/2cos (gt)sin® (gt) [02) (11] + sin® (gt) |02) (02| . (2.42)

~— —

Antes de continuar, es oportuno presentar las matrices parciales de cada uno de los sub-
sistemas del estado conjunto bipartita del operador de densidad 2.42, las cuales son:

cos? (gt) 0 0
pa(t) = 0 2cos? (gt) sin® (gt) 0 : (2.43)
0 0 sin® (gt)
y
sin* (gt) 0 0
pB(t) = 0 2cos? (gt) sin? (gt) 0 : (2.44)
0 0 cos* (gt)

Con respecto al célculo de la concurrencia usando el inversor ingenuo es suficiente intro-
ducir en el algoritmo matematico la matriz de densidad 2.42 del estado separable propagado.
Sin embargo la distribucion de concurrencia arrojada, no describe adecuadamente la carac-
terizaciéon de entrelazamiento cuantico descrita por el método exacto, ver figura 2.4. Dicho lo
anterior, recurrimos al calculo de la concurrencia usando la expresién 2.15 haciendo uso de
los operadores S, y S,,. Por otro lado, para el calculo exacto es necesario usar las ecuaciones
de las matrices parciales 2.43 y 2.44 y la matriz de densidad del estado separable 2.42.

El resultado de la distribucion de concurrencia se presenta en la figura 2.4, comparando las
distribuciones C, (t) que es la concurrencia obtenida con el método exacto, Cs (t) por medio
del uso de los stiper operadores S, y S, y C,, () a partir del inversor ingenuo. Observamos
que, la distribucién coincide exactamente para C, (t) y C; (t) caracterizando adecuadamente
el estado separable. Por otro lado, C,, (¢) no describe de ninguna manera la concurrencia del
estado separable al representar resultados completamente distintos al método exacto C, (¢).
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2.6. Resultados numéricos

Por lo tanto, concluimos que la propuesta del inversor ingenuo en funcién de la matriz S,
tiene una limitante en el caso de estados separables. Caso distinto con el uso de los stper
operadores S, y S, que entrega resultados idénticos al método exacto. Con respecto a los
tiempos de computo, fue del orden de medio segundo para todos los casos.

nel ]

Ce.n(gt) :l.sf- -

'BERRER!

Figura 2.4: Comparacion entre concurrencias: los puntos en negro corresponden a la distri-
bucién con el método exacto C, (t), que coincide exactamente con la distribucién de C (t)
representada en linea azul. Por otro lado, los puntos en azul representan la distribucién C,, (t)
usando el inversor ingenuo. Todo para el estado inicial prueba 2.31.

Las gréficas anteriores estan asociadas a las siguientes expresiones, coincidiendo los resul-
tados numéricos para C. (t) y Cs (t).

C.(t) = Cs(t)= §sm2 (2gt) + g cos (4gt) sin? (2gt) , (2.45)
C,(t) = gsin2 (2¢gt) + g cos (4gt) sin? (2gt) . (2.46)

Mientras que para el inversor ingenuo el resultado numérico es expresado por la Ec. 2.46,
como se especificé dicha distribucién no caracteriza adecuadamente el entrelazamiento del
estado separable.

Por 1ltimo, presentamos la propagacion respecto el parametro gt del vector de estado
propagado con el estado inicial separable. Proyectando sobre el médulo al cuadrado de las
amplitudes. En otras palabras, queremos saber como se comportan las probabilidades, para
los estados |20), |11) y |02) de la Ec. 2.41.
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Capitulo 2. Sistema Qutrit Entrelazado

Figura 2.5: Distribucién de probabilidades del estado propagado |¥ (t)) = cos? (gt)|20) —
V/2i cos (gt) sin (gt) |11) — sin? (gt) [02), respecto al pardmetro de propagacién gt.

Concluimos que la propuesta del inversor ingenuo es vélida para caracterizar el entrelaza-
miento cuantico de cierto tipo de estados puros, teniendo problemas en la caracterizacién de
otros. Sin embargo, con las mismas matrices de Gell-Mann Ay, A5 y A7 del inversor ingenuo.
Se calcula la concurrencia, por medio de la accién de los siper operadores S, y S, definidos
a partir de dichas matrices, entregando resultados idénticos al célculo exacto. De tal forma,
se caracteriza el entrelazamiento cuantico de cualquier estado puro, sea entrelazado o sepa-
rable. Se describe completamente cualquier estado puro, estudiando los extremos del sistema
cuantico. Por un lado, un estado maximamente entrelazado y en otro extremo el estado sepa-
rable. Considerando, también la regién intermedia con el caso general, donde tenemos todos
los estados posibles del sistema qutrit.
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Capitulo 3

Conclusiones

El entrelazamiento es un fenémeno que describe la naturaleza de la mecanica cuantica, el
cual matematicamente consiste en fuertes correlaciones entre dos o mas estados, de manera
que no pueden ser representados como productos de estados cuanticos. La manera mas senci-
lla de obtener un estado entrelazado ocurre en la incidencia de un 1inico fotén en un puerto de
entrada de un divisor de haz, ya que, el estado a la salida necesariamente se manejara como
un estado global debido a correlacion en la detencion de fotones en los puertos de salida.

Es de gran importancia caracterizar el grado de entrelazamiento de un sistema cuanti-
co. Todo dirigido al avance de nuevas tecnologias en particular informacién cuantica. Por lo
tanto, una de las preocupaciones mayusculas es caracterizar el grado de entrelazamiento de
cualquier sistema enredado, para ello, se han desarrollado diversas medidas de enredo. En
particular, la medida mas conocida y flexible para sistemas bipartita de qubits es la concu-
rrencia que caracteriza el entrelazamiento cuantico.

Calculamos el entrelazamiento de sistemas bipartita de qutrits con ayuda de la medida
concurrencia generalizada a un sistema de tres niveles. Se concluye, que la definiciéon de la
concurrencia para estados puros C' (V) = /T (pp), funciona adecuadamente para caracte-
rizar el enredo. Al determinar todas las componentes de la matriz de densidad del estado
entrelazado asi como sus matrices parciales, para obtener p, se caracterizaba el entrelaza-
miento de manera exacta. Arribando a un parametro para comparar los resultados de la
concurrencia a partir de las propuestas especificas; un inversor ingenuo y la obtencién de p
mediante la accién de stuper operadores definidos en términos de la matrices de Gell-Mann
Ao, A5 v A7 al igual que el inversor ingenuo.

Concluimos, que la propuesta del inversor ingenuo, pese a que no gira el espin del qutrit
funciona adecuadamente para caracterizar el entrelazamiento cuantico en algunos estados pu-
ros. Por lo mismo, surgio la necesidad de proponer una nueva forma de calcular la matriz de
densidad del espin girado p. Llegando a la propuesta de los stiper operadores S, y S, definidos
también en términos de las mismas matrices de Gell-Mann. Para este caso, los resultados de
la caracterizacion del entrelazamiento, ademas de ser idénticos para cualquier estado puro
redujeron el tiempo de cémputo. Por lo tanto, concluimos que la propuesta, perfectamente
aceptable para caracterizar el entrelazamiento de cualquier estado puro, es el calculo de la
concurrencia con la propuesta ps = S, [S, [p*]] todo en funcién de las matrices de Gell-Mann
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ya reportadas. Finalmente, se cumple el objetivo al reducir los tiempos de cémputo con las
propuestas presentadas caracterizando eficientemente el entrelazamiento de cualquier estado
puro.

Queda como conclusién final la evidencia de trabajo a futuro. Se pretende dar un proceso
de continuidad a este tema de investigacion con el fin de desarrollar y finalmente encon-
trar una propuesta para caracterizar el entrelazamiento de cualquier sistema bipartita qutrit
incluyendo los estados mixtos.
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Apéndice A
Inversor universal

El inversor universal que es una generalizacion del stuper operador Sy cumpliendo las
siguientes propiedades:

a) Sp mapea operadores Hermiticos a operadores Hermiticos.
b) Sp conmuta con todos los operadores unitarios.

c) (V| Sp®Sp (|P) (¥|) |¥) es no negativo para cualquier estado puro conjunto |¥), y va
hacer cero si y solo si es un estado producto.

d) Sp es un super operador positivo.
e) Sp es un miltiplo positivo de un siper operador que conserva traza.

f) Sp mapea cualquier estado puro |¥) (V| a un miltiplo positivo del proyector sobre un
espacio ortogonal a |¥).

Respecto a la ultima propiedad no es posible que Sp se derive de una conjugacién, porque,
una conjugaciéon no puede conmutar con todos los operadores unitarios; no podria servir
como base para las medidas de entrelazamiento cuantico, el caso en dos dimensiones es una
excepcién. Ahora bien, al respecto de las otras propiedades, Rungta et al. [16] demuestran
que el tnico siper operador que cumple estas propiedades es,

SD:VD (l—I), (Al)

donde vp es una constante positiva.

En lo que sigue, se manejan algunas propiedades de los super operadores, para ello, se puede
consultar la referencia [16] donde se presenta a groso modo el formalismos de ellos. Conti-
nuando en la Ec. A.1, | es el stiper operador unitario relativo a la accién izquierda derecha
definido de la siguiente manera,

| = Zlﬁ (k] © k) (] (A.2)

Este operador es Hermitico y conserva traza, es decir, | = I = 1X. Es un stiper operador
unitario relativo a la accién izquierda derecha porque || A) = A para todo operador A. Pero
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su accién ordinaria da | (A) = Tr(A)I. Por otra parte, Z es el stiper operador unitario
relativo a la accién ordinaria, tal que,

1= le ql ©1g) (ql - (A.3)

Este stper operador también es Hermitico y conserva traza, es decir, Z = Z' = Z*. Es un
stper operador unitario relativo a la accién ordinaria porque Z (A) = A para todo operador
A. Pero su accién izquierda derecha da Z|A) = Tr (A) 1.

Especificamente, las propiedades (a), (b), (c) son suficiente para determinar la Ec. A.1
considerando los stiper operadores unitarios relativos a la accion izquierda derecha y ordina-
ria. Cabe aclarar, que tanto | como Z son operadores especiales con caracteristicas tnicas en
el sentido que actian sobre un operador, la forma en que estan definidos se presenta en las
Ecs. A.2 y A.3 respectivamente. Sin embargo, el desarrollo para la obtencion de la Ec. A.1
como el unico super operador que cumple las propiedades (a)-(f), se puede abordar en la
referencia [16], para los fines y objetivos de la presente tesis no es necesario profundizar en
tal demostracion.

Ahora bien, observemos que si aplicamos el tinico super operador que cumple las propie-
dades (a)-(f), Ec. A.1 a un operador A tenemos,

Sp (A) = vp [1 (A) — T (A)] = vp [Tr (A) I — A]. (A4)

Es claro, que al aplicar la Ec. A.1 al operador A nos encontramos bajo la acciéon ordinaria
para ambos super operadores unitarios | y Z. Si A es un operador de densidad p, tenemos
que,

Sp(p) =vp (I —p).

Que es, justamente la definicion que se present6 en la Ec. 1.31 para el inversor universal.
De hecho, de la expresion anterior para el inversor se pueden demostrar rapidamente dos
propiedades. Primero al tener el término I —p, Sp es un siper operador positivo para cualquier
p siempre que vp sea positivo. También, vemos Sp mapea un estado puro p = |¥) (V| a un
multiplo positivo el proyector ortogonal para p esto se ve con la misma relacion para el
inversor,

b (|9) (¥]) = vp (I — W) (V]). (A.5)

Por lo tanto, se estarfan cumpliendo las propiedades (d) y (f) respectivamente. De hecho, la
ecuacion anterior es la relacion que inspira a llamar a Sp inversor universal.

Ahora bien, usando la expresién para el inversor universal Sp = vp (I —Z), podemos
escribir el operador de densidad para el espin girado de un sistema de dimensiones arbitrarias,
de la siguiente manera,

pp =5p, ® Sp, = vp, (1 =I)®@vp, (I -1)
= vpvp, IRN—1RT-ITRI+TRTI). (A.6)
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Aplicando a un operador de densidad arbitrario psp tenemos,

Spy ® Sp, (pap) = vp,vp, [(1® 1) pap — (1 QL) pap — (Z®1) pap + (T @ L) pas].

(A.7)
Aparte vemos,
ol = > (p)(al @la) {pl) @ (Ir) (s| @ |s) ()
= Y el (sl plels) . (A.8)

La ecuacién anterior se aplica al operador de densidad de un estado puro bipartita p4p, que
sabemos esta dado por la Ec. 1.3,

| ®@lpap = ijkzm(\m (gl @1r) (s]) (17) (Ul @ [k) (m]) (|a) (Pl @ |s) (r])

= Z pikim |P) (a17) () (p| @ |r) (s[k) (m]s) (r|

= Yo X @ ol (A.9)

Observemos, que la primera expresion nos representa la suma de los elementos de la matriz
diagonal, que sabemos es 1. Por lo tanto, la expresion anterior queda,

(1) pap=1®1. (A.10)

Ahora calculamos,

10T =>"|I){s|®|p) (pl®|s) (Il @ 1q) (gl , (A.11)
pa,ls
aplicado al operador pp,
(1©T)pap =Y _ () (s| @ p) (]) (17) (il @ |k) (m]) (s) (1| © |g) (al) (A.12)
pa.ls

Desarrollando la expresion anterior finalmente obtenemos,

1®T)pan =Y piriqll) (U1 @ |K) {al - (A.13)
jkql

Aparte, sabemos que las matrices reducidas de un sistema las calculamos con la traza parcial,
Para este caso nos conviene tomar,

p =Tra{pap} = Z Pikim (ulg) (llu) @ |k) (m| = Zpgkgm|kf (A.14)

jklm gkm
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También,
Iy @Tra{pap} = Z Pikjm|p) 4 (| @ |k} 5 (m]. (A.15)
p
jkm

Comparando las Ecs. A.13 con A.15 observamos que tienen la misma estructura por lo tanto
concluimos,

(19 T) pas =1 pp. (A.16)
De igual forma se puede demostrar,

Por 1ltimo tenemos,

ToT)pas = Y (o) el@lr) {rl) (17 U@ k) (m]) (1) (al @ |s) (s])

Jkim
pgrs

= ) pikgs 1) (al @ k) (s]. (A.18)

Jkgs
Identificamos que esto es justamente la matriz de densidad, por lo tanto,
(Z®I)pap = pap-. (A.19)

Sustituyendo, las Ecs. A.10, A.16, A.17 y A.19 en A.7, finalmente encontramos
pp = Sp, ® Sp, (pag) =vp,vp, [ [ @ =1 ® pp — pa @1+ pap|. (A.20)

Lo que encontramos es una expresién para determinar el producto tensorial entre los inver-
sores universales de cada uno de los estados del sistema bipartita, para finalmente poder
calcular la concurrencia del sistema de dimensiones arbitrarias. Con la gran ventaja que aho-
ra la matriz de densidad del sistema girado estd en términos de cantidades conocidas como
lo son la matriz de densidad del sistema estudiado y sus respectivas trazas parciales, todo
esto, valido para un sistema bipartita de dimensiones arbitrarias.
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Apéndice B

Hamiltoniano efectivo en la
interaccion campo: divisor de haz

El Hamiltoniano que describe a un campo electromagnético incidiendo en un par de guias
de onda es,

H = widlay + wsdlas + g (a}aQ n aleﬁ) . (B.1)

Solo nos interesa conservar las energias que tienen que ver el acoplamiento entre los campos
que se propagan en las guias de onda, para ello, nos vemos al marco de referencia definido
por,

€)= R(t)]e), (B.2)

teniendo la rotacion,

R (t) — e—i(w1d1&1+u&&£&2)t. (B?))

Entonces, la ecuacion de Schrodinger en el nuevo marco de referencia es,

D(RD)]2)

S H ). (B.4)
Derivando y eliminando términos semejantes,
. 0 Ata A A
iR (t) % =g (aIaQ + a1a£> R(t)|p). (B.5)
Finalmente, llegamos a la expresion,
0 Ata oA a
z# =R (t)g (a{ag + ala;> R(t)|p). (B.6)
Por lo tanto, el Hamiltoniano efectivo es,
Hep = R'(t) g (ala +aal) R (1) (B.7)
_ [PJ (t)alasR (t) + R (t) aabR (1)) . (B.8)



Apéndice B. Hamiltoniano efectivo en la interaccién campo: divisor de haz

Introducimos, unos convenientes de la forma R () Rf (t) = 1 tal que,
Hep =g |RN(0)alR (1) B () 2R (1) + R () R (1) RY (1) alR ()]

Aparte, usando el Lemma de Hadamard [20] es ficil encontrar:

R (t)alR(t) al et
RU(t)asR(t) = age ™!
RI W aR(t) = alet
RN (t)a R(t) = ae ™!

Por lo tanto, el Hamiltoniano efectivo queda,

Heff =g &J{&Qei(wl—wg)t_f_&lAT —i(w1—w2)t )
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Apéndice C

Accién del operador de evolucion

s AT)
—1g| ayaot+ajas |t
e g( 17271%2)" sobre los operadores de

T ol

creacCilon al Y CL2

Conociendo el operador de evolucion,

U (t) = e~ Herrt = e—z‘g(a{aﬁala;)t’ (C.1)

es sencillo saber como actiia sobre los operadores de creacion di y a; De tal modo conoce-

Ualut @) v U@ aluT (). (C.2)

Usando el Lemma de Hadamard tenemos,

efz'g(&J{&z+a1&;)ta]ieig(dldfral&;)t _ CLJ{ + (—igt) [d'{dg +a1d;7ai]
. 2
—1qgt ot N At a A
+ % |:CLJ{G2 + aal, [aiag + alag,cﬂ” + ... (C.3)

Aparte mostramos que,

ity + ayal, ai] = al. (C.4)
Entonces la Ec. C.3 ahora es,
Sigalanraral)e ¢ io(alastanal)e _ ot (s oty (CI9D [ L
€ 1gl ajaz2+aiay alelg ajaztaiag )t __ aq + (-’Lgt) ay -+ ol [achQ + 109, Ag + ... (C5)
De igual forma,
alas + aral, ag] —al. (C.6)



] 2 o —iolatastaral
Apéndice C. Accion del operador de evolucion e (alaz+arab)t gopre 1og operadores de

ot
creacion a; y a,

Siguiendo el desarrollo encontramos,

L (ata ~f N A .t . —1gt —1gt —1 t4
efzg(ala2+a1a2)talezg(alaeralaQ)t _ CLJ{ + (_th) a;_’_ ( 2.4']) 11'+ ( 39') g_i_ ( 49') 11'_|_
2 4
iy @) (gt)
= o (1 o1 —|——4! +...
3 5
o (9t)"  .(gt)
ay t 3] +1 5l +
(C.7)
Finalmente, se llega,
U (t)alut (t) = al cos (gt) — iadsin (gt) . (C.8)
Y de manera analoga,
U (t)alUT (t) = al cos (gt) — ial sin (gt) . (C.9)
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