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Abstract

We introduce the cross-cavity quantum Rabi model describing the interaction of
a single two-level system with two orthogonal boson fields and propose its quantum
simulation by two-dimensional, bichromatic, first-sideband driving of a single trapped ion.
Like a first try of provide an analytical solution to our model, we solved the model in the
weak coupling regime with Schwinger two-boson representation of SU(2). We introduce
the Fulton-Gouterman approach to diagonalize the CCQRM in the two-level system
basis, We provide an introductory survey of the model, including its diagonalization in
the two-level system basis, numerical spectra and its characteristics in the weak, ultra
strong and deep strong coupling regimes are included. We also show that the particular
case of degenerate field frequencies and balanced couplings allows us to cast the model
as two parity deformed oscillators in any given coupling regime.
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Resumen

Presentamos el modelo de Rabi cuantico en cavidades cruzadas que describe un
unico sistema de dos niveles que interactiia con dos campos ortogonales de bosones
y proponemos su simulacion cuantica utilizando dos pares de campos biocromaticos
ortogonales, sintonizados en la primera banda de transicién de un sélo ion atrapado.
Como primer intento para dar una soluciéon analitica a nuestro modelo, estudiamos
el régimen de acoplamiento débil en la representacion de Schwinger de SU(2) de dos
bosones. Y, para el caso més general, introducimos el formalismo de Fulton-Gouterman
para diagonalizar el Hamiltoniano en la base del qubit, lo que nos permite estudiar
numéricamente espectro y sus caracteristicas en los regimenes de acoplamiento débil,
ultra-fuerte y fuerte-profundo. También mostramos que el caso particular de campos
degenerados en frecuencia y acoplamientos iguales nos permite ver el modelo como dos
osciladores con paridad deformada en cualquier régimen de acoplamiento.
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Introduccion

El modelo de Rabi cudntico [1], (QRM, por sus siglas en inglés) es uno de los modelos
mas importantes en 6ptica cuantica, usado para describir la interacciéon mas fundamental
de luz y materia cuanticas a través del acoplamiento entre un sistema de dos niveles
con un campo bosoénico. A pesar de su simplicidad, los primeros intentos por resolver
analiticamente el QRM se redujeron a un pequeno régimen, el régimen de acoplamiento
débil (weak-coupling), donde el pardmetro de acoplamiento es pequenio comparado con la
frecuencia del campo, de manera que es posible usar una aproximacién de onda rotante
(RWA) sobre el modelo de Rabi dando lugar a uno de los modelos més significativos en
éptica cudntica, el modelo de Jaynes-Cummings [2]. Sin embargo, cuando la interaccién
crece, hasta llegar a los regimenes ultra-fuerte (ultra-strong coupling) y fuerte-profundo
(deep-strong coupling), la RWA deja de ser vélida. La necesidad de conocer de manera
detallada el espectro y la dindmica del QRM mas alla de RWA se hizo evidente debido
a la posibilidad de alcanzar experimentalmente estos régimenes en plataformas de
electrodinamica cuantica de circuitos (circuit-QED) [3,4] y simulaciones cuanticas en
atomos neutros y iones atrapados [5]. Fue hasta 2011, que se propuso la primer solucién
analitica para resolver completamente el espectro del QRM [6].

En este sentido, la dindmica del QRM ha sido bien estudiada en los régimenes més
relevantes; en los régimenes weak-coupling (WC), g < w, ultra-strong (USC), g = 0.1w,
y deep-strong coupling (DSC), g > w [5], as{ como algunas extensiones del QRM, donde
el nimero de qubits [7-12] o de campos [13-15] incrementa. También se han estudiado
generalizaciones del modelo donde se incluye algtin término extra [6,16,17]. En este
trabajo de tesis, estamos interesados en una configuraciéon que podria resultar interesante,
imaginemos un atomo de dos niveles interactuando con los campos de dos cavidades
en una configuracién ortogonal, Fig. 1, bajo acoplamiento minimo y aproximacion de
onda larga, de manera que llegamos a lo que hemos llamado Modelo de Rabi cudntico en
cavidades cruzadas (ccQRM), el Hamiltoniano que describe el modelo se puede escribir
como:

2 2
N 1 . . ~ ~
H = 5«00 + ;1 Wja;‘aj + ?1: gj <a§ + aj) 055 (1)

donde wy es la diferencia de energia entre los niveles energéticos del qubit y es descrito
por las matrices de Pauli, 6, con j = 0,1, 2, los campos bosénicos, con frecuencias wj,
estan descritos por los operadores de creacién y aniquilacion d} y aj,con j=1,2y g,
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los acoplamientos atomo-campo.
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Figura 1: Representacién esquematica del ccQRM, donde dos modos de campo ortogo-
nales son acoplados a un sistema de dos niveles.

Este modelo puede ser relacionado con el movimiento vibracional de una molécula
poliatémica interactuando con un campo externo, con acoplamiento linear del tipo Jahn-
Teller [18,19], en sélo dos dimensiones, o bien con un modelo de bombeo adiabético de
Ramman de un sélo dtomo de cuatro niveles acoplado a dos campos cuantizados [20].
Este tipo de modelos, cuando son estudiados bajo acoplamiento débil y con campos de
la misma frecuencia, pueden exhibir una distribucion de fotones de manera similar a la
distribucién de fotones obtenida con divisores de haz [21,22].

El trabajo de tesis esta organizado en 3 capitulos: en el primero, a manera de
motivacion, se propone una simulaciéon cuantica en una plataforma de iones atrapados
para el ccQRM. La posibilidad de realizar una simulacion cudntica del ccQRM da pie
a explorar la solucién de este modelo, asi en el Capitulo 2, guiados por la intuicién,
con ayuda de la aproximacion de onda rotante y la representaciéon de Schwinger de
SU(2), escribimos de manera mas sencilla el Hamiltoniano del ccQRM. En este punto,
se sugieren dos regimenes de interaccién con acoplamiento débil, el primero, con campos
degenerados en frecuencia, w; = ws, de manera que no hay contribucion de la interaccién
entre campos. Este sistema, al igual que el de un atomo interactuando con una cavidad,
es completamente soluble, la dinamica del sistema se obtiene resolviendo la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo, de manera que es sencillo conocer la inversion de
poblacion y la poblacién en cada uno de los modos. El segundo régimen de relevancia
en acoplamiento débil, es aquel donde las frecuencias son del mismo orden, wy ~ w;
para 7 = 1,2, de manera que la interaccién entre ambos campos es pequena y es posible
considerarla como una perturbacion al sistema. Recientemente, nuevos regimenes han
sido explorados en el campo de la interaccién coherente entre un sistema de dos niveles y
un unico campo bosénico, para lo cual RWA ya no es aplicable y es necesario abandonar
el modelo de Jaynes-Cummings, asi con la intenciéon de explorar que sucede con éste
modelo en los regimenos lejos de la RWA, en el Capitulo 3, se introduce el formalismo de
Fulton-Gouterman para diagonalizar el Hamiltoniano en la base del qubit, se demuestra



Indice general

que, en el caso de campos degenerados y acoplamientos iguales, éste se reduce al estudio
de dos osciladores con paridad deformada para cualquier acoplamiento dado. Por ultimo,
se presenta una simulacién numérica para los tres regimenes de interés, USC usando el
caso excepcional, el régimen WC donde, de manera tradicional, se describe el sistema
bajo la RWA y finalmente, el régimen DSC donde se hace simulacién por fuerza bruta.
Por tltimo, se dan las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 1

Simulacion cuantica con iones
atrapados

Los sistemas con iones atrapados resultan ser un buen candidato para la imple-
mentacién de un simulador de sistemas cuanticos, ya que pueden ser controlados y
manipulados con alta precision; de tal forma que una gran variedad de interacciones
pueden disenarse. Asi, con la intencién de dejar atrds la imagen mental que se propuso y
motivar el desarrollo experimental del modelo, se proporciona una simulacién cuantica
simple para el ccQRM mediante la ampliacion de la reciente propuesta para simular el
QRM estéandar con iones atrapados [5], utilizando dos pares de campos biocrométicos
ortogonales, en lugar de uno soélo,

2
~ 1
o N At A At A R
H = W00 + jgl {l/jajaj + E € ), cos [77]-7;‘C <aj + aj) — wj it + ¢j7ki| Uj} . (1.1

k=rb

aqui, el ion atrapado de dos niveles es descrito por la frecuencia de transicién interna, wy,
y las matrices de Pauli 6; con 7 = 0,1, 2, los modos de vibracién cuantizados del centro
de masa por las frecuencias de oscilacién mecanica, v}, y los operadores de aniquilacién
(creacién) a; (&j) con j = 1,2y tenemos dos pares de ldseres de bombeo cldsico, cada par
con desintonia rojo y azul, k = —1 y k = 1 respectivamente, con frecuencia sintonizada
en la primera banda lateral més algiin pequeno desfase 0, ,

wj,k = W + kl/j + (5j,k7 (12)

éstos campos clasicos tienen asociados pardmetros de Lamb-Dicke n;, v fases ¢, v
son acoplados a sus correspondientes componentes dipolares con frecuencia €2; ;. El
Hamiltoniano (1.1), después de ser escrito en términos de las potencias de los operadores
de creacién y aniquilacion, es llevado a un nuevo marco de rotante definido por,

2
. 1 L
Hy = 5000 + Z Vja}aj, (1.3)

j=1



Capitulo 1. Simulacién cudntica con iones atrapados

de manera que se obtiene un Hamiltoniano efectivo de interaccién

N j—1

~ —)J 1l (2

HI = E %Qj,ke 2‘77],k| X
j7k

i (—in;a)P (—in;r)?

qei[QWO+(P—q+k)Vj+5j,k]te—i¢j,k +
plg!

ATpA
a; a;

,q=0

) . .
Z (Z/’?j,k)r(lnj,k)s CALT-rdSBi[(T_S_k)Vj —5j7k]tei¢j,k

7"3' i 5'4,_ +hC (14)

r,s=0

Tipicamente, la diferencia energética entre niveles del ion se encuentra en la region optica
y es grande comparada con los pardmetros restantes, wy > v;, ;, {2;, de manera que
la contribucién de los términos que oscilan a frecuencias épticas, 2wy + (¢ —p + k) v; +
0k — @ik, en promedio son cero para cualquier escenario realista de medicién. Esto nos
permite centrarnos en un Hamiltoniano efectivo de interaccién aproximado,

. _N\j—1 -\ (1M, )S , .
o o~ Y %Qjﬁke—%m2wcﬁ%@a[<T—s—k>w—m]tewm +h.c.(15)
3.k,r.s e

Después de esta RWA-6ptica, podemos implementar una segunda RWA | ahora mecénica,
donde los términos que oscilan a frecuencias proporcionales a v; en promedio serdn cero,
si y sélo si la frecuencia mecéanica de vibracion es mas grande que las desintonias y

. . _ Ll 2
acoplamientos de la primera banda , v; > 0,4, ¢ 2173 | Q2 , de manera que podemos
reescribir,

Ay ]
ajay! . .
Hy =ity jemimel L (| a)arge e e | +
(aja; + 1) @@
Sty ]
1 o+ aa e
—I—z—m’lﬁl,le_E'nl’l‘ a e L) (Imal?)ope e he.| +
(a1aq + 1)1 @13
Ay ]
— 1 aya9: N oA —g ;
+B21q, emshmal e 2L (-1 |Pasd e P2ttt el |+
2 (Gya2 + 1)1 9202

2 -
—2m2al? | At &2d2' (1) 2\ A _—ifa 1t o1
+ B0y e d i af 21O (g [2)ose T 4 he
2
(1.6)

donde la funcién L™ (x) esta asociada a los polinomios generalizados de Laguerre.
Ademas, vamos a considerar que la amplitud de oscilacion del ion es mucho mas pequena

que la frecuencia del laser, esto es, 7; x4/ <d}&j> < 1, en otras palabras, suponemos
que estamos trabajando en el regimen de Lamb-Dicke, con éstas consideraciones y una

6



adecuada eleccion de parametros,

m m
Cbl,—l - Gbl,l - ¢2,1 - _57 ¢2,—1 - 57
_ Ly 2 _ L. 2
N1 Qe 2l =gy Q) ezl (1.7)

el Hamiltoniano (1.6) se reduce a

i

_HI ~ 0 [&165(51’71_51’1)15 +&16_%’(61’71_61’1)ti| |:a.+e_%(51,71+51,1)t +a__€%(51,71—51,1)tj| +
+go [d;eé(éz,ﬂ—éz,l)t + d2€—%(62,71—62,1)t} [64_6—%(52,714-62,1)1? + &_65(62,,1—}—6271)1:} ‘

(1.8)

Este tltimo Hamiltoniano, Eq. (1.8), corresponde a la imagen de interaccién del ccQRM
con respecto al Hamiltoniano desacoplado,

N 1 . 1 At A
Hy = 1 (01,1 +611) 6o + 2 Z (651 — 0j-1) a}aj, (1.9)

=1

con parametros,

1 1
wo = =5 (B +010) = =5 (B2 + b2), (1.10)
1
w]' = 5 (5]',71 - (SjJ) y (111)
g = mnQme 2l (1.12)

Es importante hacer notar que la definicion de la frecuencia de transicion del qubit,
wp, impone la restricciéon de que la suma de las desintonias de cada modo deben ser
iguales 01 _1 + 011 = 02,1 + 021, que, a pesar de restringirnos, da libertad suficiente
para realizar el ccQRM en una amplio rango de pardmetros.
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Capitulo 2

Acoplamiento débil

La posibilidad de realizar de una simulacién cuantica del modelo de Rabi cuéntico
en cavidades cruzadas, da pie a explorar la solucion de este modelo. Si regresamos la
vista atrds, la intuicién nos dice que podemos analizar las soluciones al ccQRM, cémo
en el modelo de Rabi, en el régimen donde el acoplamiento entre cada uno de los modos
bosonicos y el qubit es pequeno comparado con las frecuencias de los modos bosénicos,
g; K wj, y las frecuencias de los modos bosénicos se encuentran cerca de resonancia a
la transicién del qubit, w; ~ w, para j = 1,2. Para hacer esto, podemos transformar el
Hamiltoniano de Rabi para dos cavidades cruzadas, Eq.(1), a un marco rotante definido
por el Hamiltoniano libre,

~ wo . . .
Hf = ?OO'O + winy + wana, (21)

con el operador de numero n; = d;dj para 7 = 1,2, de tal forma que en este nuevo
marco podemos escribir,

(U(t)) = et (1)) (2.2)

que, sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger,
00, [W(t)) = H|V(t)), (2.3)

nos lleva a una expresion, al parecer, mas compleja,

2
i0, o) =3~ (i), [a}a—+emjt +ale et ae et 4 aj&,e*mﬁ] (1))
=1

(2.4)

donde hemos definido parametros de sintonia entre las frecuencias de los campos y la
del qubit,

A]’ = wj+w0, (25)

5]' = Wj — Wo. (26



Capitulo 2. Acoplamiento débil

En este punto, podemos recordar que nos interesa el régimen donde g; < w; y
wj ~ w, para j = 1,2, es decir,
A; >0, (2.7)
Aj > gj,
que son, basicamente, las condiciones que necesitamos para hacer una aproximacion de
onda rotante. Es decir, si tomamos g; como nuestra escala de evoluciéon temporal, la
contribucién de los términos oscilando a altas frecuencias, A;, es, en promedio, nula,
comparada con la contribucién de los términos que oscilan a frecuencias dadas por las
desintonias, d;. Para este argumento estamos considerando g; ~ g2 pero esto no es
estrictamente necesario. De tal forma que la aproximacion de onda rotante para este

modelo nos entrega una ecuacién de Schrodinger con un Hamiltoniano dependiente del
tiempo,

i, |p(t)) ~ [gl (a}&fe“ﬂ + a@e—“ﬂ) +ig (ag&feﬁ?t - azme—iéﬁ)} o(1)), (2.9)

que, efectuando otro cambio de marco de referencia,

(1)) = e OrmreER (1)) (2.10)

podemos escribir como una ecuacién de Schrodinger con un Hamiltoniano independiente
del tiempo,

10y |p(t)) = |6171 + danto + 91(&16— +a104) + i92(&£&— - d23+)] [p(t)) - (2.11)

Es sencillo darse cuenta que una rotacién de 7/2 alrededor de ng, a través de la

./ . . P T8 . . . .
transformacién unitaria e'2"?, nos entrega un Hamiltoniano efectivo de tipo Jaynes-
Cummings para cada uno de los modos,

Hjco = 617y + Gaia + gi(al6_ + a164) + ga(abo_ + azéy). (2.12)

Tomamos ahora, la representacién de Schwinger de SU(2) de dos bosones para movernos
a un nuevo marco rotante definido por 6/2, a través de la transformacién unitaria,

D; (0) = e2(aiae—iaz) (2.13)

Yy

con tan /2 = gy /g1, de manera que se obtiene,
Hpwa =Y _ Qala; + glaroy +alo_) + Malas + abay), (2.14)

10



donde hemos definido las frecuencias y acoplamientos efectivos:

g = \9i+9s (2.15)

— 0197 + 6293

Q, = 29T %% 9.16
2 2

52 — 5192 ; 5291 , (217)

A o= (wp— )22 (2.18)

g2

A manera de ilustracion se presentan a continuacién los espectros numéricos del
modelo original y del modelo bajo la RWA en el mismo marco de referencia para
acoplamientos pequenos. Para ello es considerado un campo con un nimero maximo de
fotones N = 35 y acoplamientos wy = 1, w; = 1.00088, wy = 1.00085, g; = 1.5 x 1076 y
go = 1.7 x 107% y se comparan ambos espectros, Fig. 2.1(a), con la intencién de resaltar
que la aproximacion resulta adecuada. En la Fig. 2.1(b), se muestra el logaritmo del
valor absoluto del error relativo entre ambos resultados numéricos,

M
Aej = B¢ — BV, (2.19)
J 7 3

f(a)
’§ E
m E
<
I

0-
—20
D)
wﬁ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\‘\\\\\‘w
ﬂ ] -\s\\\\\\\\“\\\\\“\\\\\\ B =
o0 A
<
—-30

0 J 2500

Figura 2.1: Espectro de energias en el régimen de acoplamiento débil. (a) Se comparan
las soluciones numéricas del Hamiltoniano original (rojo) con las de la RWA (azul)
para un campo con un nimero maximo de fotones N = 35 y acoplamientos wy = 1,
wi = 1.00088, wy = 1.00085, g1 = 1.5 x 1078 y go = 1.7 x 107¢ (b) logaritmo del valor
absoluto del error relativo entre ambos resultados numéricos, log |Ag;]|.

Note que el pardmetro A definido en la Eq. (2.18), sugiere dos regimenes de interaccién,
el primero de ellos, tratado en la Secc. 2.1, un modelo con campos degenerados en
frecuencia, w; = w9, de manera que al estar los campos en resonancia, generan una A
efectiva igual a cero, esto es, no hay contribucion de la interaccién entre campos. El

11



Capitulo 2. Acoplamiento débil

segundo régimen, tratado en la Secc. 2.2, es aquel en que wy ~ w; para j = 1, 2. Considerar
que las frecuencias son del mismo orden produce una \ efectiva pequena comparada con
la unidad, de manera que esta pueda ser considerada como una perturbacién al sistema.

2.1. Modelo con campos degenerados en frecuencia

Cuando en el modelo de Rabi cudntico en cavidades cruzadas, bajo la aproximacion
de onda rotante y escrito en la representacion de SU(2) de Schwinger para dos bosones,
Eq. (2.14), son considerados campos degenerados en frecuencias (DFF), esto es w; = wy,
obtenemos una \ efectiva igual a cero, de manera que no aparece el término de interaccién
entre campos,

Hy = Qyalay + Qaabas + glaroy, +alo), (2.20)
en otras palabras, el andlisis del Modelo de Rabi cuantico en cavidades cruzadas con
DFF, se reduce a trabajar con un Hamiltoniano del tipo Jaynes-Cummings para uno
de los modos mas el Hamiltoniano libre del segundo modo. Cabe mencionar que, atn
cuando la versién simplificada del ccQRM ha sido recientemente estudiada [21,22], aquf
se discuten, de manera formal, las soluciones al mismo. La base adecuada para éste
sistema, Eq. (2.20), estd dada por:

{ | N>2 |ng>7 ‘ N_n>2 ’n76>7 |N_n>2 |n+17g>}7 (2'21)
de manera que se producen los eigenestados,
’¢8,g> = |N>2 |O7g> ) (222)
|05,) = [N —n), [£n), (2.23)
donde,
|[+n) =sinb, |n,e) +cosb,|n+1,g), (2.24)
|-n) = cosb, |n,e) —sinb, |n+1,g), (2.25)
con,
V 1
sin 0, = gvn & : (2.26)
\/92(n+ 1)+ ( Qin)
-Q
cos 6 X 1 —, (2.27)
\/g (n+1) — yn)?
XiZZ(Q (2n+1) i\/Q + 442 (n—|—1)> (2.28)
Las eigenenergias asociadas a cada eigenestado estan dadas cémo:
Ey, =0, (2.29)
EY, = Q(N —n) + xz. (2.30)

12



2.1. Modelo con campos degenerados en frecuencia

Las Egs. (2.29)-(2.30), describen de manera analitica al espectro del Hamiltoniano bajo
la RWA en el régimen de acoplamiento débil con campos degenerados en frecuencia,
Eq. (2.20). Para comparar adecuadamente estos resultados con el espectro del marco
original, se escriben los eigenvalores obtenidos en el marco original el términos de los
eigenvalores del sistema rotado, asi, las Egs. (2.29)-(2.30) en el marco original se leen,

1

E}O = E{, + wy(N — 5), (2.31)
1

EMO = E% + wo(N + §). (2.32)

Con éstas expresiones, es posible comparar el espectro obtenido de manera analitica
exacta con su simil numérico, Fig. 2.2, en el marco original, en particular, es considerando
un campo con un nimero maximo de fotones N = 35 y acoplamientos wy = w; = ws =1,
g1=15x10"%y go = 1.7 x 107S.

30F (a)

E;/(hw)

720_ (b)

log |A¢|

=30
0 j 1000

Figura 2.2: Soluciones en el régimen de acoplamiento débil con DFF. (a) Se comparan, en
el mismo marco de referencia, las soluciones numéricas exactas del Hamiltoniano original
(rojo) con las soluciones analiticas obtenidas para campos degenerados en frecuencia
(azul) para un campo con un ntmero maximo de fotones N = 35 y acoplamientos
wo=wy =wy =1, =15x107%y go = 1.7 x 107° (b) logaritmo del valor absoluto
del error relativo entre ambos resultados numéricos, log|Ae;|.

Es importante remarcar que el modelo descrito en la Eq. (2.20) es soluble comple-
tamente, sin importar si estamos, o no, en resonancia con uno de los campos, puesto
que unicamente tenemos el acoplamiento entre el qubit y uno de los modos mas el
Hamiltoniano libre del otro y, las soluciones a problemas del tipo Jaynes-Cummings son
bien conocidas, en este sentido, es sencillo obtener una expresion para el propagador
asi como informacion de interés para un experimentalista. Para facilitar el calculo del
operador de evolucion de Ho, podemos movernos a un nuevo marco de referencia definido
por la transformacion,

|p(1)) = e~ Ot 550) g 1)) (2.33)

13



Capitulo 2. Acoplamiento débil

el Hamiltoniano (2.20) es reescrito como,

: 0
fegp =g (@oy +alo-) = =too, (2.34)

que escrito en términos de las matrices de Pauli, se lee:

[

A _—— ga/
Hyp=| 2 5 (2.35)

gay o5

Dado que éste Hamiltoniano satisface la ecuacién de Schrodinger, Eq. (2.3), para un
estado |¥(t)), v ademads, es independiente del tiempo, podemos escribir una solucién en
términos del operador de evolucién para un estado inicial dado,

9(t)) = U(t) [9(0)), (2.36)
con,
~ P U U
U t — —’LHefft — 11 12 237
i (287
donde:
U C(Ry + 1)t +1 2 in C(Ay + 1)t
= cos (N i—————sin ((n ,
! 1 200 +1) "
1
s . .
Uiy Zgal((ﬁl) sin {(nq)t,
1
Usi — i . A et
21 ng(ﬁl) sin {(ny)tal,
U = cos ()t — i sin ()t
29 — COS (N1 ZZg(ﬁl) smq(ny )i,
Y,

/ﬁz
C(h) = Il + g*ha, (2.38)

una frecuencia del tipo Rabi. Ahora estamos en posicién de aplicar el operador de
evolucién, Eq. (2.37), a un estado inicial dado para encontrar la evolucién del sistema.
Con frecuencia es de interés calcular el promedio de algunos de los operadores, en
particular, podemos calcular la inversiéon de poblacién, definida como la diferencia de
poblaciones entre el estado base y el estado excitado 6 el nimero promedio de fotones
en cada uno de los modos. La Eq. (2.36) nos permite describir cualquier estado en el
modelo con campos degenerados en frecuencia en términos del operador de evolucion,
en particular, hemos obtenido (o), (n1) vy (n.) para diferentes acoplamientos, tomando
como estado inicial: estados de Fock [N —n), |n,e) en la Fig. 2.3 y, estados coherentes,
18), |, €), en la Fig. 2.4.
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2.1. Modelo con campos degenerados en frecuencia

(00)

—
T

(n1)

(n2)

sﬁ th

Figura 2.3: (a)-(b)Dindmica de la inversién de poblacién (op), ntimero promedio de
fotones en (c)-(d) la cavidad uno (f1) y (e)-(f) en la cavidad dos (ng) como funcién
de gt para estados de Fock con un estado inicial |1)5|0,e) y N = 10. Es simulado un
campo con acoplamientos wp = 1 =w; =ws =1, g = 0.001 y g = 0.002. Se muestran
la dindmica en el marco rotado (izquierda) y en el marco original (derecha).

Para estados de nimero, Fig. 2.3, es tomando como estado inicial |1), |0, e). Del lado
izquierdo se muestran las dindmicas que exhibe el sistema en el marco rotado, como es de
esperarse, este marco de referencia no me permite ver la dinamica del sistema completo,
no hay acoplamiento aparente con el segundo modo, por ello resulta mas conveniente
visualizar la dindmica del sistema, para el mismo set de valores, en el marco original.
Para cada caso, se a elegido dejar vacia una de las cavidades. Cuando escogemos dejar la
cavidad 1 vacia, al estar solo la cavidad 1 acoplada al campo en el marco rotado vemos
que (n1) toma como valor inicial cero y éste valor se modifica conforme evoluciona el
sistema, mientras que (f5) tiene un valor constante. Andlogamente, cuando se escoge la
cavidad 2 vacia, al tiempo gt = 0, (n;) toma un valor méximo que depende del nimero
de excitaciones en el sistema y éste valor se modifica conforme evoluciona el sistema,
mientras (fo) se mantiene igual a cero.

Cuando usamos como estado inicial |0), |2,e) en la base de estados coherentes,
Fig. 2.4, encontramos un comportamiento similar, en el sentido de que el el marco
rotado tenemos la dindmica que ya conocemos del JCM para (o) y (71), y no vemos
acoplamiento con la segunda cavidad en el marco rotado.

15
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(00)
>
|

|

\ N
\/

o

(1)

(n2)

o

qgt

gt

Figura 2.4: (a)-(b)Dindmica de la inversién de poblacién (op), ntimero promedio de
fotones en (c)-(d) la cavidad uno (f1) y (e)-(f) en la cavidad dos (ng) como funcién
de gt para estados Coherentes con un estado inicial |0), |2, e). Es simulado un campo
coherente con acoplamientos wy = w; = ws = 1, g3 = 0.001 y g = 0.002. Se muestran la
dindmica en el marco rotado (izquierda) y en el marco original (derecha).

2.2. Modelo fuera de resonancia

La mayoria de los problemas encontrados en la mecanica cuantica no se pueden
resolver con exactitud. Existen soluciones exactas de la ecuacion de Schrodinger sélo
para algunos sistemas idealizados. Para resolver los problemas generales, hay que recurrir
a métodos de aproximacién y el Modelo de Rabi cuantico en cavidades cruzadas no es
la excepcion.

Suponiendo que los campos bosonicos se encuentran cerca de resonancia a la transicion
del quibit, wy ~ w; con j = 1,2, la aproximaién de onda rotante, Eq. (2.14), da como
resultado que la interaccion entre ambos campos sea muy pequena, A < 1, de manera
que teoria de perturbaciones es de utilidad para atacar dicho problema, en este sentido,
decimos que,

Hpwa = Hy+ \H,, (2.39)
con,
H, = alay + aba, (2.40)

16



2.2. Modelo fuera de resonancia

una pequena perturbacion al sistema.

La teoria de perturbaciones nos permite conocer soluciones aproximadas al sistema
perturbado (Hpwa) a través de soluciones exactas del sistema sin perturbar (Hy), para
ello se escribe a E,, (|¢,)) como una serie de potencias en términos de \:

E, =E) +\E} + N*E? + - - -, (2.41)

[@n) = 16n) + Aldn) + X% |dp) + -+, (2.42)

donde E} (|¢})) es la j-ésima correccién a la energia (funcién de onda) debido a la
perturbacion del sistema, cuando la ecuacién de eigenvalores para Hgy 4 es escrita en
términos de las ecuaciones (2.41) y (2.42) podemos determinar la forma que toman las

correcciones para cualquier orden j, en particular, para la correccion de la energia a
primer y segundo orden se tiene,

= (00 H, |9, (2.43)

0 H 0
—ZM|W>7 o1

m#n

mientras que para la funcion de onda tenemos que,

0| ;. 140
o) = 3 el o), (2.45)

m#n

&0 | H, |6%) (00| H, |6%) (89| H, |62) (8] H,, |9,
l n n m n n

aqui, nos quedaremos con la correccién hasta segundo orden.

Las soluciones al sistema no perturbado son las obtenidas en el modelo con campos
degenerados en frecuencia (Secc. 2.1), con la diferencia de que ahora nos restringimos
a las interacciones cerca de resonancia, wy ~ w;. Dado que se tienen tres eigenestados
para el sistema sin perturbar {|¢0 ) ,[¢%,),|¢",)}, debemos obtener, para cada uno de
ellos, correcciones para la energia y la funciéon de onda, de tal forma que;

m#n

Eog =Eg,+ MEj, + NEj ,+ -+, (2.47)
Ein=EY, +\EL, + NE5 +---, (2.48)
|bo.g) =100,4) + AMbog) + A [B5g) + -+, (2.49)

y finalmente, la correccion al eigensistema cuando es usada teoria de perturbaciones es
el conjunto solucion de todas las correcciones hechas, es decir,

Etotal = {EO,ga E:I:n} s (251)
|¢>total = {|¢0,9> ) ’¢:I:n>} : (252)



Capitulo 2. Acoplamiento débil

Es sencillo determinar las contribuciones que dan las correcciones a primer y segundo
orden la energia y la funcién de onda a partir de las Eqs. (2.43)-(2.46), de tal manera
que las correcciones a las energias a primer orden resultan,

=0, (2.53)
EL, =0, (2.54)

mientras que para las energias a segundo orden se tiene,

Eg, =0, (2.55)

o |Asin,,1sinf, + B cos b, cosl,|*
o Qo + Xan — X+(n+1)

|Acosf,,1sinf, — Bsinf,, cosf,|*
QQ + X4n — X—(n+1)

, (2.56)

2o |Asin 6, cos b, — Bcosb,,sinb,|*
- Qo + Xn — X+(n+1)

| A cos 0,11 cos B, + Bsinb,,sinf,|*
Qs + X-—n = X—(n+1)

, (2.57)

donde A= /(n+1)(N —n)y B=+/(n+2)(N —n). De esta manera, el espectro de
energia en el régimen perturbativo esta dado por las Egs. (2.53)-(2.57). Recordemos que
éstas soluciones estan dadas en el marco rotado y que se deben comparar de manera
adecuada con las obtenidas en el modelo original, las Eqs. (2.31)-(2.32) nos permiten
escribir los eigenvalores obtenidos en el marco original el términos de los eigenvalores del
sistema rotado. Ahora debemos incluir en estas expresiones las correcciones a primero y
segundo orden:

1

EL0 = Eg g + wo(N — 5), (2.58)
1

EMO = E., 4+ wo(N + 3)- (2.59)

Cuando w; = wy, las expresiones obtenidas en el régimen perturvativo, Eqs. (2.58)-(2.59)
son las mismas que se obtuvieron en el régimen de campos degenerados en frecuencia,
Egs. (2.31)-(2.32).
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2.2. Modelo fuera de resonancia

30t @

log | Ae;j|

~15}
0 j 1200

Figura 2.5: Soluciones con acoplamiento débil en el régimen perturbativo. (a) Se comparan
las soluciones numéricas del Hamiltoniano original (rojo) con las de la RWA usando
teoria de perturbaciones (azul) para un campo con un nimero méaximo de fotones N = 35
y acoplamientos wy = 1, w; = 1.00088, wy = 1.00085, g; = 1.5 x 107 ¢ y g = 1.7 x 107°
(b) logaritmo del valor absoluto del error relativo entre ambos resultados numeéricos,
log |A€;|.

Nos restringimos ahora, a las interacciones cerca de resonancia, con acoplamientos
wo =1, w; = 1.00088, wy = 1.00085, gy = 1.5 x 1075 y go = 1.7 x 107% en un campo de
fotones con N = 35. En la Fig. 2.5 se muestran los resultados numéricos obtenidos para
el espectro del Hamiltoniano bajo la RWA en el régimen perturbativo y, al igual que en
el caso de campos degenerados en frecuencia, se compara con los resultados analiticos
para el espectro de H. Uno debe tener cuidado en escribir ambos resultados en el mismo
marco de referencia y ordenar los espectros combinados dados por las Egs. (2.58)-(2.59).
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Capitulo 3

Espectro del ccQRM

Diagonalizar el ccQRM en la base del qubit resulta una tarea sencilla cuando se
sigue el enfoque de Fulton-Gouterman. Para ello, es necesario escribir el Hamiltoniano
del ccQRM, Eq. (1), en términos de los operadores de escalera del qubit,

2

A 1 ) R R N

H= §w0&0 + g wjd;r-dj + [gl <d§ + d1> —igo (ag + a2>] 0.+ h.c., (3.1)
=1

con la intencién de evitar acoplamientos imaginarios, se realiza una rotacién de 7/2
alrededor del nimero de fotones del segundo campo, &;&2,

2

. 1 i . . R R R

Hp = 5%o00 + E Wja;r‘aj + [91 (QI + CL1> + 92 (GE - CLZ)] ot +h.c (3.2)
=1

Como en el capitulo anterior, usamos la representacion de Schwiger de SU(2) de dos
bosones y nos movemos al marco rotante definido por 0/2, a través de la transformacién
(2.13) de manera que,

2
1
Hp = Swibo+ Y Yala; +7 (&{az + ala;) +
j=1

1 LA A\ -
+ﬁ [g% (CLJ{ + CL1> — g192 <CL; + G/2>i| o1+
Vit 93
i . .
= [93 (aJ{ - al) + 9192 < :
Vit 92
donde se ha usado 6+ = (67 £ id2)/2 v se definen las frecuencias efectivas

w1 s + wag3

0 = TR0 3.4
g + 95 (34
2 2

Q, = 29T (3.5)

91 + 93

9192
vo= (we — wy) . (3.6)
9%+ g5
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Una rotacién de 7 /4 alrededor de 65 produce un Hamiltoniano del tipo Fulton-Gouterman
[23,24],

Hpe = Al + Béy + Céo + Déy, (3.7)
con operadores auxiliares para el ccQRM,
Ap = Qldial + 92&25@ +7 <&1d2 + &1&5) ; (3.8)
. 1
BD = —éu}(), (39)
~ 7 . . R R
Cp = —F5— [93 <CLJ{ - fl1> + 9192 (ag - (12)] ; (3.10)
91 t 93
Dp = — 1 [2(al+a) - ol + a 3.11
D = 5 > (91 (1 +an 9192 (ay +az || . (3.11)
V91T 93

Con la intenciéon de diagonalizar en la base del sistema de dos niveles, se necesita un
operador R tal que,

R Al =|RB|={R,C\={R D} =0. (3.12)
7A| = [R.B] = {r.C} = {R D

En particular, se ha escogido al operador de paridad de campo

~

R =1, = "% s (3.13)

para escribir una transformaciéon unitaria,
A 1 A A ~
] :——[Q+R>&+& +Q—R>1—w y 3.14
FG = 3 7 (6o + 61) ( 2) (3.14)

que diagonaliza al Hamiltoniano ccQRM en la base del qubit,

1Y) = UpeHpaUlg, (3.15)
= (A+D)i+(B-iC) R

Asi, la forma diagonal del Hamiltoniano en la base del qubit es

A (D (4 A (—
1y = Hyle)el + H} lg)al. (3.16)
con los Hamiltonianos auxiliares escritos iinicamente en términos de los modos de campo,
() o ot s NP SPCA N S
Hpy7 = Qayar + Qaaqag + vy <a1a2 + a1a2> + Ewonlz +
1 . ~ ~ .
T [GI <9% + 9§H12> + <Q% + 951_[12) al] +
g1t 93
——ﬁﬁi—[@(1¢ﬂu)+(1¢ﬂu>@}. (3.17)

Vi + g5

Estos hamiltonianos describen dos campos de bosones interactuando a través de un
divisor de haz y un bombeo no lineal dependiente de la paridad del sistema.
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3.1. Caso excepcional

3.1. Caso excepcional

La propuesta de Fulton-Gouterman nos ha permitido diagonalizar el sistema para
cualquier valor que tomen w; y g;, pero, resulta interesante detenernos en una con-
figuracion excepcional, donde consideramos que ambos campos bosénicos tienen la
misma frecuencia, w; = wy = w, y acoplamientos idénticos, g1 = g = ¢g. Siguiendo el
procedimiento anterior con un ligero cambio, se introduce una rotacion de wy alrededor
del operador,

1
0= —alay + aba, + 5 (Go+1), (3.18)

compuesto por los operadores conservados en las dindmicas de JC y anti-JC [25]. Este
pequeno cambio nos permite recuperar un Hamiltoniano efectivo donde el primer modo
del campo esta acoplado al qubit bajo la dindmica anti-JC y el segundo bajo la dindmica
JC,

ﬁexc = Z 5]&2&] + \/§g (dJ{ - &2)6+ + (&1 - &;)(}, ) (319)
J

con parametros de sintonia dados por las siguientes expresiones,

51 = w+w0, (320)
62 = W — Wp- (321)

Este Hamiltoniano conserva el operador 7,
[ﬁ7 f{emci| =0. (322)

Note que este operador esta relacionado con la representacién de Schwinger de SU(2)
de dos bosones J, = (ala; — als)/2; en otras palabras, es la diferencia entre el qubit y
la diferencia de poblacién de dos bosones de SU(2). Si escogemos el valor promedio del
operador 7) para particionar el correspondiente espacio de Hilbert, tendremos subespacios
con dimensién infinita para cada (f) = 0,41, £2,... En este punto, es importante hacer
notar que tanto el Hamiltoniano original del ccQRM, Eq. (1), con campos degenerados
en frecuencias e igual acoplamientos como Hamiltoniano efectivo aJC-JC, Eq. (3.19),
pueden ser implementados en nuestra simulacion con iones atrapados.

Continuando con el esquema de la diagonalizacion a la Fulton-Gouterman, obtenemos

operadores auxiliares,

Acge = 018101 + 0raban, (3.23)

Bewe = 0, (3.24)

Aemc = Zig(di - dl + CAL; - d2), (325)
V2

[)exc — Lg(AJ{ + &1 — d; — &2) (326)
V2
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Capitulo 3. Espectro del ccQRM

Aqui, la forma diagonal para nuestro Hamiltoniano excepcional en la base del qubit es

P = He)e| + HS)|g){gl, (3.27)

exc

con los Hamiltonianos de campo auxiliares
2
A = 3 sala; +g (AL + A, (3.28)
j=1

donde hemos definido los operadores no lineales con paridad deformada,

Ay = =(=1Y =z (14 (-1)TTe) (3.29)

Al = —(=1) (1i(—1)jﬂ12) al, (3.30)

Sl =S

que exhiben un dlgebra de Wigner-Heisenberg para cada modo de campo bosénico [26,27],

[&}dw‘itj = —Asy, (3.31)
ala; AL, = AL, (3.32)
[Aimfllj_ = 15 (1) (2&}&j+1) Iy, (3.33)

[A:t,h A:I:,Q} — 20015049, (3.34)

[A;l, Aﬂ} ~ 0. (3.35)

En este punto, podemos utilizar los dos osciladores no lineales auxiliares, de paridad
deformada, para calcular el espectro de nuestro modelo para frecuencias de campo
degenerados y acoplamientos equilibrados. En la Fig. 3.1(a) se muestran los primeros
mil valores de energias escaladas, Ej/w, en ambos marcos de referencia, obtenidas para
el ccQRM con frecuencias de campo iguales y acoplamientos iguales en el régimen de
acoplamiento fuerte (USC), w; = wy = ¢1 = g2 = w. En la Fig. 3.2(b) se muestra
el logaritmo del valor absoluto del error relativo entre ambos resultados numéricos,

_ pcc@RM o FG
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sl b b b b

Figura 3.1: (a) Espectro de energia para el ccQRM en el marco original (rojo) y bajo el
formalismo FG (azul) (b) logaritmo del valor absoluto del error relativo entre ambos
resultados numeéricos, Ae; = EECQRM — EJF G para el ccQRM en el régimen USC con

W) =Wy =WwWp =01 = G2 =Ww.

Dado que el Hamiltoniano efectivo del tipo JC-aJC, Eq. 3.19, comparte base con el
operador 7}, el valor promedio de éste operador para los eigenestados, numéricos, de los
osciladores no lineales de paridad deformada, una vez escritos en el marco de referencia
f[ezc, se forma un “arreglo” llamado Peres lattice [28], en el cual, para un subespacio
dado, definido por un valor constante de (7j) = 0,41, £2,... en el marco de referencia

H.;., hay un nimero infinito de eigenestados como se ve en la Fig. 3.2.

40F T T T T ™

— 40k ) ) ‘ ‘ C]
0 A 1000
j

Figura 3.2: Valor promedio del operador 7, (n), para los eigenestados en el marco de
referencia H.,. en el régimen USC, wy =wy =wp = g1 = g2 = w.

3.2. Régimen de acoplamiento débil

En el régimen de acoplamiento débil (WCR), partimos de uno de los resultados
obtenidos en el capitulo anterior, donde obtuvimos un Hamiltoniano efectivo de tipo
Jaynes-Cummings para cada uno de los modos, Eq. (2.12). Otra vez, tanto el Hamil-
toniano original del ccQRM, Eq. (1), con acoplamiento débil como éste Hamiltoniano
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Capitulo 3. Espectro del ccQRM

efectivo, (2.12), pueden ser implementados en nuestra simulacién con iones atrapados.
Llevamos este Hamiltoniano a la forma FG para obtener los operadores auxiliares,

AJC = 617311 + 52ﬁ2, (336)
By = 0, (3.37)
A 19; (. .

CJC = Z % <aj - aj) s (338)

J

Djo = Zgzj(aj—ka) (3.39)

J

nuevamente escogemos al operador de paridad como operador auxiliar, R = Il;5, para
obtener un Hamiltoniano diagonalizado en el régimen de acoplamiento débil

HE) = HiEle) (el + Hidlg)(g], (3.40)
donde
JC' = Z(SJATA + g] |: : (1 + ﬂm) + dj <1 + ﬂm)} . (341)

De manera similar al caso excepcional, en la Fig. 3.3(a) se muestran los primeros
mil valores de energias escaladas, F;/w, en ambos marcos de referencia, obtenidas
para el ccQRM con pardmetros en el régimen de acoplamiento débil (WC), asi como

el logaritmo del valor absoluto del error relativo entre ambos resultados numéricos,
A¢j = B9 — BFC Fig. 3.3(b).

it g o o i g g P B o P o s P e ]

14

0 j 10(50
Figura 3.3: (a) Espectro de energés (b) logaritmo del valor absoluto del error relativo
entre ambos resultados numéricos, Ae; = EeeQRM EJF G para el ccQRM en el régimen
de acoplamiento débil, w; = wy = wp = w, g1 = 0.001lw y go = 0.002w.

Ademas, dado que el modelo efectivo JC conserva el nimero de excitaciones,

1
+ B (6o +1), (3.42)

—_—t
—
+
Q>

N —+
Q>
)
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tal que [N , H JC] = 0, podemos dividir el espacio de Hilbert correspondiente en subes-

pacios de dimensién 2(N) + 1 para cada valor promedio del ntiimero de excitaciones

A~

(N)=0,1,2,... Esto se puede ver en la estructura Peres lattice para el valor promedio
del nimero de excitaciones de los eigenestados, Fig. 3.4.

4007 T T T T T

ot ‘ ‘ ‘ ‘ J
0 . 1000

Figura 3.4: Valor promedio del ntimero de exitaciones, <N ), para los eigenestados
del ccQRM en el régimen de acoplamiento débil, w; = ws = wy = w, g1 = 0.001lw y
g2 = 0.002w.

3.3. Régimen de acoplamiento fuerte-profundo

Con el fin de proporcionar una soluciéon para el ccQRM mas alld del régimen de
acoplamiento débil, se implementa la simulacion por fuerza bruta en un subespacio
de hasta un centenar de bosones en cada modo de campo. En nuestro caso, dado
que se truncan dos espacios de Hilbert, tomaremos como medida de convergencia a la
informacién contenida en la cola del eigenestado [29],

ml= ] D lednal (3.43)
donde el nimero complejo c%?n,q es la amplitud correspondiente al estado con m fotones
en el primer campo, n fotones en el segundo campo y el qubit en el estado = del j-ésimo
eigenestado del Hamiltoniano expresado en la base estandar del subespacio truncado,
ya sea H = H; ® Ho ® H, para el ccQRM 6 H = H; ® Hy para los dos osciladores
no lineales de paridad deformada, y tomamos la cola del eigenestado como el 1ltimo
cuarto de las amplitudes truncadas mygy, = [3dim Hi/4] y npnm = [3dim Hy /4] donde
la operacién [z] redondea x al siguiente nimero entero.

En la Fig. 3.5(a) se muestran los primeros mil valores de las energias escaladas
y el logaritmo de la informacién contenida en la cola de los eigenestados, para cada
eigenestado, para el ccQRM en el régimen DSC, donde se han tomado los valores
W] =Wy = wy = w, g1 = 2w, and go = 2.3w. Una vez mas, se debe prestar especial
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atencion en el orden de los eigenestados, pues el incluir un segundo espacio de Hilbert
truncado pordria inducir huecos en el espectro.

20¢ (a)

v

0 1000

Figura 3.5: (a) Espectro de energia escalada y, (b) el logaritmo del valor absoluto de
la raiz cuadrada de la suma de las colas de los correspondientes eigenestados para el
ccQRM en el régimen DSC, w; =ws =wp =w, g1 = 2w y g2 = 2.3w.

En el régimen DSC, nos falta conocimiento acerca de las constantes de movimiento,
por lo que tenemos redes desordenadas tanto para el nimero promedio de excitaciones
Fig. 3.6(a), como para el operador 7, Fig. 3.6(b), en lugar de arreglos ordenados como
los que se obtuvieron en el caso excepcional con frecuencias y acoplamientos iguales o
en el régimen de acoplamiento débil.

Figura 3.6: Valor promedio del (a) nimero de excitaciones, (N), y (b) del operador,
(n), para los eigenestados del ccQRM en el régimen DSC, w; =ws =wp =w, g1 = 2w y

g = 2.3w.
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Conclusion

En este trabajo, como extension al modelo de Rabi cuédntico, se estudié el Modelo de
Rabi cudntico en cavidades cruzadas, donde un tnico sistema de dos niveles interactia
con campos de bosones ortogonales bajo acoplamiento minimo y aproximacion de onda
larga. Obviamente, una realizacién de electrodinamica cuantica de cavidades no permite
explorar méas alla del régimen de acoplamiento débil; por este motivo, se muestra que
es posible realizar una simulacion cuantica del modelo en una plataforma de iones
atrapados donde todos los regimenes son accesibles.

Se resuelve de manera analitica el modelo en el régimen de acoplamiento débil. De
manera natural, éste régimen se divide en dos casos, el primero, donde tenemos campos
degenerados en frecuencia, de manera que el modelo se reduce a un Hamiltoniano mas
sencillo y se vuelve completamente soluble. En el segundo caso, donde las frecuencias
son del mismo orden, usamos teoria de perturbaciones.

Hemos diagonalizado el modelo en la base del qubit usando el enfoque de Fulton-
Gouterman. Este formalismo nos permite ver que es posible reducir el modelo a un
Hamiltoniano donde un modo de campo es acoplado al qubit siguiendo la dinamica
del modelo de Jaynes-Cummings mientras que el segundo modo se acopla bajo una
dindmica del tipo anti-Jaynes-Cummings para todos los parametros de acoplamiento, en
particular, mostramos en caso excepcional, con frecuencias y acoplamientos iguales. En
este regimen en particular, nuestro modelo es equivalente a dos osciladores acoplados de
paridad deformada a través de un divisor de haz que conserva un operador que da el
numero total de excitaciones del qubit y la diferencia del niimero de excitaciones entre
campos. Tratando de crear intuicion, se calcularon numéricamente los espectros en el
régimen de acoplamiento débil y en el régimen de acoplamiento fuerte-profundo.

Este trabajo de tesis resulto un ejercicio de reconocimiento sobre las posibles avenidas
que puede abrir el modelo de Rabi con cavidades cruzadas. En particular, hemos notado
que la diagonalizacién en la base del qubit provee Hamiltonianos auxiliares de campo
que describen un par de osciladores con bombeo no lineal en funcién de la paridad. Esto
nos parece lo suficientemente interesante para garantizar trabajo a futuro desde el punto
de vista algebraico. Otra pregunta que queda abierta es la existencia de soluciones a
este modelo por medio del formalismo de Bargmann; en este sentido el interés es tan
basico como preguntarse si existe una representacion de funciones enteras para mas de
un campo. Este son sélo un par de ejemplos de los frutos que puede traer el estudio de
nuestro modelo en el futuro.
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Apéndice A

Métodos

A.1. Métodos matematicos

A.1.1. Cambio de marcos de referencia

Muchas veces, para un sistema etiquetado con un Hamiltoniano H , es conveniente
moverse a un nuevo marco de referencia que nos permita extraer informacién del
mismo, en este sentido, si se hace un cambio de marco de referencia definido por alguna
transformacién unitaria,

Ut) = e 0, (A.1)
tal que un estado |¥(¢)) en términos del nuevo marco de referencia puede ser expresado

| W(t)) = O(8) [9(t)) (A2)

la evolucion temporal de dichos estados puede obtenerse a través de la ecuacion de
Schrodinger

10, W (t)) = H |W(1)), (A.3)
de modo que en el nuevo marco de referencia,
W0:(U(1) [0(t))) = HU (1) [0(¢)) , (A.4)
de tal forma que,
i, |0(6)) = U'(e) [ = )] O o(2)) (A5)

Ahora, se define el Hamiltoniano efectivo,
Hey = UM0) [ = (1)) D). (A.6)

Cuando U (t) no depende del tiempo, es decir, f (t) = @, moverse de marco de
referencia se reduce a calcular el Hamiltoniano efectivo

A A

Heps, = UT(t)HU(t) (A.7)
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A.1.2. Transformaciones unitarias

En repetidas ocasiones recurrimos a transformaciones unitarias para simplificar el pro-
blema y obtener Hamiltonianos de la forma A.6 y/o A.7; en este tipo de transformaciones
es comun encontrar términos de la forma:

egABe_gA, (A.8)

con A y B operadores hermiticos que determinaran a los elementos grupo o representacion
que sera usada. El Lema de Hadamard nos permite obtener una expresién para este tipo
de operadores mediante el desarrollo en serie de Taylor de cada una de las exponenciales
de manera que,

o o 2. . 30 .. .
A4 = B +§[A, B} n % [A, [A,BH + % [A, [A, [A, Bm Yo (A9)
donde [A, B} = AB — BA es el conmutator de los operadores A y B. Cuando los

operadores A y B corresponden a las matrices de Pauli, el grupo al que hacemos
referencia es el Grupo SU(2). El conjunto de operadores { 6¢, 0+ } obedecen las relaciones
de commutacion:

[6’0, 6:&] = :|:25':|:, (AlOa)
[64,6_] = 60 (A.10D)

Ahora estamos en posicion de calcular, con ayuda del Lema de Hadamar, Eq. A.9,
las acciones del grupo de Lie de SU(2) sobre cada una de las componentes del mismo,

-0

615&06i6_i§&0 — 6ieii97 (A.11a)

ei%(&++&—)&06_ig(6++&_) = 6’0 cosf — 6—2 sin 9, (Allb)
e%((ﬂ*&—)[yoe*g(‘ﬂ’&—) = ggcosf — a1 sinb, (A.1lc)

con g1 =0, +6_y dy=—i(6, —_) Por oto lado, el dlgebra de Lie generado por los

operadores { a,a', 7 }, que obedece las relaciones de commutacion,

[a,a'] =1, (A.12a)
[, a] = —a, (A.12b)
[7,a'] = al, (A.12¢)

es llamada dalgebra de Heisenberg- Weyl. Las acciones del grupo de Lie sobre cada una de
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las componentes del grupo:

o075 =100 _ &e—w? (A.13a)
e gte=i0n — gt (A.13b)
pi0al+0%a) 5 —i(0al+0%a) _ o i(la’ — 6*a), (A.13c)
(001 40%0) 5 —i0a+00) _ 5 _ 4o (A.13d)
eil0al+07a) o —i(0a1+670) _ ot 4 g (A.13e)
plbat—07a) —(baf—07a) _ o (0a' + 60*a), (A.13f)
elbal—0"a) g o—(6aT-0"a) _ & ¢ (A.13g)
p(0aT—0%a) 51 —(0aT—0"a) _ At _ px (A.13h)

Otra representacion usada en este trabajo de tesis es la Representacion de Schwinger de
SU(2) para dos bosones, en esta representacién tenemos dos tipos de operadores &I, a1
y d;, as tales que,

[aj,af] _ 1, (A.14a)

[1, 2] = [a{,ag} [&ba;} - [a},ag] —0. (A.14b)

En términos de estos operadores, los generadores del dlgebra de a representacién de
su(2) se puede escribir cémo:

Jy = alay, (A.15a)
J_ = ayal, (A.15D)
1
Jo = §(GICL1 — agal), (A.15¢)
tales que,
[‘]07 Jﬂ:] - j:J:I:J (AlGa)
[Ty, J_] = 2Jp. (A.16D)

de tal manera que, las acciones del grupo de Lie de SU(2) en la representacén de
Schwinger sobre cada una de los elementos del grupo,

ot By _aaat t . .
619(a1a2+a1a2)a16 i0(ajastaray) @y cos @ — iy sin b, (Al?a)
eie(a{aﬁalag)d2€40(a{a2+a1a£) = Gy cosf — iay sin 6, (A.17Db)

to e atatan— s ok . .
flaraz—a1a3) g o=0(a102=0105) — 4. 036 — Gy sin ), (A.17¢)

t ot _agata ot . .
69(a1a2 a1a2)a2€ 9((11112 a1a2) — a2 CcOS 9 + al Sin 9 (Al?d)
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