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Prefacio

La teoria de momentos radiales ha llegado a ser una disziptablecida en la caracte-
rizacion y evaluacion de informacion con minima redamda. Sin embargo, las dificultades
técnicas relacionadas con su computo ha determinadosatrdo de nuevas aplicaciones.
Ademas, los errores existentes tienen un impacto tanimegatie pierden las propiedades que
los hacen distintivos. Por tal motivo, el estudio y mejoramid del computo numérico de los
momentos radiales es de relevancia en terminos de sua@phes.

El objetivo del presente trabajo de tesis consiste en amdbg principales factores que in-
tervienen en el computo de los momentos radiales, asi deserrollar las posibles soluciones
para cada uno de estos factores. Para lograrlo, se real@glisis comparativo de los métodos
utilizados en el computo de los momentos radiales con lidachde conocer sus fortalezas y
debilidades. Tomando en cuenta el analisis llevado a calqaropone un novedoso método que

mejora el computo de los momentos radiales en términos dgactitud y tiempo.






Resumen

Se presenta una breve introduccion sobre los aspectdsiegnados en el computo de mo-
mentos radiales. Entre estos factores, los mas impostaote 1) computo de alta precision,
2) computo rapido, 3) estabilidad numérica y 4) difeesntamilias de momentos. También,
se realiza un analisis comparativo en términos de la stoaetion de imagenes, error de re-
construccion y tiempos de computo para los métodos dgonalizacion de Gram-Schmidt, la
aproximacion por minimos cuadrados, aproximacionewica'’y el esquema de pixeles polares.
Para solucionar los problemas de la inestabilidad num&rde blusqueda de una mejor familia
de momentos radiales, se propone una relacion de reciar@@dos polinomios genéricos de
Jacobi, los cuales facilitan la busqueda de un momentalradpremo. Por otra parte, con la
experiencia adquirida se propone un novedoso método cesgekema de pixeles polares y la
familia del momento radial supremo. Finalmente, se presdas conclusiones y las aportacio-

nes realizadas.
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Abstract

A brief introduction about aspects that are involved in tbmputation of radial moments is
presented. Among the most important factors are: 1) higleipion computing, 2) fast compu-
tation, 3) numerical stability, and 4) different familiebradial moments. Also, a comparative
analysis was done in terms of image reconstructions, réweti®n error and computational
times for the methods of Gram-Schmidt orthogonalizatitwe, least squares approximation,
numerical approximation and scheme of polar pixels. Toeste problems of numerical ins-
tability and of seeking a better family of radial momentsyaés proposed a recurrence relation
of generic Jacobi polynomials , these polynomials have biilgyato generate different families
of radial moments changing the parameterand 3, which makes it easy to search a supreme

radial moments. Finally, the conclusions and the contidmstare presented.
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Capitulo 1

Introducci on

Es bien conocido que en algebra lineal, una base ortogonai espacio vectorial, contie-
ne una gran cantidad de propiedades numeéricas favor&stsaplica también a las bases de
polinomios ortogonales, y en consecuencia a los momentssriomentos de una imagen, re-
presentan la similitud entre la funcion imagen y una segipatrones formados por una funcion
kernel de cada familia de momenids[1]. En consecuenciadosentos ortogonales de unaima-
gen digital son funciones intrinsecas definidas en dosmbinres, las cuales pueden cumplir
la condicion de ortogonalidad en un rectangulo o en wutidr Los momentos ortogonales de-
finidos en un circulo son también llamados momentos @reslo radiales. A diferencia de los
momentos rectangulares, los momentos radiales son surteaateactivos por ser invariantes
naturales a la rotacion, reflexion y escala.

La aplicacion de los momentos definidos en un circulo tiesies origenes en ingenieria
optica. La funcion de aberracion del frente de onda dersias opticos puede ser expandida en
series de potencias o en polinomios ortogonales, en piartios polinomios de Zernike. Estos
momentos son utilizados para representar las aberraaertescer orden de un sistema 6pticoy
comunmente estan equilibradas con varianza minima.iésa fue retomada para el analisis de
imagenes por Teague en 1980 [2]. En este trabajo, se pr@dosgolinomios de Zernike para
el analisis de imagenes a través de la teoria generabdeemtos y los nombra como momentos
de Zernike. Estos momentos solucionan el problema de landasheia de informacion de los
momentos invariantes de Hu [3]. Sin embargo al aplicar loserdos radiales, la imagen debe
ser asignada a un disco unitario que crea ciertos problemesnauestreo y de aproximacion

en su computo. En los Gltimos afos se han propuesto neevogues para mejorar el cmputo

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de los momentos radiales. Los enfoques mas represestatinesefnalados a continuacion:
Computo exacto

En afos recientes se ha demostrado|[4] 5, 6] que hay dos®intrerentes en el computo de
los momentos radiales. En primer lugar, existe error géaooedebido a la naturaleza circular
del dominio de la imagen. En segundo lugar el error numgelocual se produce cuando se in-
volucra integracion en 2D. Se han desarrollado variasygsgas en la literatura para minimizar
ambos tipos de errores. Los errores geomeétricos se redliceimimo mediante la aplicacion
de técnicas de mapeo del espacio de la imagen a las cooederstiales y angulares! [6]. A
partir de esta idea se han realizado estudios para la digposie los pixeles mas apropiadas
[7,8]. Los errores de integracion numérica se reduceniangzlla aplicacion de las formu-
las analiticas_[6] o algoritmos de integracibn numédoano las reglas de Simpsdn [4] o de
Gauss([9]/[10]. En ingenieria Optica, este problema &ecgma mediante la aproximacion por
minimos cuadrados o la ortonormalizacion de Gram-Schjhilj. Desafortunadamente, estos
métodos generan un sobreajuste en el computo de los mosnedtiales[12]. Actualmente,
mediante el uso de las técnicas antes mencionadas los rrasodrtenidos estan muy cerca de

sus valores teoricos y por lo tanto, el nivel de precisioarazado es satisfactorio.

Computo rapido

Debido a que el calculo de los momentos radiales consiseva&nar los momentos base en
cada punto de la funcion de intensidad, todo el proceso toozho tiempo. Ademas, cuan-
do se aumenta el nUmero de momentos o se incrementa lagiésotle la imagen, el tiempo
de cobmputo crece exponencialmente. Por lo tanto, el d#leadel cOmputo rapido ha sido el
objetivo de muchas investigaciones durante los Gltinmassalos algoritmos que garantizan
velocidades razonables en el calculo de los momentos dealgen, tienen dos enfoques dife-
rentes: hacer mas eficiente el computo de los polinomiogonales y la reduccion del nUmero
de pixeles donde los polinomios son evaluados. Algunostds esfoques se han aplicado pa-
ra el computo de los momentos de Zernikel [13],[14],[LB])JL7],[18],]12] y los momentos

ortogonales de Fourier-Mellin [20],[21],122],[23],[24]

C. Camacho-Bello INAOE



Estabilidad numérica

Ademas de los errores de computo de los momentos radtalesados al aplicar las formulas
sobre una imagen digital, el calculo de los momentos realglanas inestabilidades numéricas
adicionales. Una de la causas es el desbordamiento, eledabg a la existencia de grandes
valores numéricos y la gran cantidad de operaciones elaee[#8],[|25]. El calculo de facto-
riales solo es preciso para cantidades menores de 21 coerosi de precision doble. Por otra
parte, el calculo de la enésima potencia de la variabli@lrad altos 6rdenes causa inestabili-
dad numeérica, esto para valores alrededor de 1 dentro si= dnidad. La otra inestabilidad
numeérica que ocurre durante el calculo de los momentadalesdson los errores de trunca-
miento o también llamados errores de precision finitacl@des se producen en los algoritmos
recursivos al aumentar las iteraciones hasta causar gistmoldel algoritmo/[67],[27]. Estos
errores son generados por operaciones aritméticasispgdales como: la resta y la division.
Las inestabilidades numéricas son responsables deriehitdmputo de los momentos radiales

de alto orden junto con el tamafio de la imagen.
Familias de momentos

Existen una gran cantidad de familias de momentos radiatestia y Wolf [28] mencionaron
que existe un numero infinito de polinomios ortogonalegtad que pueden ser invariantes a la
rotacion, traslacion y escala. Entre los mas repretienseestan: los momentos de Zernike [2],
momentos de Pseudo-Zernike [29], momentos de PseudoiFmaier [31], momentos de
Jacobi-Fourier [30], momentos de Chebyshev-Fourier [32jnentos ortogonales de Fourier-
Mellin [33], momentos radiales armonicos-Fourier![34fpmentos de Bessel-Fouriér [35] y
momentos radiales ponderados desplazados de Legendierf86]. La idea principal es en-
contrar una familia de momentos radiales que supere a tag@eimas en términos del error de

reconstruccion e invariancia.

La capacidad de los momentos radiales para capturar infidmelel contenido de una ima-
gen en una forma compacta y con redundancia minima, losd@opiados para describir la
distribucion de pixeles de la imagen. Debido a estas itaptes propiedades se han utilizado

con éxito en la marca de agua multimedia [37]] [38], estibrade angulo de rotacion [39],[40],

C. Camacho-Bello INAOE



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

coincidencia de imagenes |41], recuperacion de imagred, [43]. Otra de las principales pro-
piedades de los momentos radiales es la invariancia a legntaeflexion, traslacion y escala.
Estas propiedades hacen que sean utilizadas en reconaitirde patrones y aplicaciones de
clasificacion, donde los momentos de una imagen tienenejudfsrentes respecto de los mo-
mentos de otra imagen. Son normalmente utilizados en ehoecoiento de la marcha [44],
reconocimiento de objetivos [45], reconocimiento del jd6], reconocimiento de gestos de
mano [47], reconocimiento de rostros en infrarojo [48] ewtiras aplicaciones. Desafortunada-
mente, la mayoria de las aplicaciones utilizan aproxioras simples con tiempos de computo

altos.

1.1. Planteamiento del problema

La caracteristica mas importante de los momentos radédesu invariancia a la rotacion,
reflexion, escala y ruido. En teoria los valores momentgearbian al sufrir las alteraciones
mencionadas. Dependiendo la manera de calcular los mosmeadles el margen de error
cambia. Por esta razbn, el analisis del computo de losentos radiales toma importancia.
La finalidad es reducir el margen de error, para que los maseatliales tengan una mayor
capacidad descriptiva. En general, el estudio del comgeitos momentos radiales sigue cuatro

enfoques:

Cobmputo rapido.

Computo exacto.

Estabilidad numeérica.

Nuevas familias de momentos radiales.

En la actualidad, no existe la unificacion y estandar@ade todos los enfoques. Esto hace
que las aplicaciones que estan en desarrollo solo util&saproximaciones mas sencillas con
tiempos de computo razonables y los conjuntos de polin@miitmgonales base mas comuines.
Por otra parte, no toman en cuenta como parte primordiabrepato exacto de los momentos
radiales, siendo este el que garantiza que los momentodisealmente independientes y que

no exista informacion redundante.
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1.2. OBJETIVOS 5

1.2. Objetivos

El objetivo general de este trabajo de tesis es desarraillan&todo para el computo de
momentos radiales el cual sea rapido y exacto con el polmoniogonal supremo. Para lo-
grarlo, este trabajo de tesis esta enfocado al estudiddgbuato de los momentos radiales y su

mejoramiento. De manera particular, las tareas descotas s

= Realizar un analisis comparativo de los distintos mé&ai cOmputo de momentos ra-

diales mas conocidos en términos del error de reconsbrugdiempos de computo.

» Realizar un analisis del kernel de los momentos radialégremnos de su inestabilidad

numerica.

= Realizar una blsqueda del kernel de los momentos radiptesds que mejor se adapten

a una imagen de estudio.

= Desarrollar un método de alta precision para el compattmg momentos radiales, con

la experiencia adquirida de las distintas problematicas.

Aunque existen estudios que proponen nuevos métodos|panaputo de momentos radiales,
desafortunadamente sbélo son comparadas con la aprokimraéis sencilla sin tener en cuenta
los diferentes enfoques; por esta razon, en este trabégsidese realiza un analisis comparativo
con diversos métodos. Por otra parte, en los Gltimos 85 aé han propuesto una gran variedad
de conjuntos de polinomios ortogonales como base de los ntomeadiales, sin seleccionar

un conjunto 6ptimo, por lo que su estudio también es rekevpara esta investigacion.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.3. Estructura de la tesis
El trabajo de tesis esta estructurado de la siguiente maner

Capitulo 2: Se realiza una revision matematica de distintos tipos dmemtos, tales como:

los momentos geométricos, los momentos complejos y losentos ortogonales.

Capitulo 3: Se realiza una revision de cuatro métodos para el congauims momentos radia-
les y se comparan en términos de la reconstruccion de igemarror de reconstruccion
y tiempos de computo. Con la finalidad de conocer las detniéd y fortalezas de cada

meétodo.

Capitulo 4: Se realiza un revisibn de los momentos genéricos de J&oulvier . También,
se presenta una nueva relacion de recurrencia con resganttenn de los polinomios
de Jacobi, libre de inestabilidad numérica. Por otra padeealiza la bUsqueda de los

mejores polinomios ortogonales que se ajusten a imagspesiéicas.

Capitulo 5: Se presenta una nueva configuracion de pixeles polaresdéomterpolacion, la
cual presenta mejores resultados que las configuracioistergrs. Ademas, se presenta

los momentos exactos de Legendre calculados con dichayaoadion.

Capitulo 6: Se presenta las siguientes aplicaciones: deteccion dades de la marcha hu-
mana usando momentos, estimacion de angulos usando nommadiales y momentos

cuaternion.

Capitulo 7: Se presentan las conclusiones generales del trabajo de telsirabajo a futuro.

Ademas, se muestran las investigaciones publicadas eytmdiel desarrollo de la tesis.
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Capitulo 2

Teoria de momentos

Los momentos son cantidades escalares utilizadas pardbitesoa imagen y capturar
sus caracteristicas mas importantes. También, sonamgite utilizados en estadistica, para
la descripcion de la forma de una funcion de densidad deaiibdad y en la mecéanica de
cuerpos rigidos para medir la distribucion de la masa dauerpo. Desde el punto de vista ma-
tematico, los momentos son "proyecciones”de una fun@amuna base polinomial. En general,
los momentoswlgg) de una imageif (x, y), dondep, ¢ son enteros no negativosiy= p + g €s

el orden de los momentos, estan definidos como

dondeP,, (z, y) son funciones de base polinomial definidagerDependiendo de la base po-
linomial utilizada, se pueden formar distintos sistemasdenentos, tales como los momentos

geomeétricos, los momentos complejos y los momentos ontags.



8 CAPITULO 2. TEORA DE MOMENTOS

2.1. Momentos georatricos

La opcion mas comin, es una base de potencia estéhgdar, y) = zPy?, que conduce a

los momentos geométricas [49],

= [ [ et ey dody, 2.2)

Los momentos geométricos de bajo orden tienen un signifisaditivo. Por ejemplomng, es

el area de una imagen binaria,,/mqo Y mo1/meo definen el centroide de la imagen. Los
momentos de segundo orden, Y mqe describen la distribucion de intensidad de la imagen
con respecto a los ejes de coordenadas, en mecanica sades c@mo momentos de inercia.
Por otra parte, sf (z,y) se considera como una funcion de densidad probabiljgtcdecir,
sus valores se normalizan de tal manera guye = 1, se pudieran considerar como,, Y

mg; como los valores medios. En caso de que fueran eespy mq, serian las proyecciones
horizontal y vertical, ymy; seria la covarianza entre ellos. De esta manera, los momdat
segundo orden definen la orientacion de la imagen. A pagtiosl momentos geométricos se

puede construir una base de momentos que sean invariaates@ala, traslacion y rotacion.

2.1.1. Momentos invariantes

La traslacion, rotacion y escala son las transformasion&s simples de coordenadas espa-

ciales. En general, éstas se pueden describir como [49],

x = sR x x+t, (2.3)

dondet es el vector de traslaciores un factor de escala, B es la matriz de rotacion

cosa —sino
R = ,
sinav  cos«

dondea es el angulo de rotacion. Los invariantes a la traslagiéacala se pueden derivar de
una manera intuitiva. Sin embargo, la derivacion de loariantes a la rotaciobn es mucho mas

complicada.

C. Camacho-Bello INAOE



2.1. MOMENTOS GEOMNETRICOS 9

La invariancia a la traslacion puede lograrse simpleméesplazando el objeto de tal ma-
nera que su centroide coincide con el origen del sistemaatelenadas o desplazando la base
del polinomio en el centroide del objeto. Los momentos getogos invariantes a la traslacion

tienen el nombre de momentos geométricos centrales iy datios de la siguiente manera,

_ / Z / Z (2 — 2 (y — o) f (2, ) dady, (24)

donde

Te = m10/m00, Ye = m01/77100, (2-5)

son las coordenadas del centroide. Note que el objeto steemantieneu;y = o1 = 0,y
Koo = Mop-

La invariancia a la escala se obtiene mediante la norm#izaclecuada de cada momento.
En principio, cualquier momento se puede utilizar como wtofade normalizacion con la
condicion de que sea distinto de cero para todas las ine8gens momentos de orden inferior
son mas estables al ruido y mas faciles de calcular, garagbn, es comiun usar el momento

geomeétricang. Asi que la normalizacion esta dada como

Hpq
VUpg = 0! (26)
- Koo
donde
w = 2% 1 2.7)

El momentou,,, se llama momento geomeétrico central normalizado. Desge’escalar por un

factor s, los momentos centrales en las nuevas coordenadas, tosignilente forma,

o0

i = |
/

[e.e]

z — 3: <y/ — yé)q f (:c/,y,> dx'dy, (2.8)

83
88

(z —xe)’" 57 (y — o) [ (2,y) s°dady = s"F e, (2.9)

[
[

3
8
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10 CAPITULO 2. TEORA DE MOMENTOS

con

/

¢ =sx, y =sy, drdy =s*dxdy. (2.10)

En particular, cuandp = 0y ¢ = 0, se tiene que

oo = 5° oo, (2.12)

€en consecuencia,

/
p+q+2
v = Fopq _ S Hpq

()" (o)

de ésta manera se demuestra la invarianza a la escala derosmos normalizados. Por otra

= Upg, (2.12)

parte, los momentos invariantes a la rotacion se intrednjpor primera vez en 1962 por Hu
[3], que emplea los resultados de la teoria de los invasaatgebraicos y deriva sus siete

famosos invariantes, los cuales estan dados por

¢1 = v + Vo2,
¢2 = (v + ’Uoz) +4 (Un) )
¢3 = (vso— 3vi2)” + (3var —ves)”,
s = (vso+ U12) + (v21 + 003)2 )
¢5 = (v30 — 3v12) (V12 + vo3) [(030 + U12)2 — 3 (va1 + 1103)2]
+ (3v21 + vo3) (Va1 + vo3) [3 (v30 + 7112)2 — (va1 + ’003)2} )
6 = (V20— Vo2, ) [(Uso + 7112)2 — (va1 + ’003)2]

+4v11 (vs0 + v12) (V12 + vo3)
¢r = (3v1z — vgs) (vi2 + vos) [(vs0 + vi2)” = 3 (va1 + 1103)2]

— (v30 — 3v12) (Va1 + vo3) [3 (v30 + v12)” = (var + U03)2] : (2.13)

C. Camacho-Bello INAOE
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2.2. Momentos complejos

Los momentos complejas, de una funcion imagen estan definidos como [50],

o = / N / T et gy (et ) S (e, y) dedy. (2.14)

El momento complejo puede ser facilmente expresado emenadas polares

x=rcosl r=/12+79y>2

y=rsinf 0 = arctan(y/z).

Entonces la Ec[(2.14) toma la forma,

o) 2
Cpg = / / PPl oy pi0=0)f ¢ (r,0) drdf. (2.15)
0 0

A partir de la Ec.[(2.15) podemos construir el invariante aokacion. Seaf’ (r,6) una
version rotada d¢ (r, 0), es decir,f (r,0) = f (r,6 + «) dondea es el angulo de rotacion,

por consiguiente

/

Cpg = exp /(P9 Cpq- (2.16)

La idea es cancelar la fage — ¢) « mediante la multiplicacion de potencias de momentos

adecuados. La construccion de los momentos complejosantes a la rotacion, esta dada por

@ (k, O) - Ck7ocl;07p0,
O (k—1,1) = 115000 (2.17)

dondep0 y ¢0 son indices arbitrarios de tal manera gaer ¢0 < k, p0 — g0 = 1Y cp0,40 # 0.

Los momentos invariantes de Hu pueden tener una repregantat los momentos complejos,

C. Camacho-Bello INAOE
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¢1 C11 = (17 1) >
@ (2,0)|
Co0C = ,
G2 2002 (2, 1)2
@ (3,0))
C30C = ,
®s3 30C03 (2 1)3
O4 C21C12 = (27 1) )
®s Re (0300?2) =Re (2 (3,0)),
o Re (CQQC%Q) =Re (P (2,0)),
¢r = Im (cz0c}y) = Im (P (2.18)

Los momentos complejos sblo son invariantes a la rotaciéson invariantes al desplaza-

miento, ni estan normalizados en la escala.

2.3. Momentos ortogonales

Los momentos ortogonales fueron introducidos por vez pamer Teague en 1980, quien

propone los momentos de Legendre definidos en un rectagdgosomomentos de Zernike de-

finidos en un circulo de radio unidad. Estos tienen la calpaoile caracterizar informacién con

minima redundancia a diferencia de los momentos que nertigna base ortogonal. Los mo-

mentos ortogonales constan de una base ortodgonalz, y), es decir, sus elementos satisfacen

la condicion de ortogonalidad

// P”,m (x7 y) Pp7q (.flj, y) = 5n,p5m,q!
Q

dondeJ,, , es el simbolo de Kronecker,

571717 -

1, n=p

Los momentos ortogonales estan definidos como

0, n#p

(2.19)

C. Camacho-Bello
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Qnm = 4/ P (z,y) f (x,y) dzedy, (2.20)

donde) es el area de ortogonalidad. EI dominio puede estar deferidm rectangulo o en un
circulo. Por otra parte, tienen una diferencia signifi@atuando se considera la estabilidad y
problemas computacionales en un dominio discreto. La ni@gerlos polinomios ortogonales
pueden ser calculados con mayor estabilidad numéricaamiedielaciones de recurrencia, a
diferencia de los momentos geomeétricos, que utiliza midsnlas cuales aumentan su inesta-

bilidad mientras los ordenes aumentan.

2.3.1. Momentos rectangulares

La expresion de los momentos ortogonales definidos en danguao para una funcion

imagenf (z, y) de tamafdV x M esta dado por,

N M
Qnm = / / f (:L‘7 y) Pn,m (l‘, y) dl‘dy,
0 0

dondeP, ,, (z,y) es el kernel de transformacion, el cual consiste en dosqmiios ortogonales

A, (2)y A, (y), expresados como

Py (z,y) = A, () Ap, (y) . (2.21)

Por lo general, las dos funciones, (x) y A, (y) corresponden a una misma familia de
polinomios ortogonales; sin embargo, existen trabajosld@ombinan diferentes familias de
polinomios ortogonales$ [51].[52].[53]. El kerng), ,,, (x, y) puede estar compuesto por polino-
mios ortogonales continuos o discretos. En el caso disdret@n un mejor desempefiio debido
a que la imagen esta definida en un espacio discreto, porlmguequieren aproximaciones

en su calculo como el caso continuo![54].

C. Camacho-Bello INAOE
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Por otra parte, de acuerdo con la teoria ortogonal, podeecoperar la imagen original a

partir de un numero infinito de sus momentos. La reconstiaae la imagen esta dada por

f(l‘, y) = Z Z Qn,mAn (l‘) Am (y) ’ (2-22)

n=0 m=0
dondef (r,0) es la version reconstruida d&(r,0), y L es el maximo orden de momentos

rectangulares utilizados en la reconstruccion.

En la actualidad, existe una gran cantidad de momentosarabes definidos en un rectangu-
lo, tales como los momentos de Tchebichef [54], los mometedsrawtchouk![55], los mo-
mentos de Hahn [56], y los momentos Gauss—Hermite [57]. béabdemente, no se han desa-

rrollado invariantes eficientes para los momentos reclangg[55],[58].

2.3.2. Momentos radiales

La expresion general para los momentos radiales de argeepeticionmn para una funcion

imagenf (r, #) en coordenadas polares esta dada por

2 1
Gnm = /0 /0 f(r,8) Py (r,0) rdrde, (2.23)

dondeP, ,, (r,0) es la funcion kernel separable, la cual consiste en el gtodle dos funcio-
nes: una de ellas es una familia de polinomios ortogond)es) en la coordenada radial y
la otra es una funcion exponencial complega (jm60) en la coordenada angular, la funcion

P, . (r,0) es expresada como

P (r,0) = A, (r)exp (jmb), (2.24)

donden y m son enteros. Ademas, la funcion kernel es ortogonal detdl circulo de radio
unidad,0 < r < 1,0 < 6§ < 2x. La propiedad de ortogonalidad queda expresada mediante la

expresion,

2 1
/ / Pn,m (T’, 0) PkJ (T, 0) rdrdf = 5n,m5k,l’ (225)
0 0

C. Camacho-Bello INAOE



2.3. MOMENTOS ORTOGONALES 15

dondeé, ,,, es el simbolo de Kronecker. Por otra parte, de acuerdo cteptéa ortogonal,
la imagen original puede ser reconstruida por un nimeraitofde momentos radiales. La

distribucion discreta reconstruida de la imagen esta gad

ZZ% n (1) exp (jmb) , (2.26)

n=0 m=0

dondef(r, ) es la version reconstruida d&(r,0), y L es el maximo orden de momentos
radiales utilizados en la reconstruccion de la imagen.dcanmstruccion de la imagen ayuda
a determinar que tan bién una imagen puede ser caracegnmadun nimero finito de sus
momentos.

Las caracteristicas mas importantes de los momentoaleadion la invariancia a la ro-
tacion, a la reflexion y a la escala. Si consideramos ungemg (r, 0 — ) que es rotadg
grados, esto da como resultado los momemﬁ%, los cuales estan relacionado cay, de la

siguiente manera

¢(6 ) = ¢n,m exXp (_ij) . (227)

Por lo tanto, obteniendo el modulo de los momento radiales,

’ - 7)’ - |¢nm|

se prueba la invariancia a la rotacion. De la misma maniecansideramos el caso general de
la reflexion a través de una linea que pasa por el origengja a través de un angulo positivo
v con respecto al ejg La imagen puede ser representatada céimo2y — 6), el hecho de que
esta transformacion depenge, se debe a que la linea de reflexion no tiene direcciooalini
sin cambios para80° de rotacion. La relacion de los momentos radiales afaqtad reflexion

esta dada por

¢(2'y %) ¢n,m exXp (_ij'Y) ' (228)

y por lo tanto, el médulo

’ (27 ) } - |¢nm|
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es invariante a la reflexion. En cuanto a la escala, los mtoeeadiales son invariantes natura-
les debido a que el radio unidad donde se define la imagendienser remapeado dependien-
do de las dimensiones de la imagen. En otras palabras, sorten@l tamafio de la imagen,

siempre va a estar definida dentro de un radio unitario. Siveego, esto se cumple siempre
y cuando no se utilicen aproximaciones en el calculo de losyemtos radiales. Ademas, los
momentos radiales no tienen informacion redundante casmoniomentos geomeétricos y los
momentos complejos. Por otra parte, aunque los moment@gedares no tienen redundan-

cia en la informacién, no son invariantes naturales a kcroh y escala.
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Capitulo 3

Revision del dmputo de los momentos

radiales

Los momentos radiales tiene la habilidad de caracterizaluar y manipular informacion
visual con minima informacion redundante. Sin embargisten algunas dificultades técnicas
relacionadas con el calculo de estos momentos, espeaitrtas cuestiones de exactitud y
eficiencia, han obstaculizado el uso mas amplio de esta deasnomentos en el desarrollo de
aplicaciones[[59]. Sin la precision apropiada, algunapipdades atractivas de los momentos
radiales se ven comprometidas. Ademas, los errores etastiienen un impacto tan negativo en
el analisis de imagenes y su reconstruccion, que cudratden del momento alcanza un valor
critico, el error se convierte en intolerable. En gendaaplicacion de un conjunto de funciones
momento definidas en un circulo a un plano cartesiano, gepso a errores; especialmente,
cuando los calculos estan relacionados con los pixéteaago de la frontera del circulo unidad
y las aproximaciones numéricas requeridas por la diga@tin de los pixeles en las imagenes
digitales.

En afios recientes, aspectos importantes como el comypattoede los momentos radiales
han sido estudiados, debido a que las imagenes digitdabas rpresentadas en pixeles. En la
Fig.[3.1 se muestra la union de los pixeles cuyos centrasaatro del circulo unitario. Note
qgue algunos pixeles no estan enteramente dentro delacuoitario; por otra parte, algunas
partes del circulo unitario no estan cubiertas por loglpsx En el problema de la exactitud
se ha demostrado que existen dos errores inherentes emplitbde los momentos radiales

[4]. El primero, el error geomeétrico existe debido a queulaciobn imagen esta definida dentro

17



18 CAFATULO 3. REVISION DEL COMPUTO DE LOS MOMENTOS RADIALES

del radio unidad, la integral de la Ec. 2.23, sblo toma emtzuks pixeles cuyos centros caen
por completo dentro del circulo unitario. En segundo lugherror numérico es causado por
la necesidad de calcular integrales en dos dimensionesjddess aparecen en la definicion de
on.m- Vale la pena sefalar que el error geométrico es inheeeimevitable, siempre y cuando

uno emplee los métodos de calculo basados en coorderatiesianas convencionales.

L 1—Teo|e|e|e|e|e 1
Sl |e|eo|e]|e|e| +

le[e|e|e|e|e|o|o|o|e e e|e|~
Nle|[e|e|o|[e|[e]|e|e|e|[e|e]|e]|

CTeleleloelele]o|ele]olelele]e]eT
\.o-ccooo-ccooo../

oo oo (e [e e [ Lo Lo Lo [o e [= = = [= = [= [= = = = [= [ = [\
NFEFEFFRRRREE R

el ool o ool [= === [ [ol= ===l l= == l= | [=]=]\
NOODDnooooonnnnnooaannnnnnoaay

el e e e e e e e e e e e = = [
Telelel=l=l=l=l=l=l={=[=[=[= [ l=l=l=l=T=l=l=]== === [==]"]

oo ool oo ol o [e el === ===l [=]= == [=]=l=[= =]\
Tl oo el ool o e [= e[ e[ l= == l= === [l [=]=[= =]\
el oo le oo o= = [s o e[ [s =l = [=l=l=[= o[-l Il =]
oo ool oo el oo el o o= e [l [ o= [l == I= =]/

Figura 3.1: Aproximacion de la matriz con puntos de unaomgircular.

Para solucionar este problema, se han desarrollado dstimétodos para el computo de
momentos radiales, entre los que destacan: la aproximdeiorden cero, ortogonalizacion de
Gram-Schmidt [12], aproximacion por minimos cuadraddq,[aproximacion numérical4] y
esquema de pixeles polares [6]. En este trabajo de tesiabieam los métodos mencionados
mediante la reconstruccion de imagen y el error de reagestn con imagenes de prueba

estandar y una funcion imagen creada a partir de momeatagiios.

3.1. Computo de momentos radiales

Existen diferentes enfoques para el calculo de los morseatbales para distintas aplica-

ciones. La ortogonalizacion de Gram-Schmidt y el métodmaieémos cuadrados son utilizados
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Zy  —7.2885 Z;! 3.2097 77 —11.2890 Z;* —15.6910
7Y 1.2042 7} —0.5224 Z;% 189240 Z}  12.4780
ZY 52112 Zg;' —12.8200 Z3  —04560 Z;*  13.4510
A 6.6405 72  —2.2890 Z;*® @ 11.2950 ZP 0.3959
A 0.5856 7> 7.2254 73  10.8380 Z;° 6.8843
zZ ! 8.3501 72 124150 Z;* —10.9090 Z$ —11.7060
Zi  —10.1930 Z;? 88662 Z; —10.5630 Z;° 6.6928

Tabla 3.1: Valores aleatorios de los primeros 28 moment@edake

para expresar las aberraciones del frente de onda en umaisfgico a partir de los polinomios
de Zernike. Sin embargo, no han sido utilizados para elutélte momentos de una imagen
digital. Posiblemente, esto se deba a que los articulasveéstigacion en el area de momentos
buscan el comportamiento invariante a transformacionaggdonstruccion de imagenes para
distintas familias con la aproximacion de orden cero. &#eimente han surgido nuevos méto-
dos para computo de los momentos radiales en el area de@ooento de patrones, los cuales
consideran la exactitud como eje principal para mejoramariancia y el error de reconstruc-
cion, tal es el caso del uso de aproximaciones numéricasacbnfiguracion de la imagen a un
esquema de pixeles polares. En esta subseccion se raaizauvision de los métodos para el
computo de los momentos radiales, tales como: aproxonate orden cero, ortogonalizacion
de Gram-Schmidt, aproximacion por minimos cuadradosp@&macion numérica y esquema
de pixeles polares. Para comparar cada método se utiliza kernel los polinomios de Zernike

para tres datos de prueba:

Datos 1: Consiste de un conjunto de momentos de Zernike como los qoeisstran en la
Tabla[3.1. En la Fig_3l2 se observa la reconstruccion darei®n de prueba con los
datos de la Tabla 3.1. La idea consiste en calcular los maseetZernike a partir de la

funcion de prueba (Fig._3.2) y compararlos con la Tabla 3.1.

Datos 2 Se utiliza la imagen estandar en escala de grises “Cametaroarun tamaino de

256 x 256. La imagen de prueba se muestra en la[Eig. 3.3(a).

Datos 3: Se utiliza la imagen binaria sintética de la letra “E” contamafio da 28 x 128. La

imagen de prueba se muestra en la[Eig. 3.3(b).
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Figura 3.2: Funcion de prueba.

(b)

Figura 3.3: Imagenes de prueba: (a) Imagen en escala @s @#@neraman. (b) Imagen binaria
E.
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3.1.1. Aproximacibn de orden cero

En la practica, los momentos radiales pueden ser calcsiagartir de una muestra de datos
discretos como es el caso de las imagenes digitales; panto,tla Ec.[(2.23) no puede ser
aplicada directamente. S¢dr; ;, 6; ;) una imagen digital con dimensiones espaciales N.
Los momentos radiales discretizadgs,, estan dados por

M-1N-1

gn,m = Z Z f(rig, 0i) ﬁnm (7ij,0i5) (3.1)

i=0 j=0

donde las coordenadas polares discretas estan expresan po

Tij = \/l’?er? rijg <1, (3.2)
0;; = arctan <&),
Z;

y las coordenadas son transformadas de la siguiente forma

2 2]

R T ,
. T W TN 1

(3.3)

dondei =0,...,M —1,yj=0,..., N — 1. Cuando las integrales de Ec. (2.23) se sustituyen
por sumatorias y la imagen se normaliza dentro del disccadniels conocido como aproxima-
cion de orden cero o método directo. A pesar de esto, exista gran cantidad de momentos
ortogonales calculados con la aproximacion de orden taes como: los momentos de Zerni-
ke |[2], momentos Pseudo-Zernike [29], momentos de PseactubdFourier[311], momentos de
Jacobi-Fourier [30], momentos de Chebyshev-Fourier [32jnentos ortogonales de Fourier-
Mellin [33], momentos radiales harmonicos-Fourler [34hmentos de Bessel-Fourier [35] y
momentos radiales ponderados desplazados de LegendierH86]. La implementacion de

la aproximacion de orden cero con los datos de prueba sdmaaasontinuacion:
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zn Real Obtenido  Error% 2 Real Obtenido  Error %
Zy  —7.2885 —7.291  0.03% 72 —11.2890 —14.7166 30.36%
A 1.2042  1.9735  63.89% Zg2  18.9240  24.8215 31.16%
Z9 52112 114305 119.35% Z3  —0.4560 —0.4944 8.41%
ZY 6.6405 17.2544 159.84% Z;®  11.2950  11.2588 0.32%
A 0.5856  0.423  27.78% Z2  10.8380 13.155 21.38%
zZ! 8.3501  5.8828  29.55% Z;® —10.9090 —13.2822 21.75%
Zi  —10.1930 —10.1269 0.65%  Zf —10.5630 —11.8647 12.32%
Z! 3.2097 32043 0.17%  Z;* —15.6910 —17.467 11.32%
Zi 05224 —0.6045 15.72% Z& 124780  16.2871 30.53%
Zs' —12.8200 —15.6191 21.83% Zg* 134510  17.7149 31.7%
ZZ  —2.2800 —1.9072 16.68%  Z2 0.3959 0.4744 19.82%
Zy? 7.2254  6.186  14.39% Z;° 6.8843 8.3476 21.26 %
Z2 124150 13.9294  122%  Z§ —11.7060 —15.177 29.65%
Z;? 88662 —9.9426 12.14% Z;° 6.6928 8.7826 31.22%

Tabla 3.2: Error porcentual entre los momentos base y losentoa obtenidos con la aproxi-
macion de orden cero.

Datos 1: Los momentos obtenidos con la aproximacion de orden cemugstran en la Tabla
[3.2, también se muestra el error relativo porcentual d@texamacion con los valores
reales. El valor del error promedio es de2dr{’%. Por otra parte, en la Fig.-3.4 se muestra
la reconstruccion con la aproximacion de orden cero y &dsres reales. A pesar de que
los valores obtenidos se acercan a los valores reales daiagacion de orden cero no es

capaz de reconstruir la funcion original; esto se puedawimple vista en la Fig, 3.4.

Datos 2: La Fig.[3.5 muestra la reconstruccion de la imagen “Camandra partir de la apro-
ximacion de orden cero con distintos orderesl error de la reconstruccibn aumenta
cuando el ordet es incrementado y esto ocasiona que la imagen reconstei@assu-

rezca.

Datos 3: La Fig.[3.6 muestra la reconstruccion de la imagen bindtiad’ partir de la apro-
ximacion de orden cero con distintos orderiesDe la misma manera que la imagen
“Cameraman’”, el error de la reconstrucciobn aumenta cudnde incrementa y ésta se

empieza a obscurecer.

C. Camacho-Bello INAOE



3.1. OMPUTO DE MOMENTOS RADIALES 23

: 0.12
OB s

0.1
06

il M

02

0.08

+0.06

0

0z

| 10.02

04t : '
PR -0.04

06 )
-0.06
o8 : . R : .0.08

05 0 05 1 - X I
(a)

'1-1

Figura 3.4: Reconstruccion de la funcion de prueba: (@pRstruccion con la aproximacion de
orden cero. (b) Reconstruccion con los valores reales.

h
L=30

Figura 3.5: Reconstruccion de la imagen en escala de gGseseraman” con la aproximacion
de orden cero para distintos orderies

L=4 L=6 L=8 L=10 L=12 L=14 L=16

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26 L=28 L=30

Figura 3.6: Reconstruccion de la imagen binaria “E” condeogimacion de orden cero para
distintos ordenes.
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3.1.2. Ortogonalizacon de Gram-Schmidt

La base ortogonal de la E€._(2124) no cumple la condicionrtigyonalidad para la aproxi-
macion de orden cero de la EC. (3.1), la cual esta basada datos discretos. Los polinomios
ortogonalizados ; para datos discretos definidos en un radio unidad puederbt@ridos a
partir de una familia de polinomios ortogonalBs, por el proceso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt[12]. Sea

Gl,s = Pl,szl 82071,273,...7NXM, (34)
l
Giiis = D apsFis+ Pivs 1=1,2,...,L—1, (3.5)
k=1
Gt Giis
Fiir, = 41, I+1, (3.6)

172"

G - N
H H’s“ (% Zn:l Gl2+1,n>

donde

1 NxM
1k = TN ] Z Py sFp . (3.7)
s=1

Una expresion general para los polinomiopuede ser escrita en la forma

-1 1—3

Gl,s = Z Z Cl,lijlfj,iPi,sPl,s; (3-8)

i=1 j=1

donde

1—1i

1
Ui,

= — U5, 3.9
, ||Gl+1,sH jlel,l 1Vi—j, ( )

Los polinomiosG, s y F; s son una combinacion lineal del kernel de los momentos. @mb

pueden ser escritos en un forma de matriz de acuerdo a

!
1
F = UrPrs con Uy = —-, 3.10
l, ; Lk Lk, 1l Gl ( )

dondeF; 5, cumple la condicion de ortogonalidad
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NxM

Z E,s}?j,s = 6@',]'1 (311)
s=1

donded; ; es la delta de Kronecker. Por otra parte, los elementos nige® de la matriz/;;
son simplemente iguales a la constante de normalizaci@sgmwlinomios’, s, por encima de

la diagonal no hay elementos de la matriz. Por lo tanto, esstana matriz es triangular y los
elementos que faltan pueden tomar el valor de cero. La nigtrizs también llamada matriz de
inversion. Ademas, sustituyendo la Ec. (3.10) en la[Ed))(®btenemos los momentos radiales

ortonormalizado®,, los cuales estan dados por

(3.12)

NxM l
¢l = Z [fs Z Ul,k:-Pl,s
k=1

s=1

Finalmente, los momentos radiales ortonormalizadosremnes P, ; pueden ser reescritos de

la forma

I
(Zl = Z Ukr- (3.13)
k=1

Dado que los polinomio$) ; no son ortogonales sobre el espacio donde se encuentra-la ima
gen digital, los momentos radialés no son independientes el uno del otro, y los valores de
los momentos radiales cambian cuandg,, es modificada. Por lo tanto, cuando uno o mas
momentos radiales son agregados al calculo, los momgnwsnbian.

La implementacion de la aproximacion por el proceso denartmalizacion de Gram-

Schmidt con los datos de prueba se muestra a continuacion:

Datos 1: Los momentos obtenidos con la aproximacion por el proceswtdnormalizacion de
Gram-Schmidt se muestran en la Tabla 3.3, también se rawdstror relativo porcentual
de la aproximacion con los valores reales. Los valoresnatite son practicamente los
mismos que los valores reales cuando se comparan solo c@ddres significativos,
el error promedio es de tan sob2E — 12 %. Por otra parte, la Fig. 3.7 muestra la

reconstruccion con la aproximacion y los valores reddssguales son idénticos.
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zZm Real Obtenido Error% Z Real Obtenido Error %
Zy 72885 —7.2885 3.TE—14% Z? —11.2890 —11.2890 14E —12%
Z3 1.2042 1.2042 5.6E—12% Zg*  18.9240  18.9240 2.6E —12%
Z9 5.2112 52112 6.6E —12% Z3  —0.4560 —0.4560 2.0E —12%
ZY 6.6405 6.6405 1.7E—12% Z;® 11.2950  11.2950 3.1F —13%
A 0.5856 0.5856 3.6E—11% Z3  10.8380  10.8380 9.5F —13%
zZ! 8.3501 8.3501 52E—12% Z:* —10.9090 —10.9090 5.8FE —13%
Zi  —10.1930 —10.1930 8.5FE—13% Z} —10.5630 —10.5630 1.5E —12%
7zt 3.2097 3.2097 32E—12% Z;* —15.6910 —15.6910 7.9F —13%
Zi 05224 —0.5224 14FE—12% Z& 124780 124780 3.5E —12%
Z5' —12.8200 —12.8200 29E —12% Zg* 134510  13.4510 4.6E —13%
Z3  —22890 —2.2890 1.6FE—12% Z3 0.3959 0.3959 2.9E —12%
Zy? 7.2254 7.2254 1.6E—12% Z3° 6.8843 6.8843 1.1E—12%
Z? 124150 124150 4.0E—13% Z§ —11.7060 —11.7060 4.2E —12%
7, —88662 —8.8662 4.0E —14% Z;° 6.6928 6.6928 1.0E —12%

Tabla 3.3: Error porcentual entre los momentos base y losentoa obtenidos por el proceso
de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Datos 2: La Fig.[3.8 muestra la reconstruccion de la imagen “Camandm partir del proceso
de ortonormalizacion de Gram-Schmidt con distintos oeddny una L,,;, = 1652.
Existe un sobre ajuste para los momentos que se acertap,alo cual provoca una

mejor reconstruccion cuando= 30 a diferencia de los valores menore3la

Datos 3: La Fig.[3.9 muestra la reconstruccion de la imagen bindgiagor el proceso de
ortonormalizacion de Gram-Schmidt con distintos ordeiheBe la misma manera que
la imagen “Cameraman”, existe un sobre ajuste para los mos\e@ercanos 4.,

mejorando solo cuandb = 30.
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0
(b)

Figura 3.7: Reconstruccion de la funcion de prueba: (@pRstruccion a partir del proceso de
ortonormalizacion de Gram-Schmidt. (b) Reconstrucci@mlos valores reales.

L=10 L=12 L=16

L=14
L=28

Figura 3.8: Reconstruccion de la imagen en escala de ¢@saeraman” por el proceso de
ortonormalizacion de Gram-Schmidt para distintos ordénes

L=30

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26

L=10 L=12

L=14 L=16
L=28 L=30
Figura 3.9: Reconstruccion de la imagen binaria “E” porrelceso de ortonormalizacion de

Gram-Schmidt para distintos ordenkes

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26
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3.1.3. Aproximacibn por minimos cuadrados

Podemos considerar el calculo de los momentos como undmétverso a partir de la
reconstruccion de la imagen de la Ec. (2.26), la cual puedexpresada en su forma matricial

de la siguiente manera

Pisi = for (3.14)

dondeP, ; es el kernel ortogonaj, son los momentos, ¥, es la funcion imagen. En general,
esta ecuacion representa un sistema sobredeterminadoa@anes, en el que hay mas ecua-
ciones que incognitas. Estos coeficientes de expansi@tepuser elegidos para dar el mejor

ajuste af con el método de minimos cuadrados; es decir, se intemianmar
~\ 2
A= (f-Rsd) - (3.15)

La ecuacion resultante puede escribirse en la forma

PLP o = PLf, (3.16)

y los coeficientes deseados se pueden obtener por invelisioia

1

o= (PLP,) " PLY. (3.17)

El computo de los momentos mediante la ortonormalizad®&Gram-Schmidt puede ser
comparado con el método de minimos cuadrados. SustiloylarEc. [3.1D) dentro de la Ec.
(3.16) y utilizando las Ecs, (3.111) ¥ (3]12), uno puede cdina relacion de la Ec[{3.16) a

I
?#51 = Z ULk 1. (3.18)
k=1

La ecuacion anterior es la misma que la Ec. (3.13) paralelicade los momentos con la
ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Por otra parte, J. &gy D.E. Silval[11] mencionan
que los resultados numéricos a partir del método de lgonalizacion de Gram-Schmidt son

practicamente idénticos que los obtenidos por el métledminimos cuadrados.
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zZm Real Obtenido Error% 27 Real Obtenido Error %
Z3  —7.2885 —7.2885 13FE—12% Zi —11.2800 —11.2890 8.0F —13%
VA 1.2042 1.2042 12E—12% Zg*  18.9240  18.9240 19E—12%
z9 5.2112 52112 6.0E—12% Z3  —0.4560 —0.4560 9.7F —12%
z 6.6405 6.6405 32E —12% Z;*®  11.2950  11.2950 1.8E —12%
71 0.5856 0.5856 7.4E—13% Z2  10.8380  10.8380 3.6F —13%
zt 8.3501 8.3501 1.7E—12% Z;° —10.9090 —10.9090 7.9E —13%
Zi  —10.1930 —10.1930 2.4F —13% Z; —10.5630 —10.5630 1.2E —12%
Z! 3.2097 3.2097 29E—12% Z;* —15.6910 —15.6910 1.4FE —12%
Z: 05224 —0.5224 11E—12% Z§ 124780 124780 T7.1E—13%
Zg' —12.8200 —12.8200 1.7E—12% Zg;* 134510 134510 1.1E—13%
Z3  —2.2800 —2.2800 4.0F—13% Z? 0.3959 0.3959 2.3E—12%
Zy? 7.2254 7.2254 4.0E—13% Z3° 6.8843 6.8843 25E —12%
Z2 124150 124150 5.6F—13% Z§ —11.7060 —11.7060 5.2FE —13%
Z;?  —8.8662 —8.8662 1.8E—13% Z;° 6.6928 6.6928 9.3E —14%

Tabla 3.4: Error porcentual entre los momentos base y losentoa obtenidos por la aproxi-
macion por Minimos Cuadrados

La implementacion de la aproximacion por minimos cuddsacon los datos de prueba se

muestra a continuacion:

Datos 1: Los momentos obtenidos con la aproximacion por minim@sl@dos se muestran

en la Tabld 314, también se muestra el error relativo pdouedide la aproximacion con
los valores reales. De la misma manera que la aproximacioel proceso de ortonorma-
lizacion de Gram-Schmidt, los valores obtenidos sontfm@mente los mismos que los
valores reales cuando se muestran solo cuatro valorafcagxos, el error promedio es
de tan solo d&.1E — 12 %. Por otra parte, en la Fig._3]10 se muestra la reconstmiccio

con la aproximacion y los valores reales, los cuales semticds.

Datos 2: La Fig.[3.11 muestra la reconstruccion de la imagen “Camard a partir de la

aproximacion por minimos cuadrados con distintos orsléne unal,,;. = 1652. De
la misma forma que en la aproximacion por el proceso de orioalizacion de Gram-
Schmidt, existe un sobre ajuste para los momentos cercabgs,alo cual provoca una

mejor reconstruccion cuando= 30 a diferencia de los valores menore3la

Datos 3: La Fig.[3.12 muestra la reconstruccion de la imagen biri&figor la aproximacion

por minimos cuadrados con distintos orderiedDe la misma manera que la imagen
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0
(b)

Figura 3.10: Reconstruccion de la funcion de prueba: éoRstruccion a partir de la aproxi-
macion por el método de minimos cuadrados. (b) Recaststmi con los valores reales.

L=10

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26 L=28 L=30

Figura 3.11: Reconstruccion de laimagen en escala desg@seneraman” por la aproximacion
con minimos cuadrados para distintos ordehes
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“Cameraman”, existe un sobre ajuste para los momentosmesal,,;, mejorando

solo cuandd. = 30.

L=16

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26 L=28 L=30

Figura 3.12: Reconstruccion de la imagen binaria “E” paapaoximacion con minimos cua-
drados para distintos ordengés
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3.1.4. Aproximacibn numérica

Liao y Pawlak [4] proporcionan un extensivo analisis derers geométricos y de integra-
cion. Ademas, sugieren un método de integracion nioa&tel kernel utilizando diferentes
ordenes de la reglas de Simpson. Posteriormente, SinghaC[34,[10] proponen la integra-
cibn numérica por el método de cuadratura Gaussianaramejo en gran medida la exactitud
del calculo de los momentos radiales. Para el calculo slenomentos radiales es necesario

modificar la Ec[2.23 de la siguiente manera,

Ari,j A9¢7j

_ M—-1N-1 it gi_jJr .
B = D > [ (rig,0i5) / /@ o Ay (r)exp (jmb) drdd (3.19)
i=0 ;=0

po BT A0y
2 2 2

%)

A partir de esta Ultima ecuacion podemos implementariaxamacion discreta usando la cua-

dratura Gaussiana de dimenstor ¢, la cual esta dada por

o MoAIN=1 [ f (0 6;5) 22:1 22:1 wyw, A, (%kp + Ti,j)
n,m -

=0 4=0 X €xp <J"m <A92¢’j kq + 9i,j>> (3.20)

Algunos de los valores de; y k; se dan en la Tabla 3.5 para< 6. Se puede observar a partir
de la Ec.[(3.20) parax t puntos para la cuadratura Gaussiana, se requiere que insmals

radiales y la exponencial compleja sean evaluadod dagares en la cuadricula, por lo que
la precisibn de los momentos mediante la aproximacionémioa se logran a partir de un alto

costo de computacion.

La implementacion del método por aproximacion nuneecen los datos de prueba se mues-

tra a continuacion:

Datos 1: Los momentos obtenidos se pueden observar en la Tabla B6igta se muestra el
error relativo porcentual de la aproximacion con los vedoreales. El valor del error
promedio es d& % con una desviacion estandar.1. Por otra parte, en la Fig. 3]13

observamos la reconstruccion con la aproximacion y ltsrea reales.
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Wy

ke

W N | o+

2.0

1.0

0.5555555556
0.8888888889
0.3478548451
0.6521451549
0.2369268851
0.4786286705
0.5688888889
0.1713244924
0.3607615730
0.4679139346

0.0

£0.5773502692
£0.7745966692
0.0

+0.8611363116
£0.3399810436
£0.9061798459
£0.5384693101
0.0

£0.9324695142
+0.6612093865
+0.2386191861

Tabla 3.5: Pesos y ubicacion para ¢ puntos de la cuadratura Gaussiana.

Datos 2: La reconstruccion de la imagen “Cameraman” a partir de texamacion numeérica

con distintos ordenes, es visualizada en la Fig._3]14.

Datos 3: La reconstruccion de la imagen binaria “E” por el métod@apieximacion numérica

con distintos ordenes, es desplegada en la Tabla de la Eig. B.15.

A Real Obtenido Error% 2" Real Obtenido  Error %
73  —7.2885 —7.3481 0.82% Z2 —11.2890 —11.4465 1.39%
A 1.2042 11882 1.32% Z;%  18.9240  18.5636 1.90%
A 5.2112 51422 1.32% 73  —0.4560 —0.5703 25.09%
7z 6.6405 6.3057 5.04% Zy®  11.2950  11.2823 0.11%
A 0.5856 0.6611 12.91% Z3  10.8380  10.5829 2.35%
Z! 8.3501 8.3823 0.38% Z;® —10.9090 —11.0705 1.48%
Zi  —10.1930 —10.0526 1.38%  Zi —10.5630 —10.5056 0.54 %
7zt 3.2097 31174 287% Z;* —15.6910 —15.5558  0.86 %
Z¥ 05224 —0.0.965 81.52% Z& 124780  12.6378 1.28%
Zg' —12.8200 —12.8830 0.49% Zg*  13.4510  13.8297 281%
72 —2.2800 —2.2401 213% Z2 0.3959 0.3277 17.20%
Zy? 7.2254 7.0659 220% Z;° 6.8843 6.7023  2.64%
Z? 124150 12,1384 013%  Z¢ —11.7060 —11.3157 3.33%
Z;?  —88662 —9.8662 3.07% Zg° 6.6928 6.6236  1.03%

Tabla 3.6: Error porcentual entre los momentos base y losentoa obtenidos por la aproxi-
macion numérica
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Figura 3.13: Reconstruccion de la funcion de prueba: GoRstruccion a partir de la aproxi-
macion por aproximacion numérica. (b) Reconstrucciamlos valores reales.

D
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L=10

L=14

L=20

L=22

.
‘&

L=24

L=26

5 &

L=28

Figura 3.14: Reconstruccion de laimagen en escala desg@@seneraman” por la aproximacion

namerica para distintos ordengs

©
D,
@,
@

L=4 L=6 L=8 L=10 L=12 L=14 L=16
L=18 L=20 L=22 L=24 L=26 L=28 L=30

Figura 3.15: Reconstruccion de la imagen binaria “E” paxpgeoximacion numerica para dis-

tintos ordened..
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3.1.5. Esquema de pixeles polares

Xin Y. et al [6] , proponen un algoritmo para el calculo deagirecision numérica de los
momentos radiales. El algoritmo, esta basado en un esqderpaeles polares, los cuales
no exhiben el error geométrico y de integracion numégiga son inherentes en los métodos
convencionales basados en coordenadas cartesianas. daadmerror, en el calculo de los
momentos radiales a través de la [Ec. P.26 se encuentra ep deuwcoordenadas cartesianas,
donde es justificado por el hecho de que las imagenes eigisain representadas por pixeles
cuadrados. Sin embargo, esta practica no tiene en cuamtulaleza circular de los momentos
radiales. En esta seccion se presenta un algoritmo paécel@ de los momentos radiales en
coordenadas polares, en el que ni el error geométricoanr@l de integracion numeérica estan

presentes.

Es intuitivo que el error geométrico puede ser evitado am@diel uso de pixeles no cuadra-
dos, cuyas areas se suman a la del disco unidad. Ademasnpeditilizar un método analitico
en vez de aproximaciones numeéricas para la integracion.eSte fin, volvemos a escribir la
definicibn de momentos radiales de la [Ec. (2.23) en su foquavalente, basada en el esquema

de pixeles polares

ggnm - Z Z J/C\(Tuu euv) Wnm (Tua euv) ’ (321)

dondef (r,,0.,) €S una aproximacion de la funcigi(r; ;, 6; ;) definida sobre los sectores

concéntricos,,, y el factorw,,, (r., 0.,) €l que esta dado por

Wom (Tus Ouw) = / / r)exp (jm0) drdf
7J4'U 8)

97J/U
= /( : Ay (1) dr/ exp (jm0) do

64
= [1 X [2, (322)

donde(r$?, 60%)), (r$?,6%)), ({9, 65)) y (r{?, 6%)) denotan los puntos iniciales y finales del
sectorQ,,, donde(r,, 0..,) representan el radio y el angulo de cada se@tgr En la Fig[3.16

se introducen las variables. El calculo de la integral pasgolinomios ortogonales radiales,
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6 r.6%)

(%, ,6u)
(]

(r"6.7) (r,0u)

Figura 3.16: Sector concéntriée,,, el cual representa un pixel polar pdra, 0,,), donde
r= (1 +70) 12y 0 = (08 +61) /2,

puede ser calculada analiticamente como

. o) ()
L=) am[(r ) n+fr ) , (3.23)

i=o0

dondea,,; son los coeficientes dé, () y la integral de la exponencial compleja esta dada por

i [exp (—jmbii)) — exp (—jmol) |, m 0

[2 =
oL — o5, m =0

(3.24)

Como ya se ha sefalado, con el fin de eliminar el error de gigianyeerrores de integracion
podemos representgnr,, 6..,) en sectore§),,,, tomando en cuenta los siguentes criterios para

obtener un esquema de particiones adecuada.

= Todas las areas del sector deben ser iguales, lo que comdes@al hecho de que una

imagen cartesiana tiene un tamafo de pixel uniforme.

= El tamaiio de los pixeles polares no debe ser mayor que ekg#xeles cartesianos, de

modo que la resolucion de imagen debe ser mantenida.

= Los pixeles polares deben ser lo mas cuadrados que sédepesi decir, la longitud de
los bordes de un sector deben estar lo suficientemente carzape la distorsion de la

imagen debido a la conversion de coordenadas pueda mesgenen nivel bajo.
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Figura 3.17: Configuracion de pixeles polares.

= El arreglo de pixeles polares debe ser tan regular comocshlg, para facilitar su al-

macenamiento y calculo.

Siguiendo esta guia, se propone un esquema de pixelespotamo se ilustra en la Fig.
[3.17.

= Elradio unidad se divide uniformemente Ersecciones a lo largo de la direccion radial,

con separaciones circulares localizadag@nU) .k =1,...,U}.

= La seccion formada por el anillo de ordees dividido en2k — 1) V' sectores por radios

gue comienzan desde el origen, con angulos

(t—1)2n)/(2k-1)V), i=1,...,(2k—=1)V,
dondeV es el nUmero de sectores que estan en la seccion masinter
El disco unidad esta dividido ériU?, cada una tiene una superficie @'V U?). Los va-

lores deU y V deben de configurarse correctamente. Un valor pequefitidees ventajoso

en términos del céalculo y aplicacion, pero puede reptasadesigualdad de la informacion.
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Ademas, un valor grande dé&? es benéfico para la representacion de la imagen, perccianpli
una pesada carga de trabajo. Xin Y. et/dl. [6] recomiendalongaV =4y (N/2) <U < N
para una imagen d& x N.

Por otra parte, la imagen digital esta definida por un cdnjde pixeles cuadrados, por lo
gue se puede verificar facilmente que las ubicaciones deixeses cartesianas no coinciden
con los pixeles polares, como se muestra en la[Figl 3.18loRanto, tenemos que derivar
una contraparte polar de una imagen cartesiana antes ddacdérts momentos radiales. Este
problema se puede resolver mediante la interpolacitbixea de tercer orden, introducido por
Keys [60]. La interpolacion bicUbica es una nueva tégipiara el remuestreo de datos discretos,

donde su nucleo de interpolacion esta dada por

Slal® — S lz)* + 1 0<la] <1
u(@) =9 —LaP+ 2P -4 +2 1<|z)<2 - (3.25)
0 2 < |z

El valor de la imagen par,,, puede ser estimado a través de la funcion de interpalacio

bicUbica bidimensional, esta funcion esta expresada po

k+2 142

f(ruvaeuv) = Z Z f(Z,j)u(k?—Z)u(l—j), (326)

i=k—1j=I—1
. .y N N
dondeu es el kernel de interpolacion de la Ec.(3.25) dokde- 1, cosfy, + 5 + 1,y
l = Zry,sinb,, + 5 + 1. En la Fig[3.1B se muestra la imagenlémade64 x 64 pixeles y su
representacion en pixeles polares con paraméfres4y U = 32. Los valores de los pixeles

polares se obtuvieron mediante la interpolacion bicibie la Ec.[(3.26).
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Figura 3.18: Imagen de Lena: (a) pixeles cuadrados, (b)gsxmlares.

La implementacion de la aproximacion por el esquema delgsxpolares con los datos de

prueba se observa a continuacion:

Datos 1: Los momentos obtenidos con el esquema de pixeles polanesesdran en la Tabla
[3.17, también se puede ver el error relativo porcentual @@leximacion con los valores
reales. El valor del error promedio es §& con una desviacion estandar 2lé. Por
otra parte, en la Fig._3.19 se observa la reconstrucciomecaproximacion y los valores

reales.

Datos 2: La reconstruccion de la imagen “Cameraman” a partir dal@sw de pixeles polares

con distintos ordenes, se muestra en la Fig._3]20.

Datos 3: Enla Fig[3.21l se puede ver lareconstruccion de la imagemibi“E” con el esquema

de pixeles polares con distintos ordees
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zZm Real Obtenido Error% 2™ Real Obtenido Error %
Z —7.2885 —7.2006 120% ZZ —11.2890 —11.2889 0.01%
A 1.2042 1.2560 4.30% Zg? 189240  18.3679 2.93%
Z) 0.2112 52970 1.64% Z3 —0.4560 —0.4919 7.87%
Z 6.6405 6.4543 2.80% Z;®  11.2950  11.0651 2.03%
7z} 0.5856 0.6134 4.755% Z3 10.8380 10.4603  3.48%
zZt 8.3501 81575 230% Z;® —10.9090 —10.4069  4.60 %
Z}  -101930 —9.9149 2.72% Z{ —10.5630 —10.4285 1.27%
Z3t 3.2097 29538 7.97% Z;* —15.6910 —15.4615 1.46%
Z} —0.5224  —0.5466 4.63% Z§ 12.4780 12.4092  0.55%
Zs' —12.8200 —12.7556 0.50% Zg*  13.4510  13.5448 2.81%
7Z2 —2.2890 -2.33 1.92% Z2 0.3959 0.6608  6.91%
Zy? 7.2254 7.048 244% Z3° 6.8843 6.6933  2.77%
VA 124150  12.2563 1.27% Z§ —11.7060 —11.5356 1.45%
Z;? 88662 —9.0687 228% Zg° 6.6928 6.4366  3.82%

Tabla 3.7: Error porcentual entre los momentos base y losentos obtenidos por el esquema
de pixeles polares

OfF s
06
04r

02

02

04

08

08

Figura 3.19: Reconstruccion de la funcion de prueba: éoRstruccion a partir del esquema
de pixeles polares. (b) Reconstruccion con los valo@sse
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L=10

L=18

L=22 L=24 L=26

Figura 3.20: Reconstruccion de la imagen en escala desg@sneraman” con el esquema de
pixeles polares para distintos orderies

L=8 L=10 L=12 L=14 L=16

L=18 L=20 L=22 L=24 L=26 L=28 L=30

Figura 3.21: Reconstruccion de la imagen binaria “E” coasgluema de pixeles polares para
distintos ordenes.
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3.2. Analisis comparativo

La reconstruccion de imagenes ayuda a determinar quadaruba imagen puede ser ca-
racterizada por un conjunto finito de momentos ortogon&lesas Figs, 3.22y 3.23 se muestra
la reconstruccion de las imagenes de prueba de la Figo8.8istintos métodos de computo. A
partir de los resultados, se realiza una comparaciontatiadi de la reconstruccion de imagenes

de los distintos métodos, la cual es presentada a contémuac

Aproximacion de orden cero: al aumentar los 6rdenes de reconstruccion, la imagense ob
curece perdiendo el contraste. Ademas, no se llega a tegiored contorno del radio

unidad debido a la aproximacion de orden cero.

Aproximacion numeérica: para ordenes bajos la reconstruccion tiene una simattialMmuy
marcada, la cual no permite visualizar la informacion darlagen a diferencia de los
ordenes altos. A diferencia de la aproximacion de orden, ¢@lintegracion numérica de

cada pixel permite una mejor reconstruccion en el contdetoadio unidad.

Esquema de pixeles polares:a diferencia de los dos métodos anteriores, para ordefes ba
se puede recuperar la forma de laimagen de prueba e inciamneédetalle de laimagen
cuando aumentan el nUmero de momentos utilizados en last&aocion sin perder el

contraste.

Ortonormalizacion de Gram-Schmidt : genera un sobre ajuste para los momentos cercanos
a L., €sto ocasiona una mala reconstruccion para ordenes Pajostra parte, para

ordenes muy altos ya no es capaz de reconstruir la imagentetadad.

Aproximacion por minimos cuadrados: de la misma manera que la ortonormalizacion de
Gram-Schmidt genera un sobre ajuste para los ordenes osraap,;... Sin embargo, es

capaz de reconstruir la imagen para ordenes altos.
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Aproximacion
de orden cero

Aproximacion
numeérica

Esquema de
pixeles polares

Ortonormaliza-
cion de Gram-
Schmidt

Aproximacion
por minimos
cuadrados

Figura 3.22: Reconstruccion de laimagen en escala des¢ftsemeraman” para L=8, L=30, y

L=60 con distintos métodos de computo de los momentoalexi
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Aproximacion
de orden cero

Aproximacion
numeérica

Esquema de
pixeles polares

Ortonormaliza-
cion de Gram-
Schmidt

Aproximacion
por minimos
cuadrados

Figura 3.23: Reconstruccion de la imagen binaria “E” pax&,LL=30, y L=60 con distintos
métodos de computo de los momentos radiales.
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3.2.1. Error de reconstruccbn normalizado

El error de la imagen reconstruida normalizado conocidoadMRE por sus siglas en
inglés, el cual es calculado mediante el error cuadratiedio normalizado de la imagen origi-
nal f (i, 7) y la imagen reconstruidé (i, j), y es normalmente utilizada para medir el desem-

pefo de los momentos radiales. Su definicion discretadesta de la siguiente manera

S S PG - £ 6]
DDA Duhul X () NI

EI NIRE es utilizado como métrica para conocer el métodoaieputo que tenga un mejor

NIRE =

(3.27)

desempefio en la reconstruccion de una imagen, a partir daraero finito de sus momentos.
Los resultados de los métodos defaoximacon de orden cerdaaproximacdn nunerica, y el
esquema de pixeles polars®n mostrados en la Fig. 3124 . Las imagenes reconstreiass
métodos de laproximacon por ninimos cuadradog la ortonormalizacbn de Gram-Schmidt
para ordenes menores A}, generan inestabilidad numérica ocasionando valores dkb
NIRE. Aunque en los resultados de las Figs. B.22 y|3.23 segoualoservar ciertas similitudes
a simple vista, entre el enfoque de pixeles polares y eldoatomeérico; sin embargo el NIRE
demuestra una gran ventaja para el esquema de pixelesgpdtareotra parte, el NIRE de la

aproximacén de orden ceraumenta cuando se incrementan los momentos radiales.

3.2.2. Grafica de los momentos radiales

El modulo de los momentos radiales proporciona la infoibracecesaria para caracterizar
una imagen digital, dependiendo de del método para callmganomentos radiales los valo-
res tienen variaciones. En la Fig. 3.25 se muestra los \&aftgdos momentos con distintos
valores deJ, dondem = J, n = 3J. Los valores estan normalizados a la unidad. Por otra
parte, podemos observar que los valores de los métodosane-Schmidt y la aproximacion
por minimos cuadrados son iguales. También, los valegadén a disminuir para los Gltimos
ordenes, donde se encuentra el sobreajuste de ambos mé&ada los demas métodos existe

una gran variacion de sus valores.
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0.7
—a— Aproximacion de orden cero

0.6 - —e— Aproximacion numérica
' —A— Esquema de pixeles polares

w
x
z
T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60
L
(a)
0.7 H
—a— Aproximacion de orden cero
0.6 —e— Aproximacion numerica
' —A— Esquema de pixeles polares
0.5
w i
& 0.4
z
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0.2
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Figura 3.24: Error de reconstruccion : (a) imagen en est@atrises “Cameraman” (b) imagen
binaria “E”
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- Esquema de pixeles polares

- Aproximacién de orden cero
Aproximacion numérica

|:| Ortonormalizacion de Gram-Schmidt

1.0 - Aproximacion por minimos cuadrados
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Figura 3.25: Valores de los momentos de Zernike=€ J, n = 3.J) para: (a) imagen binaria
“E” (b) imagen en escala de gris “Camaraman”.
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3.2.3. Tiempos de cmputo

Dado que el tiempo de calculo no depende del contenido dedgen, sblo una imagen
es considerada para el analisis. Para realizar las simo&se utiliza una imagen @66 x
256 pixeles, un ordenador Sony Electronics Inc. modelo V&INotebook PC con procesador
Intel®Core ™i5-2430M CPU@, procesador de 2.40 GHz, con 4 GB de RAM, eigmds
implementado en Matlab. En la Fig. 3126 se muestran los tierdp computo de los diferentes
métodos. Se pueden observar que los métodos del esqueuxalds polares y laproximacon
de orden cerson mas rapidos que los otros métodos. Mas atesaiema de pixeles polares

es el que presenta un menor tiempo de computo.

20 —m— Aproximacion de orden cero
. —&— Ortonormalizacién de Gram-Schmidt
18 —A— Aproximacion por minimos cuadrados
1 —w— Aproximacion numérica
16 —e— Esquema de pixeles polares
14
12
@ 10
8 4
6
4 -
2
(1=

Figura 3.26: Tiempos de computo de los distintos métodwoa pl calculo de los momentos
radiales de imagen d¥6 x 256 pixeles.
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Capitulo 4

Momentos gerericos de Jacobi-Fourier

Bhatia y Wolf [28] mencionaron que existe un numero inficiégpolinomios ortogonales ra-
diales que se pueden obtener a partir de los polinomiosiges&le Jacobi. La variacion de los
parametrosy y 3 de los polinomios de Jacobi puede producir diferentes coogude momen-
tos ortogonales conocidds [63]I30], tales coras momentos ortogonales de Fourier—Mellin
(v = B = 2) [33], momentos de Chebyshev—Foutier= 2, 5 = 3/2) [32], momentos pseudo-
Jacobi—Fourier(a = 4, 8 = 3) [31], momentos de Legendre-Fourier = 5 = 1), momentos
de Zernike(J, (m + 1,m + 1,7?)) [2], y momentos de pseudo-Zernikg (2m + 2, m + 2,7)

n = m + s) [29]. Ping et al.[[30] nombra a los momentos de Jacobi-lEowdmo momentos

radiales genéricos y sugiere que la formulacion de los emos radiales a través de los po-
linomios de Jacobi sera un beneficio en su rendimiento yi$abéda de un momento radial
supremo, es decir, que tenga buenos resultados para @ralgaide imagenes. Por otra parte,
existen pocos resultados que muestren reconstruccionesmgdenes a partir de sus momentos
para imagenes mayored 28 x 128 pixeles[10][21][61]. Esto debido a los errores inherente

al computo de los momentos radiales y los altos costos ctamipnales.
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En esta seccion se propone una relacion de recurrencal@apolinomios ortogonales
genéricos de Jacobi desplazados, esto con la finalidadddeirda inestabilidad numérica.
Para el analisis experimental se utilizan imagenes auoetsia radial, tales como el iris, retina
del ojo, e imagen de un Ronchigrama. El analisis tiene canjetigo entender la capacidad de
descripcion de una imagen dependiendo de su forma, cond#d fileterminar los parametras

y 5 que mejor se adapten a aplicaciones especificas.

4.1. Polinomios geparicos de Jacobi

Ping et al. [30] fué el primero en utilizar los polinomiogagonales de Jacobi desplaza-
dos como kernel de los momentos radiales, los cuales tianeabilidad de generar diferentes
familias de polinomios ortogonales variando los paraasetry 5. Los polinomios de Jacobi
Jn (a, B, 7) son ortogonales en el intervalo< » < 1y cumplen con la condicion de ortogona-
lidad,

1
/ T (0 B.7) Ji (, B, 7) rdr = b, (4.1)
0

donded,,;. es el simbolo de Kronecker. Estos estan definidos de lgesiggumanera

w (@, B,7)
» (a,ﬁ)ern (o, B,7), (4.2)

dondeG,, (o, B,7) son los polinomios de Jacoldi, («, 3) es la constante de normalizacion,

Jn(a7/8770):

y w(a, 5,r) es la funcion pesa [62]. Estas expresiones son calculaslées siguiente manera
[63],
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G, (a,8,r) = 2Fi(—n,a+n;b;2), (4.3)
n!I' (B)
['(a+n)

& s l'(a+n+s s
X Z_;(_l) n —is)!s!l“(ﬁls)r !

(@) (a—B+n+1)
b(@8) = FE AT @tn @t (4.4)

w(a,B,r) = (1-— r)aiﬁ rf=1, (4.5)

donde, F (—n, b; c; z) es lafuncion hipergeorétrica ordinarig I' () es la funcibn Gamma,
a—pf > -1y B,a > 0. Al expresar los polinomios ortogonales de Jacobi frorciones
hipergeometricasiene una importancia mas teorica que practica. Puedengs proporcione
una idea relativa de la complejidad de los polinomios om@adgs; sin embargo, las relaciones
de recurrencia son mas eficientes. Los calculos de logrfalgs y funcion gamma en la Ec.
(4.3), aumentan el tiempo de computo y solo es precisafaet@iales menores dd. Por otra
parte, el calculo de la enésima potencia gara altos ordenes, causa inestabilidad numérica en
valores cercanosia Por tal motivo, en este trabajo de tesis se propone la éslae recurrencia
con respecto a para el computo de los polinomios de Jacobi desplazad@&B4los cuales

estan dados por

Apndy (o, B,1) = (2r — 1 — By) Jp_1 (a, B,1) — A1 Jn—o (0, B,7), (4.6)

donder € [0,1],a—f3 > —1, 5, > 0y los coeficientes!,, y B,, son calculados de la siguiente

manera

4 \/4n(n+o¢—6)2(n+ﬁ—1)(n+a—1)’ @7
Cn+a—-1)"2n+a)2n+a—2)
(a—=1)(28—-—a—-1)

Bn Cn+a—-1)2Mnm—-1)+a—1)

(4.8)

Para el calculo numérico inicial, los polinomios de Jaclgorden cero y primero normalizados

estan dadas por
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Jo (o, B,1) = % (4.9)
Ji(o, B,r) = Jo(a,B,7) (Eza—+52—)kﬁl <a ; 17“ - 1) : (4.10)

En la Fig[4.1 se muestra una comparacion entre las relida recurrencia con lasnciones
hipergeometricasPor otro lado, el cambio de los parametrog 5 genera relaciones de recu-
rrencia para distintas familias de polinomios ortogonatesocidos, tal como se muestra en la
Tabla[4.1. Por otra parte, la Flg. #.2 muestra los primérogienes de polinomios radiales de
la Tabla4.1.

4.2. Momentos radiales ge@ricos en pixeles polares

En analisis previos se ha demostrado, que existen dosdgesrores en la aproximacion
de orden cero de los momentos radiales; error de geometriegeacion([4]. Para incrementar
la exactitud Xin et al.[[6] proponen un algoritmo basado ereehbio de forma de los pixeles a
un esquema de pixeles polares para los momentos de Zersiiaenesma estrategia es utilizada
para el calculo de los momentos radiales genéricos. Sargu, el calculo de la integral me-
diante los coeficientes de los polinomios ortogonales geinestabilidad numérica para altos
ordenes [64][65]. Por lo tanto, en este trabajo de tesisg@ope utilizar la regla de integracion
numeérica de la cuadratura Gaussiana @@untos con la relaciones de recurrencia de la Ec.
(4.8) para la integral;, la cual es menos exacta, pero numéricamente mas establemdenes
mayores &1. La composicion de laregla de cuadratura Gaussiana peatedgacion numeérica
de los polinomios de Jacobi puede ser expresada como,

(s (e) (s) (e) (s)

(e) ) 10
Tuy — Tuw Tuy — Tuw Tuv "‘ Tuv
Il = 9 g—l nkJn <O[, 67 2 Zk + 9 ) y (411)

dondern,, son los pesos; € [—1, 1] y los puntos donde la funcion es evaluada. Los valores de
. Y 2, estan dados en la Taljla¥.2.

Para el computo de los momentos genéricos radiales elepipelares se sigue la descrip-
cion del método de la Subseccion 3.1.5, solo se requariiar la Ec[3.23 por la EC. 411,
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n=21

n=23

n=26

0.3
Funcién hipergeométrica ordinaria
Relacion de recurrencia
0.2
0.1
0.0 -
-0.1+
T T T T T T T T T T 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
r
(a)
0.4
Funcioén hipergeométrica ordinaria
0.3 - Relacién de recurrencia
o)
0.1
0.0
-0.1 -

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
r
(b)

0.4 Funcién hipergeométrica ordinaria
. Relacion de recurrencia

&3:
0.2
0.1:
&0;

-0.1

Figura 4.1: Correccion de la inestabilidad numérica depolinomios de Jacobi cuando=
B = 4 para las ordenes: (a)= 21, (b) n = 23,y n = 26.
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Polinomios ortogonales

Polinomios de ordenes

: Coeficientes .

radiales cero y primero
Legendre Ay = L Ly(r) = &
L,(r)=J,(1,1,7)

B, =0 Li(r)=Lo(r)v3(2r — 1)
1
Chebyshev Ay =3 Co (r) = \/g ()"
Chn(r)=Jn(2,3/2,1)
B, =0 Cy(r)=0Co(r) (4r — 2)

_ H — 2n+3 — .
Pseudo-Jacobi A, JaenD Py (r) (1—r)12
P,(r)=J,(4,3,r)

B, = P (r)=P(r)vV9(dr—1)
Mellin A, = 22D My (r) = V2
M, (r)=J,(2,2,7)
B, = 13— M (r) =6r —2
Zernike A, = omlrtm) gy JoVROmErm 70
2ny/(n+1)(n—1) Vm+)rm m =0
Zin(r)=Js(m+1,m+1,r2)
_9 B, — _m* 23705 (N=23(r)y/(m4:3) (m-+1)
n sS+m (=) x(gﬁrkl)

) . _ (n—m)(n+m+1) ™ () 1)
Pseudo-Zernike A, ERVETIY ey PZ™(r)=/2(m+1)
PZ(r)=Js(2m+2,2m+2,r)
n—s+m B, = @m’ PZ3, (N=PZ5 1)/ (m+2)(m+1)

X ( 2;?:137‘—2)

Tabla 4.1: Parametros de las relaciones de recurrencé&igampara diferentes polinomios co-

nocidos.
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104 10 1
8 8

6+ 6

44 44

24 24

S: 0] < o
- 2] i 2
-4 -4+
6 6
-8+ -8

-10 -10
0.0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1.0 0.0
r r

10+
84
6
44
21
€ o
c
s 5
-4
6
-8
-10
r r
(c) (d)
6 ——n=1 10+ ——n=1
s ——n=3 s ——n=2
] 1 —n=3
4 6| ——n=4
[——n=5
3 4 ——n=6
24 24
z 14 = 0
NG NG
N N
0 [P
A4 44
-2+ 6
-3+ 84
-4 T T T T T T T T T 1 -10 T T T T T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 08 09 1.0
r r

Figura 4.2: Primeros seis polinomios para distintas fawil{a) Legendre, (b) Chebyshev, (c)
Mellin, (d) Pseudo-Jacobi, (e) Zernike, (f) Pseudo-Zegnik
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Mk 2k
0.0666713443 —0.9739065285
0.1494513492 —0.8650633667
0.2190863625 —0.6794095683
0.2692667193 —0.4333953941

0.2955242247
0.2692667193
0.2190863625
0.1494513492

0.1488743390
0.4333953941
0.6794095683
0.8650633667

k
1
2
3
4
5 0.2955242247 —0.1488743390
6
7
8
9

10 0.0666713443  0.9739065285

Tabla 4.2: Pesog)f) y la ubicacion de puntos de muestreg)(para cuadratura Gaussiana de
10 puntos.

para que los momentos genéricos radiales sean numérntamaés estables para 6rdenes ma-
yores a 21. Como se demostr6 en el analisis comparativeagéiulo 1, elesquema de pixeles
polarestiene menor tiempo de computo y un menor error de recorgfmigue los distintos
métodos.

En afios recientes, existe un gran interés en los momernttmgooales de Fouier-Mellin.
También, han demostrado tener un mejor desempefio quelogentos de Zernike en términos
de la razon sefal a ruido y error de reconstruccion. Rerrastivo, realizamos un analisis con
los momentos genéricos radiales eos S = 2 (momentos ortogonales de Fourier-Mellin) y la
relacion de recurrencia de los polinomios genéricos aamtégracion por cuadratura Gaussiana
de 10 puntos. Los resultados de las imagenes de pruebanteettia MOFM con el método
de Xin et al. [6] y el método propuesto se muestran en |la[ERy. For otra parte, en la Fig.
4.4 se muestran los resultados @délRE de las imagenes de prueba. Los resultados con el
método propuesto tienen un mejor desempeio que el medtn et al. [6] en términos
de la reconstruccion de imagen yElIl RE. La inestabilidad numérica de la integral con los
coeficientes obtenidos mediante la funcion hipergedo#toscurece la imagen reconstruida

debido a que genera valores de momentos errbneos.
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Pixeles
polares

Pixeles
polares con
relaciones
de
recurrencia

Pixeles
polares

Pixeles
polares con
relaciones
de
recurrencia

Figura 4.3: Reconstruccion de las imagenes de pruebabsarokficientes de la funcion hiper-
geomeétrica y las relaciones de recurrencia.
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1.0 4
0.9

0.8 1

0.7 —a— Método propuesto

—e— Método de Xin et al.

0.6 1

NIRE

0.5+
0.4
0.3 1

0.2 1

ot+rr 1

1.0 4
0.9

0.8 1

—a— Método propuesto

0.7 —e— Método de Xin et al.

0.6 1

0.5

NIRE

0.4
0.3 4
0.2

0.1+

o777 7T T

(b)

Figura4.4:NIRFE de las imagenes de prueba con los coeficientes de la fuhigiérgeométrica
y las relaciones de recurrencia.
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4.3. Bisqueda de los mejores valores dey

El calculo de los momentos genéricos radiales en pixghteres reduce los tiempos de
computo, lo cual facilita la busqueda para los mejoresrealdex y 5. Definimos la media del
NIRE como métrica para evaluar cuantitativamente las mejaedmaciones de y 5. La

media delN [ RE esta dada por,

U (o, B, p) = % Y NIRE(L,a.f), (4.12)
L=1

dondeL es el orden maximo de los momentos genéricos utilizadda etonstruccion de la

imagen de entradajyes el orden de corte.

(@) (b)

Figura 4.5: Imagenes de prueba. (a) Imagen del iris. (bpénale la retina. (c) Imagen del
Ronchigrama.

En esta seccibn se realiza un analisis comparativo emirtés del error de reconstruccion
para diferentes valoresy $ con imagenes de simetria radial, que pueden tener alglica-a
cion, tales como el reconocimiento del iris, el analissretina, y analisis de Ronchigramas.
La imagenes de prueba se muestran en 1& Fig.4.5. En esgotdbtesis se lleva a cabo una
busqueda exhaustiva para valores- 1...10y g = 1...10, con el fin de encontrar la com-
binacion 6ptima de parametrasy S que mejor reconstruyan la imagen. Los resultados de las

tres imagenes de prueba se presentan a continuacion.
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Imagen del iris: la grafica de la Fid._416(a) muestra los resultados de I&H@, la cual
presenta minimos locales usando la siguiente relagiéa 25 — 2; los momentos Pseudo-
Jacobi-Fourier satisfacen esta relacion. El valor mindia la vecindad de busqueda es cuando
a =10y S = 6. El valor minimo delN/RE y algunos valores cercanos se muestran en la

Fig.[4.6(b). También se muestra en la [Figl 4.6(c) la recoosion con los mejores parametros

a=10y B =6.
014
S =10,
oasqfre T s,
012 gﬂ R s,
PRI 1A > N R a=4,
4 P I Lt o=2,
0.10 b
%
0.09 ] \
0.08 3V«g

TTTTT
N W R U

¥(a,B,200)
NIRE

T T T T T T T T 1
40 60 80 100 120 140 160 180 200
L

(b)

L=140 L=200

Figura 4.6: Resultados usando una imagen del iris. (a) Esgadisqueda para encontrar los
mejores valores de y 5. (b) NIRE de los mejores parametros. (c) La reconstrucdé la
imagen del iriscomr = 10y g = 8.

Imagen de la retina: La Fig.[4.7(a) muestra los resultados de la vecindad deueilsq
como se puede observar los valores minimos estan cuando/s; los momentos Mellin y
Legendre satisfacen esta relacion. También en ld Fifhysé muestra los resultados de NIRE
paraa = § = 1,2,3,4,5. Finalmente se muestra en la Hig.]4.7(c) la reconstrucdeéia
imagen de la retina cuando= g = 1, los cuales son los mejores valores encontrados.

Imagen del Ronchigrama :La Fig.[4.8(a) muestra que los valores minimos para el prome
dio del NIRE cuandax = (3. EI NIRE de los 5 primeros valores se muestran en |ld Fig.%.8(b
donde los valores que tienen un mejor rendimiento es cuard@ = 1. La reconstruccion de

estos valores se muestra en la FEigl 4.8(c).
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----a=1, =1
---ra=2, f=2
----0=3, B=3
----o=4, B=4
----a=5, =5

(e, 3,200)

s

\’*&EJWW*W“

T T T T T T 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(@) (b)

L=20 L=80 L=140 L=200

(c)

Figura 4.7: Resultados usando una imagen de la retina. facksde blsqueda para encontrar
los mejores valores dey (5. (b) NIRE de los mejores parametros. (c) Reconstruccitagen
retina cono = 5 = 1.

0.080 4

---r0=2, B=2
----a=1, p=1
----0a=3, B=3
----o=4, B=4
----a=5, B=5

0.075+

0.070

¥(,B,200)

e
H 0.065

0.060

0.055+

'
Lt
~ o

S

\ o\,,‘ .

YRR ;',;'a\h‘ PSP i
T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
L

(b)

L=20 L=80

Figura 4.8: Resultados usando una imagen del Ronchigrap&spacio de blusqueda para
encontrar los mejores valoresdeg . (b) NIRE de los mejores parametros. (¢) Reconstruccion
imagen del Ronchigrama cen= g = 1.
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Los resultados de la bUsqueda de los mejores parameyrospara las imagenes de prueba
tiene un comportamiento particular. Por ejemplo, las iem&g del Ronchigrama y la retina
tienen un mejor rendimiento cuando- 5 = 0y los peores resultados cuande- 5 = 9. Por
lo tanto, a mayor diferencia de— 3, mayor sera el promedio de NIRE. En la imagen del iris,
el area de la pupila tiene valores de cero, por esta razérinemo de la zona de blusqueda son
desplazados por la expresifen— 25 — 2|. También hay que tener en cuenta que los resultados
de las Figd._416(b), 4.7(b)ly_4.8(b), no sufrira cambiosantgmtes en el NIRE para los valores

minimos encontrados.
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Capitulo 5

Computo de alta precisbn de los

momentos radiales

La propiedad mas importante de los momentos ortogonales espacidad para caracteri-
zar, evaluar y manipular la informacion con minima recamaia [2]. Sin embargo, el calculo
incorrecto de los momentos ortogonales puede afectar empasidades. Liao et al.l[4] prue-
ban que se producen dos tipos de errores en el computo detoemios ortogonales circulares:
errores de geometria y de integracion numeérica.

Para minimizar los errores de geometria, Xin etldl. [6] prapun enfoque mas preciso
mediante un arreglo de pixeles polares, en el cual se mapeadg@n original a un esquema de
pixeles polares a través de interpolacion bicUbicaedeet orden introducida por Keys |60].
Aunque los errores de interpolacion son de segundo ordadmplertancia en comparacion
con los errores de discretizacion, los errores de intagi@h juegan un papel importante en
la exactitud del método. Por otra parte, tienen un altoocosinputacional porque la imagen de
entrada debe ser interpolada a una nueva ubicacion dentaodisposicion de pixeles polares.
Ademas, con esté enfoque se pueden buscar nuevas cocifigeiaen la distribucion de los
pixeles polares con el fin de agilizar el calculo de los mutim®ortogonales radiales en terminos
del error de reconstruccion y la invariancia. Singh et’&lpfoponen una mejor configuracion
que reduce un 27.3 % el nUmero de pixeles polares y tiempoémputo. También, Liu et al.
[8] proponen un esquema pixel polar mejorado que calcutaesbuna decimosexta parte del

disco unitario. En la Fig. 511 se muestran las tres configomas existentes.

63
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Figura 5.1: Diferentes configuraciones en la distribudérpixeles polares: (a) Configuracion
de Xin et al. [6], (b) Configuracion de Singh et al. [7], (c)r@iguracion de Liu et al_[8].

Para los errores de integracion numérica, Xin et al. [Sliedven la integral analiticamente
con los coeficientes de los polinomios ortogonales; sin egabaausa inestabilidad numérica
para altos ordenes. En el Capitulo 4 se reduce el error mtedéh uso de relaciones de recu-
rrencia y la integracibn numeérica, que es menos precea, umeéricamente mas estable para
ordenes superiores. Por otra parte, se ha demostradogjpelimomios de Legendre, el nlcleo
de los momentos ortogonales funcionan bien para la recmesbn de imagenes. Ademas, son
utilizados en el calculo preciso de momentos Cartesi@®<g[/], porque pueden calcular la in-
tegral del ncleo con precision. Esta identidad puedadaptada a los polinomios desplazados
de Legendre y ser utilizados para el calculo de los momemtgsxeles polares.

En este trabajo de tesis, proponemos una novedosa conf@udacpixeles polares basado
en anillos concéntricos que no requiere interpolacianénica. Para poner en practica la nueva
configuracion utilizamos los polinomios de Legendre dezgdios para calcular el kernel de los
momentos, y lo comparamos con las diferentes configurasida@ixeles polares en terminos
del error de reconstruccion, invariancia a la rotaciGwariacia a la escala, y su capacidad para

reconstruir imagenes afectadas por ruido Gaussiano.
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5.1. Nueva configuraadbn de pixeles polares

En este trabajo de tesis, se propone una nueva disposieipixdles polares que se basa
en la colocacion de un pixel polar en cada punto o pixehdimagen con el fin de descartar la
interpolacion numérica requerida en las configuraci@msriores. Para lograr esto, considera-
mos unaimagetf (r;;, 6;;) con dimensiones espacial®sx M, donde las coordenadas polares

se expresan mediante,

rijg = \/Jfg-l-y?, ri; <1,

0;; = arctan <&) , (5.1)
T
y son transformados por
2i 2j
L [ =14 — 5.2

dondei = 0,....,.N —1,yj = 0,...,M — 1. Por lo tanto, construimos la disposicion de
pixeles polares de las dimensiones de la imagén;, ¢;;). Empezamos por dividir el radio
unidad enN/2 anillos concéntricos, los cuales estan separadaS(&n) ,u=1,...,N/2},

como se muestra en la Fig. b.2(a). Los pixeles que estarango

2(u—1) 2u

N <ry < N, (53)

forman los sectores o pixeles polares de cada anillo come@w. Ademas, las coordenadas de

la disposicion propuesta de pixeles polares esta dada co

2u—1
Ty = )
N
2 —1
O = w v=1,2,...,V,, (5.4)

dondeV, es el numero total de pixeles que se encuentran en el aoiicentricou. La Fig.

(b) muestra la disposicion propuesta de pixeles eslaara una imagen @6 x 20 pixeles.
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Habra en tener en cuenta en cuenta que los anillos commEnmostrados en la Fig. 5.2(a)
coinciden con los pixeles polares de la Eigl 5.2(b). Enecumsncia, podemos tomar los valores

numeéricos de la imagen para cada sector de los pixelesepola

Figura 5.2: (a) Anillos concéntricos en la distribuciGnpmixeles. (b) Nuestra configuracion de
pixeles polares.

5.2. Momentos Exactos de Legendre-Fourier (MELF)

En este trabajo de tesis, utilizamos los polinomios de Leégedesplazado como el kernel
de los momentos radiales para ser aplicados a la configaracopuesta, junto con la posibi-
lidad de calcular el kernel de la integral con exactitudeEgicleo esta dado de la siguiente
manera

an (Ta 0) = Ln (T) eXp (_.]me) : (55)

La relacion recursiva de los polinomio ortogonales de helge desplazados esta dado por

anLy (1) =2r —1) L1 (r) — apn_1Ln_o (1), (5.6)

donder € [0, 1], y los coeficientes,, se calculan como

(5.7)
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Para el calculo numeérico inicial, los polinomios normatios de orden cero y primero, estan

dados por

Lo(r) = 1, (5.8)
Li(r) = V3(©2r—1). (5.9)

El calculo de los MELF con la nueva disposicion de pixglesires es realizado por la suma de

todos los sectore’,,,. Por lo tanto, Ed.(2.23) puede ser reescrita como

U Vu

é;nm - Z Z J/C\(Tuu euv) Wnm (Tua euv) y (510)

u=1 v=1
dondef (r, f.,) €s una aproximacion de la funcion dér; ;, 6, ;) definida sobre un conjunto

de sectores concéntricos, y el factorw,,, (7., 0..,) esta dado por

Wom (Tw, ) = // L, (r)exp (jm0) drdf
QU'U
(e)

9(6)

= /( ) L, (r)dr /( | exp (ymb) do
Ty O
= [1 X [2, (511)

donde(r?,65)), (S, 0E)), (v, 65)) y (), 65)) denotan los puntos inicial y final del sector
Quo, Y (T, 040) representa el radio y el angulo, respectivamente, de edars),,,. El calculo
propuesto para la integral de los polinomios ortogonalekedgendre desplazados de la Ec .

(5.11) puede calcularse analiticamente como

Lot () — L ()]
[1 -

2y/(2n—1)(2n+1)

[LnH (rl(f)) — Lyt (Tz(f)ﬂ
- 2/@n+3)@n+1) (5.12)

y la integral analitica de la componente compleja de Foesta dada por
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i [exp (—jmote)) — exp (—jmol2) |, m#0

[2 ==
oL — 01, m=0

(5.13)

La integral de la Ec.[{5.12) elimina los errores de aproxigraciumérica de la cuadratura
Gaussiana del Capitulo anterior para los momentos de degdpor otra parte, la configuracion

propuesta también puede ser utilizada para otros corgul@@olinomios ortogonales.

5.3. Analisis de la configuracon propuesta

En esta Subseccion, se comparan las configuraciones dg [&. Fidesde tres perspectivas
diferentes, la reconstruccion de una imagerbtie x 512 pixeles, reconstruccion de la ima-
gen ruidosa, e invariante a la rotacion y la escala. Adentasparamos los momentos exactos
de Legendre-Fourier (MELF) con otras familias de momeradgates tales como los momen-
tos de Zernike (MZ)[2], momentos Pseudo-Zernike (MPZ)[28pmentos de Pseudo-Jacobi-
Fourier (MPJF)[30], momentos de Chebyshev-Fourier (CE323$) momentos ortogonales de
Fourier-Mellin (MOFM)[33], momentos radiales armoniats Fourier(MRHF)[34], momen-
tos de Bessel-Fourier (MBF)[35] y los momentos radialegdeoados desplazados de Legendre
(WRSLMSs) [36], todo esta calculado en el marco de pixetdarps con nuestra configuracion

propuesta.

5.3.1. Mejora en la reconstrucadn de imagenes

La reconstruccion de la imagen puede ayudar a determirgataguadecuada una imagen
puede ser caracterizada por un conjunto finito de sus mose3ggun la teoria ortogonal, una
imagen originalf (¢, j) se puede reconstruir con un nimero infinito de los MELF. Istrithu-

cion discreta de una imagen reconstruida esta dada por

L

F3) =3 bumLn (ri) exp (—jmby;). (5.14)

n=0 m=0
dondef (i,j) es la version reconstruida d&(i, j), y L es el orden maximo de los MELF
utilizados en la reconstruccion de la imagen. En la Eig.s& 3nuestra reconstruccion de la

imagen con la configuracion propuesta y las configuracierissentes.
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Xin et al. Singh et al. Liu et al. Propuesta

Figura 5.3: Imagenes de prueba reconstruidos con los MELE Y00 para diferentes confi-
guraciones de los pixeles polares.

Usando el NIRE como métrica de la reconstruccion y con Eitiad de demostrar la me-
joria de la configuracion de pixeles polares propuestydsultados se muestran en la Fig.
B.4. Las mejoras en la Fig. 5.3 no son muy perceptibles a painista; sin embargo, el NIRE

demostro la superioridad de la configuracion propuesta.
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NIRE

—a— Configuracién de Xin et al.
—@— Configuracion deSingh et al.
—4A— Configuracion de Liu et al.
—*— Nuestra configuracion

0.100
0.095 —
0.090 —
0.085 —
0.080 —

0.075

NIRE

0.070
0.065

0.060

0.055

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

—a— Configuracion de Xin et al.
—e— Configuracion deSingh et al.
—4A— Configuracion de Liu et al.
—— Nuestra configuracion

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(b)

Figura 5.4: NIRE de las imagenes de prueba: (a) Imagen ateade grises. “Cameraman ”,(b)

Imagen binaria “E .
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5.3.2. Reconstruc@n de imagenes ruidosas

La alta resistencia al ruido es una propiedad de los momentogonales de bajo orden.
Comparamos las diferentes configuraciones de los pixelesgs con la relacion pico sefal
a ruido (PSNR) y su rendimiento para la reconstruccion daegenes degradadas por ruido
Gaussiano. EI PSNR es la relacion entre la potencia madenana sefial y la potencia del
ruido de la sefal, y por lo general se expresa en decibadiv$acescala logaritmica. Se puede

calcular como

2 2
PSNR = 101logy, <M5—§E) , (5.15)

dondeM SE es el error cuadrado medio, definido por

MSE_

NZ Il PG~ 6] (5.16)

=0 j=0
La Fig.[5.5 muestra resultados de PSNR para las imageneselegocorrompidas por ruido
gaussiano de media ceray = 0.1. Como en el caso del NIRE, la configuracion propuesta pro-
porciona mejores resultados en la resistencia del ruidssi@o que las otras configuraciones

de pixeles polares.
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Figura 5.5: NIRE de las imagenes de prueba: (a) Imagen ateade grises. “Cameraman, "(b)

Imagen binaria “E .
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5.3.3. Mejora en lainvariancia a la rotacbn y escala

Una de las propiedades mas importantes de los momentadesmdis la representacion
invariante de un objeto con cambio de escala y rotada. Unéaedra facilitar la compara-
cion entre los diferentes calculos de momentos ortogsnaliede ser cuantificada por el error

cuadratico medio normalizado (MSE) que viene dada por

o))

2 )

(7]9’

Prim|

])_%i L ( (5.17)

n=1m=1

NMSE (

rm

dondeZ? es el nimero de MELF implicados en la evaluacion. En la [Eif.se muestra el
NMSE con angulos de rotacion @& a 90°, con intervalos del° y un factor de escala de
0.5. Para el angulo de rotacion y cambio de escala, los prsigi® momentos [ = 10) se
calculan con las diferentes configuraciones de pixeles@®ly la propuesta. Es evidente que la
configuracion de pixeles polares propuesta supera emggdita las diferentes configuraciones

en términos de su invariancia a la rotacion y escala.

5.3.4. Comparacdn con otras familias de momentos radiales

En trabajos recientes se han introducido diferentes fasnle momentos radiales como los
ZM, WRSLMs, PZMs, PJFMs, CFM, OFMMs, RHFMs y BFM con el obyetide encontrar
los momentos radiales que mejor describan a una imagennthiargo, se han calculado con la
aproximacion de orden cero (ZOA), la cual afecta a su rddadlide descripcion. Por otra parte,
la disposicion de pixeles polares ha demostrado sedaapde alta precisibn en comparacion
con ZOA como se demostrd en el Capitulo 3. En esta sulmsedos MELF se comparan con
diferentes familias de momentos radiales en términos clengtruccion de la imagen y error
de reconstruccion, todos ellos son calculados con la amafghn propuesta de pixeles polares.
Los resultados se muestran en las Higs. 5.71y 5.8.

Los resultados muestran que los MELF tienen una pequefiaranepn respecto a otras
familias de momentos circulares; esto es debido al calan#litico de la integral del kernel
de la Ec.[(5.1R). Sin embargo, no es una gran mejora con rtespé aproximacion numeérica
de algunos momentos circulares, tales como WRSLMs, PJFMd, ®IMS y RHFMs con la

configuracion de pixeles polares propuestas.
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Figura 5.6: NIRE de las imagenes de prueba: (a) Imagen ahaede grises. “Cameraman “,
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Reconstruccion de la imagen “Cameraman”

Reconstruccion de la imagen binaria “E”

 EEREEE
- BUEPIEEE,
BB EELE,
20NOG
B
- BBREEE

Figura 5.7: Las imagenes de prueba reconstruidas poedits familias de momentos radiales

con nuestra configuracion de pixeles polares
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Figura 5.8: NIRE de imagenes de prueba para diferentedidg@ntie momentos radiales con
nuestra configuuracion de pixeles polares.
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Capitulo 6

Aplicaciones

En el transcurso del trabajo de investigacion se realizénes aplicaciones. La primera,
pretende obtener parametros temporales de la marcha huteananera facil y eficiente. En
la segunda, se explora la capacidad de los momentos rapakesrindarnos informacion aso-
ciada a las caracteristicas de la imagen, tal como el arfguinado a partir de un punto de
referencia. Finalmente, el conocimiento obtenido en eidto de momentos radiales se apli-
co a la teoria de momentos cuaternion para mejorar su icaoladescriptiva. Por otra parte,

todas las aplicaciones estan realizadas con los MELF.

6.1. Detecabn de las fases de la marcha humana usando mo-

mentos radiales

La marcha humana es un mecanismo complejo en la cual undadide misculos trabajan
en conjunto de manera coordinada para trasladarse de uralaga, con poco esfuerzo y un
consumo minimo de energia. Dada la alta complejidad queesenta para el analisis de la
marcha, por lo general se describe en términos de periofdees para facilitar su descripcion
y estudio. En este sentido, el ciclo de la marcha es el periledtiempo entre dos eventos
idénticos dentro del ciclo [68]. La Fig. 6.1 muestra los pomentes temporales de los diferentes
soportes de cada pie durante el ciclo de la marcha. En |la emaaimal, el ciclo de la marcha
se compone de 62 % de la fase de apoyo y 38 % la fase de impusiémas cuenta con dos

periodos de doble apoyo, el cual ocupa un total del 25 % diel de la marcha.
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DDI GTI DDI
28 Vg Vg
Fase de balanceo izq Fase de apoyo izq.
Soporte . Soporte . Soporte
dgble Soporte simple dcho.| gople | Sororte simple dcho.| = -\

Fase de apoyo dcho. Fase de balanceo dcho.

ALLALLAA

Figura 6.1: Ciclos de la marcha: golpe de talon derecho (Gd&pegue de los dedos derechos
(DDD), golpe de talon izquierdo (GTI), despegue de los dedguierdos (DDI), postura media
(PM), balanceo medio (BM).

El estudio de la marcha humana usando la técnica de monmwtagsnales ha sido estudia-
da en diferentes contextos, como el reconocimiento de lahad69][70] y reconstruccion de
objetos en movimient@ [71]. Una de las ventajas de usar mtmaentogonales es que requiere
pocos descriptores para extraer caracteristicas dertefgrel movimiento a partir de una se-
cuencia de imagenes digitales. Por otra parte, los MELEegmtan buenos resultados como se

demostro en el Capitulo anterior.

Como es bien conocido momentos de bajo orden estan assaiadda forma, mientras
que los momentos de orden superior describen el detalle idealgen [72]. Por lo tanto, los
momentos de orden inferior se pueden utilizar para el sisae series de tiempo a partir de
un conjunto de imagenes para describir el movimiento cepa&to del tiempo de un objeto o
de una persona que realiza una actividad fisica. En el cdsandlisis de la marcha humana se
puede extraer informacion de los parametros temporadeso la fase de oscilacion, la fase de
apoyo, doble apoyo y la cadencia. La Fig.]6.2 muestra el dielta marcha obtenido con los

MELF, de orden inferior normalizado por el momento de ordenoc

Para facilitar la localizacion de las fases de la marchaadsetie temporal de los MELF,

C. Camacho-Bello INAOE



6.1. DETECCON DE LAS FASES DE LA MARCHA HUMANA USANDO MOMENTOS
RADIALES 79
1.2+

—a— Serie del tiempo de los MELF

1.1+ o Interseccion de los periodos de la marcha
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Qp,2/Qq 0

Figura 6.2: Ciclo de la marcha asociado a los MELF.

proponemos obtener estos parametros a partir de unagiilegatercepta las diferentes fases de
la marcha, que esta da por
_argmax Qo (t) —arg min ,Qp ()

9= : (6.1)

donde®),, ., (t) son los MELF de una imagen en un momehtba linea propuesta por el valor
deg cruza las fases de: golpe de talon derecho (GTD), despegos dedos derechos (DDD),
golpe de talon izquierdo (GTI), despegue de los dedoseézdas (DDI), postura media (PM),
balanceo medio (BM), las cuales se pueden encontrar paéhmo’de la serie de tiempo, todo

esto puede verse en la Fig.16.2.

El estudio experimental compara los valores medios de l@petros temporales obtenidos
de 10 sujetos de prueba con el método propuesto y el nivelateha normal en un adulto
de sexo masculino de la poblacion mexicana. Las imagere¥srf adquiridas con el sensor
Kinect a una razon de 30 marcos por segundo, el cual puedariadopagenes binarizadas
del contorno de las personas en tiempo real. Los parti@gasumplieron con los siguientes
criterios: masculino; entre 18 y 40 afos; peso dentro de 83 lag. ; ausencia de cualquier
patologia muscular. La Tab[a 6.1 muestra los valoredatgpor Pérez-Orive et al. [73], los

obtenidos con los momentos de Krawtchouk[74] y el calculaaidos MELF.

El método propuesto es facil de implementar y tiene un bagto computacional, ya que

un solo descriptor puede encontrar las fases de la marcisarelsaltados obtenidos sobre la
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Perez-Orive et all [73] Kg\?\/ﬁigﬁ; [C;i] MELF

Media DE Media DE Media DE
Ciclo delamarcha 1.14s 0.07s 1.23s 0.07s 1.21s 0.08
Paso 0.57s 0.04s 0.60s 0.04s 0.59s 0.06
Fase de apoyo 0.64s 0.05s 0.75s 0.06s 0.76s 0.06
Fase de balanceo  0.50s 0.03s 0.47s 0.04s 0.45s 0.05
Soporte Doble 0.07s 0.02s 0.30s 0.03s 0.29s 0.04

Tabla 6.1: Parametros temporales del ciclo dela marcha.

duracion de los parametros de la marcha son relativanmefitealtos que los reportados para
diferentes poblaciones, segun lo informado por Péreze@t al. [73]. Sin embargo, los porcen-
tajes calculados con los MELF corresponden a los valorésest, a diferencia de porcentajes
de Perez-Orive et al. [73] y similares a los obtenidos comlomentos de Krawtchouk para la
poblacion masculina adulta mexicana. Creemos que eldo@impuesto servira para el analisis
de la marcha humana y los resultados presentados puedeibwioion una nueva propuesta

para analizar la forma de caminar.

6.2. Estimacbn deangulos usando momentos radiales

Los momentos radiales son ampliamente utilizados en ehosomiento de patrones, el
analisis de imagen y vision artificial, tienen la capadida caracterizar, evaluar y manipular
informacion visual con minima redundancia. Numerosalsajos sblo se centran en la extrac-
cion de caracteristicas globales o locales, y no en lanmdcion relacionada con la forma de la
imagen. Por otra parte, Hul[3] propuso los momentos cestrple pueden encontrar patrones
geomeétricos tales como la densidad, centroide, tamafiogdntacion de la imagen. El angulo
de orientacion se obtiene por el método de los ejes patespque se limita &| < 45°, y
patrones que no tienen simetria circular.

En esta subseccion se aborda el problema de estimar dbdoguado a partir de un punto
de referencia a otro, independientemente del tipo de sangtie tenga la imagen. Para lograr
esto, proponemos predecir el angulo con la informaciola dmagen usando momentos radia-
les y un conjunto de imagenes de entrenamiento. Nuestebiviibgs construir una funcion que
tome una matriz de momentos radiafes,,, y predecir el angulé relacionado con la forma de

la imagen, esto se puede lograr mediante la adopcion defaquende aprendizaje en la que
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un conjunto de momentos radialéss {¢), .. ¢2 .....,¢. .} llamado conjunto de entrena-
miento es utilizado para ajustar los parametros del maaleio vector objetivd;. El modelo
de regresion lineal maltiple puede referirse a una coatiom lineal de descriptores de forma,

gue corresponden a valores@jepuede ser estimados de la siguiente manera,
L L
0 => " Com®hm (6.2)
n=0 m=0

dondel es el nUmero maximo de momentoson los parametros de la funcion lineal. Con el
fin de evaluar el método propuesto, hemos consideradodses aiferentes como se muestra
en la Fig[6.B.

L

0=40°

)

g
(a) (b) (c)

Figura 6.3: Tres casos diferentes de imagenes que formguds a partir de un punto de
referencia.

En muchos de los casos para determinar los coeficierdeda Ec[6.R es necesario utili-
zar un conjunto de entrenamiento. Supongamos que tenenumnjunto de entrenamientq
junto con los valores de las observaciones asociadas altoevaled. La Fig.[6.4 muestra un
conjunto de imagenes de entrenamiento que consfd deagenes con angulos dé a 40°,
con intervalos de°. Los coeficientes,, ,, se pueden resolver mediante un enfoque de minimos
cuadrados, el cual minimiza la funcion de error cuadoadie los momentos radiales y el angulo

asociado.
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,III,

,III,

0=2°

0=6°

i
B
o

o

Figura 6.4: Conjunto de entrenamiento de los tres casosipst@s.

Para evaluar el ajuste de las imagenes de prueba de Ia &Eigol.sus momentos, utili-
zamos 4 series de imagenes de prueba: imagenes libregdaldeion, imagenes degradadas
con ruido, imagenes con cambio de escala y una combindei@mbos, estos se describen a
continuacion:

Conjunto 1imagenes libres de degraddxi. El conjunto de prueba consiste#himagenes
libres de degradacion, con tamali® x 256 pixeles con angulos dé a39° con intervalos de
2°.

Conjunto 2 :imagenes degradadas con ruidél conjunto de prueba consiste #himage-
nes degradada con ruido de sal y pimienta con densidad(®}; , con tamafno des6 x 256
pixeles angulos d&°a 39°, en intervalos de°.

Conjunto 3 iimagenes con cambios de escdih conjunto de prueba consiste #himage-
nes con cambio de escala= 0.5, tamafo del28 x 128 pixeles, angulos dé&° — 39°, en
intervalos de2°.

Conjunto 4imagenes degradadas con ruido y con cambios de esEatanjunto de prueba
consiste ed0 imagenes degradadas con ruido sal y pimienta con densaflad# % y cambio
de escala dé = 0.5, con tamafio dé28 x 128 pixeles, con angulos déa 39°, en intervalos

de2°.
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6=17° 0=25°

0=17.03° | 6;=24.82°

6;=32.54°

0;=16.56° | 0;=24.15° | 6;=32.28°

(b)
6=9° B=17° B=25° 0=33° 0=9° 6=17° 0=25° 6=33°
O D O 0
6:=9.15° | 6/=16.89° | 6=25.06° | 6/=32.96° 0=9.15° | 0=17.08° | 6=24.50° | 67=32.43°
| 1
6;=9.81° | 6=17.48° | 6}=25.55° | 67=32.38° 0=9.45° | 0=17.63° | 6=25.52° | 67=32.38°
0:=8.73° | 0=17.45° | 0=24.83° | 6=33.06° 0=8.73° | 0=17.16° | 6=24.19° | 67=32.78°
(c) (d)

Figura 6.5: Estimacion de los angulos usando: (a) imégéhres de degradacion, (b) imagenes
degradadas con ruido, (c) imagenes con cambios de estalmagenes degradadas con ruido
y con cambios de escala.

En la Fig[6.b se presentan algunos de los resultados deugsosgle prueba. Cabe sefalar
qgue las imagenes que se muestran no son parte del conjurtotré@amiento. En la Tabla
se muestra una comparacion entre el método propuestelaalculo de los momentos
centrales y los momentos de Hahnl[75] para los 4 conjuntoa Begl[6.3(b). Como se puede
ver, el método de Hu con los momentos centrales funcionampajra los conjuntos que no

fueron afectadas por el ruido, independientemente de tobios de escala (conjuntos 1y 3),y
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0=9> 0=17° 0=25° 0=33°
Momentos Hahn [75] 8.95° 17.01° 24.95° 33.06°

Conjunto 1 Hu [3] 9.00° 17.00° 25.00° 33.00°
MFELF 8.75° 17.00° 25.52° 32.90°

Momentos Hahn [75] 9.65° 17.21° 25.57° 32.70°

Conjunto 2 Hu [3] 8.26° 17.22° 25.46° 33.95°
MFELF 8.85° 16.95° 25.05° 32.54°

Momentos Hahn [75] 8.91° 17.29° 25.43° 33.22°

Conjunto 3 Hu [3] 9.00° 17.00° 25.00° 33.00°
MFELF 9.11° 17.48° 25.55° 33.54°

Momentos Hahn [75] 9.27° 16.53° 23.93° 33.27°

Conjunto 4 Hu [3] 9.34° 16.50° 24.83° 33.66°
MFELF 9.45° 17.63° 25.52° 32.38°

Tabla 6.2: Comparacion de los resultados de los conjurg@swkba para distintos métodos.

un rendimiento similar a los conjuntos afectados por elaabnjuntos 2 y 4). Por otra parte,
los momentos radiales tiene mayor resistencia para el (@dajunto 2) a diferencia de los
momentos geomeétricos y los momentos de Hahn. El error ptaicee muestra en la Tabla
[6.3. En conclusion, el método propuesto muestra comdilsgan los momentos radiales para
extraer informacion, tales como el angulo que se formarenimagen a partir de un punto
de referencia. Asimismo, el método puede adaptarse adtfs simetrias como el caso de la
Fig.[6.3(a), a diferencia del calculo con los momentosreded, donde los ejes principales del
método deben coincidir con los puntos de referencia dgllarcomo en el caso de la Fig. 6.3(b)
. El método de ejes principales tiene un mejor rendimieata fas imagenes que giran en su
centro y que no tienen simetria radial. Ademas, el algmriha demostrado ser rapido, fiable,
y puede ser implementado en los problemas asociados cosplacicion visual automatizada,

entre otras aplicaciones.
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Momentos Hahn[75] 0.6%  0.06%  0.2% 0.18%

Conjunto 1 Hu [3] 0% 0% 0% 0%
MELF 2.8% 0% 2.1% 0.3%

Momentos Hahn [75] 7.2%  1.2% 2.3% 0.9%

Conjunto 2 Hu [3] 82%  1.3% 1.8% 2.9%
MFELF 1.7% 0.3% 0.2% 1.4%

Momentos Hahrn[75] 1% 1.7% 1.72%  07%

Conjunto 3 Hu [3] 0% 0% 0% 0%
MELF 1.2% 2.8% 2.2% 1.6 %

Momentos Hahn [74] 3% 16.53°  4.3% 0.8%

Conjunto 4 Hu [3] 3.8% 2.9% 0.7% 2%
MFELF 5% 3.7% 2.1% 1.9%

Tabla 6.3: Error porcentual de la Tablal6.2

6.3. Momentos cuaternon

En los Gltimos afos, los momentos de cuaternion se hiagb como un método novedoso
para el procesamiento de imagenes en color. La ventajaaiidauteoria de cuaterniones para
manejar una imagen en color, es que existe una correlagtémlas componentes del color que
puede ser tomada en consideracion [76]. La teoria de rouates se introdujo formalmente
por el matematico Hamilton en 1843 [77], es una generabmate los nUmeros complejos. Un

cuaternibny consiste en una parte real y tres partes imaginarias,

g=a+bi+cj+dk, (6.3)

dondeq, b, ¢, y d son nUmeros reales,iyj y k son tres unidades imaginarias obedeciendo las

siguientes reglas:

2 = P=Kk =1,

ij = -ji=k
Jjk = -kj=i,
ki = —ik=]j. (6.4)

El conjugado y el mbdulo de un cuaternion se definen resjpacente por
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¢ =a—Dbi—cj—dk, g = Va®+ b + 2 + d> (6.5)

Usando la representacion cuaternion, una imagen RGB)) definida en coordenadas polares,

esta dado de la siguiente manera,

f(r70):fR(Tve)i+fG(r70)j+fB(T70)k' (66)

De acuerdo con la propiedad no conmutativa de la multighcede cuaterniones, hay dos
tipos de momentos exactos cuaternion de Legendre-F@MECLF); la transformada MECLF

derecha

2 1
right __ <D (— )
Onin /0 /0 f(r,0) L, (r)exp (—um@) rdrdd, (6.7)

y laizquierda, la cual esta dada por

(bff; = /27r /1 exp (—umb) f (r,0) L, (r) rdrdf, (6.8)
o Jo

dondey es un cuaternion puro unidad elegido come: (i + j + k) /+/3. Debido a la propie-
dad anti-involucion del cuaternion, el conjugado deblajuierdo y del lado derecho, cumplen

con la siguiente relacion:

O = — O (6.9)
Para el calculo de los MECLF en pixeles polares de Iadocderarepresentamq%, ng y
fB como los componentes de imagen RGB, que son transformadogsguema de pixeles
polares. Sustituyendo la EE. (6.6) dentro de la (6.7apds la Ec.[(6]4), podemos obtener
los MECLF. La simplificacion del calculo de los momentosdaternion esta dada por [76] 78,
79],
Print = A L iBRE 4 OB + kD (6.10)

n,m n,m ?
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donde

8= i (5 () #10 (5 (7)) # (5 ()
Bt e (B (7)) + 5 [0 (B (7)) = 1 (B (7))
it =Re (Bun () + 7= [10 (B (7)) = 1 (B (7))
D= Re (S (7)) + 7 [0 (B (7)) ~ 1 (B0 (7)) - (62D)

La expresi()n}fnm (-) representa los momentos exactos de Legendre en pixesgeqdPor otra

parte, la reconstruccion de la imagen puede ayudar a detargqué tan bien una imagen puede
ser caracterizada por un conjunto finito de momentos cuéater8egun la transformada inversa
de los cuaterniones, una imagen de cqidr, §) puede ser reconstruida por un nUmero finito

de MECLF, que viene dada por

F(r.0) = Fa(r,0) + f5 (r.0)i+ fe (r.0)j+ o (r.0) .k (6.12)
donde
fa(r,0)=Re (Av (r, 9)) - % :Im (E (r, 9)) + Im (6’ (7, 9)) + Im (5 (, 9))
f5(r,0)=Re (E (r, 9)) + % Im (Z (r, 9)) +Im (5 (r, 9)) —Im (ﬁ (r, 9))
o (r.0)=Re (€ (r,0)) + % 10 ((r.0)) ~ 1w (B(r.0)) +1m (D r.0))]
fp (r,0)=Re <l~) (r, 9)) + % _Im <g(r, 9)) + Im (E (r, 9)) —Im (6’ (r, 9)) (6.13)
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Note quefz (r,6), fo (r,6), y fp(r,8) representan los componentes rojo, verde y azul
de la imagen de color reconstruida respectivamente gg el orden maximo de los MECLF
utilizados en la reconstruccion. La medida para el erroregenstruccion de una imagen en

color que considera los tres canales, la cual esta dada por

NIRERr + NIREg + NIRER

Media_ NIRE = 5

(6.15)

La aproximacion de orden cero se utiliza comunmente Bulcade los momentos de cua-
ternion debido a que es facil su implementacion. Sin egthaequiere reemplazar la doble in-
tegral por una doble sumatoria. Tipicamente, esta ap@amion crea una mala reconstruccion
de imagenes RGB. Por esta razon, Karakasis et al [80] pmpuoa aproximacion numérica
que utiliza algunas relaciones de recurrencia con el fin deraresu rendimiento en el calculo
de los momentos cuaternion. En esta seccion, se compardague de pixeles polares con
aproximacion de orden cero y la aproximacion numeéricééeminos de su reconstruccion de
imagenes RGB, el error de la reconstruccion y el tiempotaepeito. En las Figs. 6.6[y 6.7 se

muestra la imagen estandar de Lena reconstruida y el NIfiectivamente.
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Aproximacién de
orden cero

Aproximacién
numérica

Esquema de
pixeles
polares

Figura 6.6: Reconstruccion de la imagen estandar de Lef#&2dx 512 pixeles con diferentes
métodos pard = 20, 50, 100.
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0.300 -

0.275 -

0.250 —=&— Aproximacion de orden cero
1 —e— Aproximacion numeérica

0.225 + —a— Esquema de pixeles polares

NIRE

0025 -+—F——7T—T T T T T T T T T T

Figura 6.7: Reconstruccion de la imagen estandar de Lef#&2dx 512 pixeles con diferentes
métodos.
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Dado que el tiempo de calculo no depende del contenido dedgen, sblo utilizamos una
imagen estandar para el analisis. El codigo se impleméiizando Matlab con una compu-
tadora Sony Electronics Inc. Modelo VAIO Computer Noteb®$k con un procesador Intel
CordMi5-2430M CPU 2.40-GHz, 4.00 GB de RAM. La Fig. 5.8 muestraszhpo de computo
de los diferentes métodos. El calculo de aproximacidarden cero tiene tiempos de computo
menores. Sin embargo, el esquema de pixeles polaresigem@os de computo razonables con

un minimo error de reconstruccion.

—a— Aproximacion de orden cero
—e— Aproximacién numeérica
—4&— Esquema de pixeles polares

Time (seconds)
&
|

T T T LA I L BN BN NN L BN NN R R B
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
L

Figura 6.8: Tiempo de computo de la imagen estandar de tenal tamafio dé12 x 512
pixeles para diferentes métodos.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

El trabajo de tesis propone una perspectiva general de fla®lies problematicas en el
coOmputo de los momentos radiales y sus posibles soluci®wesotra parte, la mejora en el
coOmputo de los momentos radiales trae como consecuenanejan desempefio en las aplica-

ciones. Las aportaciones mas significativas estan ddgalla continuacion:
Analisis comparativo

En este trabajo de tesis se realiza una revision de lastdistmaneras de calcular los mo-
mentos radiales. Entre los mas conocidos, se analizandoxdos de la aproximacion de orden
cero, ortogonalizacion de Gram-Schmidt, aproximaci@nminimos cuadrados, aproximacion
numeérica y esquema de pixeles polares. El analisizesdidetermina que el enfoque de pi-
xeles polares tiene un mejor desempefio en el error de tegocidén y tiempos de computo
en comparacion con los otros métodos. También, no tiepeoblema de la redundancia de
informacion para altos ordenes como el método de la aprasibn por minimos cuadrados y

la ortonormalizacion de Gram-Schmidt.
Relaciones de recurrencia

Los polinomios ortogonales calculados con la funcion fgpemétrica generan inestabili-
dad numeérica para altos ordenes. Por tal motivo, ébagitulo 3 se propuso una relacion de
recurrencia con respectorapara los polinomios desplazados de Jacobi, libres de lnbsta
dad numérica. También, se realizb la simplificacibragas casos mas comunes, los cuales
fueron colocados en la Tabla 4.1. La relacion de recuragm@puesta mejora notablemente la

reconstruccion de imagenes con momentos de alto orden.
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BlUsqueda de las mejores familias de momentos radiales

Para realizar la busqueda de las mejores familias de moseatliales, se propone un
novedoso enfoque para el computo de alta precision coretddn de pixeles polares de los
momentos genéricos de Jacobi-Fourier (MGJF). Adensis, énfoque permite generar dife-
rentes conjuntos de momentos radiales. Ping et dl. [30gsaigique la formulacion comin de
los momentos radiales mediante los polinomios genérieakadobi, puede generar un benefi-
cio para el analisis del rendimiento de los momentos rasliala bisqueda del momento radial
supremo. Desafortunadamente, esta idea ha sido ignoradaspaltos costos computaciona-
les. Nuestro método facilita la bUsqueda de los paraséiptimos que mejor se ajustan para
determinadas aplicaciones. La disposicion de pixele&r@®y la relacion de recurrencia pro-
puesta, mejora el tiempo de computo y el error de recorgtmicle imagenes de nivel de gris
de gran tamafo (mayores a 128 x 128 pixeles). La estatbiidenérica y exactitud de nuestro
método se demuestra a través del NIRE, como se observaFeg. [4.4 También, tiene una
estabilidad numérica mayor que el métodos de Xin €tlaldéjo se debe a que el computo
esta libre de factoriales y de potenciasrddéo que permite el calculo de 6érdenes superiores.
Por tltimo, hemos reconstruido imagenes de nivel de gnsaclas imagenes del iris, la retina
y Ronchigrama con los MGJF. El contraste en las imagenessétidas ha sido practicamen-
te recuperado en forma general con los parametres 5 en particular cuanda = 5 = 1,
los cuales son los parametros para los momentos de Legeadrier. Al seleccionar la mejor

familia de momentos radiales ayuda a que tengan una mejacicaa descriptiva.

Momentos Exactos de Legendre-Fourier

Con la experiencia adquirida en este trabajo de investigase propone una nueva configu-
racion para la distribucion de los pixeles polares; i €acilita la implementacion; es eficiente
en términos de reconstruccion de laimagen y es robustada.rAdemas, se utilizaron los va-
lores numéricos reales de la imagen original en el confajoimgpropuesta, a diferencia de las
configuraciones de Xin et all[6], Singh etal.[7], y Liu ef&], que requiere una interpolacion
numeérica para obtener los valores de cada pixel polaralEutd exacto de la integral de los
polinomios desplazados de Legendre de la [Ec. [5.12), dlitois errores de la aproximacion

numeérica. Esto se ve en &ecobn 4 del Captulo 4, donde se comparan los MELF con otras
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familias de momentos circulares usando integracion mgaéEn general, los MELF conside-
ran los diferentes enfoques en el computo de los momerdadea. Asimismo, tienen una alta
precision en comparacion con otros métodos. Se demqs# pueden ser rapidos, numérica-
mente mas estables para altos ordenes y tienen un mejonpeSe en comparacion con otras

familias de momentos radiales en términos del error denstoaccion.

Existe una gama amplia de aplicaciones que pueden ser magoran el enfoque propuesto

en este trabajo de tesis. Como trabajo a futuro se propomaraxfos siguientes temas:

= Proponer momentos cuaternion exactos con los polinonedsedendre y compararlo

con los momentos de cuaternion existentes.

= Implementar la configuracion propuesta de pixeles pslpega los momentos radiales

discretos introducidos por Mukundan [81] y realizar una paracion.

= Proponer un nuevo método para eliminar el sobreajusteengrgn los métodos de mini-
mos cuadrados y la ortonormalizacion de Gram-Schmidtugaignen buenos resultados

y son de facil implementacion.
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