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Capitulo 1

INTRODUCCION

En este reporte se presentan ejemplos del uso de herramientas de matematicas, como de
Calculo en una y varias variables, Ecuaciones Diferenciales y otros, en la solucién de diversos
problemas, procurando mostrar de una manera ilustrativa, como se aplican dichas herramientas.
En la medida de lo posible se incluyen temas del curso de Métodos Matematicos de la Maestria
en CyTE del INAOE.

Un cantidad importante de los ejercicios se disenaron para estas notas, otros son reformu-
lados de algunos textos [1], [2] y [3] o se les incluyeron descripciones adicionales. En la solucién
de los problemas se hace notar cuales son los métodos que se aplican y, cuando es conveniente,
se hace referencia a las bases tedricas [4], [5], [6] ¥ [7]. En algunos ejercicios se incluye al final
un texto explicativo dentro de un recuadro, con el objetivo de resaltarlo. En algunos pasos
del proceso de solucién se indica el método especifico que se esta aplicando. En la bibliografia
también se incluyen referencias con otros ejercicios [7], [8], [9] ¥ [10] que no se abordan en las
presentes notas, pero que podrian ser de utilidad para los estudiantes.

Hemos procurado dividir el material por temas. En el Segundo Capitulo se presentan ejer-
cicios de Vectores, en el Tercer Capitulo, de Integrales y en el Cuarto Capitulo, de Ecuaciones
Diferenciales. Sin embargo, muchos ejercicios involucran tanto vectores, como ecuaciones difer-
enciales y diversos métodos para resolver integrales. Esto es algo comin en muchos problemas
de Ciencia y Tecnologia. Debido a lo anterior, los ejercicios de algin capitulo dado tambien
pueden servir para los temas abordados en otros capitulos. En la medida de lo posible, men-
cionamos las diversas herramientas que se aplican en un solo problema o hacemos referencias
cruzadas entre diferentes ejercicios.

En algunos casos, para obtener una expresién que represente una situacién que nos in-
teresa estudiar, partimos de una o maés relaciones conocidas entre las variables involucradas.
Posteriormente, con recursos de Métodos Matematicos llegamos a una expresion que repre-
sente las condiciones de interés. En otros casos, queremos conocer una variable especifica sin
tener inicialmente una expresién matematica. En esos casos, se deduce una expresion que repre-
sente la situacién dada a partir de su interpretacién. Posteriormente, también usando Métodos
Metematicos, llegamos a otra expresion que nos permita encontrar la variable de interés.

Se muestra esquemdaticamente el uso de vectores con variables fisicas, como la fuerza de
gravedad y la aceleracion debida a ésta, incluyendo un caso sencillo relacionado a Astrondutica.
También se describen los vectores de polarizacién del campo electromagnético, dentro de otros
casos. Para describir campos vectoriales se muestran los casos de un campo electrostatico y de un
campo magnético. Se muestra como se expresa la variacién de una variable fisica (como la masa,
la densidad, el volumen, la fuerza de gravedad) mediante una ecuacién diferencial, asi como el
uso de integrales en diversos problemas, incluyendo algunos de Astronomia, Astrondutica y

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Electromagnetismo. Se dan ejemplos en los que algin pardmetro varia como funcién del tiempo
o de algin otro parametro, como el caso de la variacién de la masa de un planeta (y por lo
tanto también de su fuerza de gravedad) debido a la caida de material o el caso de algin
pardmetro de la érbita de un objeto celeste alrededor de otro. Ademds, se resuelven integrales
en diversos sistemas de coordenadas. Varios ejemplos de integrales permiten ver, como el uso
de coordenadas en una geometria dada facilita el cdlculo de parametros como el volumen o la
masa.

Hemos intentado describir los presentes ejercicios procurando que sean accesibles e intere-
santes. Con esto, esperamos motivar a los estudiantes a prepararse mas en estos temas que son
una valiosa herramienta para sus estudios y sus proyectos de cursos o futuros proyectos en sus
actividades profesionales.



Capitulo 2

VECTORES

Un vector es una variable que ademas de tener magnitud tiene direccién. Para visualizar el
comportamiento de un vector, a continuacion vamos a ver algunos ejemplos de variables fisicas
que tienen magnitud y direccion, tales como la fuerza de gravedad, la cantidad de momento y
la polarizaciéon de una onda electromagnética.

2.1. Magnitud y direccién de un vector

2.1.1. Fuerza de atraccién gravitacional de la Tierra

La Fuerza de gravedad es expresada como un vector, ya que tiene magnitud y también
direccion. Un ejemplo claro de esta Fuerza, es la que sentimos cotidianamente debido a la
atraccién gravitacional de la Tierra. Dicha Fuerza la podemos escribir como

F=nm-a, (2.1)
donde F es la fuerza sobre un cuerpo o un objeto, m es la masa de dicho cuerpo u objeto y
a es la aceleracién que experimenta después de que la fuerza F actia sobre él. En general la
aceleracion es el resultado del cambio de la velocidad como vector, es decir ya sea que cambié su
magnitud, su direccién o ambas.

En el caso particular de la Tierra cuando un objeto esté en la superficie la aceleracién que
adquiere, debido a la fuerza de gravedad, sera en direccién vertical ya que tiende a ir hacia el
centro de la Tierra y es ¢ = 9,8 ms~2. Podemos sentir la Fuerza de atraccién ya que al estar
sobre una superficie ésta nos sostiene; ademas dicha superficie ejerce una fuerza igual a la de la
gravedad pero en sentido contrario.

Si nos situamos sobre la superficie de la Tierra y cargamos una masa, entonces la fuerza que
nos jala hacia el suelo es el resultado de la suma de dos vectores, el primero de estos vectores
corresponde al peso de la masa adicional y el segundo corresponde a nuestro peso. Si la suma de
los pesos es mayor, que la fuerza que ejerce la superficie, entonces la superficie se desplomara.

Cuando estamos de pie, nuestros musculos ejercen fuerza para no caer. Si una persona
carga una masa grande, de tal manera que el resultado de la suma de las fuerzas (la fuerza
de atraccién sobre el objeto y sobre nuestro cuerpo) sea mayor a la que pueden ejercer sus
musculos, entonces tendera a caer. Pero, jcémo sentimos que un cuerpo realmente adquiere la
aceleracién g estando en la superficie de la Tierra? La respuesta a esta pregunta la podemos
observar en diversas situaciones donde es fécil identificar cémo la fuerza de gravedad conduce
a una aceleracién, como también notamos que el comportamiento de dicha fuerza es un vector.
Para corroborar esto, a continuaciéon veremos algunos ejemplos.

9



10 CAPITULO 2. VECTORES

2.1.2. Componentes de la trayectoria parabdlica de un proyectil

La trayectoria de un proyectil en presencia de un campo gravitacional se puede expresar
mediante la suma de dos vectores, X y Y. Supongamos que el proyectil es lanzado desde una
altura yg con una velocidad Vo y que al momento de ser lanzado, forma un dngulo 6 con la
horizontal. En la Figura 2.1 se muestra una trayectoria debida a tiro parabdlico en la que el
proyectil fue lanzado desde yg = 0.

a) Expresa el vector \Y que describe la velocidad del proyectil como la suma de dos vectores

—

(que son las componentes del vector V), uno

en X y otro en Y.

b) Expresa la trayectoria del proyectil con la suma de dos vectores X y Y.

Respuestas
a) La velocidad en la direccién horizontal no cambia, entonces el vector que describe la velocidad
del proyectil tendré, en la direccién X, solo la componente de la velocidad inicial \70. En la
direccién Y la velocidad va disminuyendo, debido a la fuerza de gravedad, hasta que del proyectil
alcance la altura maxima. El vector velocidad se expresa de la siguiente manera

— ~
.

V(t) = Vp cos(0) i+ (Vo sen(8) — g t) j. (2.2)

b) Para conocer el vector con origen en X = 0y Y = 0 y que apunta a la posicién (S) con

-

componentes X y 3?, tenemos que integrar en cada una de las componentes del vector V(t), lo
cual resulta ser

- R 2.
S(t) = (Vo cos(8) t) i+ (yo + Vo sen(8) ¢ — 97) ;. (2.3)
A
Worg weo
Wy
W "
Wy
W "
Yrmax
l\.l’i
\iy W
B o
: ‘ - -
Wi
Ama

Figura 2.1: Representacién de los vectores de velocidad en la trayectoria parabdlica de un
proyectil lanzado en presencia de un campo gravitacional que produce una aceleracion g.
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2.2. Suma de vectores

2.2.1. Peso de una persona en un elevador bajo diferentes aceleraciones

Un ejemplo, ilustrativo de cémo visualizar la aceleraciéon debida a la fuerza de gravedad es el
de un elevador que se suelta y cae libremente. En esa situacién, dicho elevador experimentaria
una aceleracién g = 9,8 m s72, el cual es un vector cuya direccién apunta hacia el centro de
la Tierra. Primero, vamos a suponer que el elevador funciona normalmente y que empieza a
descender con una aceleracién de a; = 1 ms~2 notando que a1 es un vector que apunta hacia el
centro de la Tierra. Es decir, ambos vectores apuntan en la misma direccién y mismo sentido.
Si una persona se encuentra dentro de dicho elevador sentirda una fuerza neta que sera

F = ma; + mg=m(a; +&) =m-8,8 ms > f. (2.4)

Esto significa que durante el tiempo que actie la aceleracién ai, la persona experimen-
tard una disminucién aparente de su peso. Ahora veamos el caso de una persona que se encuen-
tra dentro del elevador que va en caida libre. En ese caso el piso del elevador no ejercerd una
fuerza en direccion opuesta a la de la gravedad sobre la persona. Esto se debe a que ambos,
elevador y persona, caen con la misma aceleracion entonces no hay una superficie que ejerza
una fuerza contraria al de la persona. Es decir, ninguna superficie del elevador representa el
piso al que estamos acostumbrados, por lo cual la persona podria girar libremente dentro de
este. (Figura 2.2)

a) ;Qué experimentd la persona, en relacién a su peso, cuando el elevador asciende con una
aceleracién as?

b) ;Con qué aceleracién deberia ascender el elevador para que la persona sintiera el aquivalente
a que estd cargando una masa igual al 20 % de su masa?

2.2.2. "Ingravidez” en la Estaciéon Espacial Internacional

La aceleracion de una nave espacial en érbita alrededor de la Tierra resulta del cambio de
direccion de la velocidad. Sin embargo, esto no implica que necesariamente cambie su magnitud.
En un caso particular en el que un objeto esté a una misma distancia de la Tierra, puede cambiar
solo la direccién de la flecha que describe dicha velocidad.

El vector de aceleracién en la Tierra, debido a la fuerza de gravedad, estd en funciéon de
la distancia al centro de la Tierra. A medida que nos alejamos de la superficie de la Tierra la
fuerza de gravedad que vamos a experimentar serd menor, a continuacion haremos un anélisis
de lo que ocurre estando en érbita alrededor de la Tierra.

Un astronauta estando en érbita en una estacién espacial parece no tener peso. ;Se debe
esto a que se encuentra tan lejos de la Tierra que la fuerza de la gravedad se ha reducido a cero?

Tal vez uno piense que los astronautas experimentan ingravidez debido a que a la altura a
la que se encuentran, la fuerza de gravedad es cero. La fuerza de la gravedad que actiia sobre
un astronauta en la estacién espacial es ciertamente menor que en la superficie de la Tierra,
pero esto no explica la total ingravidez que sienten los astronautas. Vamos a analizar cuanto
ha disminuido la aceleracién debido a la fuerza de gravedad de la Tierra a la altura en la que
estd la Estacién Espacial Internacional.

La estacion espacial orbita a una altitud de aproximadamente 400 kilémetros sobre la su-
perficie de la Tierra, entonces el valor de ¢ en ese lugar sera de 8,7 ms—2. Es decir, serd menor
que la aceleracién que siente estando en la superficie de la Tierra, que es 9,8 ms~2. Es decir, la
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a<g

Fp< Fg

Figura 2.2: Para entender una situaciéon de ingravidez usamos el ejemplo de un elevador en
caida libre. a) El elevador no se mueve o viaja con velocidad constante. En ese caso tenemos
dos fuerzas (representadas por flechas en la figura debido a que son vectores). Una de ellas es
la fuerza de atraccién gravitacional de la Tierra, la otra es la fuerza que ejerce el piso, que en
este caso es igual a la de gravedad, pero en sentido contrario. Debido a eso, la aceleracién es
cero. b) El elevador desciende aceleradamente. En ese caso, la fuerza que ejerce el piso sobre
una persona es menor a la de la gravedad, debido a eso la persona experimenta la sensacién de
una disminucién de su masa. ¢) El elevador estd en caida libre, la persona siente ingravidez, si
la persona se empujara de las paredes podria girar libremente.

reduccién en su peso es de aproximadamente 11 %. Esta reducciéon en el peso del astronauta no
haria (por si sola) que experimentara la sensacién de ingravidez. La sensacién de ingravidez es
el resultado de no tener un suelo sobre el cual sienta la fuerza de gravedad de la Tierra ya que
el suelo de la nave se esta moviendo con él.

La fuerza de gravedad debido al movimiento de la nave en su érbita apunta hacia el centro
de la Tierra, sin embargo, el vector que describe la velocidad en dicho movimiento apunta en
direccién perpendicular. El cambio de la velocidad (aceleracién) determina la direccién en la
que se mueve la nave. Por ejemplo, si la aceleracién cesara repentinamente entonces la nave
seguiria moviéndose en la direccién que tenia el vector velocidad en dicho momento (en este
caso trayectoria recta). La aceleracién hace que el vector velocidad cambie de direccién contin-
uamente. La nave entonces cambia de direccién solo un instante dado la velocidad pero sigue la
direccién de la aceleracién debido a la fuerza de gravedad. Entonces la nave //va cayendo hacia
la Tierras’ y debido a esto los astronautas experimentan aparente ingravidez. Es lo mismo que
ocurre cuando un paracaidista desciende en caida libre, antes de abrir su paracaidas.

Para que los astronautas realicen préacticas en condiciones de ingravidez un avién lleva a
cabo maniobras en la que realiza movimientos siguiendo las trayectorias de un tiro parabdlico.
Debido a que en la direccién horizontal viaja a velocidad constante entonces los astronautas
no sienten ninguna fuerza en esa direcciéon. Por otro lado, en la direcciéon vertical tienen una
aceleracién igual a g, debido a esto sienten ingravidez.
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2.2.3. Fuerza y cantidad de movimiento
La cantidad de movimiento o #momento” P de un objeto cuya masa es m y se mueve a una
velocidad V esta dado por
P=mV. (2.5)

El cambio en la cantidad de movimiento, si se le aplica una fuerza F durante un tiempo At
al mismo objeto de masa m, es igual a

AP =F At. (2.6)

Es decir, el cambio en cantidad de momento del objeto depende de la fuerza aplicada, como
vector (con magnitud y direccién) y del tiempo At que se aplica dicha fuerza. Si durante ese
tiempo no cambid la masa del objeto entonces dicho cambio lo podemos escribir como

F At = AV m, (2.7)

donde AV es el cambio en la velocidad del objeto y m es su masa. Tanto AV como F son
vectores, suponemos que un objeto, cuya masa se mantiene constante, estd en el espacio exterior
y viaja a una velocidad \Y% y si s6lo cambidramos su direccion, sin cambiar la magnitud de su
velocidad y la fuerza que le aplicamos es constante, entonces tendriamos la situacién de la
Figura 2.3. De acuerdo a dicha figura la direccién del vector F es la misma que la del vector
AV', entonces la igualdad en los vectores

F At = AV m, (2.8)
la podemos escribir usando el vector unitario, en la direccion de F

F Atk=AV mk. (2.9)

Como en ese caso F y V son constantes, podemos escribir la ecuacion anterior como una
igualdad entre magnitudes, sin incluir el vector unitario. Por otro lado, al observar el tridngulo
formado por los vectores de la Figura 2.3 tenemos que

Qq, 4V

Vi

Figura 2.3: Vectores de velocidad antes Vi1 y después V de aplicar la fuerza F durante un
tiempo At.

AV
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Entonces, para cambiar la direcciéon del objeto un angulo 8, de acuerdo a la Ecuaciéon 2.10 y a
la Ecuacién 2.9, el tiempo que se debe aplicar la fuerza es

_2m Vsinb

At fa

(2.11)

2.2.4. Polarizaciéon de una onda electromagnética

El estado de polarizacion de una onda electromagnética corresponde a la direccién en la que
oscila el campo eléctrico y se puede expresar mediante vectores. En el caso particular, en el que
el campo eléctrico oscila en direccion vertical se puede expresar mediante la siguiente expresion

E(z,t) = Ey cos(kz — wt) j, (2.12)

donde Ej es la maxima amplitud de la onda, k es la magnitud del vector de onda (27”), con

A la longitud de onda, z es la coordenada que describe la posicion del vector sobre la direccién

de propagacion, w es la frecuencia de dicha onda, t el tiempo y j el vector unitario en direccién
vertical.

Figura 2.4: Representaciéon de una onda electromagnética. En este caso particular el vector
del campo eléctrico oscila en direccién vertical (flechas azules) y el del campo magnético en
direccién horizontal (flechas rojas). Debido a que el vector del campo eléctrico oscila sélo en
direccién de Y se dice que la onda estd linealmente polarizada en direccién vertical.

En el caso general, el vector del campo eléctrico se puede expresar mediante un vector con
dos componentes, una en X y otra en Y, donde dichas componentes son:

e (z,t) = Eo cos(kz —wt) i

L

y (2,y) = Eoy cos(kz—wt+e)j

&=
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donde ¢ es la diferencia de fase entre las dos ondas. Entonces el vector del campo eléctrico de
la onda se puede expresar como

E(z,t) = Ex(z,1) + Ey(2, 1) (2.13)

Para el caso particular en el que € = 7 se tiene polarizacién circular (Figuras 2.5 y 2.6). Ya

que cuando ambas componentes (E, y E,) son positivas, el vector E, (o componente vertical)
aumenta mientras el vector E, disminuye, de tal manera que la suma de dichos vectores E
mantiene su amplitud constante y solo cambia su direccién, como se muestra en la Figura 2.5.

/

: YA : |
Y,

F

Figura 2.5: Representacion de los vectores que describen el campo eléctrico de una onda elec-
tromagnética circularmente polarizada.

En este caso el vector E de campo eléctrico rota en la direcciéon perpendicular a la de propa-
gacién, como se muestra en la



16 CAPITULO 2. VECTORES

Figura 2.6: Representacién de la propagacion de la componente eléctrica Er de una onda
electromagnética circularmente polarizada. Se muestran las componentes E, y E, del vector
del campo eléctrico resultante Er. En el caso en el que la diferencia de fase es ¢ = § y E, = Ey,
la suma de los vectores da por resultado un vector del campo eléctrico que gira en el sentido de
las manecillas del reloj trazando un circulo.



Capitulo 3

CAMPOS VECTORIALES

Un campo vectorial representa la magnitud y direccién de una variable para cada punto del
espacio. Como dicha magnitud tiene también direcciéon entonces se le llama magnitud vectorial.
Si tenemos un campo vectorial la variable se define como una funcién de las coordenadas
espaciales. Es decir, para cada punto del espacio tiene una magnitud y una direccién. Como
ejemplo podemos analizar el caso de la fuerza de gravedad que genera un campo vectorial, el
cual veremos a continuacién. Posteriormente veremos también algunas caracteristicas del campo
eléctrico y del campo magnético.

3.1. Vectores y lineas de fuerza para representar campos vec-
toriales

3.1.1. Campo gravitacional

La fuerza de gravedad que siente una masa m debido a la presencia de una masa M. Si
suponemos que ambas masas son puntuales entonces la fuerza estara dirigida en la direccién de
la linea imaginaria que une las masas y tendremos simetria esférica. En ese caso, la direccién
y magnitud del vector f‘, para cada punto del espacio, solo depende de la distancia r de la
posicién de la masa m respecto la masa M, con lo cual la fuerza se puede expresar como

GmM |
-7

F = .~ (3.1)

donde G es la constante de gravitaciéon universal.

a) Calcula la fuerza de gravedad que ejerce la masa M sobre la masa m cuando esta se encuentra
a una distancia ro, en relacién a la fuerza que experimenta cuando estd a una distancia 71,
con ro = 2r1. A[JQué puedes decir acerca del comportamiento del campo vectorial debido
a la fuerza de gravedad, con respecto a la distancia?

b A;}Cémo varia la fuerza de gravedad con respecto a los valores de la masa M?
Respuestas

a) La fuerza a la distancia ro = 21 es Fg = iFl.

b) Varia linealmente, es decir la fuerza varfa en la misma proporcién que varia M.

17
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3.1.2. Campo eléctrico

La ley de Coulomb describe la fuerza que ejerce una carga () sobre otra carga ¢, situada a
una distancia r. Dicha fuerza es

_ 1 N
F = mcizqr (3.2)
donde el vector r se representa como una flecha en la posicion de la carga ¢, dicha flecha
estd dirigido de la carga @ hacia la carga q, ¢ es la permitividad eléctrica del vacio. Tanto @
como ¢ pueden ser de signo positivo o negativo. Si la carga @) es positiva y ¢ negativa entonces
el vector de fuerza tendria la direccién contraria, es decir, apuntaria de ¢ hacia @), es decir la
fuerza hace que la carga ¢ tienda a ir hacia la carga Q). En este caso se dice que las cargas se
atraen. Si las cargas son del mismo signo entonces el producto Qq es positivo y el vector de
fuerza mantiene la direccién yendo de () hacia ¢q. Es decir, la fuerza tiene a alejar a la carga ¢
de la carga ). En este caso se dice que las cargas se repelen.

El campo eléctrico F debido a la carga ) es un campo vectorial que se expresa como

Y (3.3)
4meq r2

El vector unitario 7 apunta en direccion saliendo de la carga. Entonces, si la carga () fuera
positiva, el vector apuntaria en la misma direccién, como se muestra en la Figura 3.1a asi en
el caso de la carga descrita por el circulo rojo de la Figura 3.1b. Si la carga fuera negativa
entonces el vector apuntaria en sentido opuesto, como se describe con la flecha que acompaa al

circulo azul de la Figura 3.1b.

b)

+Q

Figura 3.1: a) Representacién del campo eléctrico de una carga positiva. b) Representacién del
vector de campo eléctrico para una posiciéon dada a una distancia r. El circulo rojo representa
a una carga positiva mientras que el azul a una carga negativa.

Un dipolo es un par de particulas de cargas de igual magnitud ¢ pero de signos opuestos
(positiva y negativa). Si la separacién entre las particulas es d entonces la magnitud del campo
eléctrico, sobre el eje del dipolo (la direccién que las une) es igual a

1 qd
% 5. (3.4)

E= 3
2meg 2

Si tenemos un anillo de radio R, con carga ¢, entonces el campo eléctrico, debido a dicho
anillo, a una distancia z sobre el eje del anillo es



3.2. EJERCICIOS PARA RESOLVER 19

- z .

E= R ks (3.5)
47 80(22 + R2)

a) Ag,Cémo varia el campo eléctrico de una carga puntual como funcién de la distancia?

b) 7Cudl campo decae més rapido con la distancia, e 1 de una carga puntual o el de un dipolo?

c) Si la distancia al anillo es mucho mayor a su radio, A;Cudl serd el campo eléctrico a una
distancia z sobre el eje del anillo?

Respuestas

a) Varfa como 72

b) La magnitud del campo eléctrico del dipolo decae como funcién de 73. Es decir, el campo
magnético del dipolo varia mas rapido con la distancia que el campo de una carga puntual.

c) A una distancia 7 >> R campo eléctrico del anillo, sobre el eje del mismo es funcién de r2.

3.1.3. Campo magnético

BN
s}

} ‘\ 0,
'lt‘-- ¢|.\\\5‘* v

’ﬁmx\ =)
’ f ’“\\‘\\T\k‘ -y f.[
VT NNeS=Z /]

Figura 3.2: a) Representacién del campo magnético debido a una barra. El campo vectorial se
representa mediante lineas que corresponden a las lineas de fuerza del campo magnético. Para
cada punto del espacio, dicha fuerza se orienta de acuerdo a la linea de fuerza (en dicho punto)
y el sentido del vector apunta del polo Norte Magnético hacia el Polo Magnético Sur. b) Imagen
de limaduras de hierro en presencia del campo magnético de una barra. Las particulas de hierro
se orientan de acuerdo a las lineas de fuerza del campo magnético.

3.2. Ejercicios para resolver

3.2.1. Flujo debido a un campo vectorial

Muestra por integracién directa que el flujo del campo vectorial F = xy?i + y3j + yzzl;
fuera de la superficie cerrada formando por el cilindro 2?2 + 3?2 = a? elplano z = 0y
z = b(b > 0)es 5mba*/4.
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Capitulo 4

INTEGRALES

A continuacién se muestran ejemplos del uso de integrales. En el Capitulo de Ecuaciones
Diferenciales (Capitulo 5) se incluyen casos (5.2.1, 4.2.3, 5.1.4, 5.1.5) en los que también se
aplican integrales.

4.1. Integrales simples

4.1.1. Variacién de la intensidad de la luz al pasar por un medio opaco

En este ejemplo se usa la Ecuacién 4.9 que es la solucién de la Ecuacién Diferencial que
describe la atenuacién de la luz en un medio opaco (Ecuacién 5.6). Dicha ecuacién diferencial
se deduce en el Ejercicio 5.1.1 del Capitulo 5 y se resuelve en el Ejercicio 4.1.2 del Capitulo 4.

La forma integral de la Ecuaciéon de Transporte Radiativo permite calcular la variacion de
la intensidad de la luz como funcién de la variable 7. Esta dltima variable define el intervalo
de integracién (limites de integracion).

Una persona en la Tierra que observa hacia el centro del disco solar nota que la intensidad
en la fotosfera es I,,(0). Si a simple vista la corona tiene una profundidad éptica 7, < 1 y la
funcién fuente S, se considera constante, vamos a calcular la intensidad I,(7,) que ve dicho
observador.

Respuesta

Como la corona solar es un gas que estda entre la fotosfera y nosotros, efectivamente, podemos
usar la solucién de la ecuacion de transporte radiativo calculada en el Ejercicio 4.1.2. Vamos a
considerar que S, es constante en la siguiente ecuacion

II/(TII) = IV(O)E_TV —|—/0 ’ 6_(T”_Z)Sl,dl (41)

entonces la integral del lado derecho no depende de S, y por lo tanto este parametro puede
salir de dicha integral, quedando

I(1,) = 1,(0)e"™ + 8, /0 (gl (4.2)

21
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La integral depende de [ y la exponencial que estd dentro de la integral es funcién de 7, — [.
Podemos expresar la exponencial haciendo el cambio de variable u = —(7, — [). Entonces,
tenemos que du = dl y sustituyendo en la integral queda que,

I,(r,) =10+ S,,/e“du (4.3)
Por otro lado, sabemos que f e*du = e*, entonces
I(1,) = L,(0)e™™ 4 S,e~ (0| (4.4)
debido a que los valores entre los cuales se integra son 0 y 7,

L(r,) = L(0)e™+85, [ef(nfm _e,(n,o)}
I(r,) = L(0)e™+8S,[1-e™].

Si 7, < 1, es decir la profundidad éptica es muy pequena, tenemos que

L(r) =~ L(0)e’+S,[1-e?
L(r) =~ I,(0).

entonces, la intensidad de luz que ve el observador es la misma que sale de la Fotosfera, es decir,
la Corona no absorbe ni emite, es transparente a la frecuencia v.

Comentarios

Para encontrar la solucién a este problema, primero se debe indentificar qué tipo de ecuacién
diferencial se usa, en este caso, es de primer orden. Después se decide resolver mediante
integracién directa (para esto es necesario tener conocimiento sobre integrales definidas, inte-
grando por sustitucién y entender que [ e"du = e para este problema se consideré que S,
es constante, por lo tanto, se obtiene de una integracién de manera mas simple.

4.1.2. Solucion de la ecuacion de transporte radiativo

Partimos de la ecuacién de transporte radiativo en forma diferencial

dl,

dr,

= —I,+5,, (4.5)

es una ecuacion diferencial lineal no homogénea de primer orden. Para su solucién
damos la siguiente formas:

dy

%ﬂLP(ﬂ?)y = f(=)

Entonces la ecuacién queda de la siguiente manera

dl,
—+1, = 5 4.
it S (4.6)
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donde x =7,y = I,,, P(x) =1y f(x) = S,. Se calcula un factor integrante p(x) definido como

H(x) _ efP(:E)da:’
wz) = ef 1dx7
wx) = e,
wlx) = €.
Multiplicamos p(z) por la ecuacién 4.6
al,
eTV(% + Iy) = eTVSV <47)
Si
dl de™
T,,IV / — Ty TV IV
(™ L) dr, + dr,
dl
T,,IV / — Ty TV II/ Ty
(e™1,) e ar, + Ie
i,

(L) = e(5

v

+1,)

Entonces la ecuacién 4.7 queda:

(e™ L/)/ — ™S,
Integrando ambos lados de la ecuacién
/(eT“L,)'dT,, = /eTDSVdTIM
y suponiendo que S, es constante, y los limites de integracién son de 0 a 7, entonces
/ d(i;fy) dr, = S, / e™dr,

/d(eT”I,,) = SZ,/UeT“dT,,
0

eI, +C1 = S,e™|i+Cy
eI, +C = S,(e" —e)+Cy
eI, +Cy = Sy(e" —1)+ Cy

Despejando I,
I, = e™S,(e"—1)+e ™Cy—e"(Cy
I, = Sl,(l — 6_7”) + 6_7”(02 — 01)
SiC =0, —C4

IL(r) = S,(1—e™)+Ce ™ (4.8)
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Ahora encontremos el valor de C, evaluando la ecuacién 4.8 cuando 7, =0

L) = S,(1—¢) +Ce
L0 = S,(1-1)+C
L,(0) = C

Sustituyendo C' en la ecuacion 4.8

IL(r)=S0—-e ™)+ 1,(00e ™ (4.9)

Comentarios

La ecuacién 4.5 es una ecuacién lineal homogénea, la cual se tiene que resolver dividiéndola
en dos partes: una es la solucién a la ecuacién homogénea (la cual se obtiene cuando se
iguala a cero) y la otra es la solucién particular.

Se escribe la ecuacién en su forma estdndar para poder aplicar el método de solucion
de factor integrante. La ecuacion 4.6 ya esta en la forma estandar. La soluciéon para una

ecuacion diferencial lineal se puede realizar de la siguiente manera:
1. Poner la ecuacién en forma estandar.

. Identificar P(z) y posteriormente encontrar el factor integrante e/ (@)

[\)

w

. Multiplicar ambos lados de la ecuacion por el factor integrante.

4. Integrar ambos lados y resolver.

4.1.3. Colapso a estrella de neutrones

Si una estrella de neutrones esta en un sistema binario, le arrancard material a su estrella com-
panera. Precisamente este material, que cae sobre la estrella de neutrones, produce fenémenos
que permiten detectar el sistema y deducir que contiene una de ellas.

1. Considearando, solamente el efecto gravitacional, muestra que cuando una masa pequena
m cae, desde una gran distancia, sobre la superficie de una estrella de masa M y radio R,
la energia potencial liberada estd dada por

GMm
= —— 4.1
v = (110)

2. Una masa de 10~ M, por afio cae sobre la superfice de una estrella de neutrones cuya
masa es M = 1My yradio R = 10 km. Si toda la energia potencial liberada es radiada,
muestra que la luminosidad observada es de 2,17 x 10° L.

3. Si consideraramos que la energia radiada por una estrella de neutrones es la de un cuerpo
negro, jcudl deberia ser su temperatura efectiva? ;En queé parte del espectro electro-
magnético podriamos ver la radiacién emitida por la estrella de neutrones?
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Respuestas

1. Partimos de la definicion de energia potencia, U:

U R
/ U = —/ Fedl, (4.11)
0 (o)

donde F es la fuerza de atracci”on gravitacional, también expresada por

Mm

F = G-

: (4.12)

Sustituyendo la ecuacién (4.12) en la ecuacién (4.11) e integrando ésta dltima tenemos

que
R
M
U = - / G dr,
oo r
1 R
U = —-GMm <) .
r [0.9]
Entonces, la energia potencial liberada es
GMm
U = ——.
R

2. Como en este caso se considera que toda la energia potencial es radiada, la luminosidad
es igual a la variacién (que en este caso corresponde a una disminucién) de la energia
potencial, es decir,

dU
L = ——. 4.13
7 (4.13)

Derivando la ecuacién (4.10) con respecto del tiempo tenemos que

M dm
L = G——
R dt’

donde, la tasa de acrecién es Cil—rt” = 107"Mg anos™' = 6,29 x 10'® g/s, M = 1M,

y R = 10km. Sustituyendo los valores tenemos que
1,98 x 103
L = (6,67 x 10_80m3/gs2)( ’ 102 g)(6,29 x 10%g/s) = 8,29 x 10%erg/s.
cm
Como la luminosidad del Sol es L, = 3,82 x 1033erg/s, entonces,

L = 217 x 10°Lg.

3. Sise pensara que la estrella de neutrones emite como un cuerpo negro entonces, de acuerdo
con la ley de Stefan-Boltzmann, la potencia total emitida seria
E = oT!
L = A F
L = AoT*
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donde o es la constante de Stefan (5,67 x 1078 W/m2K*?), A es el 4rea de la superficie
(47 R?) que emite la radiacién y T es la temperatura efectiva del cuerpo negro.

Por lo tanto, la temperatura efectiva es

A7 R%20

Sustituyendo valores tenemos que

2 1038 10—7
T = i‘/(g’ 9 x 10%erg/s) 10" Ws/erg) 490100171108 K = 32843 x 107 K

Ar(10'm)2(5,67 x 10-8 W/m2K?)

De acuerdo con la ley de Wien, para calcular la longitud de onda del maximo en la
emisién de cuerpo negro:

2,8976 x 1073m - K
)\max = T

Por lo tanto,
\ 28976 x 107°m- K
mars T 39843 x 107 K
Amaz = 08824 x 10719 = 0,0882nm

La radiacion “cae” en la region de rayos X del espectro electromagnético.

Comentarios

Se parte de una ecuacion diferencial de primer orden homogénea. Para calcular la energia
potencial se resuelve a integral simple por el método de variables separables. El problema
proporciona la tasa de acrecién %, entonces la ecuacién 4.10 se deriva con respecto al tiempo,
y como la masa es la variable dependiente entonces obtenemos una ecuacién diferencial que

depende de la tasa de acrecion en la cual se sustituyen los valores y se tiene la luminosidad.

4.2. Integrales simples en Coordenadas Polares

4.2.1. Area que recorre Pluton alrededor del Sol

Las trayectorias descritas por los planetas en sus drbitas alrededor del Sol son elipses. Si la
ecuacion de una elipse, en coordenadas cartesianas, esta dada por
2 . Y2 _
a2 b2

donde a es el semieje mayor y b es el semieje menor.
1. Demuestra que el area encerrada por la elipse es A = mab, donde a y b representan el

semieje mayor y semieje menor respectivamente.

2. Plutén describe una érbita eliptica alrededor del Sol. Si el semieje menor b es igual a
38,24 U A y su periodo alrededor del Sol es 248 afios, determina el drea que cubre plutén
al completar su periodo.
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Y A

(o,h)

(2,0

A

Figura 4.1: Elipse que representa la trayectoria descrita por los planetas alrededor del Sol.

Respuestas

1. Al despejar y de la ecuacién de la elipse, resulta

% B xz_aZ—a:2
w Tl aT e
2 2

2 2 a/_:I:
b= ()

b
y = *—va%-— a2

a

Como la elipse es simétrica con respecto a ambos ejes, el area total, A, es cuatro veces
el area en el primer cuadrante. La parte de la elipse que queda en el primer cuadrante
estd expresada por la funcion

b
y = —Va?—a? 0<z<a,
a
)
yasi A = Va2 — 2%dux.
0o a

A fin de evaluar esta integral hacemos la sustitucién x = asin 8. Entonces, dx = a cos 6d0.
Para cambiar los limites de integracién, observamos qe cuandox = 0, sin § = 0 = 0 = 0;
cuando z = a, sinf = 1, = 6 = w/2. Por otra parte:

a? —x2 = \/@2—a251n29: Va2 cos? 0 = acos
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Sustituyendo este tltimo término en la integral, tenemos que

jus

A = 4b/ \/@2—x2dx:4b/2acos@-acos@d@
a Jo aJo

2 3 /1 20
- 4ab/2 cos? 0df = 4ab/2 <+C;S> 0
0 0

s 1 z
= 2ab/2 (14 cos26)df = 2ab {0 + 3 sin%?}

0 0
= mab.

Hemos demostrado que el drea de una elipse cuyos semiejes son a y b es wab.

2. Para conocer el area que barre Plutén al completar su periodo orbital en 248 anos, es
necesario conocer la distancia media (la longitud del radio mayor de la elipse). Partiendo
de la tercera ley de Kepler determinamos el valor del radio mayor:

T2 —
a = VT2
a = /(248 afios)?
a = 3947UA.

El drea que cubre plutén alrededor del Sol se determina a partir de

A = mab
A = 7(39,4TUA)(39,47TU A)
A = 4741,70U A*

Es decir, Plutén cubre una drea de 4741,70U A? en 248 afios.

Comentarios
Para saber el area encerrada partimos de la ecuacion de la elipse, donde se despeja y en funcién

dea, by x (y = ¢Va? - mQ). Se realiza una cambio de variable del diferencial de la

integral, pasiandolo de coordenadas cartesianas a polares (x = asinf), para posterior-
mente resolver la integral simple que resulta, la cual es precisamente la expresién para el area
de una elipse, que es igual a wab.

Entonces, para conocer el area de barrido de Plutén tomaremos en cuenta la ley de Kepler para
determinar el valor del semieje mayor, y después sustituir en la ecuacion del area.

4.2.2. Perimetro de 6rbitas de los planetas y los cometas

La trayectoria descrita por algunos cometas y planetas estda dada por la ecuacién de la elipse.

Dicha ecuacién puede ser de a forma:
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Con base en lo anterior, demuestra que el perimetro para cada uno de ellos es de la forma:

%
L = 4a/ V1 — e2sin? 0de,
0

donde € es la excentricidad de la elipse (e = ¢/a, con ¢ = va? —b? y a > b > 0).

Figura 4.2: Las coordenadas para el punto P(x,y) en coordenadas polares son x = asinf ey = bsinf.

Respuesta
De la Figura 4.2, la ecuaciones paramétricas que describen el punto P(z,y) sobre a elipse son

r = acos(%—ﬁ)zasin& y = bsin(%—@)zbces&.

Por otra parte, la ecuaciéon paramétrica para hallar la longitud de arco a lo largo de la curva

se define como
B dr\ > dy 2
L = /(; \/(d@) + <d0> do. (414)

Por lo tanto, si la curva del primer cuadrante es simétrica con respecto a los otros tres
cuadrantes (ver Figura 4.2), sélo serd necesario calcular el perimetro o la longitud de arco a lo
largo del primer cuadrante y multiplicar ésta por cuatro, restringiendo la variaciéon 0 < 6 < 7/2.
Asi,

T =asinf y = bcosb
dx dy .
@—acose @——bbmﬂ

2 2
<($> = a’cos? 0 (ZZ) = b%sin? 6
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Sustituyendo las expresiones anteriores en la definicién 4.14 se tiene que

B dz\* dy
L = —
[ ¢ ()

L = / \/a20082«9+6251n 0do

L = 4a/ \/00520+sm 0do

Y utilizando la identidad cos? 6 + sin® 6 = 1,

3 B2
L = 4a/ \/l—sin29+2sin29d9
L = 4a/ \/1— —2 >sm 0do
a
z 2
L = 4a/2 1—<“
0

Definiendo €2 = (a? — b?)/a?, finalmente se tiene que

= Zla/2 V1= e2sin?0de.
0

B2
5 ) sin2 6do.
a

Comentarios

En este problema para poder expresar a x v y por medio de los semiejes de la elipse y el anglulo
que forman entre si, aplicamos la transformaciéon a coordenadas polares. En teoria de céalculo
en varias variables se estudia como parametrizar ecuaciones, como calcular la longitud de un
arco y como determinar un porcentaje del circulo, como en el caso de este ejercicio. Se usaron
conceptos de derivacién y de propiedades trigonométricas (siendo éstas ultimas indispensables
para facilitar el célculo y llegar a la expresién deseada) no fue necesario realizar la integral ya
que solo se requeria hacer la demostracién. Fue necesario emplear propiedades de simetria de
la elipse ya que de otra manera no podriamos obtener una funcién e integrarla; esto se debe
a que para un solo punto en el eje de coordenadas, en una elipse existen dos posibles valores
correspondientes, asi que no podriamos construir una integral para calcular la longitud de arco.
Si usamos las propiedades de simetria de la elipse podemos dividirla en cuadrantes y encontrar
una funcién que describa a uno de éstos usando coordenadas polares, después se calcula la
longitud de arco de dicho cuadrante y para finalizar se multiplica por 4, ya que consideramos
todos los cuadrantes que conforman la elipse.

4.2.3. Asteroide en disco de polvo

Consideremos una estrella cuya masa es igual a la masa del Sol, M, = My, y que tiene
un disco de polvo alrededor. Supongamos que el polvo consiste en granos cuyo didmetro es
¢ = 1075 m y que la densidad numérica del polvo es ny, = 10° grano/ m3. También vamos
a suponer que un asteroide de 1 km de didmetro estd orbitando la estrella a una distancia de
50U A.
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1. Usa las leyes de Kepler para calcular la velocidad orbital del asteroide alrededor de la
estrella.

2. Supongamos que el asteoride estd viajando a través del polvo con la velocidad calculada
anteriormente. Vamos a suponer que los granos de polvo y el asteroide tienen la misma
densidad (3000 kg/m?) y vamos a calcular la rapidez con la cual el radio del asteroide
crece debido a la acrecién de polvo.

3. Usando los resultados anteriores, vamos a calcular el tiempo que le tomaria al asteroide
duplicar su radio.
Respuestas

1. Aplicando la tercera ley de Kepler se tiene que el periodo T, en anos, viene dado por
T? = a3, donde a es el semieje mayor de la elipse, en UA. Si a = 40 UA, entonces
T = 25298 anos = 7,97 x 10° s. Por otro lado, la velocidad tangencial (v) en un
movimiento circular esta dada por

v o= = (4.15)

Por lo tanto,

v = 4,69 km/s.

2. Para calcular la rapidez con la cual aumenta el radio del asteroide consideremos el caso
en el que la densidad del asteroide, p., es constante respecto del tiempo, pero no asi su
masa, M, ni su radio, R. La densidad estd dada por

P = — (4.16)

donde V es el volumen del asteroide. Derivando respecto del tiempo tenemos que

dp. G 3M_dR _

dt %7{' R3 B %77R4E
ya que la densidad es constante a través del tiempo. Por lo tanto,

dM 3M dR
- - = 4.1
dt R dt (4.17)
Por otro lado, debido a la acrecién de polvo en el asteroide (donde p es la densidad de la
nube de polvo), éste aumenta de radio. La cantidad de masa que se acreta en el asteroide
por unidad de tiempo es

aM
dt
donde, Ay eq €s la superficie del asteroide y v es la velodicidad tangencial. Igualando la

ecuacién (4.17) con la ecuacién (4.18) y recordando, de la ecuacién (4.16), que la masa
del asteroide es

= pAweav = pAnR%v, (4.18)

4
M = Px §7TR3
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y tenemos que

3p«3TR3 dR

ATR?*0 = .
pm Iy R di

Por lo tanto, la rapidez con la que crece el radio del asteroide es

dR p
— = —u. 4.19
dt P v (4.19)

En la ecuacién anterior el cociente p/p, determina la rapidez con la que crece el aster-
oide. Entonces debemos conocer p en funcion de la densidad de un grano de polvo, que es
igual a la densidad del asteroide.

Debido a que la nube de polvo consiste en granos cuyo didmetro es ¢ = 1075 m y que
hay 10° granos por metro ctibido, entonces la densidad de la nube de polvo, p, es

p = 37 (6/2 oy, (4.20)

donde p, es la densidad de un grano de polvo. Sustituyendo la ecuacién (4.20) en la
ecuacién (4.19) tenemos que

dR

a4 3Pp
il 37r(¢/2) npv.

*

Como la densidad del asteroide (p,) es igual a la densidad del grano de polvo (p;) se
obtiene que

dR 4 3
Sustituyendo los valores de ¢ (107% m) y v (4,69 km/s) obtenemos la rapidez con la
que crece el asteroide; la cual es

dR
= = 2,45 x 1071 km/s.
. A partir de la diferencial % podemos expresar el radio como funcién del tiempo. Para

calcular el tiempo que le toma al asteroide duplicar su radio, tenemos que integrar desde
R, hasta 2R,

2R 4 t
/ dR = —7md>nyu / dt. (4.21)
0 24 0
El tiempo que le tomard al asteroide duplicar su radio inicial R, = 0,5 km es
po— O oy 102s = 6,3 x 10* afios.

TP npv
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Comentarios

Mediante la ley de Kepler obtenemos la velocidad tangencial en la érbita del asteroide. Ademés,
se encuentra la ecuacion diferencial con la cual se describe la variacién de la densidad. Para
resolver dicha escuacién utilizamos el método de separacion de variables y los valores obtenidos
se sustituyen en la ecuaciéon de densidad.

Con las condiciones iniciales resolvemos la ecuacién diferencial para poderla integrar, esta
integral de segundo orden por ende es de variables separables, con esto podemos calcular

la variacién de algunos parametros fisicos del asteroide.

4.3. Integrales miultiples en Coordenadas Cartesianas

4.3.1. Volumen de un prisma rectangular

Supongamos que tenemos un prisma rectangular cuyos lados tienen longitud x, y y z. En-
cuentra la masa de dicho prisma si:
a) La densidad es constante (pg) a lo largo de todo el prisma rectangular y todos los lados son
iguales y de longitud a.

b) El prisma es un cubo de lados iguales a a y la densidad estd dada por

P = PoxTYZ. (4.22)

Respuestas
a) Si la densidad es py dentro de todo el prisma rectangular, entonces el volumen se puede
expresar mediante la siguiente integral triple

M = / / /v podV (4.23)

como pg no es funcién de x,y, z, puede salir de la integral y dV = dzdydz,

M:po/ dz/ dy/ dx

a

M =pol2li_y W= [*l3=0

y evaluando en 0 y a tenemos que

cuya solucién es

M = p0a3

b) En el caso en que la densidad estd dada por la Ecuacién 4.22 la masa, M, esta dada por la

v

sustituyendo la densidad tenemos que

M:///pgxyzdxdydz

como pg v a no dependen de x,y, z, entonces pueden salir de la integral

M = pg///xyzdxdydz
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y, como podemos expresar la funcidén xyz como la multiplicacién de tres diferentes funciones
independientes, entonces la integral triple para calcular la masa, M, resulta

4.4. Integrales miltiples en Coordenadas Cilindricas

4.4.1. Calculo del volumen y la masa en coordenadas cilindricas

Encuentra la masa del sélido limitado por z = 0, el paraboloide z = 22 + 32 + 1 y el cilin-
dro de 22 + 3% = 1, donde la densidad es igual a p = 1 + 2. El elemento de volumen dV en
coordenadas polares cilindricas se muestra en la Figura 4.3 y estd dado por dV = R dR d¢ dz.

Un elemento de volumen dV, igual al definido anteriormente, se puede generar en otro dngulo
¢ cualquiera y seria igual si se mantiene R, debido a que se definié en coordenadas cilindricas.
Incluso, si se cambiara la posicién z, el diferencial serfa igual, solo que en ese caso dV estaria
a otra altura. Esto permite integrar dicho diferencial en torno al eje z generando un cilindro.
Los extremos del cilindro se pueden definir con base en los valores minimo y maximo de z que
se definan en la integral. Es decir, la altura del cilindro se puede definir con base en los valores
de z. El didmetro del cilindro se define con base en el limite de la coordenada R. El elemento
de volumen dV, definido en coordenadas cilindricas en este ejercicio, se puede comparar con el
definido en coordenadas esféricas (Ejercicio 4.5.1). En ese caso, el elemento de volumen se puede
rotar un angulo ¢ y también un angulo theta en torno al origen del sistema de coordenadas. Es
decir, en ese caso, dV se define con coordenadas que a su posicién le dan simetria esférica.

La regién de integracién para V se muestra en la Figura 4.4. Entonces la masa M estd dada
por
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z drR
G

4../dz

Rdg

X

Figura 4.3: Representacién de un elemento de volumen en coordenadas cilindricas. Dicho elemento
se define a partir de un diferencial del angulo ¢, un diferencial de longitud en la direccién z y un
diferencial en la direccién radial, R. El elemento de volumen tendria la misma forma si cambiamos el
angulo ¢, en el que estd ubicado el elemento de volumen. Es decir, dV se puede cambiar de posicién
en torno al eje z. Asi, al integrar el elemento de volumen dV en torno al eje z y a un valor fijo z1, se
generard circulo paralelo al plano XY. Si se integra el elemento dV para otra altura z;, se generara otro
circulo que serd paralelo al anterior. Es decir, los circulos que se generan para z fijos estardn orientados
horizontalmente y quedara un circulo encima de otro. Esto le da una geometria cilindrica al volumen que
se puede generar con dicho elemento de volumen (a diferencia del elemento de volumen en coordenadas
esféricas definido en el Ejercicio 4.5.1).

M:

<—

pdV = /(1 + 2) RARd¢dz
v
2
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~

=X+ y+ =R +1

L

AR

J

™,

i by ok ph
" x+y=R=1

Figura 4.4: Representacién de la regién de integracion del elemento de volumen definido en la Figura 4.3.
El valor hasta el que se va integrar la variable z se define en funcién de x y y (ver el enunciado), que
también se puede expresar en funciéon de R. Esta es una funcién que, en este caso particular, define "la
tapa superior de una botella cilindrica-de una forma parabdlica.

4.5. Integrales miltiples en Coordenadas Polares y Esféricas

4.5.1. Calculo del volumen de una esfera

Vamos a calcular el volumen de una esfera de radio a usando coordenadas polares esféricas.
El elemento del volumen dV en coordenadas polares se representa en la Figura (4.5) y estd dado
por

dV = rsinfdprdddr = r*sin6 drdf de

/_ 0~ _;::T_’:‘_"_-: == rsinﬂld(t

Figura 4.5: Elemento de volumen en coordenadas esféricas. Se puede comparar con el elemento de
volumen en coordenadas cilindricas (Ejercicio 4.4.1).

Por lo tanto para calcular el volumen de la esfera tenemos la integral triple
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v [ [ [av

y, como la funcién que describe dV se puede separar en tres funciones independientes tenemos

tres integrales
a ™ 2m
V—/ r2dr/ sinede/ dé
0 0 0

la solucién de las integrales conduce a

- [5] e
3

S (2)(2m)

entonces, el volumen de la esfera de radio a es

V=—a (4.24)

4.5.2. Variacion de la masa de la Tierra por la caida de meteoritos

Aqui se esxpresa la variacién de una variable Fisica mediante una ecuacién diferencial, en
este caso dicha variable cambia de manera continua. Trataremos una situacién hipotética en la
que la masa de la Tierra aumenta continuamente ademas se muestra como se usa una integral
para calcular el valor de una variable en coordenadas esféricas. Varios parametros fisicos, tales
como el radio, el volumen, la fuerza de gravedad, y otros, dependen de la masa. Entonces, el
aumento en la masa conduce a la variacion de estos parametros. Un pequeno aumento de la
masa se puede considerar como un diferencial. Si se trata de un aumento de la masa a lo largo
de un tiempo dado, entonces se puede ver como la integral del diferencial de la masa a lo largo
de dicho tiempo. En ese caso, la variacién de algin pardametro que depende de la masa, que
en el inciso a es el radio, se expresa como funcién de la variacién de la masa. Es decir, vamos
a calcular la variacién del radio como funcién de la variacion de la masa. Dicha variacion se
expresa como un diferencial de radio como funcién de un diferencial de masa. Sin embargo,
como se quiere conocer la variacién del radio a lo largo de un tiempo dado, entonces se tiene
que integrar la variacion de la masa a lo largo de dicho tiempo y, usando la funcién que describe
el aumento del radio (como funcién de la masa), se puede calcular el aumento del radio para
dicho intervalo de tiempo. En este ejercicio también se muestra como se usa una integral para
calcular el valor de una variable en coordenadas esféricas.

Supongamos que caen meteoritos uniformemente distribuidos sobre toda la superficie de
la Tierra, sumando un promedio anual de 2,2 x 10% kg, que los meteoritos tienen la misma
densidad que la Tierra y que caen en forma radial (formando un dngulo de 90 grados con la
superficie de la Tierra), vamos a calcular:

a) El aumento en el radio de la Tierra. b) El nuevo periodo de rotacién que tendria la Tierra
después de 5 anos. c¢) El nuevo periodo de traslacién de la Tierra después de 3 anos.
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Respuestas

a) Se parte de la densidad volumétrica, p

CAPITULO 4. INTEGRALES

m/V, pero como la masa y el

volumen varia con el tiempo, debido al bombardeo de los meteoritos, por lo tanto tendremos:

p
pdV

dm/dV

dm

Se integra ambos lados de la ecuacion, ademés se considera a p como constante.

[ im
[ im

/pdV
p/dV

Calcularemos la integral de volumen en coordenas esféricas.

MTieT‘Ta+magregada RTzerTa“Fr'an 27
/ dm = / / / 72 sin 0dOdpdr
MTierra RTzerra
RT’LE’I‘T(ZJ’_T’LTLC
M- ierratMagregada
(m) e Maaresnde - — < ; r2dr> < /0 d¢> ( /0 sin 0d9>
Tierra
r RrierratTine
MT@'erra + Magregada — MTierra = p <3) (Qb)gw (* COoS ‘9)8
RTze'rra
Magregada = g ((RTzerra + Tznc) - (RTierra)3> (277 - 0) (_ COS T + cos 0)
Magregada = g ((RTzerra + Tznc) - (RTierra)S) (277) (2)
4
magregada = ?p (RTierra + Tinc)g - (RTierra)3>

Se despeja 7ine que es el incremento que tuvo la Tierra después de ser bombardiada por un

ano.

3magregada

4p
(RTierra + Tinc)g

(RTierra + Tinc)g -

3magregada

(RTierra ) 3

4[) + (RTierra)S

Rrierra + Tine

3ma regada
\3/ greg +

) 3
4p (RTzerra)

Tinc

Sabemos que la densidad de la Tierra, p, es 5520 kg/m3

3ma regada
:\3/ greg +

(RTierra ) - RTierra

4p

, el radio de la Tierra, Rpjerra, €S,

aproximadamente, 6371 Km y el promedio anual de meteoritos, mugregada; €5 de 2,2 X 108 kg
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. Sustituyendo valores

L[3(2,2 x 108)
me = f 222 F ) 4 63713 — 6371
fine \/ 15520) T

Fine = 2,46 x 107% km
= 0,246 m

Tinc

b) Como los meteoritos han caido en forma radial sobre la superficie de la Tierra, entonces
no producen un cambio neto en el momento angular de la Tierra. Por conservaciéon del momento
angular tenermos que

Li = Ly (4.25)

El momento angular, L, se define como el producto del momento de inercia, I, y la velocidad
angular, w. El momento angular inicial, L;, corresponde al momento de incercia y a la velocidad
angular iniciales mientras que el momento angular final, Ly, al momento de inercia y a la
velocidad angular finales,

Li = Iiwi = Ifwf = Lf (4.26)

Para calcular el momento de inercia de la Tierra, que es un cuerpo sélido con densidad
constante, p, usamos la expresién general para el momento de inercia:

I = / r2dm, (4.27)

donde dm es un diferencial de masa. Considerando que p es constante y como p = {7, entonces

dm = pdV. (4.28)

El elemento de volumen dV esta a una distancia rsin € del eje de rotacién. Entonces, susti-
tuyendo la ecuacién (4.28) en la ecuacién (4.27) tenemos que

I= / rpdV (4.29)

donde dV es la variable sobre la que se va a integrar. Entonces, podemos resolver dicha integral
en coordenadas esféricas, sustituyendo dV por (rsenf)? r? senf dé, vamos a tener una
integral triple.

R T 2
I = / dr/ d9/ dop (rsin0)* r2sin 0,
0 0 0
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el argumento que estd dentro de la integral se puede separar de la siguiente manera

R 0 o
I = / dr/ d (cos @) dppr* (1 — cosh)
0 T 0

5 39\ 0
1 = p27rR— cosf — 0
5 3

s

2mpR° 4
5 3

I =

entonces, el momento de inercia es

2
I = 5MRQ, (4.30)
con M = %WR?’/). Sustituyendo la ecuacion (4.30) en la ecuacién (4.26) tenemos que
2 2
gMinwi = ngRffwf
M;Rjw; = MjyRjwy
3 2
i = —
si w T

donde T es el periodo de rotacién de la Tierra, sustituyendo resulta

2T 2
M;R?>— = MiR3>=—
3 7,]‘% f fo
M2 MR}
T; Ty

por lo que el periodo de rotacién cuando se tiene una masa final M; es

My R?‘ T;
Ty = vz RZ-Z (4.31)
donde M/ es la cantidad de masa depositada por los meteoritos después de un tiempo dado.
Por otro lado, a partir de los datos dados en el enunciado, tenemos que la masa de meteoritos
que cae durante 5 anos es My =5 X 2,2 X 108 k¢ = 11 x 10% kg. La masa de la Tierra
es M = 597 x 10** kgy T; = 24 hrs. Asi que, de la ecuacién (4.31), resulta que el nuevo
periodo orbital debe ser

8 2
(11 x 10° kg) (24 hrs) R}

T =
f (5,97 x 10%* kg) R?

RQ
Ty = 44221 x 10795 prs
R;
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Como el radio final es casi igual al inicial, entonces

Ty ~ 44221 x 107 hrs

Es decir, el periodo final es mayor al inicial en una cantidad despreciable.

c) Debido a que no hay fuerzas externas que afecten el movimiento, tenemos que, por
conservacién de momento angular, ecuacién (4.26), L = Iw = constante. En este caso
podemos tomar al sistema Tierra-Sol como dos cuerpos puntuales donde la Tierra, cuya masa
es M, estd a una distancia r del Sol. La masa final de la Tierra es My, asi que

- My R} T;
= "M R?

donde T es el viejo periodo traslacional, My es el incremento de masa después de 3 anos
(My=3x22x 108kg = 6,6 x 108kg) y M = 597 x 10?* kg, es la masa de la Tierra.
Entonces, el nuevo perfodo de traslacién, T, es

8 2
— (6,6 x 10° kg) (24 hrs) R}
f (597 x 1024 kg) R2

R2
T; = 2,6533 x 10*15]__7]2” hrs

()

De manera aproximada tenemos que

Ty ~ 26533 x 107  hrs

Es decir, el incremento en el periodo de traslaciéon también es despreciable.

Comentarios

La Tierra esta en crecimiento constante, debido la caida de meteoritos, por lo cual su periodo
de rotacion varia. Por la forma en que dichos meteoritos arriban no existe un cambio en el
momento angular de la Tierra, por lo que se pueden igualar su momento angular inicial y final
(ley de concervaciéon del momento angular), donde el momento angular se relaciona con el
momento de inercia y velocidad angular.

Para calcular el momento de inercia de la Tierra usamos la ecuacién del momento de inercia en
forma integral, donde dm es igual a la ecuacién de densidad; despues se sustituye y se genera
una integral de volumen. Para facilitar los cdlculos, la Tierra es considerada una esfera asi que
se efectiia un cambio de coordenadas para tener una integral triple.

Sustituimos el resultado del momento de incercia en la ecuacion de la ley de conservacion del
momento angular, con lo cual se obtiene una ecuacién de la que pueda despejarse el periodo de
rotacién final. Al final, se sustituyen los valores y se considera el radio del meteoro despreciable
con respecto a la Tierra.
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4.5.3. Parametros fisicos de una estrella

En una estrella, la variaciéon de su densidad con la distancia a su centro es aproximadamente
una ley de potencias, p(r) = 1,41 x 10755 kg/m?3. Si una estrella tiene un radio de 10° m y
una luminosidad de 2 x 10%° W (donde la W denota watts, 1 W = J/s), vamos a calcular:

1. La masa de la estrella.
2. Su energia potencial.

3. La energia térmica.

W

. El tiempo que le tomaria a la estrella colapsarse a un punto debido a su gravedad.

Respuestas

1. Para el calculo de la masa de la estrella partimos de la expresion de la diferencia de masa
como funcién de la densidad:

dM = pdV. (4.32)

Integrando sobre el volumen tenemos que la masa es

M = / 1,41 x 107152 5in Odrdfde (4.33)

R

M = 141 x 1016/ rO’BdT/sinﬁdé?dqb
0 Q
1,5

M = 141 x 1016%4w

M = 3,76 x 10'%7RY [kg].

Por lo tanto, la masa de la estrella es

M = 3,73 x 10*° kg = 1,88M,

2. Para calcular la energia potencial de la estrella, recordemos que la energia potencial de
un cuerpo esféricamente simétrico y sélido es

3GM?

U = —
5 R

(4.34)

Sustituyendo en la ecuacién anterior, resulta que la energia potencial de la estrella es

10-8¢m3 /52 1033 )2
U o— ~3(6,67 x 10"°em?/gs?) x (3,73 x 10%g) — 556 x 10% erg.
5 10t em

3. Para calcular la energia térmica recordemos que, apartir del Teorema del Virial, la energia
cinética, K, es igual a un medio de la energia potencia, U,

1
K = U (4.35)
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Trivialmente se tiene que la energia cinética, en este caso energia térmica, es

1
K = _§U, (4.36)
13 GM?
= - 4.
5E R (4.37)

y entonces,

K = 2,78 x 10% erg.

4. El tiempo de caida libre lo calculamos usando la expresiéon de la distancia recorrida por
un cuerpo en un movimiento rectilineo con aceleracién constante:

1
d = Ut+§at2, (4.38)

donde, d es la distancia, v es la velocidad, a es la aceleracién y t es el tiempo. Para
calcular el tiempo, ¢, de caida libre de un cuerpo que incialmente estd en reposo (v = 0)
y cae con aceleracén constante, a, se concluye que el tiempo de caida, hasta recorrer una
distancia. d, es

2d
t o= /=,
a
donded = Rya = %‘f. La relacion anterior la podemos escribir como

. [2R3
B GM’

Por lo tanto, el tiempo de caida libre, ¢, es

11 3
t = ¢ 2 x (10%em) — 2835295 — 47.25 min.

(6,67 x 10=8cm3/gs?) x (3,73 x 1033g)

Comentarios

se supone que la estrella es de forma esférica).

G, M,y R en las ecuaciones 4.34 y 4.36, respectivamente.

y se obtiene el tiempo.

Para el calculo de la masa de la estrella partimos de una ecuaciéon diferencial homogénea
de primer orden (Ecuacién 4.32), resolviéndola por medio de variables separables, la integral
de volumen se resolvié cambiando de coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas (ya que

Para encontrar la energia potencial y térmica de la estrella solo se sutituyeron los valores de

Para calcular el tiempo de caida libre se utilizo la ecuacion 4.38, después se despeja a t cuando
el cuerpo se encuentra en reposo (por lo tanto la velocidad es igual a cero), se sutituyen valores
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Figura 4.6: Curva C representando de manera general una trayectoria usada para realizar una inte-
gracién en un campo vectorial en el cual, para cada punto de la curva C, se tiene un vector r = (z, y, 2).

4.6. Integrales de linea

4.6.1. Calculo del trabajo realizado por una fuerza

Hallar el trabajo realizado por F =k z y i, conk = cte, sobre una particula que se mueve
a lo largo de la curva C que consiste en lineas rectas, que se unen en los puntos siguientes (en
orden): (0,0), (a,0), (2a,a), (2a,2a), (a,2a). Etiquetamos los puntos como se indica en la Figura
4.7. Entonces podemos calcular el trabajo realizado, W, usando el Teorema de Stokes [6, pag.
420], el cual es

para la trayectoria del punto A al punto B, la funcién a lo largo de la cual se integra es y = 0.
Entonces, para ese trayecto el trabajo resulta

k /mydm =0 (4.39)
AB
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Figura 4.7: Trayectoria en un sistema de coordenadas en el que el eje x representa la posicién de una
particula y el eje y la fuerza aplicada a la misma. A este tipo de sistemas de coordenadas se les conoce
como diagramas para calcular el trabajo realizado. En este caso, el trabajo se realiza sobre una particula.
Los puntos A, B, C, D y E en el diagrama muestran las posiciones en las que cambia la trayectoria de

la particula. Para calcular el trabajo se usa una integral de linea.

De manera similar calculamos el trabajo para el tramo BC, resutando

2a

y=r—a = k/xydm:k/a:(x—a)dngka3.

BC a

Para la trayectoria de C a D el trabajo es

xr=2a = dr=0 k/:cydsz,
CD

y en el tramo DFE es

Yy =2a — k/xydx:k/a:.2adx: —3a’k.
DE 2a

Asi que el trabajo total W, para toda la trayectoria de la Figura 4.7 resulta ser

1
W :%ka3—3a3k :—g’

ka>.

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)
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1. Escribe la ecuacion paramétrica de la superficie de la curva S de un hemisferio descrito
en coordenadas polares (r, 6, ¢) por

r = 1, 0 <6 < w/2 0 < ¢ < 2m.

Usa esto para mostrar que el vector de area dS esta dado por

dS = rsinfdfde,

donde

r = sinfcos (bi + sin 6 sin ¢j + cos Ok.

2. Dado el campo vectorial a = yi + xj + wyR, muestra por integracion directa que

[ [a-as = o

Evalia primero la integral con respecto de ¢.
3. Muestra que el vector de campo vectorial b = zzi+y(— < +22/2)j satisface Vxb = a,
ademds usa el teorema de Stokes para confirmar el resultado del inciso (2).
4.6.2. Calculo del campo magnético generado por una corriente eléctrica

Cuando una corriente I fluye por un alambre delgado un campo magnético B es inducido,
dado por la Ley de Biot-Savart

dr xR
B, = I/ TR (4.44)
C
donde r, R se muestran en la Figura 4.8 y R = |R|. Vamos a calcular el campo magnético
debido a una corriente que fluye en un alambre recto infinito.
A partir de la Figura 4.9 tenemos que dr = dxi y R = —zi + aj, entonces

i j k )
drx R=|dr 0 0 |=adzk.
a O

—T

Como R = |R| = (2% + a?)'/? y el campo magnético estd dado por la Ecuacién 4.44 resulta

T adrk
B, — I/Hg,
(2% +a?)?
1 o0
- kal|5——|
@ (22 4+a?)2 | _
2171
= — k.

a
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Figura 4.8: Curva que representa una linea de conduccién (como un alambre conductor) por la que
circula una corriente eléctrica I. Dicha corriente genera un campo magnético. Para calcular dicho campo,
se usa una integral de linea.

Este es un campo constante en la direccién z. Por lo tanto, si tomaramos el eje = perpendicular
a la pagina con la corriente fluyendo hacia fuera de la pagina, entonces, las lineas del campo
magnético serian circulos en el plano yz.

4.7. Aplicaciones del Teorema de Green

4.7.1. Uso del teorema de Green para calcular una integral de linea cerrada

Usa el teorema de Green para evaluar la siguiente integral fC V1 + 23dx + 2xydy
donde C es el tridangulo con vertices (0,0), (1,0) y (1, 3) orientados en sentido de las manecillas
del reloj (Figura (4.11).

Solucién

De la Figura (4.11 podemos ver que la curva C puede verse como tres segmentos de linea que
pueden ser parametrizados facilmente. Sin embargo, no es facil hacer directamente la integral
de linea. En particular porque el término /1 + ¢3dt no se puede integrar.

Por el teorema de Green la integral de linea se transforma en una integral doble sobre la
region D encerrada por el tridngulo, donde las funciones son

P =1+ a3, Q = 2xy

Calculamos las derivadas parciales de ambas funciones

0Q _ ., or
Ox

y usando el teorema de Green nuestra integral de linea resulta

[ravas — [ [ (22-2)
= //DZydA
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(0,2,0)

Figura 4.9: Diagrama para visualizar el elemento de alambre dr, ubicado en (x,0,0) por el que circula
una corriente I y que genera un campo magnético en torno a él, el cual se calcula para el punto (0,a,0).

Para parametrizar la regién D, podemos establecer los limites en la integral doble considerando
que atraviesa toda la regiéon D. De tal manera que x varie desde 0 hasta 1. Para cada x, y varie
de 0 hasta donde se une con el lado inclinado del tridngulo (hipotenusa).

El lado inclinado (hipotenusa) estd determinado por la ecuacién y = 3x. De esta forma se
puede calcular desde que esta recta pasa por (0,0) y hasta (1,3). Podemos decir que la altura
maxima gy se observa sobre x y es igual a 3x.

Por lo tanto, podemos elegir los limites de la integral de la siguiente manera

1 3x
/ / 2ydydx
0 JO

Como dx esta afuera de la integral de dy, entonces primero evaluamos la integral en y que esta
en funcion de x y despues evaluamos la integral en dzx.

1 3z 1
// 2udydr = /y|8“’da¢
0 JO 0
1
= / (92° — 0)
0

1
= (3333)0
= 3.

Entonces, la solucién es

/ V1+x3dx + 2zydy = 3.
C
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Figura 4.10: El campo magnético que resulta del conductor lineal infinito es 2I/a.

4.7.2. Calculo del area de una elipse con el Teorema de Green

Tenemos la expresion de una elipse

vamos a calcular el drea de dicha elipse usando la férmula dada por el Teorema de Green

A = 1/(:z:dy—yd:6).
2 Jeo

Para la elipse tenemos que la curva C estd dada por:

() = #ity;
r(t) = acos(t)i+ bsin(t)j

49

para 0 < t < 2. Entonces la superficie de la elipse se puede calcular, por el Teorema de

Green, de la siguiente manera,
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Figura 4.11: Tridngulo con vértices (0,0), (1,0) y (1, 3), el cual delimita la regién D sobre la que se va
a calcular la integral de linea usando el Teorema de Green.

A = . /C(ﬂfdy — ydx),
/0-27" (x(t)fg — y(t)ccl;) dt,
o
/
/027r [(absin®(t)) + (abcos?(t))] dt,

1 27
= = / abdt,
2 Jo

= mab.

2
1
2
% (acos(t)bcos(t) — bsin(t) (—asin(t))) dt,
1
2

recapitulando escribimos la expresion, que resulta muy sencilla, para el area de la elipse

A = abr.

4.7.3. Uso del teorema de Green para evaluar una integral sobre una linea
no-cerrada

La integral

/C(l + zy?)dx — 2?ydy (4.45)

se puede escribir como

/ Pdz — Qdy (4.46)
C
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donde P =1+ zy? y Q = 2%y. Entonces la integral sobre la siguiente linea no-cerrada,

/C (1 +zy?) do — 2*ydy (4.47)

se puede calcular si se completa una linea cerrada y se aplica el Teorema de Green ( [6, pag.
408]), donde C es la pardbola y = 2 desde (—1,1) hasta (1,1).

Solucién

Esta integral de linea puede resolverse directamente por parametrizaciéon de C como ((¢,t2))
donde —1 < t < 1. Sin embargo, usaremos el teorema de Green para ilustrar el método
realizado en algunos problemas. C' es no-cerrada. Sin embargo, usaremos el teorema de Green
para ilustrar como se aplica en estos casos. Para usar el teorema de Green, necesitamos una
curva cerrada, por lo cual utilizaremos el segmento de una linea horizontal C’que va desde (1,1)
hasta (-1,1) para cerrar la curva C (Figura 4.12)

Figura 4.12: Curva abierta C para la cual se quiere calcular la longitud. Debido a que, para usar el
teorema de Green, se requiere de una curva cerrada, entonces se usa una linea horizontal C’ que va desde
(1,1) hasta (-1,1) para generar una curva cerrada C U C/ la cual limita a la regién D.

Para calcular la integral de linea tenemos las siguientes dos funciones

P = 142 Q = -z
calculamos las derivadas parciales de ambas funciones

oP oP )

-~ - _9 - = -

Aplicando el teorema de Green para la region D tenemos que

/ (1 + xy2) de — 22ydy = // (—2zy — 2zy) dA
cuc’ D

= // —4zydA
D
1 p1
= / / —4xydydz
1)
1

= / (225 — 22)dz = 0.
-1
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Calculamos la integral sobre la recta C’ que une los puntos (1,1) con (1, —1), la parametrizacién
de esta curva es: z(t) = —t, y(t) = 1 para t [ —1,1.
-1
/ (14 2y?®) do — 2ydy = / (1 —t) (—dt)
/ 1
-1
_ / (t—1) (dt) = —2.
1

Para determinar el valor de la integral sobre la curva C, restamos el valor de la integral
sobre la curva C” al valor de la integral sobre la regiéon D, es decir,

/ (1 + xy2) de —zydy = 0—(-2)=2.
C

4.8. Teorema de Stokes

4.8.1. Calculo de una integral de linea con el Teorema de Stokes

Sea C' la curva cerrada mostrada en la Figura 4.13. Para F (z,y, z) = (y, 2z, ) se va a calcular
la siguiente integral

/C F . ds, (4.48)

usando el teorema de Stokes ( [6, pag. 21]).

Figura 4.13: Trayectoria cerrada para calcular la integral de la superficie encerrada por dicha trayectoria.

Solucién
Como tenemos una integral de linea y el objetivo es usar el teorema de Stokes, entonces vamos
a calcular la siguient integral de superficie

// curlF - dS, (4.49)
S

donde S es una superficie con borde C. Tenemos la libertad de elegir cualquier superficie S,
siempre y cuando nos orientamos para que C sea un limite de orientacién positiva. En este caso,
la eleccién mas simple para S es clara. Sea S un cuarto del disco en el plano yz. Teniendo en
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cuenta la orientacién de la curva C, tenemos que elegir la superficie normal del vector n para
senalar en qué direccion apunta. De acuerdo a la regla de la mano derecha, el vector normal
debe apuntar hacia el lado negativo del eje . Podemos calcular la curvatura de F usando la
notacién vectorial

curl(F) = VxF=VX(y,z,1)

i j k
- |8 9 9
- oxr Oy 0z
Yy oz

a continuacién se parametriza la superficie correspondiente a un cuarto del disco (mostrado por
un segmento de circulo de la Figura 4.13)

®(r,0) = (0,7 cosb,rsinb), (4.50)

para0<r<1ly0<6< g Calculamos el vector normal n

03]
%r = (0,cosf,sinf),
0P .
0 = (0, —rsinf,rcosb),
0 & . ) i
EX% = 1(rcos 0 + rsin 9),

= 1ir.

El vector normal apunta en la direccién z positiva. Sin embargo, deberia apuntar en la
direccion x negativa. Para orientar la superficie adecuadamente, hay que utilizar en su lugar el
vector normal

o 00 5
— X — = —ri. 4.51
or 00 " ( )

De esta manera, podemos ver que la integral ffs curlF-dS debe ser positiva. El campo del
vector curlF = (—1,—1,—1) y el vector normal (—r,0,0) apuntan en una direccién similar.
Ahora, podemos calcular la integral, de la siguiente manera
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| Fas
c

curlF - dS,

—

1

S—
\..wh\

curlF(®(r,0)) - (%? (r,0) x ;I;(T, 9)) ;

O\m\:\ o

(=1,—-1,—1) - (—1r,0,0)d6dr,

/rd@dr = -
0

Ejercicios para resolver

o\'_ o

4.9.

4.9.1. Longitud de una curva que esta dada mediante una funcién

Ecuentra la longitud de la curva de la Figura 4.14

T
T asin3t, Y acos3t, 0 <t<L 5
}" F
(0,a)f= t=0
.C )
4 t=m/2
(0,a) X

Figura 4.14: Representacién de la curva C, sobre ella se muestran los puntos t = 0y t = 7/2 que
corresponden a los extremos del segmento para el cual se va a medir la longitud de C

cuando

oy @

4.9.2. Masa encerrada en un volumen dado por sus valores extremos

2

Calcula la masa total de un cuerpo cual ocupa la region x > 0, y > 0,z > 0 de la esfera
2 2
r =

= 22 + y?> +22 < 1,y tiene una densidad de masa p(r)

23z,
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4.9.3. Trabajo realizado a lo largo de trayectorias definidas por varias fun-

ciones

Encuentra el trabajo hecho por la fuerza F = (2,92, 2%) sobre una particula de masa m,
cuando esta se mueve a lo largo de cada uno de las siguientes trayectorias:

1. Linea recta de (0,0,0) hasta (10,10,10),

2. Lacurvaz = t,y = 2t, 2 = t> desdet = 0 hastat = 3.
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Capitulo 5

ECUACIONES DIFERENCIALES

A continuacién se presentan ejemplos del uso de ecuaciones diferenciales. En el Capitu-
lo de Integrales, (Capitulo 4) se incluyen ejemplos (5.2.1, 4.2.3) en los que también se usan
ecuaciones diferenciales.

5.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

5.1.1. Ecuaciéon de transporte radiativo

Cuando una onda electromagnética de frecuencia v o radiacién electromagnética (que serfa luz
en el caso frecuencias del visible) incide en un medio que la absorbe, la intensidad de radiacién
(I) decae proporcionalmente a su recorrido dentro de dicho medio (Figura 5.1). Entre mayor
sea la distancia que recorre dentro del medio, mayor va a ser el decaimiento.

)

Figura 5.1: Representacion de la radiacién (luz) que pasa a través de un medio. En general, la intensidad
de la radiacién que llega al medio (lado izquierdo) es diferente a la que sale de él (lado derecho). Sin
embargo, algunos medios pueden ser completamente transparentes a alguna frecuencia dada. En esos
casos, la intensidad que sale seria igual a la que incide.

o7
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Debido a lo anterior, la intensidad de radiacién, al cruzar un medio absorbente, se puede
expresar como una ecuacion diferencial a la que se le conoce como Ecuacién de Transporte
Radiativo o de Transferencia de Radiacién. Vamos a ver primero el caso en el que, a la frecuencia
v, el medio solo absorbe y no emite. En ese caso, la ecuacion diferencial que describe la
intensidad de radiacién se puede expresar en términos del coeficiente de absorcién (k,) del
medio, de la siguiente manera:

% =—k,1I,. (5.1)

Se define la profundidad éptica, de un objeto o sistema de un material dado, como una
variable que determina cuanta radiacién va a absorber si la frecuencia de dicha radiacion es v.
Si la radiacion cruza el sistema recorriendo una distancia L dentro de dicho sistema, entonces
la profundidad 6ptica depende de dicha distancia.

L
Tl,:/ k,d¢. (5.2)

Ahora, si tenemos un medio que, a la frecuencia v emite, con un coeficiente de emisién j,.
Entonces en la ecuacién diferencial que describe la intensidad de radiacién dentro de dicho
medio también tenemos que considerar la emisién que se tenga a medida que la radiacién
incidente recorra el medio. En ese caso, la ecuacién diferencial es

dI,

e 5.3
o +J (5.3)

La cual también se puede escribir de la siguiente manera

arl, Jv
dry, + k, (5-4)

Definimos la funcién fuente como S, la cual expresa el cociente entre el coeficiente de emision
y el coeficiente de absorcién,

S, =2£ 5.5
=2, (55)
entonces la ecuacién de transporte queda como
dl,
—=-I1,4+5,. (5.6)
dr,

en la Ecuacién 5.6 se considera que el medio también emite a la frecuencia v. Esta es una
ecuacién diferencial lineal de primer orden y su solucion se lleva a cabo en el Ejercicio 77,
dicha solucién conduce a la forma integral de la Ecuacién de Transporte Radiativo, la cual es

L(r)=1Ie ™ +S,(1—e ™), (5.7)

donde Ij es la intensidad de la radiacién incidente a la frecuencia v. Esta ecuacién es muy usada
en Astronomia, Geofisica y Ciencias Espaciales. En el presente texto, la Ecuacion 5.7 se aplica
en el Ejercicio 4.1.1 del Capitulo 4.
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Comentarios

Este problema es de decaimiento, es conveniente compararlo con el Ejercicio 4.1.1 de la
Seccién 4.1, sobre el mismo tema y con el Ejercicio 4.13 sobre la disminucion de la energia
potencial, del Capitulo de Integrales (Capitulo 4). En el presente ejercicio, se describe el trans-
porte radiativo, o transferencia de energia por radiacién, mediante una ecuacién diferencial
que depende de la opacidad y la emisividad del medio por el que se propaga la radiacién de
frecuencia v. Haciendo dlgebra obtenemos una ecuacién diferencial de primer orden no
homogénea para la ecuacion de transporte radiativo y resolviendo dicha ecuacién tenemos la

expresion en forma integral.

5.1.2. Estrella en equilibrio hidrostatico

Vamos a ver cudles son las fuerzas que actian sobre un elemento de volumen cilindrico de
una estrella. El volumen estd a una distancia r del centro de la estrella, su eje estd orientado
radialmente hacia el centro y el cilindro tiene una secciéon dA y un grosor dr. La presién sobre
la superficie superior genera una fuerza que empuja al elemento de volumen hacia afuera de la
estrella. Dicha fuerza es

F P = EdAd’l“.
dr
Por otro lado, sobre el mismo elemento de volumen actiia una fuerza de gravedad dada por el
producto de la masa de dicho elemento y la aceleracion debida a la gravedad, a. La masa del
elemendo de volumen (dM) se puede expresar como

dM = p, dV = p, dA dr,

donde p, es la densidad a la distancia r. Por otro lado, la aceleraciéon debida a la fuerza de
gravedad sobre el elemento de volumen dV es

G dM

= ) 5.8
a 2 (5.8)
Entonces, la fuerza de atraccién gravitacional sobre el elemento de volumen es
GM,
Fy=adM =a —— p, dA dr, (5.9)
r

donde M, es la masa de la estrella que se localiza a distancias menores a r y p, es la densidad
a la distancia r.

Cuando la Presion interna de una estrella (que tiende a expandirla) y la fuerza de gravedad
(que tiende a contraerla) estdn en equilibrio (equilibrio hidrostético) se cumple la siguiente
igualdad

F, =Fy, (5.10)
y entonces se cumple la siguiente ecuaciéon diferencial

dP GM,

ar _ . 11
dr 72 p (5-11)

como
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dM, = 4 r’p, dr, (5.12)
se cumple también que
dP GM,
= — 5.13
dM, 4grd’ ( )

donde el subindice r se refiere a la distancia desde el centro de la estrella a la base del elemento
de volumen.

A partir de esta ecuacion se pueden calcular diversos pardmetros fisicos de una estrella.

Comentarios

Se establece la ecuacion de equilibrio hidrostédtico partiendo de las presiones sobre un elemento
de volumen que, en este caso, es un cilindro. Se obtiene ecuacién diferencial que relaciona
algunos parametros fisicos de la estrella.

5.1.3. Viento Solar y fuerza de gravedad

El Sol estd perdiendo masa continuamente, a una tasa de 10~ My por afio, en lo que se
conoce como viento solar. Esta pérdida de masa es muy pequena y se puede despreciar. Sin
embargo, algunos pardmetros dependen de la masa del Sol. Debido a esto, se puede calcular la
variacion de dichos parametros como funcién de la variaciéon de la masa del Sol.

a) Escribe la ecuacién diferencial que expresa la variacién de la Fuerza de atraccién grav-
itacién del Sol a lo largo de un tiempo 7' sobre un objeto cuya masa es m y que gira en torno
al Sol en una érbita circular a una distancia 7.

b) Supongamos que la tasa de pérdida de masa y la distancia Tierra-Sol han sido las mismas
desde hace 5 x 10? afios hasta la fecha. Vamos a calcular la variacién de la fuerza de atraccién
del Sol sobre la Tierra durante dicho tiempo.

Respuestas
a) La ecuacién que describe la fuerza de gravedad es

. GmM@

r2

F ; (5.14)
donde G es la constante universal para la fuerza de gravedad. El cambio en la fuerza de gravedad
del Sol sobre un objeto de masa m se puede expresar a partir de la derivada de F' respecto del
tiempo. Debido a que ninguna de las variables del lado derecho depende de Mg entonces la
derivacién del lado derecho es simplemente

dFF GmdMg
—_— = 5.15
dt r2 dt ( )
Es decir, tenemos una ecuacién diferencial de la forma
dY dX
— = A— 5.16
dt dt’ (5.16)

donde A es constante respecto de X y de t, F(t) =Y (t) y Mo = X (¢).



5.1. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 61

b) Sustituyendo los valores de la masa de la Tierra y del Sol y la variacién de la masa del
Sol, asf como la distancia entre el Sol y la Tierra (149597870700 m 1,5 x 10'! m) en la Ecuacién
5.15, resulta que la variacién de la fuerza de gravedad sobre la Tierra es

dF 6,67 x 107" Nm2kg=2)(5,97 x 10** kg),. _
- = ( 5 1011)571)2 )(10 51,9 x 10% kg) * 5 x 10%)
dF

— = 168 x 10'® N.
dt

5.1.4. Distancia recorrida por un objeto en caida libre

Cuando un objeto se deja caer desde cierta altura h su velocidad es cero, a medida que
transcurre el tiempo va aumentando su velocidad de tal manera que cuando pasa por el punto
A lleva una velocidad vy y cuando pasa por el punto B lleva una velocidad v, que es mayor a
vp. Supongamos que conocemos el tiempo (t) que le toma en ir del punto A hacia el punto B y
la velocidad con la cual pasa por el punto A.

a) ;Cudl es la velocidad que lleva justo cuando pasa por el punto B?

b) {Cudl es la distancia que ha recorrido en el tiempo ¢?

Respuestas

a) Partiendo de la segunda ley de Newton, el objeto de masa m es atraido a la superficie de la

Tierra con una aceleracién debida a la gravedad de g = 9.8 5. Por otra parte, la aceleracién se

dv

T ast

define como a =

ma = mg
dv
a 7

Integrando de ambos lados es posible hallar la velocidad que lleva justo cuando pasa por el
punto B. Cuando pasa por el punto A el objeto lleva una velocidad vy y es el momento en el
que inicia el tiempo de mediciéon que le toma en ir del punto A hacia el B, por lo tanto ty = 0.
Cuando llega al punto B a transcurrido un tiempo ¢, por lo tanto

v t
/ dv = g / dt
0 to

Vpy = 9t|§0:0

v = v+ gt.

b) Una vez calculada la velocidad, podemos hallar la distancia recorrida del punto A hacia el
punto B integrando la ecuacién de la velocidad. Cuando el objeto pasa por el punto A, que es
el punto donde inicia la medicién de la distancia recorrida, 9 = 0 en un tiempo tg = 0. Por
otra parte, la velocidad se define como v = %, por lo tanto, la distancia recorrida esta dada
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v = Y9+ gt
dy
A t
at vo + g
Y t t
/dy = Uo/dt—l—g/ tdt
Yo to to
L 5
Ylpo=o = vot|fy—o + §9t lfo=0
1 o
Yy = vot+ §gt .

Comentarios
En este problema se muestra como se obtienen las ecuaciones de velocidad y distancia en
caida libre. En el caso de la velociad, se parte de la ecuaciéon diferencial lineal de primer

orden % = g, la cual se puede resolver por variables separables dado que g es una
constante. En el calculo de la distancia se considera que la velocidad v = dr/dt donde r = y
= distancia. La expresion v = dy/dt se sustituye en la ecuacién para la velocidad de un

objeto en caida libre. Esto origina una ecuacion diferencial en la que las variables son y y
t. Dicha ecuacion se resuelve por variables separables, de un lado de la igualdad tenemos
solo la variable y y del otro solo la variable t. Resolviendo las integrales de ambos lados,
obtenemos la expresién de la distancia y recorrida por un objeto en caida libre durante tiempo .

5.1.5. Calculo de la velocidad en caida libre

Sup6n que se tiene la situacién del Ejercicio ?? con la diferencia de que sélo se conoce la
velocidad vg cuando pasa por el punto A y la distancia y recorrida al pasar del punto A al punto
B.;Qué velocidad lleva el objeto justo cuando pasa por el punto B?

Respuesta
Para la solucion partimos de la segunda ley de Newton

ma = mg,

v la aceleracién se puede expresar con la siguiente ecuacion diferencial

dv

—_— = . 5.17

= Y (5.17)
La integracién de la ecuacién diferencial 5.17 se tiene que hacer respecto al tiempo y éste no
se conoce. Se mencioné que solo se conoce la distancia recorrida entre el punto A y B, por
lo tanto, serd necesario integrar respeto de la distancia y. Multiplicando ambos lados de la

ecuacion diferencial 5.17 por 1, expresado como 1 = %, se tiene que el lado izquierdo de

dv

E = g,

se puede expresar como
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dydv  dydv
dydt —  dtdy’
y, recordando que v = % podemos ver que la ecuacién diferencial 5.17 es equivalente a
dv
v— = g,
dy g

ya que g X 1 = g. Pasando dy al lado derecho de la ecuacién anterior tenemos que

vdv = gdy, (5.18)

para conocer la velocidad que tenia el objeto en el punto B tenemos que integrar cada lado de
la ecuacion diferencial 5.18. El lado derecho se integra entre los puntos A y B. Debido a eso, en
el lado izquierdo tendremos las velocidades correspondientes a dichas posiciones. A la velocidad
para el punto A la consideramos como velocidad inicial (vg) y a la velocidad para el punto B
(que es la que queremos conocer) como v

v y
/ vdv = g / dy,
Vo Yo

Lo
30 I = 9Ylye=os
y considerando yg = 0 tenemos que
v? — v% = 2gquv.

por lo cual, tendremos la siguiente expresién para v>

v>=2gy+g. (5.19)

Comentarios

En este problema se utilizé un recurso interesante, al hacer la multiplicacion 1 = % fue posible
cambiar las variables de la ecuacién diferencial, quitando la limitante de no conocer la
variable de tiempo ¢, resultando en una ecuacién diferencial lineal con variables separa-
bles dado que, en este caso, g es una constante. Por lo tanto, la ecuacién se resuelve despejando
los terminos dy y dv e integrando ambos lados de la ecuacion. Al hacer esto encontramos la
férmula de la velocidad en caida libre (Ecuacién 5.19), que se usa en clases de fisica bésica co-
mo v? = 2gh + v%, donde h es la altura. Sin embargo, generalmente no se explica su deduccion
mediante el uso de ecuaciones diferenciales.

5.2. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

5.2.1. Velocidad de escape de Marte

Una nave espacial desea escapar de la superficie de Marte, los tripulantes saben que la fuerza
de atraccién ejercida sobre la nave estd dada por la ecuacién diferencial
d’r M
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donde G es la constante de gravitacién universal, M, la masa de Marte y 7 es la distancia al
centro de masa del planeta y la nave. Para poder abandonar el planeta serd necesario aplicarle
a la nave una velocidad inicial, vg, llamada velocidad de escape, suficiente como para lograr
salir del planeta. Con base en lo anterior,

1. Demuestra que la velocidad de escape que necesita la nave para poder abandonar dicha
superficie estd dada por

donde Rjs es el radio de Marte.

2. Supongamos que los tripulantes s6lo conocen el valor del radio de Marte (Ry; = 3397 km)
y el valor de la aceleracién de la gravedad sobre la superficie (g = 3,71 m/s?). {Es
posible con esta informacién conocer el valor de la velocidad de escape?

Respuestas

1. Antes de resolver la ecuacion diferencial, es necesario conocer las condiciones iniciales
para poder resolver el problema. Cuando ¢t = 0, el objeto tendra una velocidad inicial
de lanzamiento vy y se encontrara a una distancia rg = Rjs, que sera el radio del centro
de Marte a la superficie. Por otra parte, es necesario llevar la ecuacién (5.20) en términos
de v. Entonces debemos considerar que

y o A dvdvdr
dt’ 2 At drdt dr’

Sustituyendo esta ultima expresién en la ecuacion (5.20), se tiene que

d?r M
2 - o=
dt? r2
dr
vdv = —GM—2
r
Integrando de ambos lados,
/Udv = —-GM d—g
Vo To r
v? Ug 1 1
— -0 — oMz =
2 2 (7“ 7“0)
v GM GM v
2 r Ry 2
v GM  (vg GM
2 2 Ry
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De la expresion anterior, la velocidad del cuerpo debe ser enteramente positiva. El
termino GM /r se hace muy pequenio a medida que el cuerpo se aleja de la superficie de
Marte, la tinica contribucién para que la velocidad sea puramente positiva es

ST
2 Ry —
2GM
vy 2 —

Por lo tanto, la velocidad minima con la cual el objeto puede escapar de la superficie
de Marte es

Si la velocidad de lanzamiento es menor que vy, la nave regresard a la superficie de
Marte y dichos astronautas perderdan su oportunidad de abandonar el planeta rojo.

2. En la superficie de Marte, cuando r9 = Ry, la aceleracion de la fuerza de gravedad es
igual a gpy = 3,71 m/s%. De lo anterior, la ecuacién que relaciona la fuerza gravitacional
entre ambos cuerpos esta dada por

M

mgy = G 2m

r

M

amM = Gﬁ

R2
entonces, M = gMGM

Sustituyendo el valor de M en la ecuacién de la velocidad de escape vg, se tiene que

vo = V29mRum
vo = /2(3,71 m/s2)(3397000 m)
vo = 5020,5m/s = 5 km/s.

Comentarios

Para resolver este problema es necesario hacer la deduccién de d?r/dt? ya que con esto es posible
observar que resulta una ecuacion diferencial lineal simple de variables separables,
dado que G y M son constantes. Esta ecuaciéon diferencial se puede resolver por variables
separables. Es decir, es posible realizar la integraciéon de una variable de una lado de igualdad
y la integracion de la otra en el otro lado de dicha igualdad. Se usé la férmula de la fuerza

gravitacional, y se hicieron despejes y sustituciones para encontrar el valor de vy de la ecuacion

_ [2aMm
Ry

Vo

5.2.2. Cambio de una 6rbita alrededor de Marte a una en torno a Jupiter

Se mandoé una misién espacial a Plutén. Para alcanzar su objetivo, primero se puso en érbita
eliptica, alrededor de Marte. Posteriormente se puso en érbita alrededor de Jupiter. Como se
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conocen las coordenadas de Marte y de Jupiter se estudiaron las trayectorias posibles, asi como
el momento mas adecuado, para pasarlo de la 6rbita de Marte a la de Jupiter.

Después de haber estudiado las posibles trayectorias, se decide que el cambio de érbita se
realizara en el momento en el que la misién se encuentre en el Perigeo de su orbita en torno a
Marte.

En la Figura 5.2 se muestra una vista superior de las 6rbitas de la misién para el momento
en el que se considera adecuado hacer el cambio de 6rbita. La mision se mueve en direccién
contraria a las manecillas del reloj. La 6rbita de Marte se representa con la elipse menor y la de
Jupiter con la elipse mayor. Se puede ver que la érbita en torno a Marte coincide en dos puntos
con la érbita alrededor de Jupiter. En la érbita alrededor de Marte esos puntos son el Apogeo
(punto de menor distancia) y el Perigeo (punto de mayor distancia), el semieje mayor de dicha
orbita es igual a a y el semieje menor es igual a b.

a) ;Cudl es la ventaja de hacer el cambio de 6rbita durante el Perigeo?

b) ;Cuéles son los incrementos en la aceleracién, tanto en la componente X como en la com-
ponente Y, que deben darse al movimiento de la misién para realizar el cambio de orbita en el
Perigeo?

(0, ¢)

(e, Q)

Figura 5.2: Representacién de la drbitas elipticas de la misién en torno al Marte (érbita representada
por la elipse menor) y en torno Jupiter (elipse mayor). f; es la distancia desde el origen de coordenadas
hasta el lugar en el que se encuentra Marte. Entonces, las coordenadas de Marte, en este sistema de
coordenadas, es (—f1,0). Jupiter se encuentra, en el mismo momento, en las coordenadas (0, f2).

Respuestas

a) Recordemos que en el Perigeo la distancia a Marte es maxima. Entonces, la fuerza de atrac-
cién gravitacional (Ecuacién 3.1) de Marte sobre la misién es minima. Debido a eso, es més
facil hacer que la misién deje la érbita de Marte estando en esa posicion.

b) Vamos a calcular la aceleracién que tiene un objeto en Orbita alrededor de Marte en el
punto (a,0). Analizando la Figura 5.2 vemos que el foco de la elipse menor se encuentra en el
punto (—f1,0). La distancia del punto (a,0) a dicho foco es f; + a. También vamos a calcular
la aceleracién de un objeto que gira en érbita alrededor de Jupiter en el mismo punto (a,0). De
acuerdo a la Figura 5.2 la distancia del punto (a,0) al foco fy es (a® + f22)1/2.

Para calcular la aceleracion partimos de la expresién de la posicion de la misién con referencia
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al eje de coordenadas, cuyo origen coincide con el centro de ambas elipses. El vector de posicién
de la mision, en general, se expresa como

F=acosf i+bsind j, (5.21)

el cual, derivandolo respecto al tiempo resulta en la expresién de la velocidad, que es

L dr o . . do N
V= =—a sin @ i + bE cos@ j, (5.22)
y derivandola nuevamente respecto al tiempo obtenemos la expresién para la aceleracion
d?v de d%6 - do d*0 .
a= %g = —a[(a)2 cos ) + e sin 6]z + b[—(%)2 sin 6 + oS 6. (5.23)

Recordemos que, de acuerdo a la Figura 5.2, la misién gira en su 6rbita en direccién contraria
a las manecillas del reloj. Entonces el dngulo # aumenta a partir del punto (a,0). El déngulo 6
de la Figura 5.2 lo consideraremos igual a o para Marte y a 8 para Jupiter.

En el punto (a, 0) tenemos que o = 3 = 0, por lo tanto sin(3) = sin(a) = 1 y cos(f) = cos(a) =
1. Entonces la aceleracion en dicho punto para la érbita en torno a Marte es

d*ri d 2, 20\ .
di2 lg—g = —@ (dt }ezo> i+ <dt?>€_0‘7’ (5.24)
y la aceleracion para la 6rbita en torno a Jupiter es
d*r3 ds NS A
dt? =0 =~ (dt ’,6’=0> rhe <dt2>ﬁ_03' (5.25)

La fuerza de atraccién gravitacional por unidad de masa que ejerce Marte sobre un objeto que
se encuentra en el punto (a,0) es

—GMM A d9 2 A
- _ - 2
TESAL i a <dt’9:0> 7, (5.26)

y la fuerza de atraccién gravitacional, por unidad de masa, en el punto (a,0) debido a Jupiter
es

-GM; a 2 f2 A dp 2A. d25 A
e | et =57 | = ¢ —‘5:0 i+c| =3 J
a® + f3 Vat+ 3 Ja*+ f3 dt dt* J 5

Sustituyendo la Ecuacion 5.26 en la Ecuacién 5.24 se obtiene una ecuaciéon diferencial de
segundo orden que expresa la aceleracién debida a la fuerza de gravedad ejercida por Marte

(5.27)

en el punto (a,0)

d?r

—GMyy »
A2 ‘9:0 -

—1
(a+ f1)?
y sustituyendo la Ecuacién 5.27 en la Ecuacién 5.25 se obtiene la aceleracién debida a la fuerza
de gravedad ejercida por Jupiter

+ 0y, (5.28)

d2r%

‘ CLGMJ 4 GfQ MJ ~
dgz 18=0 "

(@ + 122" T (a2 + f2p7

(5.29)
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Esto significa que en el punto (a,0) la componente X de la aceleracién tiene que incrementarse
por un factor

aGMj n GMyy
(a® 4 f3)3/2 " (a+ fr)?’

en la direccién de —X. Se puede ver que la diferencia en las aceleraciones en X depende de
las masas de ambos planetas y de ambas distancias. Por otro lado, la componente Y de la
aceleracion tiene que incrementarse un factor (moviéndose hacia arriba en la Figura 5.2) igual
a

(5.30)

AaX:

G faM,y
(a2 + fo?)3/%
La componente de la aceleracion en la direccién Y de la Figura 5.2 solo depende de la masa de
Jupiter y de la distancia del punto (a,0) a Jupiter.

Para calcular la fuerza requerida para cambiar de Orbita se debe considerar la aceleracién
total

A ay = (531)

Ad=ANaxi+Aay] (5.32)



Bibliografia

http://www.southampton.ac.uk/~leor/soton/MATH2017/overview2017.pdf

Preguntas de la Olimpiada Nacional de Astronomia en México, J. Eduardo Mendoza Torres,
Siena Editores, 2006 y 2008

http://www.its.caltech.edu/~subhojoy /Site/Previous_Teaching_files/green.pdf

Calculo con funciones de una variable, con una introduccién al algebra lineal, Tom M.
Apostol, Volumen 1, Editorial Reverté, S.A., 2001

Calculo con funciones de varias variables y dlgebra lineal, con aplicaciones a las ecuaciones
diferenciales y a las probabilidades, Tom M. Apostol, Volumen 2, Editorial Reverté, S.A.,
2002

Calculo vectorial, 5-ta Edicién, J.E. Marsden, A.J. Tromba, Addison-Wesley, 2004

Advanced Calculus of Several Variables, C. H. Edwards, Jr., Dover Books on Mathematics,
2003

Problemas resueltos de cédlculo en una variable, V., Tomeo Perucha, Thomson-Paraninfo
S.A., Espana, 2005

Problemas resueltos de calculo en varias variables, V., Tomeo Perucha, J., San Martin
Moreno, I., Una Juarez, Thomson-Paraninfo S.A., Espana, 2007

[10] Caélculo Diferencial, Teoria y Problemas, J. M. Mazén Ruiz, Mc Graw-Hill, 1997

69



