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Resumen

En este trabajo se realiza una revisión de la compresión del esṕın partiendo de la compresión
bosónica. Se hace un análisis de los diferentes parámetros de compresión del esṕın de acuerdo al
problema con el que se esté trabajando; por ejemplo, la espectroscopia Ramsey y el enredamiento
cuántico. Para estudiar la compresión en condensados de Bose-Einstein, se hace un repaso del
concepto de condensado de Bose-Einstein y de sus caracteŕısticas cuánticas; de la misma forma,
se profundiza un poco en el estudio de la segunda cuantización para poder tratar sistemas f́ısicos
con muchas part́ıculas idénticas y considerar a la función de onda como un operador cuántico que
representa a un campo de part́ıculas. También se lleva a cabo la demostración de la ecuación de
Gross-Pitaevskii dependiente e independiente del tiempo, con el objetivo de describir la dinámica
del condensado de Bose-Einstein a bajas temperaturas. Finalmente, se obtienen los Hamiltonianos
de un eje y de dos ejes torcidos, los cuales proporcionan estados comprimidos para los condensados
de Bose-Einstein.
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Abstract

This thesis performs a review of spin squeezing starting from bosonic squeezing. An analysis
of the different spin squeezing parameters is made according to the problem to be worked out;
e.g., Ramsey spectroscopy and quantum entanglement. To study squeezing in Bose-Einstein con-
densates, a review of Bose-Einstein condensates and their quantum features in the regime of low
temperatures is made; in the same way, this work shows an study of the second quantization to deal
with a physical system with many identical particles and consider the wave function as a quantum
operator representing a field of particles. Also, the demonstration of the Gross-Pitaevskii equation,
time-dependent and time-independent, in order to describe the dynamics of Bose-Einstein conden-
sate at low temperatures was carried out. Finally, the Hamiltonians for one and two twisted axis
are obtained, which provide the spin-squeezed states in Bose-Einstein condensates.
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Caṕıtulo 1

Introducción.

La compresión, en términos generales, redistribuye las fluctuaciones cuánticas entre dos ob-
servables que no conmutan, manteniendo la mı́nima incertidumbre. La compresión en sistemas
bosónicos ha sido ampliamente estudiada. Un campo de radiación se dice comprimido si la incer-
tidumbre de una de las amplitudes de cuadratura es más pequeña que el ĺımite estándar cuántico
de 1

4
.

El concepto de compresión de esṕın ha recibido notable interés en las últimas décadas, tanto
teórica como experimentalmente. La compresión de esṕın surge de dos consideraciones principal-
mente:

1. Las correlaciones entre part́ıculas y el enredamiento.

2. El incremento en la precisión de las mediciones al hacer experimentación.

Kitagawa y Ueda [1] fueron los primeros en establecer el concepto de estados de esṕın com-
primido en 1993 y lo implementaron en la interferometŕıa de part́ıculas, aśı como en sistemas de
átomos de dos niveles. Wineland y su equipo hallaron de forma natural la relación de la compresión
de esṕın con la espectroscopia Ramsey. Encontraron que el parámetro de compresión es la razón
entre la resolución de fase al utilizarse un estado correlacionado y al usar un estado coherente de
esṕın [2,3]. Otro ámbito donde se ha hecho uso de la compresión de esṕın es para detectar enreda-
miento cuántico, el cual juega un papel importante en el procesamiento de información cuántica.
En lo que concierne a experimentos, es utilizado para mejorar la precisión en mediciones realizadas
en espectroscopia Ramsey, para hacer más precisos los relojes atómicos y en interferómetros de
ondas gravitacionales.

Se han realizado numerosos trabajos para generar compresión en sistemas atómicos, los cuales
se dividen en dos categoŕıas:

I. Generando compresión de esṕın mediante interacciones entre átomos y fotones.

II. Generando compresión de esṕın en condensados de Bose-Einstein mediante colisiones atómi-
cas.

Se ha demostrado que en un condensado de Bose-Einstein de dos componentes en diferentes
estados internos, las interacciones no lineales átomo-átomo reducen las fluctuaciones en ambas
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

poblaciones relativas de los dos estados internos. La compresión de esṕın en un condensado de
Bose-Einstein de dos componentes ocurre cuando las longitudes de dispersión de la onda s, que
se denotan por aij y que resultan de las colisiones entre dos estados internos, difieren. Cuando el
condensado de Bose-Einstein se encuentra en una superposición de dos estados internos, una inter-
acción no lineal de las colisiones entre átomos afecta los niveles de fluctuación del número relativo
y la fase entre los dos componentes. Como resultado obtenemos una estad́ıstica comprimida en
una cuadratura en particular [4]. En este trabajo se hace una revisión a los conceptos relacionados
con la compresión de esṕın y sus principales aplicaciones, haciendo énfasis en Condensados de
Bose-Einstein.

En el Caṕıtulo 1 se revisa la compresión bosónica, la cual dio la pauta para fundamentar la
compresión de esṕın. Se analiza el operador de cuadratura, aśı como el parámetro caracteŕıstico de
la misma, el cual se denota como ζB. Adicionalmente, se obtiene una forma de ζB la cual implica
una condición suficiente para compresión bosónica.

Los operadores de momento angular pueden ser definidos para que puedan actuar en el espacio
de Hilbert de N átomos. Con este objetivo, introducimos los operadores de esṕın colectivo en el
Caṕıtulo 2. En este caṕıtulo también se definen los estados coherentes de esṕın o CSS por sus
siglas en inglés. En el Caṕıtulo 3 se analizan los diferentes parámetros de compresión de esṕın y su
naturaleza. Como veremos más adelante, varios de ellos surgen del Principio de Incertidumbre de
Heisenberg generalizado y otros para describir fenómenos al realizar experimentos, por ejemplo,
en la espectroscopia Ramsey, como ya se mencionó.

Los condensados de Bose-Einstein se han vuelto muy comunes para trabajar en el laborato-
rio; nos proporcionan conjuntos grandes y coherentes de átomos ultrafŕıos que parecen ideales para
realizar experimentos de manipulación de un estado cuántico. Para analizar la compresión de esṕın
en Condensados de Bose- Einstein, se realiza en el Caṕıtulo 4 una amplia descripción de la f́ısica
que envuelve los Condensados de Bose-Einstein y sus aplicaciones. La Segunda Cuantización nos
proporciona una forma compacta de representar el espacio de excitaciones. Se revisa el formalismo
de la Segunda Cuantización en el Caṕıtulo 5, el cual es fundamental para establecer los Hamil-
tonianos de uno y de dos ejes torcidos. La ecuación de Gross-Pitaevskii describe los condensados
de Bose-Einstein en el régimen de bajas temperaturas, es decir, describe la función de onda del
condensado. En el Caṕıtulo 6 se analiza esta ecuación y se demuestran las expresiones para la
formas dependientes e independientes del tiempo.

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se describe el Hamiltoniano de un eje torcido (ĤOAT ) y el de
dos ejes torcidos (ĤTAT ), los cuales generan estados de esṕın comprimido en condensados de
Bose-Einstein. En el apartado del Hamiltoniano de un eje torcido, se considera el caso donde la
desintonización entre los átomos y el campo es grande.

Es importante mencionar que esta revisión se basó principalmente en [5] y que todos los cálcu-
los involucrados se realizaron en el régimen de N (número de átomos) muy grande y pequeñas
excitaciones, aśı como ~ = 1.



Caṕıtulo 2

Estados coherentes y compresión
bosónica.

Antes de discutir la compresión de esṕın, revisaremos la compresión bosónica, lo cual nos
dará las posibles definiciones y la generación de la compresión del esṕın. Los estados coherentes se
definen como [6]

â|α〉 = α|α〉. (2.1)

y satisfacen la condición
∆x̂ = ∆p̂ = 1, (2.2)

donde
x̂ ≡ â+ â†, (2.3)

y

p̂ ≡ â+ â†

i
, (2.4)

siendo â y â† los operadores de aniquilación y de creación, respectivamente. Dado que los esta-
dos coherentes satisfacen la propiedad (2.2), entonces también minimizan las desigualdades de
Heisenberg [7]; es decir,

∆x̂∆p̂ = 1, (2.5)

y por ello, también son llamados estados de mı́nima incertidumbre. Dado que ∆x̂ = ∆p̂ = 1,
también se les dice que son estados de mı́nima incertidumbre balanceados. Los estados que son
de mı́nima incertidumbre, pero en los que ∆x̂ 6= ∆p̂, son llamados estados coherentes compri-
midos. Generalmente la compresión ocurre cuando la varianza es mucho menor que 1 en alguna
dirección del plano xp. Con el fin de hallar un operador de cuadratura genérica de compresión,
rotamos el operador x̂ mediante el operador definido por [8]

x̂θ = eiθn̂x̂e−iθn̂, (2.6)

donde θ es una variable real arbitraria y donde n̂ = â†â es el operador de número. Demostramos
ahora que

x̂θ = âe−iθ + â†eiθ. (2.7)

Demostración: El operador de posición está dado por (2.3). Considerando que n̂ = â†â, entonces,

x̂θ = eiθâ
†âx̂e−iθâ

†â

= eiθâ
†â(â+ â†)e−iθâ

†â

= eiθâ
†ââe−iθâ

†â + eiθâ
†ââ†e−iθâ

†â.

3



4 CAPÍTULO 2. ESTADOS COHERENTES Y COMPRESIÓN BOSÓNICA.

Usando el Lema de Hadamard,

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] +

1

3!
[Â, [Â, [Â, B̂]]] + · · · , (2.8)

en cada término de x̂θ, obtenemos primero que

eiθâ
†ââe−iθâ

†â = â+ iθ[â†â, â] +
(iθ)2

2!
[â†â, [â†â, â]] + · · · . (2.9)

Usando que [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂, calculamos

[â†â, â] = â†[â, â] + [â†, â]â = −â,

[â†â, [â†â, â]] = [â†â,−â] = â,

[â†â, [â†â, [â†â, â]]] = [â†â, â] = −â,

y aśı sucesivamente. Sustituyendo estos resultados en (2.9),

eiθâ
†ââe−iθâ

†â = â− iθâ+
(iθ)2

2!
â− (iθ)3

3!
â+ · · ·

= â

[
1− iθ +

(iθ)2

2!
− (iθ)3

3!
+ · · ·

]
= âe−iθ.

(2.10)

Procedemos de la misma forma para eiθâ
†ââ†e−iθâ

†â; usando (2.8),

eiθâ
†ââ†e−iθâ

†â = â† + iθ[â†â, â†] +
(iθ)2

2!
[â†â, [â†â, â†]] + · · · . (2.11)

Usando las propiedades de los conmutadores tenemos

[â†â, â†] = â†[â, â†] + [â†, â†]â = â†,

[â†â, [â†â, â†]] = [â†â, â†] = â†,

[â†â, [â†â, [â†â, â†]]] = [â†â, â†] = â†,

y aśı sucesivamente. Sustituyendo en (2.11):

eiθâ
†ââ†e−iθâ

†â = â† + iθâ† +
(iθ)2

2!
â† +

(iθ)3

3!
â† + · · ·

= â†[1 + iθ +
(iθ)2

2!
+

(iθ)3

3!
]

= â†eiθ.

Sustituyendo resultados, finalmente obtenemos

x̂θ = eiθâ
†âx̂e−iθâ

†â = âe−iθ + â†eiθ,

que es justamente lo que queŕıamos demostrar.
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Los operadores x̂ y p̂ están asociados con las amplitudes del campo oscilante fuera de fase uno
con el otro un ángulo de π/2 y, por lo tanto, están en cuadratura. La cuadratura principal de la
compresión está caracterizada por el parámetro [9]

ς2B = mı́n(∆x̂θ)
2, (2.12)

con θ ∈ (0, 2π). El campo está esencialmente comprimido si ς2B < 1. Este parámetro es el menor
de la varianza principal del campo y proporciona una medida de la compresión. Realizando la
minimización en (2.7) llegamos a la expresión [8]

ς2B = 1 + 2(〈â†â〉 − |〈â〉|2)− 2|〈â2〉 − 〈â〉2|. (2.13)

Demostración: El parámetro de la cuadratura principal de compresión se define por (2.12).
Usando la Fórmula de Euler en (2.7) obtenemos

x̂θ = â(cos θ − i sin θ) + â†(cos θ + i sin θ)

= cos θ(â+ â†)− i sin θ(â− â†)

= cos θ(â+ â†) +
1

i
sin θ(â− â†)

= x̂ cos θ + p̂ sin θ.

Recordando que la varianza de un observable Â está dada por (∆Â)2 = Var(Â) = 〈Â2〉 − 〈Â〉
2
,

encontramos que

(∆x̂θ)
2 = 〈(x̂ cos θ + p̂ sin θ)2〉 − 〈x̂ cos θ + p̂ sin θ〉2

= cos2 θ 〈x̂2〉+ cos θ sin θ 〈x̂p̂+ p̂x̂〉+ sin2 θ 〈p̂2〉 − [cos θ 〈x̂〉+ sin θ 〈p̂〉]2

= cos2 θ[〈x̂2〉 − 〈x̂〉2] + cos θ sin θ[〈x̂p̂+ p̂x̂〉 − 2 〈x̂〉 〈p̂〉] + sin2 θ[〈p̂2〉 − 〈p̂〉2]

= cos2 θ(∆x̂)2 + sin2 θ(∆p̂)2 + 2 cos θ sin θ

[
1

2
〈x̂p̂+ p̂x̂〉 − 〈x̂〉 〈p̂〉

]
.

(2.14)

Pero la covarianza se define como

Cov(x̂, p̂) =
1

2
〈x̂p̂+ p̂x̂〉 − 〈x̂〉 〈p̂〉 , (2.15)

por lo que (2.14) se escribe como

(∆x̂θ)
2 = cos2 θ(∆x̂)2 + sin2 θ(∆p̂)2 + 2 cos θ sin θCov(x̂, p̂). (2.16)

Ahora escribimos Cov(x̂, p̂), (∆x̂)2 y (∆p̂)2 en términos de â y â†,

Var(x̂) = (∆x̂)2 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2

= 〈(â+ â†)2〉 − 〈â+ â†〉 〈â+ â†〉

= 〈â2 + ââ† + â†â+ â†2〉 − [〈â〉2 + 2 〈â〉 〈â†〉+ 〈â†〉2]

= (∆â)2 + (∆â†)2 + 2

(
1

2
〈ââ† + â†â〉 − 〈â〉 〈â†〉

)
= (∆â)2 + (∆â†)2 + 2 Cov(â, â†),

(2.17)
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Var(p̂) = (∆p̂)2 = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2

= −〈(â− â†)2〉+ 〈â− â†〉 〈â− â†〉

= −〈â2 + ââ† + â†â+ â†2〉+ [〈â〉2 − 2 〈â〉 〈â†〉+ 〈â†〉2]

= −(∆â)2 − (∆â†)2 + 2

(
1

2
〈ââ† + â†â〉 − 〈â〉 〈â†〉

)
= −(∆â)2 − (∆â†)2 + 2 Cov(â, â†).

(2.18)

Por otro lado,
x̂p̂+ p̂x̂

2
=

(â+ â†)(â− â†) + (â− â†)(â+ â†)

2i

=
â2 − â†2

i
.

(2.19)

Entonces (2.15) se escribe como

Cov(x̂, p̂) =
〈â2 − â†2〉

i
− 〈â+ â†〉 〈â− â†〉

i

=
(〈â2〉 − 〈â〉2)− (〈â†2〉 − 〈â†〉2)

i

=
1

i
[(∆â)2 − (∆â†)2].

(2.20)

Utilizando las identidades trigonométricas cos2 θ = 1
2

[1 + cos(2θ)] , sin2 θ = 1
2

[1− cos(2θ)], y
sin(2θ) = 2 sin θ cos θ, (2.16) se escribe,

(∆x̂θ)
2 =

[
1 + cos(2θ)

2

]
(∆x̂)2 +

[
1− cos(2θ)

2

]
(∆p̂)2 + 2 sin(2θ)Cov(x̂, p̂)

=
(∆x̂)2 + (∆p̂)2

2
+

1

2
cos(2θ)[(∆x̂)2 − (∆p̂)2] + sin(2θ)Cov(x̂, p̂)

=
Var(x̂) + Var(p̂)

2
+

cos(2θ)

2
[Var(x̂)− Var(p̂)] + sin(2θ)Cov(x̂, p̂).

(2.21)

Calculamos

Var(x̂) + Var(p̂) = [Var(â) + Var(â†) + 2Cov(â, â†)] + [−Var(â)− Var(â†) + 2Cov(â, â†)]

= 4Cov(â, â†),
(2.22)

y

Var(x̂)− Var(p̂) = [Var(â) + Var(â†) + 2Cov(â, â†)]− [−Var(â)− Var(â†) + 2Cov(â, â†)]

= 2[Var(â) + Var(â†)],
(2.23)

por lo que (2.21) queda como

(∆x̂θ)
2 =

4Cov(â, â†)

2
+

cos(2θ)

2
2[Var(â) + Var(â†)]− i sin(2θ)[Var(â)− Var(â†)]

= 2Cov(â, â†) + Var(â)[cos(2θ)− i sin(2θ)] + Var(â†)[cos(2θ) + i sin(2θ)]

= 2Cov(â, â†) + e−2iθVar(â) + e2iθVar(â†).

(2.24)
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Sustituyendo (2.24) en (2.12),

ζ2B = mı́n{2Cov(â, â†) + e−2iθVar(â) + e2iθVar(â†)}, (2.25)

con θε(0, 2π). Para calcular el mı́nimo de la función, calculamos su derivada e igualamos a cero

dζ2B
dθ

= −2ie−2iθVar(â) + 2ie2iθVar(â†) = 0,

de donde

θ =
1

4i
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)
.

Sustituyendo este valor de θ en (2.25)

ζ2B = 2Cov(â, â†) + exp

[
−2i

4i
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]
Var(â) + exp

[
2i

4i
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]
Var(â†)

= 2Cov(â, â†) + exp

[
−1

2
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]
Var(â) + exp

[
1

2
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]
Var(â†).

Usando la propiedad de los logaritmos logb(x
y) = y logb(x), la expresión anterior queda como

ζ2B = 2Cov(â, â†) + exp

[
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]−1/2
Var(â) + exp

[
ln

(
Var(â)

Var(â†)

)]1/2
Var(â†)

= 2
{

Cov(â, â†) +
√

Var(â)Var(â†)
}
.

Utilizando que Cov(â, â†) = 1
2
〈ââ† + â†â〉 − 〈â〉 〈â†〉, Var(â) = 〈â2〉 − 〈â〉2, Var(â†) = 〈â†2〉 − 〈â†〉2,

y sustituyendo

ζ2B = 2

[
1

2
〈ââ† + â†â〉 − 〈â〉 〈â†〉 −

√
Var(â)Var(â†)

]
.

Como [â, â†] = 1,

ζ2B = 〈1 + â†â+ â†â〉+ 2 〈â〉 〈â†〉 − 2
√

Var(â)Var(â†)

= 1 + 2 〈â†â〉+ 2| 〈â〉 |2 − 2
√
|Var(â)|2

= 1 + 2(〈â†â〉+ | 〈â〉 |2)− 2| 〈â2〉 − 〈â〉2 |.

Finalmente

ζ2B = 1 + 2(〈â†â〉+ | 〈â〉 |2)− 2| 〈â2〉 − 〈â〉2 |,

que es lo que queŕıamos mostrar.

Vamos a introducir ahora el operador de compresión y los estados comprimidos que se gene-
ran al aplicar dicho operador a los estados coherentes. Para ello, escribimos primero el siguiente
Hamiltoniano no lineal [10]

Ĥ = i(gâ†2 − g∗â2), (2.26)

donde g es una variable compleja arbitraria. Definimos el operador de compresión como

Ŝ(η) = e−iĤt = e(η
∗â2−ηâ†2)/2, (2.27)
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donde η = reiθ y r = −2|g|t es el parámetro de compresión. Los estados coherentes comprimidos
son

|α, η〉 = Ŝ(η) |α〉 , (2.28)

donde |α〉 es un estado coherente. El operador no lineal Ŝ combina las componentes x̂ y p̂, o
sea, realiza una rotación, y también una compresión. Los estados comprimidos bosónicos también
pueden ser generados por medio de un Hamiltoniano de interacción de Kerr [11]

Ĥ = κ(â†â)2. (2.29)

Eligiendo como estado inicial un estado coherente, el estado al tiempo t será

|ψ(t)〉K = e−iκt(â
†â)2 |α〉 . (2.30)



Caṕıtulo 3

Estados coherentes de esṕın.

3.1. Operadores colectivos de esṕın.

Un estado interno de un conjunto de átomos idénticos de dos niveles es generado por un
conjunto de 2N estados ortogonales tal que |e〉1 |e〉2 · · · |e〉N , donde N es el número total de átomos.
Introducimos los operadores de esṕın colectivo para representar el estado interno de N átomos en
un espacio de Hilbert de 2N dimensiones [12]

Ĵi =
1

2

N∑
n=1

σ̂ni, (3.1)

donde σ̂ni son las matrices de Pauli del n-ésimo átomo e i = x, y, z. Los operadores de esṕın
colectivo cumplen las relaciones

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z , (3.2)

[Ĵj, Ĵk] = iĴl, (3.3)

donde j, k, l toman los valores x, y, z ćıclicamente, y

[Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵz, (3.4)

donde

Ĵ± = Ĵx ± iĴy. (3.5)

Demostración: Los operadores de esṕın colectivo están dados por (3.1). Consideremos los opera-
dores Ĵi y Ĵj. Su conmutador es[

Ĵi, Ĵj

]
= ĴiĴj − ĴjĴi

=
1

4

N∑
n=1

σ̂ni

N∑
m=1

σ̂mj −
1

4

N∑
m=1

σ̂mj

N∑
n=1

σ̂ni.

9
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Es bien conocido que σ̂oσ̂p = iεopqσ̂q, donde εopq es el tensor de Levi-Civita. Entonces

[
Ĵi, Ĵj

]
=

1

4

N∑
n=1

N∑
m=1

σ̂niσ̂mj −
1

4

N∑
m=1

N∑
n=1

σ̂mjσ̂ni

=
1

4

N∑
n=1

N∑
m=1

iεijkσ̂nk −
1

4

N∑
m=1

N∑
n=1

(−iεjik)σ̂nk

=
1

4

[
N∑
n=1

iσ̂nk −
N∑
n=1

i(−σ̂nk)

]

=
1

4

(
2i

N∑
n=1

σ̂nk

)

= i

(
1

2

N∑
n=1

σ̂nk

)
= iĴk.

Por lo tanto [
Ĵi, Ĵj

]
= iĴk.

Por otro lado, sabemos que Ĵ± se define por (3.5). Entonces el conmutador se escribe como[
Ĵ+, Ĵ−

]
= [Ĵx + iĴy, Ĵx − iĴy]

= [Ĵx, Ĵx − iĴy] + [iĴy, Ĵx − iĴy]
= [Ĵx, Ĵx]− i[Ĵx, Ĵy] + i[Ĵy, Ĵx] + [Ĵy, Ĵy]

= −i[Ĵx, Ĵy] + i[Ĵy, Ĵx]

= −i(iĴz) + i(−iĴz)
= 2Ĵz.

Por lo tanto

[Ĵ+, Ĵ−] = 2Ĵz,

y de esta forma demostramos las expresiones (3.4) y (3.5). A fin de comparar los operadores de
esṕın de Pauli con los de esṕın colectivo, daremos algunas propiedades de las matrices de Pauli.
Los operadores de esṕın de Pauli satisfacen las siguientes relaciones

[σ̂l, σ̂m] = 2iσ̂n, (3.6)

donde l,m, n deben formar una permutación ćıclica. Además

σ̂2 = σ̂2
x + σ̂2

y + σ̂2
z ,

[σ̂2, σ̂i] = 0,

σ̂2
i = 1.
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Los operadores de ascenso y descenso de Pauli se definen como σ̂± = (1/2)(σ̂x ± iσ̂y). Una
continua excitación o desexcitación es inhibida

σ̂2
+ = σ̂2

− = 0, (3.7)

ya que estamos tratando con átomos de esṕın 1/2 y no podemos aumentar o disminuir dos veces
consecutivas el esṕın. En contraste con los operadores de esṕın, el operador de esṕın colectivo no
tiene muchas restricciones.

3.2. Eigenestados de momento angular.

Un eigenestado que de forma simultánea lo es de los operadores Ĵ2 y Ĵz es llamado eigenestado
de momento angular o Estado de Dicke; es decir, dicho estado se define como aquel que
satisface las condiciones [13]

Ĵ2 |J,M〉 = J(J + 1) |J,M〉 (3.8)

y
Ĵz |J,M〉 = M |J,M〉 , (3.9)

donde J = N/2, M = −J,−J + 1, · · · , J − 1, J y N es el número total de átomos. En la siguiente
Figura se muestra la representación de los estados de Dicke en una esfera.

Figura 3.1: Representación de los estados de Dicke.

Si se usa la bien conocida fórmula

ˆ̀
+ |j,m〉 =

√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j,m+ 1〉 , (3.10)

donde ˆ̀
+ es el operador de ascenso de momento angular orbital, los estados excitados de Dicke se

pueden construir a partir del estado base |J,−J〉. En efecto, aplicando el operador de ascenso al
estado de Dicke |J,−J〉 obtenemos

Ĵ+ |J,−J〉 =
√

2J |J,−J + 1〉 ,
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Ĵ+ |J,−J + 1〉 =
√

2(2J − 1) |J,−J + 2〉 ,
...

Ĵ+ |J,M − 1〉 =
√

(J +M)(J −M + 1) |J,M〉 .

De las expresiones anteriores es evidente que

|J,M〉 =
1

(J +M)!
ĴM+J
+ |J,−J〉 . (3.11)

El estado más excitado |J, J〉 y el estado base |J,−J〉 cumplen las condiciones

Ĵ+ |J, J〉 = 0 (3.12)

y
Ĵ− |J,−J〉 = 0. (3.13)

3.3. Estados coherentes de esṕın (CSS).

Llamamos Estados coherentes de esṕın o Estados de Bloch a los estados que pueden ser
creados por la rotación arbitraria de los estados base de Dicke |J,−J〉. Para lograr ese objetivo
debemos introducir el operador de rotación [12]; si rotamos un ángulo ϕ alrededor del eje Z tenemos

Ĵz = Ĵz, (3.14)

Ĵn = Ĵx sinϕ− Ĵy cosϕ, (3.15)

y
Ĵk = Ĵx cosϕ+ Ĵy sinϕ. (3.16)

En la siguiente Figura se aprecia cómo se realizan las rotaciones al eje X y al eje Y .

Figura 3.2: Rotación de los ejes.

El operador que rota ahora alrededor del vector ~n un ángulo θ es

R̂θϕ = eiθĴn = eiθ(Ĵx sinϕ−Ĵy cosϕ). (3.17)
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Dado que el operador Ĵn está en términos de Ĵx y Ĵy, podemos expresar (3.17) en términos de Ĵ+
y Ĵ−, por lo que podemos escribir

R̂θϕ = e(ζĴ+−ζ
∗Ĵ−), (3.18)

donde

ζ =
1

2
θe−iϕ. (3.19)

Demostración: Primero efectuamos la rotación en un ángulo ϕ alrededor del eje Z. Ahora rotamos
en un ángulo θ alrededor de un vector unitario ~n. El operador que representa estas operaciones es

R̂θϕ = e−iθĴn .

Sustituyendo (3.15) en la expresión anterior

R̂θϕ = e−iθ(Ĵx sinϕ−Ĵy cosϕ). (3.20)

Invirtiendo (3.5) tenemos

Ĵ+ + Ĵ−
2

=
(Ĵx + iĴy) + (Ĵx − iĴy)

2
= Ĵx (3.21)

y
Ĵ+ − Ĵ−

2i
=

(Ĵx + iĴy)− (Ĵx − iĴy)
2i

= Ĵy. (3.22)

Sustituyendo (3.21) y (3.22) en (3.20) obtenemos

R̂θϕ = exp

[
−iθ

[(
Ĵ+ + Ĵ−

2

)
sinϕ−

(
Ĵ+ − Ĵ−

2i

)
cosϕ

]]
.

Usando la fórmula de Euler

R̂θϕ = exp

[
−iθ

(
(eiϕ − e−iϕ)

2i

(Ĵ+ + Ĵ−)

2
− (eiϕ + e−iϕ)

2

(Ĵ+ − Ĵ−)

2i

)]

= exp

[
−θ

4
(2eiϕĴ− − 2e−iϕĴ+)

]
= exp

[
−θ

4
(2eiϕĴ− − 2e−iϕĴ+)

]
= exp

[
θ

2
(e−iϕĴ+ − eiϕĴ−)

]
.

Y finalmente tomando ζ = θe−iϕ/2 la expresión anterior queda como

R̂θϕ = e(ζĴ+−ζ
∗Ĵ−),

que era lo que deseábamos demostrar. Por lo tanto, los estados coherentes de esṕın se construyen
matemáticamente por la rotación del estado base de Dicke; es decir, los estados coherentes de esṕın
quedan definidos como

|θ, ϕ〉 = R̂θϕ |J,−J〉 . (3.23)



14 CAPÍTULO 3. ESTADOS COHERENTES DE ESPÍN.

Para hallar la ecuación de eigenvalores para los estados coherentes de esṕın, escribimos los opera-
dores Ĵk y Ĵn en la forma

Ĵk =
1

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ), (3.24)

Ĵn =
i

2
(Ĵ+e

−iϕ − Ĵ−eiϕ). (3.25)

Demostración: Partiendo de la expresión (3.16) y sustituyendo (3.21) y (3.22), aśı como las
formas exponenciales de cosϕ y sinϕ obtenemos

Ĵk =

(
Ĵ+ + Ĵ−

2

)(
eiϕ + e−iϕ

2

)
+

(
Ĵ+ − Ĵ−

2i

)(
eiϕ − e−iϕ

2i

)
=

1

4
(2Ĵ+e

−iϕ + 2Ĵ−e
iϕ)

=
1

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ).

Por lo tanto,

Ĵk =
1

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ).

Haciendo lo mismo en (3.15),

Ĵn =

(
Ĵ+ + Ĵ−

2

)(
eiϕ − e−iϕ

2i

)
−

(
Ĵ+ − Ĵ−

2i

)(
eiϕ + e−iϕ

2

)
=

1

4i
(2Ĵ−e

iϕ − 2Ĵ+e
−iϕ)

=
−i
2

(Ĵ−e
iϕ − Ĵ−e−iϕ)

=
i

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ),

y finalmente

Ĵn =
i

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ).

De esta forma, quedan demostradas las expresiones (3.24) y (3.25). Notemos que se cumple que

R̂θϕĴnR̂
†
θϕ = Ĵn, (3.26)

y también
R̂θϕĴkR̂

†
θϕ = Ĵk cos θ + Ĵz sin θ. (3.27)

Demostración: Usando R̂θϕ = e−iθĴn , se deduce que R̂†θϕ = eiθĴn y el Lema de Hadamard obte-
nemos

R̂θϕĴnR̂
†
θϕ = e(−iθĴn)Ĵne

−(−iθĴn)

= Ĵn + [−iθĴn, Ĵn] +
1

2!
[−iθĴn, [−iθĴn, Ĵn]] + · · · .

Pero [−iθĴn, Ĵn] = 0, entonces
R̂θϕĴnR̂

†
θϕ = Ĵn.
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De igual forma, usando nuevamente la fórmula de Baker-Hausdorf para Ĵk,

R̂θϕĴkR̂
†
θϕ = e(−iθĴn)Ĵke

−(−iθĴn)

= Ĵk + [−iθĴn, Ĵk] +
1

2!
[−iθĴn, [−iθĴn, Ĵk]] + · · · .

El primer conmutador es[
−iθĴn, Ĵk

]
= −iθ[Ĵx sinϕ− Ĵy cosϕ, Ĵx cosϕ+ Ĵy sinϕ]

= −iθ([Ĵx sinϕ, Ĵx cosϕ] + [Ĵx sinϕ, Ĵy sinϕ]− [Ĵy cosϕ, Ĵx cosϕ]− [Ĵy cosϕ, Ĵy sinϕ])

= −iθ(sin2 ϕ[Ĵx, Ĵy]− cos2 ϕ[Ĵy, Ĵx])

= −iθ[sin2 ϕ(iĴz)− cos2 ϕ(−iĴz)]
= θ sin2 ϕĴz + θ cos2 ϕĴz

= θĴz.

El segundo conmutador es[
−iθĴn, [−iθĴn, Ĵk]

]
= [−iθĴn, θĴz]

= −iθ2[Ĵn, Ĵz]
= −iθ2[Ĵx sinϕ− Ĵy cosϕ, Ĵz]

= −iθ2([Ĵx sinϕ, Ĵz]− [Ĵy cosϕ, Ĵz])

= −iθ2(sinϕ[Ĵx, Ĵz]− cosϕ[Ĵy, Ĵz])

= −iθ2(−iĴy sinϕ− iĴx cosϕ)

= −θ2(Ĵx cosϕ+ Ĵy sinϕ)

= −θ2Ĵk.

El tercero es [
−iθĴn,−θ2Ĵk

]
= −θ2[−iθĴn, Ĵk]

= −θ2(θĴz)
= −θ3Ĵz.

El siguiente es [
−iθĴn,−θ3Ĵz

]
= −θ2[−iθĴn, θĴz]

= −θ2(−θ2Ĵk)
= θ4Ĵk,

y aśı sucesivamente. Sustituyendo estos resultados,

R̂θϕĴkR̂
†
θϕ = Ĵk + θĴz −

1

2!
θ2Ĵk −

1

3!
θ3Ĵz +

1

4!
θ4Ĵk + · · ·

= Ĵk

(
1− 1

2!
θ2 +

1

4!
θ4 − · · ·

)
+ Ĵz

(
θ − 1

3!
θ3 +

1

5!
θ5 − · · ·

)
= Ĵk cosϕ+ Ĵz sinϕ.
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Finalmente obtenemos
R̂θϕĴkR̂

†
θϕ = Ĵk cosϕ+ Ĵz sinϕ,

que era lo que queŕıamos probar. Utilizando (3.26) y (3.27) se demuestra que

R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ = R̂θϕ[(Ĵk + iĴn)e−iϕ]R̂†θϕ = [Ĵz sin θ + eiϕ cos2(θ/2)Ĵ− − e−iϕ sin2(θ/2)Ĵ+]e−iϕ. (3.28)

Demostración: Consideremos las expresiones (3.23) y (3.25). Despejamos en ambas a Ĵ+,

Ĵ+ = (2Ĵk − Ĵ−eiϕ)eiϕ

y
Ĵ+ = (−2iĴn + Ĵ−e

iϕ)eiϕ.

Igualando ambas ecuaciones

(2Ĵk − Ĵ−eiϕ)eiϕ = (−2iĴn + Ĵ−e
iϕ)eiϕ,

y por lo tanto,
(Ĵk + iĴn)e−iϕ = Ĵ−.

De esta forma,
R̂θϕĴ−R̂

†
θϕ = R̂θϕ[(Ĵk + iĴn)e−iϕ]R̂†θϕ

= {R̂θϕĴkR̂
†
θϕ + iR̂θϕĴnR̂

†
θϕ}e

−iϕ.

Pero ya demostramos anteriormente que

R̂θϕĴnR̂
†
θϕ = Ĵn

y que
R̂θϕĴkR̂

†
θϕ = Ĵk cosϕ+ Ĵz sinϕ.

Sustituyendo estos resultados obtenemos

R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ = (Ĵk cos θ + Ĵz sin θ + iĴn)e−iϕ.

Previamente demostramos que

Ĵk =
1

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ)

y

Ĵn =
i

2
(Ĵ+e

−iϕ − Ĵ−eiϕ).

Por lo tanto,

R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ =

[
1

2
(Ĵ+e

−iϕ + Ĵ−e
iϕ) cos θ + Ĵz sin θ − 1

2
(Ĵ+e

−iϕ − Ĵ−eiϕ)

]
e−iϕ

=

[
Ĵ+
2

(e−iϕ cos θ − e−iϕ) +
Ĵ−
2

(eiϕ cos θ + eiϕ) + Ĵz sin θ

]
e−iϕ

=

[
Ĵ+e

−iϕ

2
(cos θ − 1) +

Ĵ−e
iϕ

2
(cos θ + 1) + Ĵz sin θ

]
e−iϕ.
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Utilizando las identidades trigonométricas sin2A = 1
2
(1 − cos 2A), y cos2A = 1

2
(1 + cos 2A),

obtenemos el resultado que buscábamos

R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ = [Ĵz sin θ + eiϕ cos2(θ/2)Ĵ− − eiϕ sin2(θ/2)Ĵ+]e−iϕ.

Una importante propiedad es
R̂θϕĴ−R̂

†
θϕ |θ, ϕ〉 = 0 (3.29)

que se demuestra a continuación.

Demostración: Usando que Ĵ− |J,−J〉 = 0 y aplicando el operador de rotación R̂θϕ por la iz-
quierda

R̂θϕĴ− |J,−J〉 = 0.

Utilizando que R̂†θϕR̂θϕ = I,

R̂θϕĴ−(R̂†θϕR̂θϕ) |J,−J〉 = (R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ)R̂θϕ |J,−J〉 = 0.

Pero por definición de los estados coherentes de esṕın |θ, ϕ〉 = R̂θϕ |J,−J〉, por lo que

R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ |θ, ϕ〉 = 0,

que era lo que deseábamos demostrar. Sustituyendo la expresión para R̂θϕĴ−R̂
†
θϕ en la relación

anterior, obtenemos la ecuación de eigenvalores para estados coherentes de esṕın,

[Ĵz sin θ + eiϕ cos2(θ/2)Ĵ− − e−iϕ sin2(θ/2)Ĵ+] |θ, ϕ〉 = 0.

Para probar su veracidad, basta simplemente sustituir (3.28) en la expresión que acabamos
de demostrar para obtener el resultado. Dado que los estados coherentes de esṕın |θ, ϕ〉 se obtie-
nen rotando el estado base |J,−J〉, serán eigenestados del momento angular total con el mismo
eigenvalor; es decir,

Ĵ2 |θ, ϕ〉 = J(J + 1) |θ, ϕ〉 . (3.30)

Por esta razón, es posible desarrollar |θ, ϕ〉 en términos de los eigenestados de momento angular
|J,M〉. Para llegar a una expresión que describa esta situación, reescribimos el operador de rotación
R̂θϕ como

R̂θϕ = eτ Ĵ+eln(1+|τ |
2)Ĵze−τ

∗Ĵ− , (3.31)

donde τ = e−iϕ tan(θ/2).

Demostración: De acuerdo a [14], las álgebras de Lie han sido utilizadas para investigar las
propiedades no clásicas de la luz en sistemas ópticos cuánticos. Se han considerado los estados
comprimidos de fotones en términos de álgebras de Lie su(1,1) y su(2) y los estados coherentes
asociados con estas álgebras. Comenzaremos por introducir los operadores K̂± y K̂0, que satisfacen
las siguientes relaciones de conmutación

[K̂−, K̂+] = 2σK̂0, (3.32)

[K̂0, K̂±] = ±K̂±, (3.33)
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donde σ = ±1. Cuando σ = 1, los operadores K̂+, K̂− y K̂0 se convierten en los generadores
del álgebra de Lie SU(1,1) y cuando σ = −1, los operadores K̂+, K̂− y K̂0 se convierten en los
generadores del álgebra de Lie SU(2). Si la descomposición es en orden normal, para funciones
arbitrarias a±, a0 ∈ C,

e(a+K̂++a0K̂0+a−K̂−) = eA+K̂+eln(A0)K̂0eA−K̂− , (3.34)

donde A± y A0 están dados por

A± =
a±
φ

sinhφ

coshφ− (a0/2φ) sinhφ
, (3.35)

y

A0 =
1

[coshφ− (a0/2φ) sinhφ]2
, (3.36)

con

φ =

√(a0
2

)2
− σa+a−. (3.37)

En nuestro caso, sabemos que Ĵ+, Ĵ− y Ĵz tienen las siguientes reglas de conmutación,

[Ĵ−, Ĵ+] = −2Ĵz, (3.38)

[Ĵz, Ĵ±] = ±Ĵ±. (3.39)

Comparando (3.32) con (3.38), observamos que σ = −1, por lo que tenemos un álgebra de Lie
SU(2). El operador de rotación está dado por (3.18), aśı que identificamos que a+ = ς, a− = −ς∗
y a0 = 0. De (3.37),

φ =
√

0− (−1)ςς∗ =
√
ςς∗ =

√
(θ/2)e−iϕ(θ/2)eiϕ

= θ/2.

Calculamos A+ con (3.35),

A+ =
(θ/2)e−iϕ

(θ/2)

sinh(θ/2)

cosh(θ/2)− (0) sinh(θ/2)
= e−iϕ

sinh(θ/2)

cosh(θ/2)

= e−iϕ tanh(θ/2).

Ahora calculamos A−,

A− = −(θ/2)eiϕ

(θ/2)

sinh(θ/2)

cosh(θ/2)− (0) sinh(θ/2)
= eiϕ

sinh(θ/2)

cosh(θ/2)

= eiϕ tanh(θ/2).

Y por último, A0 mediante (3.36),

A0 =
1

[cosh(θ/2)− (0) sinh(θ/2)]2
=

1

cosh2(θ/2)
= sech2(θ/2)

= 1− tanh2A.
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Haciendo el cambio de variable τ = e−iϕ tanh (θ/2), podemos reescribir

A+ = τ,

A− = τ ∗,

A0 = 1− tanh(θ/2) = 1− |τ |2.

Sustituyendo las expresiones anteriores en (3.34) obtenemos lo que queŕıamos demostrar,

R̂θϕ = eτ Ĵ+eln(1+|τ |
2)Ĵze−τ

∗Ĵ− .

Usando la descomposición de R̂θϕ que acabamos de demostrar y aplicándola a los estados
coherentes de esṕın |θ, ϕ〉 obtenemos una expresión de los estados coherentes de esṕın [12],

|θ, ϕ〉 =
J∑

M=−J

1

(1 + |τ |2)J

(
2J

M + J

)1/2

τM+J |J,M〉 . (3.40)

Demostración: Como ya vimos, los estados coherentes de esṕın se definen como

|θ, ϕ〉 = R̂θ,ϕ |J,−J〉 ,

donde |J,−J〉 es el estado base de Dicke y R̂θϕ es el operador de rotación, dado por (3.31). Aśı que

|θ, ϕ〉 = eτ Ĵ+eln(1+|τ |
2)Ĵze−τ

∗Ĵ− |J,−J〉 . (3.41)

Comenzamos calculando e−τ
∗Ĵ− |J,−J〉; usando la serie de Taylor de la exponencial

e−τ
∗Ĵ− |J,−J〉 =

∞∑
n=0

(−τ ∗Ĵ−)n

n!
|J,−J〉

=
∞∑
n=0

(−τ ∗)n

n!
Ĵn− |J,−J〉

=

(
1− τ ∗Ĵ− +

(τ ∗)2

2!
Ĵ− − · · ·

)
|J,−J〉 ,

pero Ĵ− |J,−J〉 = 0, entonces

e−τ
∗Ĵ− |J,−J〉 = |J,−J〉 .

Ahora calculamos eln(1+|τ |
2)Ĵz |J,−J〉; usando nuevamente el desarrollo de Taylor,

eln(1+|τ |
2)Ĵz |J,−J〉 =

∞∑
n=0

(ln(1 + |τ |2)Ĵz)n

n!
|J,−J〉

=
∞∑
n=0

(ln(1 + |τ |2))n

n!
Ĵnz |J,−J〉
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Se sabe que Ĵz |J,M〉 = M |J,M〉. Por lo tanto, Ĵnz |J,−J〉 = (−J)n |J,−J〉. Sustituyendo este
resultado,

eln(1+|τ |
2)Ĵz |J,−J〉 =

∞∑
n=0

(ln(1 + |τ |2)n

n!
(−J)n |J,−J〉

=
∞∑
n=0

(−J ln(1 + |τ |2))n

n!
|J,−J〉

=
∞∑
n=0

[
ln(1 + |τ |2)−J

]n
n!

|J,−J〉

= eln(1+|τ |
2)−J |J,−J〉

=
1

(1 + |τ |2)J
|J,−J〉 .

Si ahora aplicamos por la izquierda eτ Ĵ+

|θ, ϕ〉 = eτ Ĵ+eln(1+|τ |
2)Ĵze−τ

∗Ĵ− |J,−J〉

= eτ Ĵ+
1

(1 + |τ |2)J
|J,−J〉

=
1

(1 + |τ |2)J
eτ Ĵ+ |J,−J〉 .

Desarrollando eτ Ĵ+ en su serie de Taylor

|θ, ϕ〉 =
∞∑
n=0

1

(1 + |τ |2)J
τn

n!
Ĵn+ |J,−J〉 .

Considerando que −J ≤M ≤ J , hacemos el cambio de variable n = M+J , y la expresión anterior
queda como

|θ, ϕ〉 =
∞∑

M=−J

1

(1 + |τ |2)J
τM+J

(M + J)!
ĴM+J
+ |J,−J〉 .

Como Ĵ+ |J,M〉 =
√

(J +M + 1)(J −M) |J,M〉, es fácil demostrar que

Ĵk+ |J,−J〉 =
√
k!
√

(2J − 0)(2J − 1)(2J − 2)(2J − 3) · · · (2J − (k − 1)) |J,−J + k〉 ; (3.42)

además Ĵ+ |J, J〉 = 0, y por lo tanto,

|θ, ϕ〉 =
J∑

M=−J

1

(1 + |τ |2)J

(
2J

M + J

)1/2

τM+J |J,M〉 ,

que es lo que se queŕıa demostrar. A continuación se ilustra un estado coherente de esṕın o estado
de Bloch.
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Figura 3.3: Representación de los estados coherentes de esṕın.
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Caṕıtulo 4

Parámetros de compresión del esṕın.

4.1. Parámetros de compresión basados en el Principio de

Incertidumbre de Heisenberg.

En esta sección analizaremos los parámetros de compresión de esṕın que se definen a partir de
el Principio de Incertidumbre Generalizado.

4.1.1. Parámetro ξ2H.

Dado que la definición de compresión de esṕın no es única, cuando hablamos de ella, debemos
especificar cierto parámetro de compresión. La relación de incertidumbre para los operadores de
momento angular resulta de la relación de conmutación

[Ĵα, Ĵβ] = iεαβγ Ĵγ, (4.1)

donde α, β y γ denotan las componentes en cualesquiera de las tres direcciones ortogonales y εαβγ
es el śımbolo de Levi-Civita. La relación de incertidumbre es

(∆Ĵα)2(∆Ĵβ)2 ≥ | 〈Ĵγ〉 |
2

4
. (4.2)

Demostración: El Principio de Incertidumbre Generalizado establece que

(∆Â)2(∆B̂)2 ≥
[

1

2i
〈[Â, B̂]〉

]2
. (4.3)

Si consideramos los operadores Ĵα y Ĵβ, (4.3) se escribe como

(∆Ĵα)2(∆Ĵβ)2 ≥
[

1

2i
〈[Ĵα, Ĵβ]〉

]2
.

De (4.1),

(∆Ĵα)2(∆Ĵβ)2 ≥
[

1

2i
〈iεαβγ Ĵγ〉

]2
=

[
1

2i
iεαβγ 〈Ĵγ〉

]2
=

1

4
| 〈Ĵγ〉 |2,

que es lo que queŕıamos demostrar. Por lo tanto, un posible parámetro de compresión es [15]

ξ2H =
2(∆Ĵα)2

| 〈Ĵγ〉 |
, (4.4)

23
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donde α 6= γ y ambas variables pueden tomar los valores x, y, z. Si ξ2H < 1, el estado es comprimido.

Demostración: En analoǵıa con la compresión bosónica, la compresión de esṕın puede ser de-
finida cuando una de las fluctuaciones en el lado izquierdo de las relaciones de incertidumbre de
Heisenberg satisface [15, 16]

(∆Ĵα)2 ≤ | 〈Ĵγ〉 |
2

. (4.5)

Entonces,
2(∆Ĵα)2

| 〈Ĵγ〉 |
≤ 1.

Si definimos

ξ2H =
2(∆Ĵα)2

| 〈Ĵγ〉 |
≤ 1,

tendremos

ξ2H =
2(∆Ĵα)2

| 〈Ĵγ〉 |
,

que es lo queŕıamos verificar. El sub́ındice H denota que el parámetro de compresión surge del
Principio de Incertidumbre de Heisenberg.

De forma general, el parámetro de compresión se puede definir como [15]

ξ2H =
2(∆Ĵ~n1)

2

| 〈Ĵ~n2〉 |
, (4.6)

donde ~n1 y ~n2 son dos vectores unitarios ortogonales. Deseamos calcular ξ2H para los estados
coherentes de esṕın; de las expresiones para valores esperados y varianzas para estos estados se
encuentra que

ξ2H =
1− (~n0 · ~n1)

2

|~n0 · ~n2|
. (4.7)

Demostración: En el Apéndice A se demuestran que los estados coherentes de esṕın satisfacen
las relaciones

〈Ĵ~n〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |~n0 · ~n (4.8)

y

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
[1− | 〈σ̂1〉 |2(~n0 · ~n)2]. (4.9)

Aśı que

〈Ĵ~n2〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |(~n0 · ~n2) (4.10)

y

(∆Ĵ~n1)
2 =

N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]. (4.11)

Sustituyendo (4.10) y (4.11) en (4.6),

ξ2H =
2(N/4)[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]

|(N/2)| 〈~σ1〉 |(~n0 · ~n2)|

=
1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2

|| 〈~σ1〉 |(~n0 · ~n2)|
,
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pero
〈~σ1〉 · 〈~σ1〉 = 1, (4.12)

por lo que el parámetro finalmente queda como

ξ2H =
1− (~n0 · ~n1)

2

|~n0 · ~n2)|
.

Q.E.D. Por ejemplo, tomando ~n0 en la dirección Z y ~n1 en la dirección X, el parámetro de
compresión se convierte en

ξ2H =

∣∣∣∣ sin θcosφ

∣∣∣∣ . (4.13)

Demostración: Tomando ~n1 en la dirección Z y ~n0 en la dirección X, (4.6) se reescribe como

ξ2H =
2(∆Ĵ~n1)

2

| 〈Ĵ~n2〉 |
=

2(∆Ĵz)
2

| 〈Ĵx〉 |
. (4.14)

En el Apéndice B se demuestran las expresiones de las varianzas y de los valores esperados en las
direcciones X, Y y Z. Entonces,

ξ2H =
2(N/4) sin2 θ

|(N/2) sin θ cosφ|

=

∣∣∣∣ sin θcosφ

∣∣∣∣ ,
tal y como queŕıamos mostrar. Es claro que ξ2H puede ser menor que 1, lo cual no se espera para los
estados coherentes de esṕın, porque no son de esṕın comprimido. Concluimos que este parámetro
no es adecuado para los estados coherentes de esṕın.

4.1.2. Parámetro ξ2H ′.

Ahora consideremos un parámetro de compresión de esṕın que puede ocurrir en dos direcciones
ortogonales simultáneamente [17, 18]. Primero consideraremos compresión de esṕın en el eje X,
mediante dos operadores de momento angular ortogonales en el plano Y Z, dados por

Ĵθ ≡ Ĵy cos θ + Ĵz sin θ, (4.15)

Ĵθ+π/2 ≡ −Ĵy sin θ + Ĵz cos θ. (4.16)

Estos operadores obedecen las reglas de conmutación

[Ĵx, Ĵθ] = iĴθ+π/2, (4.17)

[Ĵx, Ĵθ+π/2] = −iĴθ. (4.18)

Demostración: Los operadores Ĵθ y Ĵθ+π/2 están dados por (4.15) y (4.16). Calculamos el siguiente
conmutador

[Ĵx, Ĵθ] = [Ĵx, Ĵy cos θ + Ĵz sin θ] = cos θ[Ĵx, Ĵy] + sin θ[Ĵx, Ĵz]. (4.19)
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Utilizando que [Ĵo, Ĵp] = iεopqĴopq, (4.19) queda como[
Ĵx, Ĵθ

]
= i cos θĴz − i sin θĴy = i(−Ĵy sin θ + Ĵz cos θ)

= iĴθ+π/2,

que es el primero de los conmutadores que queŕıamos demostrar. Ahora calculamos[
Ĵx, Ĵθ+π/2

]
= [Ĵx,−Ĵy sin θ + Ĵz cos θ]

= −i sin θĴz − i cos θĴy

= −i(Ĵy cos θ + Ĵz sin θ)

= −iĴθ,

que es el segundo conmutador y de esta forma terminamos la demostración. Trabajos realizados por
Walls and Zoller [16], Saito y Ueda [19], aśı como Wang y Sanders [8], demostraron que la amplitud
de la cuadratura de esṕın depende de la compresión de esṕın dada por (4.16). Los componentes de
esṕın en el plano YZ controlan la compresión y adquieren mayor importancia que otra componente
del esṕın. Como consecuencia, se pueden estudiar todas las componentes del esṕın en el plano YZ
y no sólo la que es perpendicular a la del esṕın principal, como se hizo en los primeros trabajos
de compresión de esṕın elaborados por Wineland [2] y Kitagawa y Ueda [1]. Ya introducidos estos
operadores, el Principio de Incertidumbre se escribe como

(∆Ĵx)
2(∆Ĵθ)

2 ≥
[

1

2i
〈[Ĵx, Ĵθ]〉

]2
=

[
1

2i
〈iĴθ+π/2〉

]2
=

1

4
〈Ĵθ+π/2〉

2
.

También,

(∆Ĵx)
2(∆Ĵθ+π/2)

2 ≥
[

1

2i
〈[Ĵx, Ĵθ+π/2]〉

]2
=

[
1

2i
〈−iĴθ〉

]2
=

1

4
〈Ĵθ〉

2
.

El estado es comprimido en el eje X si se cumple una de las dos condiciones

(∆Ĵx)
2 <

1

2
| 〈Ĵθ+π/2〉 | (4.20)

(∆Ĵx)
2 <

1

2
| 〈Ĵθ〉 |, (4.21)

o si se cumplen las dos. El valor máximo de 〈Ĵθ〉 es

〈Ĵθ〉 =

√
〈Ĵz〉

2
+ 〈Ĵy〉

2
, (4.22)

por lo que resulta obvia la desigualdad

(∆Ĵx)
2 <

1

2

√
〈Ĵz〉

2
+ 〈Ĵy〉

2
. (4.23)

De manera análoga, el estado es comprimido en Ĵy si

(∆Ĵy)
2 <

1

2

√
〈Ĵz〉

2
+ 〈Ĵx〉

2
. (4.24)
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Las condiciones (4.23) y (4.24) se pueden cumplir simultáneamente. Generalizando lo anterior,
consideremos los vectores ~n1, ~n2 y ~n3. La desigualdad (4.23) entonces se escribiŕıa como

(∆Ĵ~n1)
2 <

1

2

√
〈Ĵ~n2〉+ 〈Ĵ~n3〉, (4.25)

por lo que
2(∆Ĵ~n1)

2√
〈Ĵ~n2〉+ 〈Ĵ~n3〉

< 1.

Si definimos la parte izquierda como el parámetro de compresión ξ2H′ [17]

ξ2H′ =
2(∆Ĵ~n1)

2√
〈Ĵ~n2〉+ 〈Ĵ~n3〉

, (4.26)

tenemos que ξ2H′ < 1. En particular, para los estados coherentes de esṕın se tiene

ξ2H′ =
√

1− (~n0 − ~n1)2. (4.27)

Demostración: Sabemos que para un estado coherente de esṕın, las varianzas y los valores espe-
rados están dados por (4.8) y (4.9). Entonces,

(∆Ĵ~n1)
2 =

N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2],

〈Ĵ~n2〉
2

=
N2

4
| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n2)

2,

〈Ĵ~n3〉
2

=
N2

4
| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n3)

2.

Sustituyendo estos resultados en (4.26),

ξ2H′ =
2(N/4)[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]√
(N2/4)| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n2)2 + (N2/4)| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n3)2

=
(N/2)[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]

(N/2)| 〈~σ1〉 |
√

(~n0 · ~n2)2 + (~n0 · ~n3)2
.

Usando que 〈~σ1〉 · 〈~σ1〉 = 1, esta expresión se reduce a

ξ2H′ =
1− (~n0 · ~n1)

2√
(~n0 · ~n2)2 + (~n0 · ~n3)2

=
√

1− (~n0 · ~n1)2,

que demuestra que para un estado coherente de esṕın efectivamente se cumple la ecuación (4.27).
Si elegimos ~n0 en la dirección Z, se tiene

ξ2H′ = | sin θ|. (4.28)

Demostración: Usando la expresión (4.27) y eligiendo ~n0 en la dirección Z,

ξ2H′ =
√

1− |~n0|2|~n1|2 cos2 θ.

Como ~n0 y ~n1 son vectores unitarios

ξ2H′ =
√

1− cos2 θ =
√

sin2 θ = | sin θ|,
que es la ecuación (4.28), tal y como se queŕıa demostrar. De este último resultado, podemos
concluir que es posible comprimir a los estados coherentes de esṕın, y por lo tanto, ξ2H′ no es una
buena definición de la compresión del esṕın.
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4.2. Parámetro de compresión de Kitagawa y Ueda ξ2
S.

A diferencia de los sistemas bosónicos, donde la varianza es igual en cualquier dirección, para
los estados coherentes de esṕın, la varianza de los operadores de esṕın depende de ~n, y además,
existe una dirección preferente, a la cual se le denomina dirección principal de esṕın o MSD
por sus siglas en inglés, y que está dada por [1]

~n0 =
〈 ~J〉
| 〈 ~J〉 |

=
〈~σ1〉
| 〈~σ1〉 |

, (4.29)

donde la segunda expresión resulta por el intercambio de simetŕıa.
Demostración: Consideremos la definición de la dirección principal de esṕın MSD, dada por
(4.29), y recordemos que

〈 ~J〉 =
N

2
〈~σ1〉 ,

para escribir

~n0 =
(N/2) 〈~σ1〉
|(N/2) 〈~σ1〉 |

=
〈~σ1〉
| 〈~σ1〉 |

,

que es el resultado deseado. En lo sucesivo denotaremos como ~n⊥ a la dirección perpendicular a la
dirección principal de esṕın MSD. Para un estado coherente del esṕın tenemos

(∆Ĵ~n⊥)2 =
j

2
. (4.30)

Demostración: De (4.9),

(∆Ĵ~n⊥)2 =
N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n⊥)2].

Como ~n⊥ es perpendicular a la dirección principal de esṕın MSD (~n0), se tiene

(∆Ĵ~n⊥)2 =
N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2|~n0|2|~n⊥|2 cos2 90] =

N

4
.

Pero j = N/2, por lo que la expresión anterior queda como

(∆Ĵ~n⊥)2 =
2j

4
=
j

2
,

que es lo que se buscaba demostrar. Podemos concluir entonces, que un estado es de esṕın com-
primido si la varianza de Ĵ~n⊥ es menor que j/2. Un estado es de esṕın comprimido si

mı́n(∆Ĵ~n⊥)2 <
j

2
,

o lo que es equivalente
2 mı́n(∆Ĵ~n⊥)2

j
< 1. (4.31)

Definimos a ξ2S como el lado izquierdo de (4.31); es decir,

ξ2S =
mı́n(∆Ĵ~n⊥)2

j/2
.
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El parámetro de compresión propuesto por Kitagawa y Ueda está basado en la cuadratura
principal de compresión,

ξ2S =
mı́n(∆Ĵ~n⊥)2

j/2
=

4 mı́n(∆Ĵ~n⊥)2

N
, (4.32)

donde j = N/2, ~n⊥ se refiere al eje perpendicular a la dirección principal del esṕın y la minimiza-
ción es sobre todas las direcciones ~n⊥. Es deseable que ξ2S = 1 para los estados coherentes del esṕın.

4.3. Parámetro de compresión de Wineland ξ2
R.

El parámetro de compresión de esṕın propuesto por Wineland [2,3] está enfocado al estudio de
la espectroscopia Ramsey. El parámetro de compresión ξ2R es la razón de las fluctuaciones entre un
estado general y un estado coherente del esṕın en la determinación de la frecuencia de resonancia
en la espectroscopia Ramsey. Los estados coherentes de esṕın actúan como estados de ruido de
referencia. A comparación con ξ2S, el cual es análogo a la compresión bosónica, el parámetro ξ2R
está conectado con el mejoramiento de la sensibilidad de los estados de momento angular a las
rotaciones, lo cual es muy atractivo para los experimentos.

Consideremos un estado de esṕın |ψ〉. Sin pérdida de generalidad, suponemos que la dirección
principal del esṕın es a lo largo de la dirección del eje Z; por lo tanto, 〈Ĵx〉 = 〈Ĵy〉 = 0. Vamos a
rotar el estado alrededor del eje X,

Ĵout
y = eiφĴx Ĵye

−iφĴx = cosφĴy − sinφĴz. (4.33)

Demostración: Usando el lema de Hadamard,

Ĵout
y = Ĵy + [iφĴx, Ĵy] +

1

2!
[iφĴx, [iφĴx, Ĵy]] +

1

3!
[iφĴx, [iφĴx, [iφĴx, Ĵy]]] + · · · . (4.34)

Calculando cada uno de los conmutadores,

[iφĴx, Ĵy] = iφ[Ĵx, Ĵy] = iφ(iĴz) = −φĴz,

[iφĴx, [iφĴx, Ĵy]] = [iφĴx,−φĴz] = −iφ2[Ĵx, Ĵz] = −iφ2(−iĴy) = −φ2Ĵy,

[iφĴx, [iφĴx, [iφĴx, Ĵy]]] = [iφĴx,−φ2Ĵy] = −iφ3[Ĵx, Ĵy] = −iφ3(iĴz) = φ3Ĵz,

[iφĴx, [iφĴx, [iφĴx, [iφĴx, Ĵy]]]] = [iφĴx, φ
3Ĵz] = iφ4[Ĵx, Ĵz] = iφ4(−iĴy) = φ4Ĵy,

y aśı sucesivamente. Sustituyendo estos resultados en (4.34),

Ĵout
y = Ĵy − φĴz −

φ2

2!
Ĵy +

φ3

3!
Ĵz +

φ4

4!
Ĵy + · · ·

= Ĵy

(
1− φ2

2!
+
φ4

4!
− · · ·

)
− Ĵz

(
φ− φ3

3!
+
φ5

5!
− · · ·

)
= Ĵy cosφ− Ĵz sinφ.

Por lo tanto,
Ĵout
y = Ĵy cosφ− Ĵz sinφ.
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Q.E.D. De (4.33) obtenemos inmediatamente

〈Ĵout
y 〉 = − sinφ 〈Ĵz〉 (4.35)

y

(∆Ĵout
y )2 = cos2 φ(∆Ĵy)

2 + sin2 φ− 1

2
sin(2φ) 〈[Ĵy, Ĵz]+〉 . (4.36)

Demostración: Del resultado (4.33) tenemos

〈Ĵout
y 〉 = 〈Ĵy〉 cosφ− 〈Ĵz〉 sinφ.

Dado que la dirección principal del esṕın se eligió a lo largo del eje Z, 〈Ĵx〉 = 〈Ĵy〉 = 0, y la
expresión anterior queda como

〈Ĵout
y 〉 = −〈Ĵz〉 sinφ.

La varianza de Ĵout
y es

(∆Ĵout
y )2 = 〈Ĵout2

y 〉 − 〈Ĵout
y 〉

2
. (4.37)

Calculamos entonces

Ĵout2

y = (cosφĴy − sinφĴz)(cosφĴy − sinφĴz)

= cos2 φĴ2
y − cosφ sinφĴyĴz − cosφ sinφĴzĴy + sin2 φĴ2

z

= cos2 φĴ2
y + sin2 φĴ2

z − cosφ sinφ[ĴyĴz + ĴzĴy]

= cos2 φĴ2
y + sin2 φĴ2

z − cosφ sinφ[Ĵy, Ĵz]+.

Entonces (4.37) se escribe como

(∆Ĵout
y )2 = cos2 φ 〈Ĵ2

y 〉+ sin2 φ 〈Ĵ2
z 〉 − cosφ sinφ 〈[Ĵy, Ĵz]+〉 − (〈Ĵy〉 cosφ− sinφ 〈Ĵz〉)2

= cos2 φ 〈Ĵ2
y 〉+ sin2 φ 〈Ĵ2

z 〉 − cosφ sinφ 〈[Ĵy, Ĵz]+〉

− (〈Ĵy〉
2

cos2 φ− 2 cosφ sinφ 〈Ĵy〉 〈Ĵz〉+ sin2 φ 〈Ĵz〉
2
).

Agrupando términos,

(∆Ĵout
y )2 = cos2 φ(〈Ĵ2

y 〉 − 〈Ĵy〉
2
) + sin2 φ(〈Ĵ2

z 〉 − 〈Ĵz〉
2
)− cosφ sinφ 〈[Ĵy, Ĵz]+〉+ 2 cosφ sinφ 〈Ĵy〉 〈Ĵz〉

= (∆Ĵy)
2 cos2 φ+ (∆Ĵz)

2 sin2 φ− cosφ sinφ 〈[Ĵy, Ĵz]+〉 .

Usando la identidad trigonométrica cosφ sinφ = sin(2φ)/2, obtenemos la expresión solicitada

(∆Ĵouty )2 = (∆Ĵy)
2 cos2 φ+ (∆Ĵz)

2 sin2 φ− 1

2
sin(2φ) 〈[Ĵy, Ĵz]+〉 .

Un concepto ampliamente estudiado al hacer espectroscopia es el de sensibilidad de fase.
Básicamente se refiere a la precisión de las mediciones y está determinada por el mı́nimo cambio de
fase detectable. Otro aspecto importante es que la sensibilidad de fase depende de cómo es medido
el cambio de fase. De acuerdo a la fórmula de propagación de errores,

∆x =
∆f(x)

|∂ 〈f(x)〉 /∂x|
, (4.38)
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podemos calcular la sensibilidad de la fase ∆φ como [3]

∆φ =
∆Ĵout

y

|∂ 〈Ĵouty 〉 /∂φ|
. (4.39)

Usando los resultados previos, obtenemos una expresión equivalente

∆φ =
∆Ĵout

y

| 〈Ĵz〉 cosφ|
.

Demostración: Si derivamos (4.35), obtenemos

〈Ĵout
y 〉
∂φ

=
∂

∂φ
(− sinφ 〈Ĵz〉) = − cosφ 〈Ĵz〉 .

Entonces la sensibilidad de fase es

∆φ =
∆Ĵout

y

| cosφ 〈Ĵz〉 |
.

que es la expresión que deseábamos demostrar. Si tomamos el ángulo de rotación muy pequeño, o
sea φ ∼ 0, entonces la ecuación se reduce a

∆φ =
∆Ĵy

| 〈Ĵz〉 |
. (4.40)

Demostración: Si el ángulo de rotación es tal que φ ∼ 0, eso implica que cosφ ∼ 1, sinφ ∼ 0 y
sin 2φ ∼ 0, y la expresión (4.36) se convierte en

(∆Ĵout
y )2 ∼ (∆Ĵy)

2,

o lo que es equivalente ∆Ĵout
y ∼ ∆Ĵy. La sensibilidad de fase entonces queda como

∆φ =
∆Ĵout

y

| cosφ 〈Ĵz〉 |
=

∆Ĵy

| 〈Ĵz〉 |
,

que es la ecuación (4.40). Este resultado indica que la sensibilidad de fase se puede conocer a partir
de los valores esperados de esṕın colectivo. El caso más general no es cuando la dirección principal
de esṕın es a lo largo del eje Z, sino a lo largo de un vector unitario arbitrario ~n, por lo que (4.39)
se escribiŕıa como

∆φ =
∆Ĵ~n⊥

| 〈 ~J〉 |
. (4.41)

Para los estados coherentes de esṕın, la sensibilidad de fase es

(∆φ)CSS =
1√
N
, (4.42)

que es llamado el Ĺımite Cuántico Estándar (SQL) o shot-noise limit. Éste es el ĺımite
de precisión en los experimentos de interferometŕıa atómica cuando se usan átomos que no están
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correlacionados.
Demostración: En el Apéndice A se demuestra que para un estado coherente de esṕın

∆Ĵ~n⊥ =

√
N

2

y

〈 ~J〉 =
N

2
.

Sustituyendo estos resultados en (4.41),

(∆φ)CSS =

√
N/2

N/2
=

1√
N
.

Por lo tanto,

(∆φ)CSS =
1√
N
,

que es lo que queŕıamos mostrar. El parámetro de compresión propuesto por Wineland se define
como la razón de la sensibilidad de fase de un estado general y el de un estado coherente de esṕın;
es decir,

ξ2R =
(∆φ)2

(∆φ)2CSS
. (4.43)

Se elige la dirección ~n⊥ donde ∆Ĵ~n⊥ es minimizado. La relación anterior también se puede
escribir como [3]

ξ2R =
N(∆Ĵ~n⊥)2

| 〈 ~J〉 |2
. (4.44)

Demostración: Se tiene que

∆φ =
∆Ĵ~n⊥

| 〈 ~J〉 |
,

y que

(∆φ)CSS =
1√
N
,

por lo que (4.43) se escribe como

ξ2R =
(∆Ĵ~n⊥)2/| 〈 ~J〉 |2

1/N
=
N(∆Ĵ~n⊥)2

| 〈 ~J〉 |2
,

que es lo que deseábamos demostrar. La definición de ξ2R está relacionada con la dada por Kitagawa
y Ueda, denotada por ξ2S, de la siguiente forma [3]

ξ2R =

(
j

| 〈 ~J〉 |

)2

ξ2S. (4.45)

Demostración: Consideremos las definiciones de los parámetros de compresión de Kitagawa-Ueda
(4.32) y el de Wineland (4.44). De la definición de ξ2S despejamos (∆Ĵ~n⊥)2,

(∆Ĵ~n⊥)2 =
Nξ2S

4
.
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Sustituyendo este resultado en la definición del parámetro de Wineland,

ξ2R =
N

| 〈 ~J〉 |2
N

4
ξ2S.

Finalmente usando que N = 2j encontramos (4.45), tal y como se queŕıa. Como j = N/2 ≥ | 〈 ~J〉 |,
tenemos que ξ2S ≤ ξ2R. A pesar de que estos dos parámetros son similares (cuando j = | 〈 ~J〉 |,
ξ2R = ξ2S), su significado f́ısico es diferente. De acuerdo a la ecuación (4.41), la sensibilidad de fase
se puede escribir como [3]

∆φ =
ξR√
N
. (4.46)

Demostración: La forma más general de la sensibilidad de fase está dada por (4.41). De la
definición del parámetro de compresión de Wineland (4.44), despejamos ∆Ĵ~n⊥ ,

∆Ĵ~n⊥ =

√
ξ2R| 〈 ~J〉 |2

N
=
ξR| 〈 ~J〉 |√

N
.

La sensibilidad de fase es entonces

∆φ =
ξR| 〈 ~J〉 |/

√
N

| 〈 ~J〉 |
=

ξR√
N
.

El ĺımite inferior de la sensibilidad de fase está dado por la relación de incertidumbre de
Heisenberg

(∆Ĵ~n⊥)2(∆Ĵ~n′⊥)2 ≥ 1

4
| 〈Ĵ~n⊥〉 |2. (4.47)

De la definición de parámetro de Wineland despejamos (∆Ĵ~n⊥)2,

(∆Ĵ~n⊥)2 =
ξ2R| 〈Ĵ~n⊥〉 |2

N
.

Sustituyéndolo en la relación de incertidumbre,

ξ2R| 〈Ĵ~n⊥〉 |2

N
(∆Ĵ~n′⊥)2 ≥ 1

4
| 〈Ĵ~n⊥〉 |2,

y entonces
4ξ2R(∆Ĵ~n′⊥)2

N
≥ 1. (4.48)

Usando que

j2 =
N2

4
≥ | 〈Ĵ2

~n⊥
〉 | ≥ (∆Ĵ~n′⊥)2,

encontramos que
4

N2
≤ 1

(∆Ĵ~n′⊥)2
.

Entonces,

ξ2R ≥
N

4(∆Ĵ~n′⊥)2
≥ 4N

4N2
=

1

N
,

y por lo tanto,

ξ2R ≥
1

N
(4.49)
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4.4. Parámetro de compresión ξ2
H ′′.

Se define el parámetro de compresión ξ2H′′ mediante la fórmula [2]

ξ2H′′ =
j

| 〈 ~J〉 |
ξ2S, (4.50)

donde ξ2S es el parámetro de Kitawaga y Ueda. El parámetro de compresión ξ2H′′ también puede
escribirse como

ξ2H′′ =
2(∆Ĵ~n′⊥)2

| 〈 ~J〉 |
. (4.51)

Demostración: Sustituyendo el parámetro de Kitawaga y Ueda, (4.32), en (4.50),

ξ2H′′ =
j

| 〈 ~J〉 |
2(∆Ĵ~n′⊥)2

j
=

2(∆Ĵ~n′⊥)2

| 〈 ~J〉 |
,

que es (4.51). Ahora elegimos un conjunto de tres direcciones ortogonales {~n⊥, ~n′⊥, ~n0}. La relación
de incertidumbre es en este caso

(∆Ĵ~n⊥)2(∆Ĵ~n′⊥)2 ≥ | 〈Ĵ~n0〉 |2

4
. (4.52)

Observemos que

(∆Ĵ~n0)
2 =

N

4
(1− | 〈~σ1〉 |2), (4.53)

pero 〈~σ1〉 · 〈~σ1〉 = 1, entonces (∆Ĵ~n0)
2 = N

4
(1− 1) = 0, lo que significa que no hay fluctuaciones a

lo largo de la dirección principal del esṕın. Como ~n⊥ y ~n′⊥ son perpendiculares a ~n0, se tiene que

(∆Ĵ~n⊥)2 = (∆Ĵ~n′⊥)2 =
j

2
=
N

4
,

y entonces la relación de incertidumbre (4.52) queda como

(∆Ĵ~n⊥)2 ≤ | 〈Ĵ~n0〉 |
2

.

Por lo tanto,

ξ2H′′ =
2(∆Ĵ~n⊥)2

| 〈Ĵ~n0〉 |
≤ 1,

que implica que

ξ2H′′ =
2(N/4)

N/2
= 1.

Concluimos que para los estados coherentes del esṕın ξ2H′′ = 1, y este parámetro es apropiado
para caracterizar la compresión de esṕın en este aspecto.
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4.5. Otros parámetros de compresión.

En esta sección revisaremos otras definiciones de la compresión del esṕın y sus aplicaciones. En
el primer parámetro que analizaremos en esta sección, la compresión de esṕın está directamente
conectada con el enredamiento multipartita. Para un sistema de muchos cuerpos de esṕın 1/2, sus
propiedades de enredamiento se pueden expresar en términos de las varianzas y valores esperados
como se muestra a continuación [20]

ξ2R′ =
N(∆Ĵ~n1)

2

〈Ĵ~n2〉+ 〈Ĵ~n3〉
, (4.54)

donde ~n1, ~n2 y ~n3 son mutuamente ortogonales. El sub́ındice R′ indica la relación cercana que tiene
con el parámetro ξ2R. Se ha probado que si se cumple la condición ξ2R′ < 1, el estado es enredado. Sin
embargo, también se sabe que un estado enredado no es necesariamente comprimido. Inspirados
en este descubrimiento, muchos trabajos han estudiado la relación existente entre compresión de
esṕın y el enredamiento. Para los estados coherentes de esṕın este parámetro resulta

ξ2R′ =
1− (~n0 − ~n1)

2

(~n0 − ~n2)2 + (~n0 − ~n3)2
= 1. (4.55)

Demostración: Ya hemos visto que para los estados coherentes de esṕın

〈Ĵ~n〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |(~n0 · ~n)

y

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n)2].

Sustituyendo las expresiones anteriores en la definición de ξ2R′ ,

ξ2R′ =
N(N/4)[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]

(N/2)2| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n2)2 + (N/2)2| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n3)2

=
1− (~n0 · ~n1)

2

(~n0 · ~n2)2 + (~n0 · ~n3)2

= 1.

En conclusión, ξ2R′ se puede ver como una generalización de ξ2R, y además proporciona un cri-
terio realmente útil para detectar el enredamiento en sistemas de muchos cuerpos.

En el estudio de los estados de Dicke |J,M〉 en un condenado de Bose-Einstein, Raghavan [21]
propuso un nuevo tipo de parámetro de compresión del esṕın definido por

ξ2D =
N(∆Ĵ~n)2

N2/4− 〈Ĵ~n〉
2 . (4.56)

El sub́ındice D indica que este parámetro puede detectar enredamiento en los estados de Dicke. Si
ξ2D < 1, el estado es comprimido a lo largo de ~n. Para los estados coherentes de esṕın ξ2D = 1.
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Demostración: Usando las expresiones de 〈Ĵ~n〉 y (∆Ĵ~n)2 para los estados coherentes del esṕın,
(4.56) se expresa como

ξ2D =
(N2/4)[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)

2]

N2/4− (N/2)2| 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n)2

=
N2/4

N2/4

[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)
2]

[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n1)2]

= 1.

Como ya mencionamos antes, una aplicación importante del parámetro de compresión de esṕın
es detectar enredamiento. Este tipo de criterio de enredamiento está basado en desigualdades de
esṕın colectivo. Ésto es atractivo para experimentos, porque en la práctica no siempre se pueden
dirigir part́ıculas individuales, mientras que los valores esperados y las varianzas para operadores
de esṕın colectivo son muy fáciles de medir. Tóth [22] generalizó las definiciones de compresión de
esṕın y dio un conjunto de desigualdades de esṕın. Además encontró que una de las desigualdades
de esṕın es útil para escribir un nuevo tipo de parámetro de compresión de esṕın. Esta desigualdad
es

(N − 1)(∆Ĵ~n1)
2 ≥ 〈Ĵ2

~n2
〉+ 〈Ĵ2

~n3
〉 −N/2, (4.57)

que es válida para cualesquiera estados separables y la violación de esta desigualdad indica enre-
damiento. La desigualdad (4.57) se puede escribir también como

N(∆Ĵ~n1)
2 ≥ 〈 ~J2〉 − 〈Ĵ~n1〉

2
−N/2. (4.58)

Demostración: Sustituimos la varianza (∆Ĵ~n1)
2 = 〈Ĵ2

~n1
〉− 〈Ĵ~n1〉

2
del operador Ĵ~n1 en la desigual-

dad (4.57) y obtenemos

N(∆Ĵ~n1)
2 ≥ 〈Ĵ2

~n1
〉 − 〈Ĵ~n1〉

2
+ 〈Ĵ2

~n2
〉+ 〈Ĵ2

~n3
〉 −N/2,

de donde se deduce trivialmente que

N(∆Ĵ~n1)
2 ≥ 〈 ~J2〉 − 〈Ĵ~n1〉

2
−N/2,

que es lo que se deseaba demostrar. De la desigualdad (4.58) tenemos

N(∆Ĵ~n1)
2

〈 ~J2〉 −N/2− 〈Ĵ~n1〉
2 ≥ 1. (4.59)

Definiendo al lado izquierdo de (4.59) como ξ2E, obtenemos [22]

ξ2E =
N(∆Ĵ~n1)

2

〈 ~J2〉 −N/2− 〈Ĵ~n1〉
2 . (4.60)

Este es un parámetro de compresión de esṕın relacionado con el enredamiento y es similar a ξ2D.



Caṕıtulo 5

Condensación de Bose-Einstein.

5.1. La condensación de Bose-Einstein como una transi-

ción de fase.

El fenómeno de condensación de Bose-Einstein se ocupa de la observación de los efectos cuánti-
cos relacionados con la enerǵıa cinética traslacional de los átomos o moléculas en un gas. Comen-
cemos considerando un ejemplo simple, un gas de moléculas diatómicas. La capacidad caloŕıfica
(Cv) y su variación con la temperatura es importante para entender los efectos de cuantización de
la enerǵıa cinética. La siguiente gráfica muestra el comportamiento t́ıpico de Cv(T ) para un gas
t́ıpico diatómico.

Figura 5.1: Variación esquemática de la capacidad caloŕıfica Cv de un gas diatómico con la Tem-
peratura. [26]

Para temperaturas muy altas, se esperan comportamientos clásicos de acuerdo con el Principio
de Equipartición de la Enerǵıa [27].

37
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Teorema de la Equipartición de la Enerǵıa: Consideremos un sistema de N part́ıculas que
se encuentra en equilibrio térmico a temperatura T, y sea E la enerǵıa promedio de cada part́ıcula
del sistema. Cada grado de libertad que aparece en la expresión para la enerǵıa de una part́ıcula
del sistema en forma cuadrática contribuye en

E =
1

2
kBT. (5.1)

Como

Cv =
dE

dT
, (5.2)

tenemos las siguientes contribuciones,

1. Movimiento vibracional: kB

2. Movimiento rotacional: kB

3. Movimiento traslacional: (3/2)kB

lo cual nos da E = (7/2)kBT . Para bajas temperaturas, la capacidad caloŕıfica se aparta del
resultado clásico debido a la cuantización del movimiento térmico. Las vibraciones de una molécula
pueden aproximarse mediante un oscilador armónico simple, con niveles de enerǵıa cuantizados,
dados por

Cv =

(
n+

1

2

)
hνvib. (5.3)

El resultado clásico sólo se obtendrá si la enerǵıa térmica es mucho mayor que la vibracional [26]

kBT � hνvib.

Con los valores t́ıpicos de νvib, de alrededor de 1013 Hz, el comportamiento clásico es observado
solamente a temperaturas arriba de 1000 K. A temperatura ambiente, el movimiento vibracional
usualmente no se presenta, como se muestra en la gráfica. De la misma forma, esperamos que el
movimiento rotacional no se manifieste cuando la enerǵıa térmica es comparable con la enerǵıa
rotacional cuantizada; es decir, kBT ∼ ~2

Irot
donde Irot es el momento de inercia alrededor del eje de

rotación. Esto ocurre t́ıpicamente a temperaturas menores de 100 K. Entonces el movimiento rota-
cional es usualmente clásico a temperatura ambiente, pero no se manifiesta a bajas temperaturas.
Ahora consideremos sólo el movimiento traslacional. La Tercera Ley de la Termodinámica dice que
cuando T → 0, Cv → 0 [27]. Sin embargo, en un gas normal las fuerzas atractivas entre molécu-
las causan licuefacción y solidificación mucho antes que los efectos cuánticos por el movimiento
traslacional se vuelvan importantes. Si pudiéramos evitar que el gas se condensara, podŕıamos
eventualmente observar los efectos cuánticos relacionados con el movimiento traslacional. El pri-
mero en considerar este efecto fue Einstein en 1924; descubrió que incluso un gas de part́ıculas
no interactuantes, sufrirá una transición de fase a una temperatura suficientemente baja. Esta
transición de fase es conocida como Condensación de Bose-Einstein. En mecánica estad́ıstica,
la condensación de Bose-Einstein es entendida como la acumulación de una fracción macroscópica
del número total de part́ıculas en un estado de velocidad cero. Este fenómeno fue aplicado exito-
samente para explicar la transición a superflúıdo del helio ĺıquido en 1938. Vamos a describir el
fenómeno desde la perspectiva de la termodinámica y usaremos la f́ısica estad́ıstica para derivar
las fórmulas generales que son aplicables a todos los sistemas de condensados de Bose-Einstein.
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5.2. Diferencias entre la estad́ıstica clásica y cuántica.

5.2.1. Estad́ıstica clásica.

En el régimen clásico, hay que limitarse a las condiciones del gas en donde la probablidad de que
cualquier estado de una sola part́ıcula sea ocupado por más de una molécula es muy pequeña. En
otras palabras, la mayoŕıa de los estados de una sola part́ıcula están vaćıos, muy pocos contienen
una sola y un número de ellos insignificantemente pequeño contienen más de una. Esta situación
ocurrirá si el número de estados de una sola part́ıcula en cualquier región de enerǵıa es muy grande,
comparado con el número de moléculas que poseen esa clase de enerǵıa. En sistemas diluidos a altas
temperaturas, la probabilidad de ocupación de cualquier estado cuántico individual es pequeña.
En esta región, las part́ıculas obedecen la Estad́ıstica de Boltzmann [26],

P (Ei) ∝ e−Ei/kBT , (5.4)

donde P (Ei) es la probabilidad de que la part́ıcula esté en el estado cuántico con enerǵıa Ei y
kB es la constante de Boltzmann. A la estad́ıstica de Boltzmann se le considera clásica porque las
propiedades no dependen del esṕın de las part́ıculas. Normalmente la probabilidad de ocupación
P (Ei) es pequeña para todos los niveles de enerǵıa del sistema. Si tomamos un sistema que obedece
la estad́ıstica de Boltzmann y reducimos su temperatura, las part́ıculas tenderán a acumularse en
los niveles de enerǵıa más bajos que estén disponibles.

5.2.2. Estad́ıstica cuántica.

La mayoŕıa de las part́ıculas poseen un momento angular intŕınseco. Este momento no está re-
lacionado con el movimiento de la part́ıcula; es decir, posee este momento angular incluso cuando
su centro de masa está en reposo. Por esta razón, a éste momento angular intŕınseco de la part́ıcula
se le conoce como esṕın [27]. Si tratamos con part́ıculas con esṕın, éstas se clasifican en

1. Bosones: Son part́ıculas con esṕın entero. Algunos ejemplos son el mesón π (esṕın 0) y los
fotones (esṕın 1).

2. Fermiones: Tienen esṕın mitad de un entero. Por ejemplo, los electrones, positrones, pro-
tones, neutrones poseen esṕın 1/2.

La mayoŕıa de las part́ıculas elementales son fermiones, pero part́ıculas compuestas como los
átomos, pueden ser fermiones o bosones, dependiendo del esṕın total. Los fermiones (o part́ıculas
fermiónicas) obedecen el Principio de Exclusión de Pauli que a continuación se enuncia.

Principio de Exclusión de Pauli: Establece que no es posible poner más de una part́ıcula
en un estado cuántico particular.

El propósito de la mecánica estad́ıstica es explicar los fenómenos macroscópicos en términos
de la distribución de part́ıculas entre los estados microscópicos del sistema. El comportamiento de
un gas de part́ıculas idénticas depende del esṕın de las part́ıculas que comprenden el sistema. La
estad́ıstica es llamada Estad́ıstica cuántica ya que depende de una propiedad de las part́ıculas:
el esṕın.
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El empleo del Principio de Pauli en la F́ısica Estad́ıstica conduce a la función de Distribución
de Fermi-Dirac para el número nFD de fermiones que ocupan un nivel cuántico con enerǵıa E a
temperatura T

nFD(E, T ) =
1

e(E−µ)/kBT + 1
, (5.5)

donde µ es el Potencial qúımico que está determinado por la restricción de que la ocupación com-
binada de todos los niveles del sistema debe ser igual al número total de part́ıculas [24]. El máximo
valor de la función de Fermi-Dirac es 1, en concordancia con el Principio de Pauli. El Principio de
Exclusión de Pauli elimina la posibilidad de la Condensación de Bose-Einstein y por lo tanto, no
se considerarán part́ıculas fermiónicas de aqúı en adelante.

Los bosones, los cuales tienen esṕın entero, no están sujetos al Principio de Exclusión de
Pauli. No hay un ĺımite de un número de part́ıculas para ocupar un nivel en particular y su
comportamiento es totalmente diferente al de los fermiones a bajas temperaturas. En un gas de
bosones no interactuantes, el número de part́ıculas nBE en un estado cuántico con enerǵıa E a
temperatura T está dado por la función de Distribución de Bose-Einstein [26]

nBE(E, T ) =
1

e(E−µ)/kBT − 1
. (5.6)

De igual forma que en los fermiones, µ se determina con la condición de que la ocupación
combinada de todos los niveles debe ser igual al número total de part́ıculas. En sistemas que no
tienen una restricción sobre el número total de part́ıculas, se tiene que µ = 0. Este es el caso de los
fotones, los cuales son bosones con masa en reposo cero, permitiendo que sean creados y destruidos
con facilidad. Se ve claramente que si en (5.6) se toma E = hν y µ = 0, se obtiene la fórmula de
Planck.

5.3. Mecánica estad́ıstica de la condensación de Bose-Einstein.

Consideremos un gas de N bosones de masa m no interactuantes en un volumen V a tempera-
tura T . Se dice que las part́ıculas no interactuan cuando las fuerzas entre ellas son extremadamente
débiles. En este ĺımite, las interacciones entre part́ıculas son suficientes para llevar el gas al equili-
brio térmico, pero tan pequeñas que la enerǵıa potencial es despreciable. Esta aproximación no es
válida cuando la separación entre part́ıculas es muy pequeña. El considerar a una part́ıcula como
no interactuante, implica que la part́ıcula sólo posee enerǵıa cinética, por lo que se puede poner la
escala de enerǵıa con E = 0 como el nivel más bajo de enerǵıa del sistema. El potencial qúımico
es determinado con la condición de que la ocupación combinada de todos los niveles de enerǵıa del
sistema es igual al número total de part́ıculas; es decir,

N

V
=

∫ ∞
0

nBE(E)g(E)dE, (5.7)

donde g(E) es la densidad de estados por unidad de volumen. Para part́ıculas no interactuantes
de masa m y esṕın S, la densidad de estados está dada por [26]

g(E)dE =
(2S + 1)

π2

√
Em3

2
dE. (5.8)
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Demostración: Demostraremos esta expresión primero para el campo electromagnético. Con-
sideremos un campo electromagnético dentro de un volumen finito V en el espacio libre. Por
simplicidad, supondremos que el volumen comprende un cubo de lado L, por lo tanto, V = L3

como se muestra en la Figura siguiente.

Figura 5.2: Volumen finito en el espacio libre considerado para calcular la densidad de estados. [26]

El volumen debe ser lo suficientemente grande para que sus dimensiones no tengan un efecto
significativo en el resultado f́ısico. La introducción de este cubo es sólo una herramienta de cálculo
que nos permitirá encontrar la densidad de estados de manera sencilla. La solución general de
las ecuaciones de Maxwell para un campo electromagnético dentro de un cubo de lado L puede
escribirse como una superposición de ondas viajeras de la forma [28]

~ε(~r, t) =
∑
k

~εke
i(~k·~r−ωt), (5.9)

donde ω = c|~k|, kj = 2πnj/L con j = x, y, z y nx, ny, nz son números enteros positivos. Para
el campo magnético se tiene una expresión totalmente similar. Es perfectamente conocido que en
este caso el campo eléctrico es transversal (~εk ⊥ ~k); es decir, que ~k · ~εk = 0, lo cual permite dos

polarizaciones independientes para cada valor de ~k. Ahora consideremos la Figura 5.3. El espacio
entre los puntos es 2π/L. Por lo tanto, cada valor permitido del vector ~k ocupa un área efectiva

A = `2 =
(
2π
L

)2
. Podemos generalizar este argumento al caso de tres dimensiones, que es el que

realmente nos interesa, por lo que el volumen efectivo será A = `3 =
(
2π
L

)3
. Surge la pregunta:

¿Cuántos estados k permitidos habrá entre k y k + dk? Denotaremos este número de estados
como g(k)dk. En el caso bidimensional, calculamos este número considerando la zona de espacio
k encerrado por los vectores k con magnitudes entre k y k + dk y luego dividiendo por el área
efectiva por estado k

g2D(k)dk =
2πk

(2π/L)2
dk =

2πkL2

(2π)2
dk =

L2

2π
kdk. (5.10)
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En el caso tridimensional, el resultado equivalente se obtiene dividiendo el volumen encerrado
en el espacio k entre los cascarones esféricos de radio k y k + dk entre el volumen efectivo por el
estado k

g3D(k)dk =
4πk2

(2π/L)3
dk =

4πk2L3

(2π)3
dk =

L3

2π2
k2dk = V

k2

2π2
dk. (5.11)

Aśı que finalmente obtenemos

g(k) ≡ g3D(k)

V
=

k2

2π2
. (5.12)

Observemos que g(k) no depende del volumen, lo cual confirma que la división del espacio es
meramente una herramienta de cálculo. Ya que tenemos una expresión para la densidad de estados
en el espacio k, podemos calcular el número de estados por unidad de volumen por unidad de rango
de frecuencia angular g(ω). Para realizar esto, mapeamos los valores de k y k+dk en sus frecuencias
angulares correspondientes, llamadas ω y ω + dω y recordamos que hay dos polarizaciones para
cada estado k. Por lo tanto escribimos

g(ω)dω = 2g(k)dk = 2g(k)
1

dω/dk
.

Usando que ω = ck y que dω
dk

= c, la expresión anterior queda como

g(ω) =
ω2

π2c3
. (5.13)

Notemos que la densidad de estados de los modos del campo electromagnético es proporcional al
cuadrado de la frecuencia.

Figura 5.3: Valores permitidos del vector de onda en el plano (x,y) del espacio ~k.
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La derivación de la densidad de estados para el campo electromagnético puede adaptarse a
otros campos, es decir, a otras part́ıculas. En el caso de ondas de electrones en cristales, se necesita
g(E), la densidad de estados por unidad de volumen por unidad de rango de enerǵıa. La derivación
es similar a la hecha anteriormente para g(k). Entonces

g(E) = 2
g(k)

dE/dk
. (5.14)

En este caso, el factor 2 viene de que hay dos estados del esṕın del electrón para cada estado
k disponible, llamado esṕın arriba o esṕın abajo. Para electrones libres se tiene que E = k2

2m
, o

k2 = 2mE, pero g(k) = k2

2π2 , y por tanto

dE

dk
=

1

m
. (5.15)

Usando estas expresiones, (5.14) se escribe como

g(E) =
2

2π2

(
2m2E

)√ 1

2mE

=

√
E

π2

√
4m4

2m

=
1

π2

√
2m3.

(5.16)

Para part́ıculas no interactuantes de esṕın S y masa m, el factor 2 es reemplazado por la
multiplicidad del esṕın; o sea

g(E) = (2S + 1)
g(k)

dE/dk

= (2S + 1)(2m2E)2π2 1√
2mE

=
(2S + 1)

π2

√
Em3

2
.

(5.17)

Por lo tanto

g(E)dE =
(2S + 1)

π2

√
Em3

2
dE,

que es la ecuación (5.8), tal y como se queŕıa demostrar.

Ahora consideremos el comportamiento de un gas de bosones de S = 0 con una densidad
de part́ıculas fija N/V y una temperatura T variable. El valor del potencial qúımico puede ser
calculado sustituyendo los resultados anteriores en (5.7), y obtenemos [26]

N

V
=

∫ ∞
0

(
1

e(E−µ)/kBT − 1

)[
2π(2S + 1)(2m)3/2

√
E
]
dE.

Como S = 0,
N

V
= 2π(2m)3/2

∫ ∞
0

√
E

e(E−µ)/kBT − 1
dE. (5.18)
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No hay solución anaĺıtica para esta última ecuación, pero la dependencia general de µ con
T se puede entender sin recurrir a técnicas numéricas. Analizando (5.18), podemos ver que a
temperaturas suficientemente altas, µ debe tener un valor grande negativo para compensar el
valor grande de T . Cuando se está enfriando el gas, se mantiene fija N/V , por lo que µ debe
incrementarse para compensar el decremento en kBT . Este proceso continúa al disminuir T , pero
no puede continuar indefinidamente porque mantener el factor de ocupación positivo para todos
los valores de E ≥ 0 implica que µ < 0. Por lo tanto, µ aumentará con la reducción de T hasta
limitarse a un valor pequeño negativo muy cercano a cero. La temperatura cŕıtica a la cual µ se
acerca a este ĺımite es precisamente la temperatura de condensación de Bose-Einstein, en la cual
estamos interesados. Cuando analizamos el comportamiento de un sistema en el ĺımite cuando µ
se aproxima a cero, el valor del integrando en (5.18) queda indefinido en E = 0; por lo tanto,
debemos tratar el estado de enerǵıa cero de manera diferente y reescribir esta ecuación como

N

V
= N0(T ) + 2π(2m)3/2

∫ ∞
0

√
E

e(E−µ)/kBT − 1
dE, (5.19)

donde N0(T ) es la densidad del número de part́ıculas en el estado de enerǵıa cero. Al tomar el
ĺımite de (5.6) con E = 0 y µ→ 0, encontramos que

N0(T )V =
1

(1− (µ/kBT ) + · · · )− 1
= −kBT

µ
. (5.20)

Demostración: Haciendo E = 0 en (5.6)

nBE(E = 0, T ) =
1

e−µ/kBT − 1
, (5.21)

o en términos de la densidad de estados N0,

N0(T ) =
nBE
V

=
1

V

1

e−µ/kBT − 1
. (5.22)

Desarrollando en serie de Taylor la exponencial,

N0(T )V =
1

[1− µ/kBT + (µ/kBT )2 − · · · ]− 1
. (5.23)

Dado que µ → 0, el factor cuadrático y los de orden mayor son despreciables, por lo que (5.23)
queda como

N0(T )V =
1

(1− µ/kBT )− 1
=

1

−µ/kBT
= −kBT

µ
,

que es lo que se estaba buscando. Este resultado muestra que el ĺımite donde |µ| puede ser tan
pequeño está determinado por el número de part́ıculas que ocupan el estado E = 0.

La temperatura de condensación se define como aquella en que es imposible dar cabida a todas
las part́ıculas en los estados con E > 0. La condición para que esto suceda está dada por [26]

N

V
=

3

2
ζ(2πmkBTc)

3/2, (5.24)
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donde ζ (y) es la función zeta de Riemann.

Demostración: Dado que se debe considerar a µ muy pequeño, tomamos µ = 0 en (5.18),

N

V
= 2π

(
2m

h2

)3/2 ∫ ∞
0

√
E

eE/kBTc − 1
dE.

Haciendo el cambio de variable x = E
kBTc

,

N

V
= 2π

(
2mkBTc
h2

)3/2 ∫ ∞
0

√
x

ex − 1
dx. (5.25)

Pero ∫ ∞
0

√
x

ex − 1
dx =

√
π

2
ζ

(
3

2

)
,

y se obtiene (5.24). Podemos ahora obtener la temperatura cŕıtica Tc como

Tc =
h2

2πmkB ζ2/3 (3/2)

(
N

V

)2/3

. (5.26)

Para temperaturas por debajo de Tc, una fracción microscópica del número total de part́ıculas
se condensa en el estado E = 0. El resto de las part́ıculas seguirá distribuyéndose térmicamente
entre el resto de los niveles. El número de part́ıculas en los estados con E > 0 están dados por
(5.18) con µ = 0. Por lo tanto, para T ≤ Tc, debemos escribir la densidad de part́ıculas como

N

V
= N0(T ) +

(
N

V

)(
T

Tc

)3/2

. (5.27)

Demostración: En la ecuación (5.19) tomamos µ = 0

N

V
= N0(T ) + 2π

(
2m

h2

)3/2 ∫ ∞
0

√
E

eE/kBT − 1
dE. (5.28)

Haciendo el cambio de variable x = E
kBT

,

N

V
= N0(T ) + 2π

(
2mkBT

h2

)3/2 ∫ ∞
0

√
x

ex − 1
dx.

La integral ya la calculamos arriba, aśı que

N

V
= N0(T ) + ζ

(
3

2

)(
2πmkBT

h2

)3/2

. (5.29)

Usando ahora (5.26) obtenemos (5.27), tal y como se deseaba. Podemos resolver (5.27) para N0(T )
y encontrar que

N0(T ) =
N

V

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]
. (5.30)
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La fracción de part́ıculas en el estado condensado es [27]

f(T ) = 1−
(
T

Tc

)3/2

. (5.31)

La ecuación indica que la fracción de part́ıculas con velocidad cero se aproxima al 100 % cuando
T → 0. En la siguiente figura se muestra el resultado (5.31).

Figura 5.4: Fracción f(T ) del número de part́ıculas en el BEC contra la Temperatura.

Observemos de la Figura que para T > Tc, el número de part́ıculas en el estado base es despre-
ciable. A medida que T decrece por debajo de Tc, el número de tales part́ıculas crece rápidamente.
Estas part́ıculas poseen enerǵıa cero y momento cero. Debido a ésto, no contribuyen a la presión
ni poseen viscosidad (puesto que está relacionado con el transporte de momento). El proceso en
que se concentran part́ıculas en el estado base de enerǵıa cero, se conoce como condensación de
Bose-Einstein. Difiere de la condensación de un vapor en un ĺıquido en que la condensación de
Bose-Einstein no ocurre separación espacial en fases con propiedades diferentes. Sin embargo, apa-
recen muchas caracteŕısticas semejantes en ambos tipos de condensación. Por ejemplo, la presión
de un gas de Bose-Einstein a T < Tc, precisamente como la presión de un vapor saturado, sólo
depende de su temperatura pero no de su volumen. Un gas Bose-Einstein a temperaturas por
debajo de Tc recibe el nombre de degenerado. [27]

5.4. Sistemas condensados de Bose-Einstein.

A continuación se detallarán algunos sistemas donde se presenta la condensación de Bose-
Einstein. El ejemplo más conocido antes de los trabajos de gases diluidos fue el helio ĺıquido. El
helio natural contiene 99.99 % del isotopo 4He, con solo 0.01 % de 3He, dándole predominantemente
propiedades bosónicas. El helio es un gas a temperaturas ambiente y se licúa a 4.2K. La densidad
del helio ĺıquido es 120 kg/m3, por lo que se puede calcular que la temperatura cŕıtica es Tc = 2.7 K.
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El helio 4He tiene esṕın cero y, por consiguiente, satisface la estad́ıstica de Bose-Einstein.

Otro fenómeno bien conocido en la materia condensada es la superconductividad. Los electrones
individuales en un metal son fermiones, pero en un superconductor, dos electrones se emparejan
para formar un Par de Cooper. El par de Cooper puede tener esṕın 1 o 0 y, por lo tanto, formar un
sistema bosónico. Los electrones de conducción en un superconductor, cuya temperatura está por
debajo de la temperatura de transición, pueden estar en un estado normal o pueden estar en
un estado superconductor; la fracción de electrones que se encuentran en estado superconductor
está dada por una ecuación análoga a (5.30). En la siguiente Tabla se describen diferentes sistemas
bosónicos donde se presenta la condensación de Bose-Einstein. [26]

Sistema Bosón Tc(K)
Helio Ĺıquido 4He 2.17

Gases atómicos diluidos Variable ∼ 10−7

Superconductores Pares electrón Cooper Arriba de ∼ 100
Semiconductor Excitón ∼ 10

Estrella de neutrones Pares neutrón Cooper ∼ 109

Tabla 5.1: Sistemas f́ısicos que presentan el fenómeno de condensación de Bose-Einstein.

Podemos observar de la lista que la definición de ”baja temperatura ”vaŕıa dramáticamente de
sistema a sistema.

5.5. Descripción microscópica de la condensación de Bose-

Einstein.

Concebir a la condensación de Bose-Einstein como una acumulación de part́ıculas en el estado
de velocidad cero, deja claro que sólo se puede observar en gases de bosones, los cuales no están
sujetos al Principio de Exclusión de Pauli. Los átomos y moléculas de un gas están compuestos
por protones, neutrones y electrones, que son fermiones. Los átomos y las moléculas pueden ser
fermiones o bosones, dependiendo del esṕın total. Podemos averiguar si un átomo en particular es
un fermión o un bosón, calculando el esṕın total de acuerdo a las reglas de la suma de momento
angular cuántico, que es [29]

Satomo = Se− + Snucleo. (5.32)

Es evidente que un átomo o una molécula será un bosón si el número total de electrones, pro-
tones y neutrones es un número par y un fermión si el número total es impar. Ahora consideremos
un gas a temperatura T de bosones atómicos idénticos de masa m, que no interactúan. Recorde-
mos que si no interactúan las part́ıculas son completamente libres, y su única enerǵıa es cinética.
Las condiciones para el logro de un condensado de Bose-Einstein son bastante extremas. Como ya
vimos, las part́ıculas del sistema deben ser idénticas. Esta condición de indistinguibilidad requiere
que las longitudes de De Broglie de las part́ıculas se solapen significativamente, lo cual se logra a
temperaturas extremadamente bajas. De esta forma, las longitudes de onda de De Broglie serán
largas. A continuación haremos una revisión acerca de esta condición. De Broglie postuló que todas
las part́ıculas que poséıan una cantidad de movimiento teńıan asociada una onda con una longitud
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λdeB = h
p
, donde h es la constante de Planck y p es el momento de la part́ıcula. La longitud de

onda de De Broglie térmica, λdeB, está dada por [26]

p2

2m
≡ 1

2m

(
1

λdeB

)2

=
3

2
kBT, (5.33)

lo que implica que

λdeB =
1√

3mkBT
. (5.34)

Demostración: Ya mencionamos que dado que las part́ıculas del gas no interactúan, su única
enerǵıa es la cinética, y dicha enerǵıa es ε = p2

2m
. Es bien conocido que la enerǵıa cinética promedio

para el caso unidimensional es [25]

〈εc〉 =
1

2
m 〈v2x〉 =

1

2
m

(
kBT

m

)
=
kBT

2
. (5.35)

Ahora haremos uso el famoso Teorema de Equipartición de la Enerǵıa que enunciamos al principio
de este Caṕıtulo. Considerando que el movimiento de cada bosón es en 3 dimensiones, entonces

〈ε〉 = 3

(
kBT

2

)
=

3

2
kBT.

Por lo tanto, las dos expresiones equivalentes para la enerǵıa cinética

ε =
1

2m

(
1

λdeB

)2

=
3

2
kBT.

Sustituyendo la longitud de onda de De Broglie, igualando dicha enerǵıa cinética a 3
2
kBT y despe-

jando λ, llegamos a (5.34), que es lo que deseábamos demostrar. Debemos notar que la longitud de
la onda de De Broglie se incrementa al disminuir T. La función de onda mecánico-cuántica para el
movimiento de traslación de un átomo libre se extiende sobre una distancia de aproximadamente
λdeB. Dado que al aumentar λdeB disminuye T , eventualmente se alcanzará una temperatura T
cuando las funciones de onda de los átomos vecinos empiezan a superponerse. La siguiente Figura
representa esta situación. [26]

Figura 5.5: Solapamiento de las funciones de onda de dos átomos separados por λdeB. [26]

Los átomos interactúan entre śı y se unirán para formar un estado extendido con una función
de onda común. Éste es el estado condensado de Bose-Einstein. La condición para la función de
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onda superpuesta consiste en que el rećıproco del volumen efectivo de la part́ıcula determinado
por la longitud de onda de De Broglie debe ser igual a la densidad de la part́ıcula. Si tenemos N
part́ıculas en un volumen V, la condición descrita anteriormente puede ser escrita como [26]

N

V
∼ 1

λ3deB
. (5.36)

Usando la expresión para λdeB y resolviendo para T, encontramos que

Tc ∼
1

3

h2

mkB

(
N

V

)2/3

. (5.37)

Esta es la misma fórmula que hallamos para Tc, salvo una constante. El argumento utilizado
para derivar esto, por el contrario, es mucho más intuitivo y nos da una señal de que el estado
condensado consiste en un estado extendido con todos los átomos coherentes entre śı.
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Caṕıtulo 6

Formalismo de la Segunda Cuantización.

6.1. Mecánica cuántica de muchos cuerpos y la primera

cuantización.

El objetivo de este caṕıtulo es introducir el formalismo conocido como la Segunda Cuanti-
zación, que es extremadamente útil cuando se trabaja con sistemas de muchas part́ıculas interac-
tuantes. Supongamos que tenemos un sistema de N part́ıculas sin esṕın y masa m; las part́ıculas
tienen posiciones ~ri y momento ~pi (i = 1, ..., N). Más adelante veremos que agregar el esṕın no
presenta ninguna dificultad. Consideremos el hamiltoniano [30]

H ≡
N∑
i=1

~p2i
2m

+
N∑
i=1

U(~ri) +
1

2

N∑
i,j=1,i 6=j

V (~ri − ~rj), (6.1)

que describe part́ıculas moviéndose bajo un potencial U(~r) e interactúando con un potencial V (~r).
La función de onda tiene la propiedad de simetŕıa

Ψ(~r1, ~r2, ..., ~rN) = ςΨ(~r2, ~r1, ..., ~rN), (6.2)

donde

ς =

{
1 Bosones
−1 Fermiones

Esta expresión se puede generalizar para cualquier número de permutaciones realizadas. Para
bosones, no importa cuántas veces permutemos las part́ıculas, la función de onda no es afectada.
Para fermiones, dependerá si el número de permutaciones es par o impar [29].

6.2. Determinantes de Slater y Permanentes.

Antes de introducir la segunda cuantización, analicemos un poco más la primera cuantización
y presentamos un caso simple de funciones de onda. Para bosones se denominan Permanentes
y para fermiones Determinantes de Slater [31]. Estas funciones de onda son importantes para
hacer contacto con el formalismo de la segunda cuantización. Finalmente, se puede demostrar que
cualquier función de onda de N bosones o fermiones, puede escribirse como una combinación lineal
de Permanentes o Determinantes de Slater, respectivamente. Por lo tanto, estas funciones de onda

51
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forman una base para el espacio de Hilbert de N part́ıculas.

Consideremos dos part́ıculas, para después generalizar el resultado. Supongamos que ponemos
una part́ıcula en el estado α1 y la otra en el estado α2. Si son bosones, el Permanente obtenido
para llenar estos dos estados es

Ψp(~r1, ~r2) =
1√
2

[φα1(~r1)φα2(~r2) + φα1(~r2)φα2(~r1)]. (6.3)

Para fermiones, el Determinante de Slater obtenido es

ΨSD(~r1, ~r2) =
1√
2

[φα1(~r1)φα2(~r2)− φα1(~r2)φα2(~r1)]. (6.4)

Una forma de entender estas funciones de onda es considerando que empezamos con el estado
φα1(~r1)φα2(~r2), esto es, la part́ıcula 1 está en el estado α1 y la segunda en el α2. Podemos observar
que la función de onda anterior es incorrecta, ya que no satisface la propiedad de simetŕıa. Para
solucionar este problema, simetrizamos las coordenadas de la part́ıcula y aśı obtenemos (6.3). Si
tratamos con fermiones, hacemos un determinante de Slater empezando con la misma función de
onda, pero antisimetrizamos para obtener (6.4). El factor 1/

√
2 se agrega por convención, pero en

general estos estados no están normalizados; la función de onda ΨSD siempre está normalizada y Ψp

está normalizada, a menos que α1 = α2. Además, ΨSD se anula si α1 = α2 (lo cual es compatible con
el Principio de Exclusión de Pauli, que previene que haya dos fermiones en el mismo estado). Para
escribir un Permanente o Determinante de Slater para N part́ıculas, imaginemos que ocupamos
los estados α1, α2, ..., αN . La expresión para el Permanente o Determinante de Slater obtenido para
esta función de onda es [32]

Ψα1,··· ,αN
(~r1, ..., ~rN) =

1√
N !

∑
p

ς |P |φα1(~rp(1))φα2(~rp(2)) · · ·φαN
(~rp(N)), (6.5)

donde la suma es sobre todas las permutaciones P de los enteros i = 1, ..., N . Si esto se hace un
número par de veces, tendremos una permutación par, y si se realiza un número impar de veces,
la permutación es impar. Definimos para la permutación par |P | = 0 y para la permutación impar
|P | = 1. Definimos el ket correspondiente a este estado

|α1, α2, ..., αN〉 = Ψα1,...,αN
(~r1, ..., ~rN). (6.6)

Si intercambiamos dos part́ıculas

|α1, α2, ..., αN〉 = ς |α2, α1, ..., αN〉 . (6.7)

Por lo tanto, para fermiones, el orden de αi dentro del ket si importa. Ya explicada la notación,
podemos hacer algunas afirmaciones sobre las funciones de onda de (6.5).

1. Para bosones, donde ς = 1, simplemente sumamos sobre todas las permutaciones con coefi-
cientes positivos (ya que ς |P | = 1).

2. Para permutaciones impares en fermiones, tiene un signo menos, mientras que para permu-
taciones pares, se tiene signo positivo.
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6.3. Gas de Bose o Fermi no interactuantes (Primera Cuan-

tización).

Recordemos algunos hechos básicos sobre los gases de bosones y fermiones no interactuantes y
de esta forma escribimos las funciones de onda del estado base. El hamiltoniano es en este caso

H =
N∑
i=1

~p2i
2m

. (6.8)

Consideremos que el sistema que está en una caja cúbica de volumen V = L3 con condiciones
periódicas de frontera. En el caso de una sola part́ıcula, los eigenestados de la enerǵıa son ondas
planas dadas por [33]

Ψ~k(~r) =
1√
V
ei
~k·~r. (6.9)

Este estado tiene momento ~p = ~k y enerǵıa

ε~k =
~k2

2m
. (6.10)

Debido al volumen finito, el vector de onda ~k adquiere los valores discretos

~k =
2π

L
(nx êx + ny êy + nz êz), (6.11)

donde nx, ny y nz son enteros arbitrarios. El vector de onda ~k etiqueta los estados de la part́ıcula
y juega el mismo rol que el sub́ındice α. Para bosones, sabemos que el estado base se obtiene
poniendo todas las part́ıculas en el estado de enerǵıa más bajo, es decir, cuando k = 0. Por lo
tanto, la función de onda del estado base de muchas part́ıculas para bosones es [32]

Ψ0(~r1, ..., ~rN) = ψ0(~r1)ψ0(~r2) · · ·ψ0(~rN), (6.12)

Ésta es simétrica bajo intercambios de ~ri y ~rj y es proporcional a la función de onda Permanente

obtenida cuando todos los αi son iguales y ~k = 0. Para fermiones, sabemos que obtenemos el estado
base llenando los N estados de menor enerǵıa. Supongamos que estos estados tienen vectores de
onda ~k1, ~k2,...,~kN , donde no hay dos de estos vectores iguales. Entonces, el estado base de muchos
fermiones es sólo el Determinante de Slater Ψ~k1,~k2,...,~kN

(~r1, ..., ~rN).

6.4. Operadores de creación y aniquilación.

A partir de esta sección, comenzamos a desarrollar el formalismo de la Segunda Cuantización. El
primer paso es extender el espacio de Hilbert para permitir el mayor número posible de part́ıculas,
no sólo N . Por supuesto, no necesitamos hacer esto ya que el Hamiltoniano conserva el número
de part́ıculas, por lo que esta extensión del espacio de Hilbert es un truco que será muy útil.
Vamos a considerar un espacio de Hilbert el cual incluya los estados |α1〉 (una part́ıcula), |α1, α2〉
(dos part́ıculas), |α1, α2, α3〉 (tres part́ıculas) y aśı sucesivamente. El operador básico de la segunda
cuantización es el operador de creación â†α. Actuando en algún estado en nuestro espacio de Hilbert
extendido, este operador añade una part́ıcula al sistema en el estado α. Por lo tanto, si ΨN es un
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estado con N part́ıculas, entonces â†α |ΨN〉 es un estado con N +1 part́ıculas. El hermite conjugado
del operador de creación es âα = (â†α)† y es llamado el operador de aniquilación. Para ver porqué,
supongamos que |ψN+1〉 es un estado con N + 1 part́ıculas y 〈ψN+1|â†α|ψN〉 6= 0. Entonces tenemos

〈ψN+1|â†α|ψN〉
∗

= 〈ψN |âα|ψN+1〉 6= 0. (6.13)

Dado que es distinto de cero, debe ser el caso en que âα |ψN+1〉 es un sistema de N part́ıculas,
lo cual implica que al actuar âα remueve o aniquila una part́ıcula del sistema. Para bosones, los
operadores de creación y aniquilación satisfacen las relaciones de conmutación [30]

[âα, â
†
β] = δαβ, (6.14)

[âα, âβ] = [â†α, â
†
β] = 0. (6.15)

Para fermiones, los operadores satisfacen las relaciones de anti-conmutación

{âα, â†β} = δαβ, (6.16)

{âα, âβ} = {â†α, â
†
β} = 0. (6.17)

El siguiente paso es especificar que el estado Permanente o Determinante de Slater están en
términos de los operadores de creación y aniquilación. Primero definimos un estado especial |0〉
llamado estado de vaćıo. Este es el único estado que no contiene part́ıculas. La acción de cualquier
operador de aniquilación actuando sobre el estado vaćıo es

âα |0〉 = 0, (6.18)

lo cual es lógico, ya que no podemos remover la part́ıcula y darle un estado f́ısico si la part́ıcula no
se encuentra ah́ı. Ahora podemos escribir la expresión de los estados Permanente o Determinante
de Slater como [31]

|α1, α2, ..., αN〉 = â†α1
â†α2
· · · â†αN

|0〉 . (6.19)

Todas las propiedades de estos estados se siguen de las relaciones de conmutación y anticon-
mutación. Por ejemplo, si deseamos calcular 〈α1|α2〉,

〈α1|α2〉 = δα1,α2 .

Demostración: De la relación de conmutación para bosones y fermiones

[âα, â
†
β] = âαâ

†
β − ςâ

†
βâα = δα,β.

Dado que α = α1 y β = α2, despejamos âα1 â
†
α2

de la expresión anterior y tenemos

âα1 â
†
α2

= δα1α2 + ςâ†α2
âα1 .

Entonces
〈α1|α2〉 = 〈0|âα1 â

†
α2
|0〉

= 〈0|δα1α2 + ςâ†α2
âα1 |0〉

= δα1α2 〈0|0〉+ 〈0|ςâ†α2
âα1|0〉 .
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Pero âα1 |0〉 = 0, por lo tanto
〈α1, α2〉 = δα1α2 ,

que es lo deseábamos demostrar. La normalización de un estado de dos part́ıculas con α1 6= α2,

〈α1, α2|α1, α2〉 = 1. (6.20)

Demostración: Tenemos que

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|âα2 âα1 â
†
α1
â†α2
|0〉 ,

y usando las relaciones de conmutación o anticonmutación queda

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|âα2(δα1,α1 + ςâ†α1
âα1)â

†
α2
|0〉

= 〈0|âα2 â
†
α2
|0〉+ ς 〈0|âα2 â

†
α1
âα1 â

†
α2
|0〉 .

Usando una vez más la relaciones de conmutación o de anticonmutacion,

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|âα2 â
†
α2
|0〉+ ς 〈0|âα2 â

†
α1

(δα1,α2 + ςâ†α2
âα1)|0〉

= 〈0|âα2 â
†
α2
|0〉+ ςδα1,α2 〈0|âα2 â

†
α1
|0〉+ ς2 〈0|âα2 â

†
α1
â†α2

âα1|0〉 ,

pero â |0〉 = 0, aśı que

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|âα2 â
†
α2
|0〉+ ςδα1,α2 〈0|âα2 â

†
α1
|0〉+ ς2 〈0|âα2 â

†
α1
â†α2

âα1|0〉
= 〈0|âα2 â

†
α2
|0〉+ ςδα1,α2 〈0|âα2 â

†
α1
|0〉 .

Ahora, como α1 6= α2, δα1,α2 = 0, y

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|âα2 â
†
α2
|0〉 .

Escribimos ahora âα2 â
†
α2

= 1 + â†α2
âα2 , obteniendo

〈α1, α2|α1, α2〉 = 〈0|1 + â†α2
âα2|0〉

= 〈0|0〉+ 〈0|â†α2
âα2 |0〉

= 〈0|0〉 = 1,

que es lo que deseábamos demostrar. El estado |α1, ..., αN〉 está normalizado (ya que los αi son todos
diferentes). Esto es automáticamente cierto para fermiones, entonces los estados determinante de
Slater están normalizados. Sin embargo, para bosones, si algunos αi son los mismos, entonces los
estados no están normalizados. Un ejemplo de esto es 〈α1, α1|α1, α1〉 = 2.

6.5. Operadores de número.

Una de las preguntas básicas que podemos formularnos acerca de los sistemas de muchos
cuerpos es: ¿Cuántas part́ıculas están ocupando el estado α? Como estamos tratando con un
problema cuántico, esperamos que el número de part́ıculas en el estado α esté dado por el eigenvalor
del operador hermitiano n̂α, llamado operador de número u operador de número de ocupación.
El operador n̂α es muy útil. Por ejemplo, supongamos que estamos tratando con un sistema de
part́ıculas que no interactúan, y que α etiqueta los eigenestados de la enerǵıa para un hamiltoniano
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de una sola part́ıcula. Entonces, cada part́ıcula en el estado α tiene enerǵıa εα, y la enerǵıa total
de las part́ıculas en el estado α está dado por el operador εαn̂α. Por lo tanto, la enerǵıa total de
todas las part́ıculas en el sistema es [32]

Ĥ =
∑
α

εαn̂α. (6.21)

Mediante esta expresión podemos construir el Hamiltoniano de un sistema sin interacciones en
términos de los operadores del número de ocupación. Otros observables importantes (por ejemplo,
el momento), también se pueden expresar de manera similar. Encontraremos ahora una fórmula
para escribir a n̂α en términos de âα y â†α. Siguiendo el ejemplo del caso bosónico [34]

n̂α = â†αâα. (6.22)

Comprobemos que la suposición es razonable. Si no hay part́ıculas ocupando el estado α,
entonces n̂α dará cero. Además,

[n̂α, â
†
β] = â†αδαβ (6.23)

y

[n̂α, âβ] = −âαδαβ. (6.24)

Demostración: Como n̂α = â†αâα, podemos reescribir

[n̂α, â
†
β] = [â†αâα, â

†
β].

Utilizando la propiedad [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ]+[Â, Ĉ]B̂, y las reglas de conmutación de los operadores
de creación y aniquilación, obtenemos

[n̂α, â
†
β] = [â†αâα, â

†
β] = â†α[âα, â

†
β] + [â†α, â

†
β]âα = â†αδαβ,

que es la fórmula (6.23). Para demostrar (6.24), procedemos de la misma manera,

n̂α, âβt = [â†αâα, âβ]

= â†α[âα, âβ] + [â†α, âβ]âα

= [â†α, âβ]âα

= −δαβâ†α,

y de esta forma, obtenemos los resultados requeridos. Es evidente que necesitaremos un operador
cuya acción sobre las funciones de onda nos de el número total de part́ıculas en el sistema. No se
requiere mucha discusión para concluir que dicho operador es [32]

N̂ =
∑
α

n̂α. (6.25)

Ahora vamos a considerar la acción de los operadores de creación y aniquilación sobre estados
donde las part́ıculas no ocupan el estado α. Formalmente consideremos el estado |β1, ..., βN〉 donde
βi 6= α para i = 1, ..., N . Tendremos

n̂α |β1, ..., βN〉 = 0. (6.26)
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Demostración: Podemos representar el estado en cuestión como

|β1, ..., βN〉 = â†β1 · · · â
†
βN
|0〉 ,

aśı que
n̂α |β1, ..., βN〉 = n̂αâ

†
β1
· · · â†βN |0〉 = â†αâαâ

†
β1
· · · â†βN |0〉 .

Por las reglas de conmutación fundamentales, (6.14) y (6.15), y como α es diferente a toda β,
[âα, â

†
βj

] = 0, y [â†α, â
†
β] = 0, aśı que

n̂α |β1, ..., βN〉 = n̂αâ
†
β1
· · · âβN |0〉 = â†β1 · · · â

†
βN
â†αâα |0〉 .

Finalmente, como âα |0〉 para todo α, llegamos a (6.26). Ahora vamos a considerar un estado con
una sola part́ıcula en el estado α. Es lógico esperar que

n̂α |β1, ..., βN〉 = |β1, ..., βN〉 ; (6.27)

es decir, el eigenvalor del operador de número de part́ıculas en el estado α es uno. Dicho de otra
manera, efectivamente tenemos una part́ıcula en el estado α.
Demostración: Vamos a suponer que βj = α. Entonces tenemos

n̂α |β1, ..., βN〉 = n̂αâ
†
β1
· · · â†βN |0〉

= â†β1 · · · â
†
βj−1

(n̂αâ
†
βj

)â†βj+1
· · · â†βN |0〉 .

(6.28)

Por las reglas de conmutación ya enunciadas,

n̂α |β1, ..., βN〉 = â†β1 · · · â
†
βj−1

(â†βj n̂α + â†βj)â
†
βj+1
· · · â†N |0〉 . (6.29)

Como α = βj y todas las βj son diferentes, podemos trasladar el operador n̂α hasta que actúe
directamente sobre el estado de vaćıo, obteniendo cero, y entonces

n̂α |β1, ..., βN〉 = â†β1 · · · â
†
βj−1

â†βj â
†
βj+1
· · · â†βN |0〉

= |β1, ..., βN〉 ,

como queŕıamos mostrar. En el caso de los fermiones, la demostración sigue un camino muy
parecido; sin embargo, la similaridad se detiene hasta aqúı, porque ahora construiremos estados
bosónicos con muchas part́ıculas en cada uno de los estados posibles, lo cual es imposible en el
caso de los fermiones por el principio de exclusión de Pauli. Vayamos al caso de los bosones,
considerando únicamente dos part́ıculas en un estado; de ah́ı sera fácil ver la generalización a un
número arbitrario de part́ıculas. Se cumple que

n̂α |α, α〉 = 2 |α, α〉 . (6.30)

Demostración: Por definición tenemos

n̂α |α, α〉 = n̂αâ
†
αâ
†
α |0〉 ,

pero con las reglas de conmutación es trivial demostrar que n̂αâ
†
α = â†α + â†αn̂α y entonces,

n̂α |α, α〉 = (â†α + â†αn̂α)â†α |0〉
= â†αâ

†
α |0〉+ â†αn̂αâ

†
α |0〉

= |α, α〉+ â†αn̂αâ
†
α |0〉 .
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Usando nuevamente que n̂αâ
†
α = â†α + â†αn̂α,

n̂α |α, α〉 = |α, α〉+ â†αâ
†
α |0〉+ â†αâ

†
αn̂α |0〉

= 2 |α, α〉 ,

que es el resultado deseado. Por lo tanto, este operador cuenta correctamente las dos part́ıculas en
el estado α.

6.6. Propiedades básicas del hamiltoniano de sistemas sin

interacción.

Consideremos el Hamiltoniano Ĥ =
∑

α εαn̂α, ecuación (6.21). En general, este Hamiltoniano
tiene un gran número (en muchos casos infinito) de constantes de movimiento debido a que

[Ĥ, n̂α] = 0. (6.31)

Por lo tanto, el número de part́ıculas en cualquier estado α de una sola part́ıcula es una cons-
tante de movimiento. De esta forma podemos construir eigenestados de un sistema de muchos
cuerpos muy fácilmente: sólo especificamos el número de part́ıculas ocupando cada eigenestado.
La existencia de muchas constantes de movimiento es una caracteŕıstica muy especial de los pro-
blemas sin interacción, y en general, no es cierto cuando hay interacciones (usualmente hay algunas
constantes de movimiento, dictadas por la simetŕıa del sistema).

Ahora trataremos el estado base de un sistema de N cuerpos, primero N bosones y luego N
fermiones. Primero supongamos que las enerǵıas están ordenadas; es decir, tenemos que ε1 ≤ ε2 ≤
. . . εN ≤ · · · . Para bosones ponemos las N part́ıculas en el estado más bajo, y el estado base es [31]

|ψbosones
gs 〉 =

1√
N !

(â†1)
N |0〉 . (6.32)

Para fermiones, llenamos los N estados más bajos y el estado base es

|ψfermiones
gs 〉 = â†1â

†
2 · · · â

†
N |0〉 . (6.33)

6.7. Gas de Fermi y de Bose sin interacción y con interac-

ción (Segunda Cuantización).

Ahora volvemos a los gases de Bose y de Fermi sin interacción, pero usaremos la segunda
cuantización. Los eigenestados de una sola part́ıcula están etiquetados por el momento ~k, por lo
tanto, podemos usar el Hamiltoniano sin interacción de la sección anterior, pero con los siguientes
cambios en la notación [32]

α→ ~k,

âα → ψ(~k),

â†α → ψ†(~k),
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εα → ε~k =
~k2

2m
.

El Hamiltoniano se reescribe como

H =
∑
~k

ε~kψ
†(~k)ψ(~k), (6.34)

donde ψ(~k) aniquila una part́ıcula con momento ~k. Si estamos tratando con bosones

[ψ(~k), ψ†(~k′)] = δ~k,~k′ , (6.35)

y para fermiones
[ψ(~k), ψ†(~k′)]+ = δ~k,~k′ . (6.36)

Es importante tener en cuenta que como estamos cuantizando en una caja, el vector de onda
~k toma valores discretos, por lo cual las Deltas de Kronecker tienen sentido. El operador

n̂(~k) = ψ†(~k)ψ(~k), (6.37)

es el operador de número y determina cuántas part́ıculas hay con momento ~k. Surge en este
punto la pregunta: ¿Cuál es la densidad de part́ıculas en una posición dada ~r? Para responder
esta pregunta necesitamos hallar un operador de densidad n̂(~r), que es como el operador de
número en el espacio. Con el objetivo de construir el operador de densidad, necesitamos construir
los operadores de creación y aniquilación en el espacio de posición; si éstos están escritos como
ψ†(~r) y ψ(~r), respectivamente, podemos intuir que el operador de densidad será de la forma [34]

n̂(~r) = ψ†(~r)ψ(~r). (6.38)

Esta propuesta es razonable porque n̂(~r) destruye una part́ıcula en ~r y después la vuelve a
crear, como el operador de número; sin embargo, debe ser un poco diferente a éste última porque
es adimensional, mientras que n̂(~r) debe tener unidades de volumen inverso. Podemos construir
ψ†(~r) regresando a la mecánica cuántica de una part́ıcula. Primero notemos que el estado de
momento de una part́ıcula se puede expresar como

|~k〉 = ψ†(~k) |0〉 . (6.39)

Como estamos trabajando en una caja, los estados de momento de la part́ıcula están normali-
zados, o sea,

〈~k|~k′〉 = δ~k~k′ . (6.40)

Definimos los eigenestados de posición |~r〉, los cuales satisfacen la normalización usual [35] que es

〈~r|~r′〉 = δ(~r − ~r′). (6.41)

Las funciones de onda de la part́ıcula libre están dadas por

ψk(~r) = 〈~r|~k〉 =
1√
V
ei
~k·~r, (6.42)

y por lo tanto

|~k〉 =
1√
V

∫
ei
~k·~r |~r〉 d3~r, (6.43)



60 CAPÍTULO 6. FORMALISMO DE LA SEGUNDA CUANTIZACIÓN.

donde la integral es tomada sobre el volumen de la caja. También se cumple la relación inversa

|~r〉 =
1√
V

∑
~k

e−i
~k·~r |~k〉 . (6.44)

Deseamos que el operador de creación en el espacio de posición satisfaga [35]

ψ†(~r) |0〉 = |~r〉 . (6.45)

Para eso usamos (6.39), (6.43) y (6.45), y definimos [30]

ψ†(~k) =
1√
V

∫
ei
~k·~rψ†(~r)d3~r, (6.46)

y tenemos la relación inversa (justo la transformada inversa de Fourier)

ψ†(~r) =
1√
V

∑
~k

e−i
~k·~rψ†(~k). (6.47)

Esta definición verifica que los operadores de creación y aniquilación satisfacen las relaciones
de anticonmutación [36]

{ψ(~r), ψ†(~r′)} = δ(~r − ~r′). (6.48)

Por lo tanto, estos operadores son como los operadores de creación y aniquilación que hemos
discutido, con la diferencia de que reemplazamos la delta de Kronecker por una delta de Dirac, ya
que ahora estamos tratando con variables continuas y antes tratábamos con variables discretas.
Ahora podemos expresar el Hamiltoniano en términos de los operadores de creación y aniquilación
en el espacio de configuración como

Ĥ =

∫
ψ†(~r)

(
−∇

2

2m

)
ψ(~r)d3~r. (6.49)

Verifiquemos si la suposición que se hizo con respecto al operador de densidad, n̂(~r) = ψ†(~r)ψ(~r),
es correcta. Si consideramos un gas de Bose o de Fermi sin interacción, la densidad es uniforme en
el espacio, por lo tanto esperamos que

〈ψgs|n̂(~r)|ψgs〉 = n =
N

V
. (6.50)

Demostración: Calculamos este producto interno

〈ψgs|n̂(~r)|ψgs〉 =
1

V

∑
~k~k′

e−i
~k·~rei

~k′·~r 〈ψgs|ψ†(~k)ψ(~k′)|ψgs〉 .

Para gases de Bose y de Fermi, este producto interno se anula a menos que ~k = ~k′, dado que si
se comienza en el estado base, quitamos una part́ıcula en el estado ~k′ y lo ponemos en un estado
diferente ~k, tendremos un nuevo estado, ortogonal al estado base, por lo tanto

〈ψgs|ψ†(~k)ψ(~k′)|ψgs〉 = δ~k~k′ 〈ψgs|ψ
†(~k)ψ(~k)|ψgs〉 ,
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y esto implica que

〈ψgs|n̂(~r)|ψgs〉 =
1

V

∑
~k

〈ψgs|ψ†(~k)ψ(~k)|ψgs〉

=
1

V
〈ψgs|

∑
~k

ψ†(~k)ψ(~k)|ψgs〉

=
1

V
〈ψgs|N̂ |ψgs〉

=
N

V
= n,

que es el resultado deseado. Ahora sabemos suficiente para escribir el hamiltoniano de un sistema
en el que las part́ıculas interactúan entre si en la forma de la segunda cuantización. El punto crucial
es que pensemos cómo es el movimiento en el potencial externo U(~r), aśı como en el término del
potencial de interacción, en términos del operador de densidad. La forma es

Ĥ =

∫
d3~rψ†(~r)

(
−∇

2

2m

)
ψ(~r) +

∫
d3~rU(~r)n̂(~r) +

1

2

∫
d3~rd3~r′V (~r − ~r′)n̂(~r)n̂(~r′)

=

∫
d3~rψ†(~r)

(
−∇

2

2m
+ U(~r)

)
ψ(~r) +

1

2

∫
d3~rd3~r′V (~r − ~r′)ψ†(~r)ψ(~r)ψ†(~r′)ψ(~r′),

(6.51)

donde en la segunda ĺınea se utilizó que n̂ = ψ†(~r)ψ(~r).

6.8. Agregando el esṕın.

Supongamos que estamos interesados en part́ıculas con esṕın. Consideremos el caso de fermiones
con esṕın 1/2; por ejemplo, electrones. Lo único que necesitamos para representar el esṕın es añadir
un ı́ndice extra a los operadores de creación y aniquilación, de la manera siguiente [32]

ψ(~r)→ ψσ(~r) (6.52)

y
ψ†(~r)→ ψ†σ(~r). (6.53)

El ı́ndice σ representa la proyección del esṕın a lo largo del eje Z y puede tomar dos valores,
σ =↑, ↓. Por lo tanto, ψ†↑(~r), por ejemplo, crea un electrón de esṕın haćıa arriba en la posición ~r.
Tenemos las relaciones de anticonmutación

[ψσ(~r), ψσ′(~r′)]+ = {ψ†σ(~r), ψ†σ′(
~r′)} = 0 (6.54)

y
[ψσ(~r), ψσ′(~r′)]+ = δσ,σ′δ(~r − ~r′). (6.55)

La densidad de esṕın σ de electrones es n̂σ(~r) = ψ†σ(~r)ψσ(~r), y por lo tanto, la densidad total
es n̂(~r) =

∑
σ n̂σ(~r).
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Caṕıtulo 7

La ecuación de Gross-Pitaevskii.

La dinámica de un condensado de Bose-Einsten en el regimen de bajas temperaturas está des-
crita generalmente por la ecuación de Gross-Pitaevskii (GPE) la cual es una aproximación para las
interacciones entre part́ıculas [37]. Por lo general, la GPE se deriva de la segunda cuantización. Pa-
ra una colección de bosones, en el ĺımite de temperatura cero, todas las part́ıculas están ocupando
el estado base del sistema; de hecho, antes de alcanzar este ĺımite, una acumulación de part́ıculas
en el estado base puede ser observada. Por lo tanto, para una temperatura suficientemente baja,
la mayoŕıa de las part́ıculas están en el mismo estado cuántico y tiene la misma velocidad, de
tal forma, que la colección de bosones se comporta como un fluido macroscópico con propiedades
nuevas, como la superfluidez [38]. Con el objetivo de estudiar estas propiedades, sólo es necesario
concentrarse en el estado base. El estado de las part́ıculas en un cierto nivel de enerǵıa está descrito
por una función de onda normalizada, la cual es un eigenvector del Hamiltoniano del sistema que
se esté considerando y cuyo eigenvalor corresponde a la enerǵıa de ese nivel; entonces, debemos
encontrar los eigenvectores con eigenvalor mı́nimo para el Hamiltoniano que describe nuestro sis-
tema. Este Hamiltoniano debe incluir todas las interacciones entre todos los pares de part́ıculas; si
hay N part́ıculas en el sistema, el Hamiltoniano tendrá N2 términos. Para simplificar el problema,
usaremos la aproximación de campo medio, que significa que la acción sobre una part́ıcula, debido
a todas las demás part́ıculas, es sustituida por la acción promedio de un fluido. De esta forma cam-
biamos un modelo complejo para la interacción entre bosones por uno simplificado, que es válido
para gases diluidos; luego deberemos encontrar un valor aproximado para el menor eigenvalor de
este nuevo Hamiltoniano minimizado. Cabe mencionar que las interacciones entre bosones no son
necesarias para que la condensación se lleve a cabo [39]; sin embargo, juegan un papel importante
en las propiedades de un condensado. Para este propósito no es suficiente utilizar la ecuación de
Schrödinger [40], sino que se requiere la ecuación de Gross-Pitaevskii.

7.1. Un modelo para superfluidos y condensados de Bose-

Einstein.

Cuando el gas helio (isótopo 4He) se enfŕıa, es posible observar una transición a ĺıquido a
una temperatura de 4.2 K y a 1 atm de presión. Si continuamos enfriando el sistema, abajo de
2.17 K, esta fase ĺıquida adquiere propiedades inusuales, se convierte en un superfluido [41]. La
superfluidez se manifiesta, entre otros efectos, por la falta de viscosidad; en otras palabras, el
ĺıquido fluye sin fricción. Si lanzamos algo de este superfluido de helio dentro de un canal en forma
de anillo, no se detendrá. Incluso si tratamos de mover un objeto a cierta velocidad a través de la

63
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superficie del ĺıquido, no experimentará resistencia. Otra caracteŕıstica interesante de este sistema
es la creación de vórtices, que se pueden ver como pequeños remolinos dentro del ĺıquido y que se
comportan muy diferente de los observados en el agua, por ejemplo. Estos vórtices tienen ciertas
propiedades cuantificadas (la velocidad del ĺıquido no puede tomar cualquier valor arbitrario).
Estas propiedades, observadas en el helio ĺıquido 4He en 1937, también se observan en 3He a bajas
temperaturas y más recientemente en condensados de Bose-Einstein [42]. Estos fenómenos son
una manifestación macroscópica de efectos cuánticos y para estudiarlos se requiere el uso de la
mecánica cuántica. En los años 50, Landau y Ginzburg [43] propusieron un modelo de electrones
que da lugar a la superconductividad como un superfluido, con la ayuda de la ecuación simplificada

i
∂u

∂t
= −1

2
∇2u+ gu(|u|2 − 1), (7.1)

donde |u|2 representa la densidad del superfluido, el cual fluye sin fricción, mientras que el resto
de la materia está en un estado de fluido normal y g es una constante de proporcionalidad con
dimensiones de enerǵıa. Esta ecuación entrega predicciones satisfactorias, pero su uso es limitado
debido al hecho de que las interacciones son bastante fuertes. Sin embargo, el modelo de Landau-
Ginzburg es un caso particular de una ecuación que surge naturalmente cuando estudiamos el
comportamiento de los condensados de Bose-Einstein en una aproximación de primer orden, dicha
ecuación es la ecuación de Gross-Pitaevskii [37]

i
∂ψ

∂t
=

(
− 1

2m
∇2 + Vext + g|ψ|2

)
ψ, (7.2)

donde m es la masa de los átomos del condensado, |ψ|2 es la densidad atómica, Vext es un potencial
externo y g es un parámetro que mide las interacciones atómicas. La ecuación de Gross-Pitaevskii
tiene la misma forma matemática que la ecuación de Schrödinger no lineal, que es básicamente la
ecuación de Schrödinger

i
∂ψ

∂t
=

(
− 1

2m
∇2 + Vext

)
ψ, (7.3)

más un término no lineal que considera la interacción entre las part́ıculas. En el caso de los
condensados de Bose-Einstein, las interacciones son muy débiles, por lo que las predicciones hechas
con la ecuación de Gross-Pitaevskii son muy buenas.

7.2. Demostración de la ecuación de Gross-Pitaevskii.

Detallaremos la demostración de la ecuación de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo a
partir del Hamiltoniano de la segunda cuantización en la aproximación del modelo de un gas de
Bose de interacción débil. Vamos a describir el sistema de N bosones interactuantes usando el
Hamiltoniano de la segunda cuantización en términos del operador de campo de Bose Ψ̂. Este
operador es una función del espacio y del tiempo; sin embargo, por conveniencia no consideremos
el tiempo. El Hamiltoniano de la segunda cuantización está dado por

Ĥ =

∫
d3~r Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r) +

1

2

∫
d3~r

∫
d3~r ′ Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r ′)Vint(~r, ~r

′)Ψ̂(~r ′)Ψ̂(~r), (7.4)

donde Vint(~r, ~r
′ ) es el potencial de interacción entre los bosones,

Ĥ0 = − 1

2m
∇2 + Vext, (7.5)
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es el Hamiltoniano de una sola part́ıcula, m es la masa de la part́ıcula y Vext es el potencial externo
actuando en el sistema. Los operadores Ψ̂†(~r) y Ψ̂(~r) representan la creación y aniquilación de un
bosón en la posición ~r, respectivamente, y satisfacen las reglas de conmutación que ya se explicaron
en el Caṕıtulo 6. El gas está lo suficientemente diluido para que las interacciones atómicas estén
dominadas por las colisiones de onda s de dos cuerpos; estas colisiones son esencialmente elásticas,
son colisiones de esferas ŕıgidas, y pueden ser modeladas en términos del pseudo-potencial [37]

Vint(~r, ~r
′) = gδ(~r′ − ~r), (7.6)

donde

g =
4πNa

m
,

siendo a la longitud de dispersión de la onda s. El hamiltoniano se puede escribir como

Ĥ =

∫
Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r. (7.7)

Demostración: Sustituyendo (7.6) en (7.4),

Ĥ =

∫
Ψ̂†(~r)H0Ψ̂(~r)d3~r +

1

2

∫
d3~r

∫
d3~r ′ Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r ′ )[gδ(~r ′ − ~r)]Ψ̂(~r)Ψ̂(~r ′ ).

Haciendo la integral sobre las variables primadas del segundo término del lado derecho, obtenemos
(7.7). Usando las relaciones de conmutación [30]

[Ψ̂(~r ′ ), Ψ̂†(~r)] = δ(~r − ~r ′ ), (7.8)

[Ψ̂(~r ′ ), Ψ̂(~r)] = [Ψ̂†(~r ′ ), Ψ̂†(~r)] = 0, (7.9)

la ecuación de Heisenberg es

i
∂Ψ̂(~r)

∂t
= [Ĥ0 + gΨ̂†(~r)Ψ̂(~r)]Ψ̂(~r). (7.10)

Demostración: La evolución en el tiempo de un observable en la descripción de Heisenberg
está dada por la ecuación

i
∂Ψ̂(~r ′ )

∂t
= [Ψ̂(~r ′ ), Ĥ], (7.11)

pero
[Ψ̂(~r ′ ), Ĥ] = Ψ̂(~r ′ )Ĥ − ĤΨ̂(~r ′ ).

Calculemos el último término de la expresión anterior,

ĤΨ̂(~r ′ ) =

[∫
Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

]
Ψ̂(~r ′ ).

Como la integración es sobre ~r, podemos colocar con libertad a Ψ̂(~r ′ ) dentro de las integrales

ĤΨ̂(~r ′ ) =

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r ′ )Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r. (7.12)
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De la relación de conmutación (7.8), Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r ′ ) = Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)−δ(~r ′ −~r), que sustituida en (7.12)
nos conduce a

ĤΨ̂(~r ′ ) =

∫
[Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)− δ(~r ′ − ~r)]Ĥ0Ψ̂(~r ′ )d3~r +

g

2

∫
[Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)− δ(~r ′ − ~r)]Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

=

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r −

∫
δ(~r ′ − ~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
[Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)

− 2δ(~r ′ − ~r)]Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r.

Aplicando las propiedades de la Delta de Dirac

ĤΨ̂(~r ′ ) =

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r − Ĥ0Ψ̂(~r ′ ) +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

−g
∫
δ(~r ′ − ~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

=

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r − Ĥ0Ψ̂(~r ′ ) +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

−gΨ̂†(~r ′ )Ψ̂(~r ′ )Ψ̂(~r ′ ).

Ahora calculamos

Ψ̂(~r ′ )Ĥ = Ψ̂(~r ′ )

[∫
Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

]
=

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r.

Sustituyendo estos resultados en la expresión del conmutador[
Ψ̂(~r ′ ), Ĥ

]
=

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r +

g

2

∫
Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ψ̂†(~r)Ψ̂(~r)Ψ̂(~r)d3~r

−
∫

Ψ̂(~r ′ )Ψ̂†(~r)Ĥ0Ψ̂(~r)d3~r + Ĥ0Ψ̂(~r ′ )

−g
2

∫
Ψ̂†(~r))Ψ̂(~r ′ ))Ψ̂†(~r))Ψ̂(~r))Ψ̂(~r)d3~r + gΨ̂†(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ )

= Ĥ0Ψ̂(~r ′ ) + gΨ̂†(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ ).

Sustituyendo este resultado en (7.11)

i
∂Ψ̂(~r ′ )

∂t
= [Ĥ0Ψ̂(~r ′ ) + gΨ̂†(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ ))Ψ̂(~r ′ )].

Por lo tanto, demostramos el resultado deseado. De la ecuación (7.10), se obtiene otra forma de la
misma, dada por

i
∂ψ

∂t
=

(
− ~2

2m
∇2 + Vext + g|ψ|2

)
ψ, (7.13)

donde ψ = ψ(~r, t) representa a una función del espacio y el tiempo.
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Demostración: Anteriormente llegamos a la ecuación (7.10). Separando al operador de campo
bosónico en una función de onda y el operador de aniquilación

Ψ̂(~r ′ ) =
∑
α

ψα(~r ′ )âα, (7.14)

y expresando Ψ̂(~r) en la representación de Heisenberg de operadores dependientes del tiempo [44]

Ψ̂(~r′) = ψ(~r ′ ) + Ψ̂′(~r ′ ), (7.15)

donde ψ(~r ′ ) ≡ 〈Ψ̂(~r ′ )〉 es llamado el parámetro de orden o función de onda del condensado y Ψ̂(~r ′ )
se puede interpretar como una perturbación en ese estado del condensado. La GPE considera que
Ψ̂ ′ es despreciable, por lo que T ∼ 0 y Ψ̂(~r ′ ) ≈ ψ(~r ′ ). Haciendo la aproximación Ψ̂(~r ′ ) ≈ ψ(~r ′ )
obtenemos

i
∂ψ

∂t
=
(
Ĥ0 + g|ψ|2

)
ψ.

Sustituyendo (7.5) en la expresión anterior

i
∂ψ

∂t
=

(
− ~2

2m
∇2 + Vext + g|ψ|2

)
ψ,

obtenemos la expresión solicitada. Cabe señalar que |ψ|2 es la densidad del condensado, la cual se
suele denotar por n0. Observemos esta expresión es válida cuando

1. La temperatura es mucho menor que la temperatura de transición para el inicio de la con-
densación.

2. El condensado interactúa débilmente, lo cual es cierto cuando a � λdB, donde λdB es la
longitud térmica de De Broglie de las part́ıculas.

La ecuación independiente del tiempo de Gross-Pitaevskii está dada por(
− 1

2m
∇2 + Vext(~r) + g|φ(~r)|2

)
φ(~r) = µφ(~r), (7.16)

donde µ es el potencial qúımico, es decir, la enerǵıa ganada por el sistema como resultado de la
adición de una sola part́ıcula a volumen y entroṕıa constante.

Demostración: Para demostrar esta expresión, se propone una solución que consta del producto
de una función que depende de la variable espacial por otra que está en función de la temporal

ψ(~r, t) = φ(~r)e−iµt, (7.17)

Sustituimos la solución (7.17) en la ecuación (7.13)

i
∂

∂t
[φ(~r)e−iµt] =

[
− 1

2m
∇2 + Vext(~r) + g(φ(~r)e−iµtφ(~r)eiµt)

]
φ(~r)e−iµt.

Reduciendo términos

iµφ(~r)e−iµt =

[
− ~2

2m
∇2 + Vext(~r) + gφ2(~r)

]
φ(~r)e−iµt.
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Finalmente

µφ(~r) =

[
− ~2

2m
∇2 + Vext(~r) + gφ2(~r)

]
φ(~r).

Aunque la ecuación de Gross-Pitaevskii puede parecer simple, se puede aplicar para obtener
información acerca de un gran número de sistemas f́ısicos tal como los condensados de Bose-
Einstein, superfluidos o fenómenos donde se ve involucrada la luz.



Caṕıtulo 8

Compresión del esṕın en condensados de
Bose-Einstein.

En este caṕıtulo analizaremos los Hamiltonianos de un eje torcido y de dos ejes torcidos. El
Hamiltoniano de un eje torcido es el que se ha estudiado más ampliamente, además de que tiene
muchas implementaciones experimentales. El objetivo de usar este tipo de Hamiltonianos para
generar estados de esṕın comprimido está inspirado en el Hamiltoniano no lineal que produce
compresión bosónica [5].

8.1. Hamiltoniano de un eje torcido en condensados de

Bose-Einstein.

En esta sección derivaremos el Hamiltoniano de un eje torcido para un condensado de Bose-
Einstein de dos componentes, el cual puede considerarse como un condensado de Bose-Einstein
con átomos con dos estados internos, o similarmente en un pozo doble de potencial. Consideremos
el caso de N átomos con dos estados internos, |A〉 y |B〉. El Hamiltoniano del sistema está dado
por [20,45]

Ĥ =

∫ ∑
k=A,B

[
ψ̂k(~r)Ĥokψ̂k(~r) +

gkk
2
ψ̂†kψ̂

†
kψ̂kψ̂k

]
d~r +

∫
gABψ̂

†
A(~r)ψ̂†B(~r)ψ̂Aψ̂Bd~r, (8.1)

donde el hamiltoniano de una sola part́ıcula es

Ĥok = −∇
2

2m
+ Vk(~r), (8.2)

y gobierna a los átomos en el estado interno k, con la masa del átomo m y el potencial de atra-
pamiento Vk(~r). El operador bosónico de campo ψ̂(~r) aniquila a un átomo en la posición ~r en el
estado interno k, y obedece la relación de conmutación ya vista

[ψ̂k(~r), ψ̂
†
k(~r)] = δ(~r − ~r′).

La fuerza de interacción está dada por

gkl =
4πakl
m

, (8.3)

69
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donde akl es la longitud de dispersión de la onda s, y gAA, gBB y gAB corresponden a colisiones
entre átomos A, B y una mezcla de ambos, respectivamente. Ahora aplicaremos la aproximación
de un solo modo para cada uno de los componentes [34]

ψ̂A(~r) = φA(~r)â (8.4)

y
ψ̂B(~r) = φB(~r)b̂, (8.5)

donde φA(~r) y φB(~r) son reales, y â y b̂ son los operadores de aniquilación bosónicos que satisfacen
las reglas [30]

[â, â†] = [b̂, b̂†] = 1, (8.6)

[â, b̂] = 0. (8.7)

En la aproximación de un solo modo, el Hamiltoniano se reescribe como [5]

Ĥ = (ω̂A − ÛAA)â†â+ (ω̂B − ÛBB)b̂†b̂+ ÛAA(â†â)2 + ÛBB(b̂†b̂)2 + 2ÛABâ
†âb̂†b̂, (8.8)

donde

ω̂k =

∫
φ∗k(~r)Ĥokφ̂k(~r)d~r (8.9)

y

Ûkl =
gkl
2

∫
|φk(~r)|2|φl(~r)|2d~r. (8.10)

Demostración: El Hamiltoniano del sistema está dado por (8.1), y se puede escribir expĺıcitamente
como

Ĥ =

∫
d~r
[
ψ̂†A(~r)ĤOAψ̂A +

gAA
2
ψ̂†A(~r)ψ̂†A(~r)ψ̂A(~r)ψ̂A(~r)

]
+

∫
d~r
[
ψ̂†B(~r)ĤOBψ̂B +

gBB
2
ψ̂†B(~r)ψ̂†B(~r)ψ̂B(~r)ψ̂B(~r)

]
+

∫
d~rgABψ̂

†
A(~r)ψ̂†B(~r)ψ̂A(~r)ψ̂B(~r).

Usando la aproximación de un sólo modo, (8.4) y (8.5), la expresión anterior queda como

Ĥ =

∫
d~r
[
φ∗A(~r)âĤOAφA(~r)â+

gAA
2
φ∗A(~r)â†φ∗A(~r)â†φA(~r)âφA(~r)â

]
+

∫
d~r
[
φ∗B(~r)b̂ĤOAφB(~r)b̂+

gBB
2
φ∗B(~r)b̂†φ∗B(~r)b̂†φB(~r)b̂φB(~r)b̂

]
+

∫
d~rgABφ

∗
A(~r)â†φ∗B(~r)b̂†φA(~r)âφB(~r)b̂.

Definiendo

ω̂k =

∫
d~rφ∗k(~r)Ĥokφk(~r)

y

Ûkl =
gkl
2

∫
d~r|φk(~r)|2|φl(~r)|2,
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y usando relaciones de conmutación (8.6), nos queda

Ĥ = ω̂Aâ
†â+ ÛAAâ

†(ââ† − 1)â+ ω̂B b̂
†b̂+ ÛBB b̂

†(b̂b̂† − 1)b̂+ 2ÛABâ
†âb̂†b̂

= ω̂Aâ
†â+ ÛAAâ

†ââ†â− ÛAAâ†â+ ω̂B b̂
†b̂+ ÛBB b̂

†b̂b̂†b̂− ÛBB b̂†b̂+ 2ÛABâ
†âb̂†b̂

= (ω̂A − ÛAA)â†â+ ÛAA(â†â)2 + (ω̂B − ÛBB)b̂†b̂+ ÛBB(b̂†b̂)2 + 2ÛABâ
†âb̂†b̂,

que es justamente lo que deseábamos demostrar. Notemos que φk(~r) obedece la ecuación acoplada
de Gross-Pitaevskii, por lo que ω̂k y Ûkl dependen del tiempo. El Hamiltoniano efectivo se reescribe
usando los operadores de momento angular por medio de la representación de Schwinger siguiente
[5]

Ĵz =
1

2
(â†â− b̂†b̂), (8.11)

Ĵ+ = â†b̂ (8.12)

y
Ĵ− = âb̂†, (8.13)

donde el operador 2Ĵz mide la diferencia de población entre los estados |A〉 y |B〉 y Ĵ± describe
el tunelaje atómico entre los dos estados internos. El operador para el número total de átomos N̂
está dado por

N̂ = â†â+ b̂†b̂, (8.14)

que es una cantidad conservada. Usando (8.11), (8.12) y (8.13), el Hamiltoniano (8.8) se escribe
como

Ĥ = e(t)N̂ + E(t)N̂2 + δ(t)Ĵz + χ(t)Ĵ2
z , (8.15)

donde los coeficientes están dados por

χ(t) = ÛAA + ÛBB − 2ÛAB, (8.16)

e(t) =
ω̂A + ω̂B − ÛAA − ÛBB

2
, (8.17)

E(t) =
ÛAA + ÛBB + 2ÛAB

4
(8.18)

y
δ(t) = ω̂A − ω̂B + (ÛAA − ÛBB)(N̂ − 1). (8.19)

Demostración: En la aproximación de un solo modo, cuya validez para calcular la compresión de
esṕın esta verificada en [44,45], el Hamiltoniano está dado por (8.8). Consideremos la representación
de Schwinger dada por (8.11), (8.12) y (8.13). Para demostrar que (8.8) y (8.15) son equivalentes,
desarrollaremos (8.15) para llegar a (8.8). Calculamos cada término, tomando que n̂A = â†â y
n̂B = b̂†b̂. El primero es

e(t)N̂ =

(
ω̂A + ω̂B − ÛAA − ÛBB

2

)
(n̂A + n̂B)

=
ω̂A
2

(n̂A + n̂B) +
ω̂B
2

(n̂A + n̂B)− ÛAA
2

(n̂A + n̂B)− ÛBB
2

(n̂A + n̂B).
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El segundo

E(t)N̂2 =

(
ÛAA + ÛBB + 2ÛAB

4

)
(n̂A + n̂B)2

=

(
ÛAA + ÛBB + 2ÛAB

4

)
(n̂2

A + 2n̂An̂B + n̂2
B).

El tercero

δ(t)Ĵz = (ω̂A − ω̂B + ÛAAN̂ − ÛAA − ÛBBN̂ + ÛBB)

(
n̂A + n̂B

2

)
=

n̂A
2

(ω̂A − ω̂B + ÛAAn̂A + ÛAAn̂B − ÛAA − ÛBBn̂A − ÛBBn̂B + ÛBB)

− n̂B
2

(ω̂A − ω̂B + ÛAAn̂A + ÛAAn̂B − ÛAA − ÛBBn̂A − ÛBBn̂B + ÛBB).

Por último, el cuarto término es

χ(t)Ĵ2
z = (ÛAA + ÛBB − 2ÛAB)

[
(n̂A − n̂B)2

4

]
= (ÛAA + ÛBB − 2ÛAB)

(
n̂2
A − 2n̂An̂B + n̂2

B

4

)
.

Sustituyendo estos resultados en (8.15)

Ĥ =
ω̂A
2

(n̂A + n̂B) +
ω̂B
2

(n̂A + n̂B)− ÛAA
2

(n̂A + n̂B)− ÛBB
2

(n̂A + n̂B)

+
ÛAA

4
(n̂2

A + 2n̂An̂B + n̂2
B) +

ÛBB
4

(n̂2
A + 2n̂An̂B + n̂2

B) +
ÛAB

4
(n̂2

A + 2n̂An̂B + n̂2
B)

+
n̂A
2

(ω̂A − ω̂B + ÛAAn̂A + ÛAAn̂B − ÛAA − ÛBBn̂A − ÛBBn̂B + ÛBB)

− n̂B
2

(ω̂A − ω̂B + ÛAAn̂A + ÛAAn̂B − ÛAA − ÛBBn̂A − ÛBBn̂B + ÛBB)

+
UAA

4
(n̂2

A − 2n̂An̂B + n̂2
B) +

UBB
4

(n̂2
A − 2n̂An̂B + n̂2

B)− UAB
2

(n̂2
A − 2n̂An̂B + n̂2

B).

Agrupando términos

Ĥ =ω̂A

(
n̂A
2

+
n̂B
2

+
n̂A
2
− n̂B

2

)
+ ω̂B

(
n̂A
2

+
n̂B
2
− n̂A

2
+
n̂B
2

)
+ ÛAA

(
− n̂A

2
− n̂B

2
+
n̂2
A

4
+
n̂An̂B

2
+
n̂2
B

4
+
n̂2
A

2
+
n̂An̂B

2
− n̂A

2
− n̂An̂B

2
− n̂2

B

2
+
n̂B
2

+
n̂2
A

4
− n̂An̂B

2
+
n̂2
B

4

)
+ ÛBB

(
− n̂A

2
− n̂B

2
+
n̂2
A

4
+
n̂An̂B

2
+
n̂2
B

4
− n̂2

A

4
− n̂An̂B

2
+
n̂A
2

+
n̂An̂B

2
+
n̂2
B

2
− n̂B

2
+
n̂2
A

4
− n̂An̂B

2
+
n̂2
B

4

)
+ ÛAB

(
n̂2
A

2
+ n̂An̂B +

n̂2
B

2
− n̂2

A

2
+ n̂An̂B −

n̂2
B

2

)
=ω̂An̂A + ω̂Bn̂B + ÛAA(−n̂A + n̂2

A) + +ÛBB(−n̂B + n̂2
B) + ÛAB(2n̂An̂B)

=ω̂Aâ
†â+ ω̂B b̂

†b̂− ÛAAâ†â+ ÛAA(â†â)2 − ÛBB b̂†b̂+ ÛBB(b̂†b̂)2 + 2ÛABâ
†âb̂†b̂

=(ω̂A − ÛAA)â†â+ (ω̂B − ÛBB)b̂†b̂+ ÛAA(â†â)2 + ÛBB(b̂†b̂)2 + ÛABâ
†âb̂†b̂.
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Este último resultado es precisamente (8.8), por lo tanto, (8.8) y (8.15) son equivalentes. Note-
mos que el Hamiltoniano original (8.1) enreda los estados internos y de movimiento de los átomos,
lo cual es una fuente de decoherencia para la compresión del esṕın.

8.2. Eje torcido a partir de la interacción átomo-campo

con desintonización grande.

En esta sección, analizaremos el Hamiltoniano de un eje torcido de una colección de átomos de
dos niveles interactúando con un campo con desintonización grande; este tema ha sido desarrollado
en [47–51]. Consideremos un modelo ideal, una colección de N átomos de dos niveles situados en
una cavidad. El Hamiltoniano del sistema entero es

Ĥ = Ĥ0 + ĤI , (8.20)

donde

Ĥ0 = ω0Ĵz + ωcâ
†â (8.21)

y

ĤI = g(Ĵ+â+ Ĵ−â
†). (8.22)

Observemos que Ĥ0 describe la dinámica de los átomos y el campo libres, y ĤI es el término de
interacción en la aproximación de onda rotante. Los operadores de esṕın Ĵz,± describen el sistema
atómico; â, â† describe el campo en la cavidad y g es la constante de acoplamiento entre el átomo
y el campo. Podemos ver del hamiltoniano que los átomos interactúan con el campo de la cavidad,
sin que haya interacción directa entre los átomos. Sin embargo, bajo la condición de desintonización
grande, es decir, cuando ∆ = ω0 − ωc es muy grande comparado con g, |∆| � g

√
N , podemos

utilizar la transformación de Fröich-Nakajima para obtener el Hamiltoniano efectivo que describe
la interacción no lineal átomo-átomo. La transformación de Fröich-Nakajima está dada por [5]

ĤŜ = e−ŜĤeŜ, (8.23)

donde Ŝ es del mismo orden que el término de interacción ĤI y está dado por

Ŝ =
g

∆
(â†Ĵ− − âĴ+). (8.24)

Desarrollando la transformación anterior hasta segundo orden en Ŝ, obtenemos

ĤS = Ĥ0 +
1

2
[ĤI , Ŝ]. (8.25)

Demostración: El Hamiltoniano está dado por (8.20). Desarrollamos (8.23) usando el Lema de
Hadamard

ĤŜ = eŜĤeŜ

= e−Ŝ(Ĥ0 + ĤI)e
Ŝ

= (Ĥ0 + ĤI) + [−Ŝ, Ĥ0 + ĤI ] +
1

2!
[−Ŝ, [−Ŝ, Ĥo + ĤI ]] +

1

3!
[−Ŝ, [−Ŝ, [−Ŝ, Ĥo + ĤI ]]] + · · · .
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Si consideramos hasta segundo orden de Ŝ obtenemos

ĤS = (Ĥ0 + ĤI) + [−Ŝ, Ĥ0 + ĤI ] +
1

2!
[−Ŝ, [−Ŝ, Ĥ0 + ĤI ]]. (8.26)

Calculamos los conmutadores involucrados[
Ĥ0, Ŝ

]
= [ω0Ĵz + ωcn̂, (g/∆)(â†Ĵ−âĴ+)]

=
ω0g

∆
[Ĵz, â

†Ĵ−] +
ωcg

∆
[n̂, â†Ĵ−]− ω0g

∆
[Ĵz, âĴ+]− ω0g

∆
[n̂, âĴ+].

Usando que [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ+ B̂[Â, Ĉ] y que [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ]+ [Â, Ĉ]B̂, la expresión anterior
queda como

[Ĥ0, Ŝ] =
ω0g

∆

(
[Ĵz, â

†]Ĵ− + â†[Ĵz, Ĵ−]
)

+
ωcg

∆

(
[n̂, â†]Ĵ− + â†[n̂, Ĵ−]

)
−ω0g

∆

(
[Ĵz, â]Ĵ+ + â[Ĵz, Ĵ+]

)
− ωcg

∆

(
[n̂, â]Ĵ+ + â[n̂, Ĵ+]

)
.

Pero [n̂, â] = −â, [n̂, â†] = â†, [Ĵ−, Ĵ+] = −2Ĵz, y [Ĵz, Ĵ±] = ±Ĵ±, aśı que[
Ĥ0, Ŝ

]
=
ω0g

∆
(−â†Ĵ−) +

ωcg

∆
(â†Ĵ−)− ωog

∆
(âĴ+)− ωcg

∆
(−âĴ+)

= −(ω0 − ωc)
∆

gâ†Ĵ− −
(ω0 − ωc)

∆
gâĴ+.

Pero la desintonización es ∆ = ωo − ωc, entonces la expresión anterior queda como[
Ĥ0, Ŝ

]
= −∆g

∆
â†Ĵ− −

∆g

∆
âĴ+

= −g(â†Ĵ− + âĴ+)

= −ĤI .

Por lo tanto,

[Ĥ0, Ŝ] = −ĤI . (8.27)

El otro conmutador involucrado es[
ĤI , Ŝ

]
= [g(Ĵ+â+ Ĵ−â

†), (g/∆)(â†Ĵ− − âĴ+)]

=
g2

∆
[Ĵ+â+ Ĵ−â

†, â†Ĵ− − âĴ+]

=
g2

∆
([Ĵ+â, â

†Ĵ−]− [Ĵ+â, âĴ+] + [Ĵ−â
†, â†Ĵ−]− [Ĵ−â

†, âĴ+]).

Calculamos cada conmutador[
Ĵ+â, â

†Ĵ−

]
= [Ĵ+â, â

†]Ĵ− + â†[Ĵ+â, Ĵ−]

= (Ĵ+[â, â†] + [Ĵ+, â
†]â)Ĵ− + â†(Ĵ+[â, Ĵ−] + [Ĵ+, Ĵ−]â)

= Ĵ+Ĵ− + 2â†Ĵzâ,
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Ĵ−â

†, âĴ+

]
= [Ĵ−â

†, â]Ĵ+ + â[Ĵ−â
†, Ĵ+]

= (Ĵ−[â†, â] + [Ĵ−, â]â†)Ĵ+ + â(Ĵ−[â†, Ĵ+] + [Ĵ−, Ĵ+]â†)

= −Ĵ−Ĵ+ − 2âĴzâ
†.

Resulta obvio que

[Ĵ+â, âĴ+] = 0,

[Ĵ−â
†, â†Ĵ−] = 0.

Usando estos resultados, el conmutador se escribe como[
ĤI , Ŝ

]
=
g2

∆
(Ĵ+Ĵ− + 2â†Ĵzâ+ Ĵ−Ĵ+ + 2âĴzâ

†)

=
g2

∆
[Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+ + 2(â†â+ ââ†)Ĵz].

Para reducir esta expresión, usamos que ââ† = â†â+ 1, llegando a

[ĤI , Ŝ] =
g2

∆
[(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) + 2(2â†â+ 1)Ĵz].

Obtenidos los conmutadores, desarrollamos (8.26)

Ĥ = Ĥ0 + ĤI + [Ĥ0 + ĤI , Ŝ] +
1

2!
[−Ŝ, [Ĥ0 + ĤI , Ŝ]]

= Ĥ0 + ĤI + [Ĥ0, Ŝ] + [ĤI , Ŝ] +
1

2
[−Ŝ, [Ĥ0, Ŝ]] +

1

2
[−Ŝ, [ĤI , Ŝ]]

= Ĥ0 + ĤI − ĤI + [ĤI , Ŝ] +
1

2
[−Ŝ,−ĤI ] +

1

2
[−Ŝ, [ĤI , Ŝ]]

= Ĥ0 + [ĤI , Ŝ]− 1

2
[ĤI , Ŝ]− 1

2
[Ŝ, [ĤI , Ŝ]]

= Ĥ0 +
1

2
[ĤI , Ŝ]− 1

2
[Ŝ, [ĤI , Ŝ]].

Observemos que el tercer término es despreciable ya que contiene un factor proporcional a ∆−2,
por lo tanto

ĤŜ = Ĥ0 +
1

2
[ĤI , Ŝ],

que es lo que queŕıamos mostrar. Sustituyendo el resultado del conmutador [ĤI , Ŝ] que fue calculado
en el cuerpo de la demostración anterior, obtenemos [5]

ĤS = Ĥ0 − η[Ĵ2
z − (2â†â+ 1)Ĵz] (8.28)

donde η = g2/∆. Observemos que (8.28) contiene un término de un eje torcido Ĵ2
z y un término

de interacción dispersiva proporcional a â†âĴz.
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8.3. Hamiltoniano de dos ejes torcidos.

A pesar de que la compresión del esṕın se puede producir efectivamente mediante el modelo de
un eje torcido, el ángulo de compresión óptimo depende de dos factores:

1. El tamaño del sistema.

2. Su evolución en el tiempo.

Este problema puede ser resuelto si la torsión es realizada en favor y en contra de las manecillas
del reloj simultáneamente alrededor de dos ejes ortogonales en el plano normal a la dirección
principal del esṕın. El estado inicial es |J,−J〉 y la torsión se efectúa alrededor de dos ejes en las
direcciones θ = π/2 y φ = ±π/4. Los operadores de esṕın se escriben como

Ĵπ/2,π/4 = cos(π/4)Ĵx + sin(π/4)Ĵy =
1√
2

(Ĵx + Ĵy), (8.29)

Ĵπ/2,−π/4 = cos(π/4)Ĵx − sin(π/4)Ĵy =
1√
2

(Ĵx − Ĵy). (8.30)

El Hamiltoniano de dos ejes torcidos se escribe como [1]

ĤTAT = χ(Ĵ2
π/2,π/4 − Ĵ2

π/2,−π/4). (8.31)

Otra forma de escribir esta expresión es

ĤTAT = χ(ĴxĴy + ĴyĴx). (8.32)

Demostración: Calculamos

Ĵ2
π/2,π/4 =

(
Ĵx + Ĵy√

2

)(
Ĵx + Ĵy√

2

)
=

1

2
(Ĵ2
x + ĴxĴy + ĴyĴx + Ĵ2

y ),

Ĵ2
π/2,−π/4 =

(
Ĵx − Ĵy√

2

)(
Ĵx − Ĵy√

2

)
=

1

2
(Ĵ2
x − ĴxĴy − ĴyĴx + Ĵ2

y ).

Sustituyendo en la expresión para ĤTAT obtenemos

ĤTAT = χ(Ĵ2
π/2,π/4 − Ĵ2

π/2,−π/4)

=
χ

2
(Ĵ2
x + ĴxĴy + ĴyĴx + Ĵ2

y − Ĵ2
x + ĴxĴy + ĴyĴx − Ĵ2

y )

= χ(ĴxĴy + ĴyĴx),

que es lo que queŕıamos demostrar. Es posible expresar (8.31) en términos de los operadores Ĵ+ y
Ĵ−,

ĤTAT =
χ

2i
(Ĵ2

+ − Ĵ2
−). (8.33)
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Demostración: Usando que

Ĵx =
Ĵ+ + Ĵ−

2
,

Ĵy =
Ĵ+ − Ĵ−

2i
,

y sustituyendo en (8.31),

ĤTAT = χ(ĴxĴy + ĴyĴx)

= χ

[(
Ĵ+ + Ĵ−

2

)(
Ĵ+ − Ĵ−

2i

)
+

(
Ĵ+ − Ĵ−

2i

)(
Ĵ+ + Ĵ−

2

)]
=
χ

2i
(Ĵ2

+ − Ĵ2
−),

que es la expresión deseada. Este Hamiltoniano es completamente análogo al Hamiltoniano que se
usa para producir luz comprimida, y que crea y aniquila fotones en pares. Desafortunadamente, el
modelo de dos ejes torcidos sólo puede resolverse anaĺıticamente para N ≤ 3. Hay dos principales
ventajas que tiene el modelo de dos ejes torcidos sobre el de un eje torcido

1. El ángulo óptimo de compresión es invariante durante la evolución. Como la dirección princi-
pal de esṕın para el Hamiltoniano de dos ejes torcidos es a lo largo del eje Z, el ángulo óptimo
de compresión está determinado por dos cantidades, 〈Ĵ2

x − Ĵ2
y 〉 y 〈ĴxĴy + ĴyĴx〉. Como

[ĴxĴy + ĴyĴx, ĤTAT ] = 0, (8.34)

〈ĴxĴy + ĴyĴx〉 es invariante durante la evolución. Como el estado inicial es un estado cohe-

rente del esṕın, entonces 〈ĴxĴy + ĴyĴx〉 = 0. De esta forma, las direcciones de compresión
óptima son φ = 0, π/2.

2. El grado de compresión es alto. Los parámetros de compresión de esṕın son [5]

ξ2R ∝
1

N
, (8.35)

ξ2S ∝
1

N
, (8.36)

en el modelo de dos ejes torcidos. Por lo tanto, la fase de ruido se aproxima al ĺımite de
Heisenberg.

8.4. Parámetro de compresión de uno y dos ejes torcidos.

De acuerdo a [1], el parámetro de compresión ξ2S es diferente para el caso de uno y dos ejes
torcidos. Para el caso de un eje torcido

ξ2S ∝
1

N2/3
, (8.37)
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Al tener dos ejes torcidos, el parámetro de compresión es proporcional a

ξ2S ∝
1

N
, (8.38)

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de ξ2S para diferentes valores de N para un eje
torcido. T́ıpicamente en los experimentos se consideran entre 104 y 109 part́ıculas [5].

Figura 8.1: Variación del parámetro ξ2S para el caso de un eje torcido.

Observemos ahora la Gráfica siguiente, la cual considera dos ejes torcidos.

Figura 8.2: Variación del parámetro ξ2S para dos ejes torcidos.

Al comparar estas gráficas, el parámetro de compresión asociado al Hamiltoniano de dos ejes
torcidos es menor que el de un eje torcido, lo cual nos habla de un mayor grado de compresión.



Conclusiones.

En este trabajo se revisaron los aspectos básicos que envuelven la compresión de esṕın y a su
vez, cómo funciona al aplicarlo al tema concreto de condensados de Bose-Einstein.

La compresión de esṕın surge como una analoǵıa de la compresión bosónica de los fotones. Encon-
tramos que al aplicar un operador de rotación a los estados de Dicke, los cuales son simplemente los
estados usuales de momento angular y eigenestados del operador Ĵz, obtenemos los estados cohe-
rentes de esṕın o estados de Bloch. Estos estados y los operadores involucrados en su descripción
obedecen las propiedades que a continuación se enlistan:

1. Son definidos por un operador de transformación unitario actuando sobre el estado base.

2. Estos estados obedecen ecuaciones de eigenvalores.

3. Estos estados no son ortogonales y son sobrecompletos.

4. Se pueden construir relaciones de mı́nima incertidumbre para operadores que no conmutan.

Como se pudo observar, las definiciones de parámetro de compresión de esṕın son diferentes de
acuerdo a la aplicación que se desee darles. Se encontró que algunos parámetros de compresión de
esṕın, tales como ξH , ξH′ surgen de la idea de compresión bosónica, la cual se basa en el Princi-
pio de Incertidumbre de Heisenberg generalizado. Algunos surgieron de forma natural, tal como
sucedió en los experimentos que realizó Wineland en espectroscopia Ramsey, donde el parámetro
de compresión es la razón de las fluctuaciones entre un estado general y un estado de ruido de
referencia. Por otra parte, algunos parámetros de compresión fueron definidos para detectar enre-
damiento, por ejemplo ξ2R′ , el cual sirve como un criterio para el enredamiento multipartita, ya que
ha sido demostrado que si se cumple que ξ2R′ < 1, el estado es enredado. El parámetro ξ2D surgió a
partir del estudio de los estado de Dicke y su utilidad radica en que si se cumple la condición
ξ2D < 1, el estado es comprimido.

Mediante la definición de Estado Coherente de Esṕın (CSS) y considerando que éste no es de
esṕın comprimido, identificamos si la definición del parámetro de compresión propuesto era ade-
cuado.

Con el objetivo de aplicar la compresión de esṕın a condensados de Bose-Einstein, deb́ıamos ase-
gurarnos de hacer una revisión exhaustiva a éstos. Concluimos que:

1. Por arriba de la temperatura cŕıtica Tc, las part́ıculas se distribuyen entre los estados de
enerǵıa del sistema de acuerdo con la función de distribución de Bose-Einstein dada por
(5.6).
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2. A la temperatura Tc, ocurre una transición de fase y una fracción sustancial del número total
de part́ıculas se condensa en el estado E = 0.

3. Como las part́ıculas no interactúan, sólo poseen enerǵıa cinética, y el estado E = 0 corres-
ponde a la velocidad cero. Las part́ıculas en el estado de velocidad cero son responsables de
los fenómenos de bajas temperaturas asociados con la condensación de Bose-Einstein, como
por ejemplo, la superfluidez.

4. La fracción de part́ıculas en el estado superfluido está dado por (5.30), y cuando la tempe-
ratura se aproxima al cero absoluto, la fracción se eleva a la unidad.

Otro tema importante al cual deb́ıamos prestarle atención era al de la Segunda Cuantización. La
segunda cuantización es un método muy práctico para tratar problemas cuánticos de muchos cuer-
pos, que nos permite cuantizar campos clásicos. Este formalismo es de vital importancia, ya que
nos permitió escribir el Hamiltoniano de muchos cuerpos que describe N part́ıculas interactuando
con un potencial externo y un potencial de interacción part́ıcula-part́ıcula, el cual corresponde al
Hamiltoniano de los condensados de Bose-Einstein. Este Hamiltoniano, en la descripción de Hei-
senberg, nos condujo a la Ecuación de Gross-Pitaevskii. Esta ecuación gobierna los condensados
de Bose-Einstein en el régimen de bajas temperaturas.

Finalmente, se analizaron los Hamiltonianos de uno y dos ejes torcidos que permiten generar
estados de esṕın comprimido. El Hamiltoniano de un eje torcido es uno de los modelos más im-
portantes estudiados para generar compresión de esṕın tanto teórica como experimentalmente.

Si hablamos de mayor grado de compresión, éste lo obtenemos mediante el Hamiltoniano de dos
ejes torcidos comparado con el de un eje torcido. El Hamiltoniano de dos ejes torcidos tiene algunas
desventajas, como por ejemplo, no es de fácil implementación en los experimentos o los resultados
anaĺıticos no están disponibles para un sistema de tamaño arbitrario.



Ápendice A.- Cálculo de la varianza y el
valor esperado del operador Ĵ~n para un
CSS.

La varianza se define como

(∆Ĵα)2 = 〈Ĵ2
α〉 − 〈Ĵα〉

2
.

Calculamos cada valor esperado de la expresión anterior. Recordemos que los operadores co-
lectivos de spin se definen de la siguiente forma

Ĵα =
1

2

N∑
i=1

σ̂iα.

Basados en este definición
〈Ĵ2

α〉 = 〈ĴαĴα〉

=
1

4
〈
N∑
i=1

σ̂iα

N∑
i=1

σ̂jα〉

=
1

4

N∑
i=1

N∑
j=1

〈σ̂iασ̂jα〉 .

Separamos la doble suma de la siguiente forma

〈Ĵ2
α〉 =

1

4

(
N∑

i=j=1

〈σ̂iασ̂jα〉+
N∑

i 6=j=1

〈σ̂iασ̂jα〉

)
.

Se cumple que

σ̂2
i = σ̂iσ̂i = 1,

por lo que 〈Ĵ2
α〉 se escribe como

〈Ĵ2
α〉 =

1

4

(
N +

N∑
i 6=j=1

〈σ̂iασ̂jα〉

)
.

Debido al intercambio de simetŕıa

〈Ĵ2
α〉 =

1

4
N +

1

4
N(N − 1) 〈σ̂1α〉2 .
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Ahora calculamos

〈Ĵα〉 =
1

2

N∑
i=1

〈σ̂iα〉 =
N

2
〈σ̂1α〉 .

Sustituyendo resultados en la definición de varianza

(∆Ĵα)2 =
N

4
+
N(N − 1)

4
〈σ̂1α〉2 −

(
N

2
〈σ̂1α〉

)2

=
N

4
+
N2

4
〈σ̂1α〉2 −

N

4
〈σ̂1α〉2 −

N2

4
〈σ̂1α〉2

=
N

4
(1− 〈σ̂1α〉2).

Por lo tanto

(∆Ĵα)2 =
N

4
(1− 〈σ̂1α〉2).

Ahora consideremos un operador más general Ĵ~n

Ĵ~n = ~J · ~n =
1

2

N∑
i=1

~σi · ~n =
1

2

N∑
i=1

σ̂i~n.

La varianza de Ĵ~n se escribe como

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
(1− 〈σ̂1~n〉2)

y

〈Ĵ~n〉 =
1

2

N∑
i=1

〈σ̂i~n〉 =
N

2
〈σ̂1~n〉 =

N

2
〈~σ1 · ~n〉 .

El vector ~n0 se expresa en coordenadas esféricas

〈~σ1〉 = | 〈~σ1〉 |~n0 = | 〈~σ1〉 |(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Usando la expresión anterior, obtenemos

〈Ĵ~n〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |~n0 · ~n.

Luego

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
(1− 〈~σ1 · ~n〉2)

=
N

4
[1− | 〈σ̂1〉 |2(~n0 · ~n)2].

Por lo tanto,

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
[1− | 〈σ̂1〉 |2(~n0 · ~n)2].
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Para las varianzas a lo largo de la dirección ~n⊥ perpendicular a la dirección principal de esṕın

(∆Ĵ~n⊥)2 =
N

4
(1− 〈σ1~n⊥〉

2)

=
N

4
[1− (〈~σ1〉 · ~n⊥)2]

=
N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n⊥)2]

=
N

4
.

Por lo tanto

(∆Ĵ~n⊥)2 =
N

4
.
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Apéndice B: Cálculo de los valores
esperados 〈Ĵα〉 y las varianzas (∆Ĵα)2

para α = x, y, z.

Primero calcularemos los valores esperados. La siguiente expresión

〈Ĵ~n〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |~n0 · ~n,

fue demostrada en el Apéndice A, donde

〈~σ1〉 = | 〈~σ1〉 |~n0 = | 〈~σ1〉 |(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

Usando esta expresión, podemos hallar los valores esperados de los operadores Ĵx, Ĵy y Ĵz.

〈Ĵx〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (1, 0, 0) =

N

2
sin θ cosφ,

〈Ĵy〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (0, 1, 0) =

N

2
sin θ sinφ

y

〈Ĵz〉 =
N

2
| 〈~σ1〉 |(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (0, 0, 1) =

N

2
cos θ.

Por lo tanto

〈Ĵx〉 =
N

2
sin θ cosφ,

〈Ĵy〉 =
N

2
sin θ sinφ

y

〈Ĵz〉 =
N

2
cos θ.

Ahora deseamos calcular las varianzas usando la expresión ya demostrada

(∆Ĵ~n)2 =
N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2(~n0 · ~n)2].

Entonces

(∆Ĵx)
2 =

N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2((sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (1, 0, 0))2]

=
N

4
[1− (sin θ cosφ)2]

=
N

4
(1− sin2 θ cos2 φ),
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(∆Ĵy)
2 =

N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2((sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (0, 1, 0))2]

=
N

4
[1− (sin θ sinφ)2]

=
N

4
(1− sin2 θ sin2 φ)

y

(∆Ĵz)
2 =

N

4
[1− | 〈~σ1〉 |2((sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) · (0, 0, 1))2]

=
N

4
[1− cos2 θ].

Usando la identidad trigonométrica sin2 θ = 1− cos2 θ, obtenemos

(∆Ĵz)
2 =

N

4
sin2 θ.

Por lo tanto,

(∆Ĵx)
2 =

N

4
(1− sin2 θ cos2 φ),

(∆Ĵy)
2 =

N

4
(1− sin2 θ sin2 φ)

y

(∆Ĵz)
2 =

N

4
sin2 θ.
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