\\\\\‘

\\\\\\\

Compresion de espin y los
condensados de Bose-Einstein

por la
Lic. Liliana Villanueva Vergara

Tesis sometida como requisito parcial para
obtener el grado de

MAESTRIA EN CIENCIAS EN LA
ESPECIALIDAD DE OPTICA

en el

Instituto Nacional de Astrofisica, Optica y
Electronica
Supervisada por

Dr. Francisco Soto Eguibar

AGOSTO 2015

Tonantzintla, Puebla

(©INAOE 2015
El autor otorga al INAOE el permiso de
reproducir y distribuir copias en su totalidad, o

en partes, de esta tesis

\\\\‘

,_ \\\\\\\




Resumen

En este trabajo se realiza una revisiéon de la compresion del espin partiendo de la compresion
bosénica. Se hace un analisis de los diferentes parametros de compresion del espin de acuerdo al
problema con el que se esté trabajando; por ejemplo, la espectroscopia Ramsey y el enredamiento
cuantico. Para estudiar la compresion en condensados de Bose-Einstein, se hace un repaso del
concepto de condensado de Bose-Einstein y de sus caracteristicas cuanticas; de la misma forma,
se profundiza un poco en el estudio de la segunda cuantizaciéon para poder tratar sistemas fisicos
con muchas particulas idénticas y considerar a la funcién de onda como un operador cuantico que
representa a un campo de particulas. También se lleva a cabo la demostracién de la ecuacion de
Gross-Pitaevskii dependiente e independiente del tiempo, con el objetivo de describir la dindmica
del condensado de Bose-Einstein a bajas temperaturas. Finalmente, se obtienen los Hamiltonianos
de un eje y de dos ejes torcidos, los cuales proporcionan estados comprimidos para los condensados
de Bose-Einstein.
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Abstract

This thesis performs a review of spin squeezing starting from bosonic squeezing. An analysis
of the different spin squeezing parameters is made according to the problem to be worked out;
e.g., Ramsey spectroscopy and quantum entanglement. To study squeezing in Bose-Einstein con-
densates, a review of Bose-Einstein condensates and their quantum features in the regime of low
temperatures is made; in the same way, this work shows an study of the second quantization to deal
with a physical system with many identical particles and consider the wave function as a quantum
operator representing a field of particles. Also, the demonstration of the Gross-Pitaevskii equation,
time-dependent and time-independent, in order to describe the dynamics of Bose-Einstein conden-
sate at low temperatures was carried out. Finally, the Hamiltonians for one and two twisted axis
are obtained, which provide the spin-squeezed states in Bose-Einstein condensates.
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Capitulo 1

Introduccion.

La compresién, en términos generales, redistribuye las fluctuaciones cuanticas entre dos ob-
servables que no conmutan, manteniendo la minima incertidumbre. La compresion en sistemas
bosénicos ha sido ampliamente estudiada. Un campo de radiacién se dice comprimido si la incer-
tidumbre de una de las amplitudes de cuadratura es mas pequena que el limite estandar cuantico

1
de 1

El concepto de compresion de espin ha recibido notable interés en las ultimas décadas, tanto
tedrica como experimentalmente. La compresion de espin surge de dos consideraciones principal-
mente:

1. Las correlaciones entre particulas y el enredamiento.

2. El incremento en la precisién de las mediciones al hacer experimentacion.

Kitagawa y Ueda [1] fueron los primeros en establecer el concepto de estados de espin com-
primido en 1993 y lo implementaron en la interferometria de particulas, asi como en sistemas de
atomos de dos niveles. Wineland y su equipo hallaron de forma natural la relacion de la compresién
de espin con la espectroscopia Ramsey. Encontraron que el pardmetro de compresion es la razon
entre la resolucién de fase al utilizarse un estado correlacionado y al usar un estado coherente de
espin [2,13]. Otro &mbito donde se ha hecho uso de la compresién de espin es para detectar enreda-
miento cuantico, el cual juega un papel importante en el procesamiento de informacién cuantica.
En lo que concierne a experimentos, es utilizado para mejorar la precisiéon en mediciones realizadas
en espectroscopia Ramsey, para hacer mas precisos los relojes atémicos y en interferémetros de
ondas gravitacionales.

Se han realizado numerosos trabajos para generar compresion en sistemas atémicos, los cuales
se dividen en dos categorias:

I. Generando compresion de espin mediante interacciones entre dtomos y fotones.

IT. Generando compresién de espin en condensados de Bose-Einstein mediante colisiones atomi-
cas.

Se ha demostrado que en un condensado de Bose-Einstein de dos componentes en diferentes
estados internos, las interacciones no lineales atomo-atomo reducen las fluctuaciones en ambas
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poblaciones relativas de los dos estados internos. La compresion de espin en un condensado de
Bose-Einstein de dos componentes ocurre cuando las longitudes de dispersion de la onda s, que
se denotan por a;; y que resultan de las colisiones entre dos estados internos, difieren. Cuando el
condensado de Bose-Einstein se encuentra en una superposicion de dos estados internos, una inter-
accion no lineal de las colisiones entre atomos afecta los niveles de fluctuacién del niimero relativo
y la fase entre los dos componentes. Como resultado obtenemos una estadistica comprimida en
una cuadratura en particular [4]. En este trabajo se hace una revisién a los conceptos relacionados
con la compresién de espin y sus principales aplicaciones, haciendo énfasis en Condensados de
Bose-Einstein.

En el Capitulo 1 se revisa la compresién bosonica, la cual dio la pauta para fundamentar la
compresion de espin. Se analiza el operador de cuadratura, asi como el pardametro caracteristico de
la misma, el cual se denota como (p. Adicionalmente, se obtiene una forma de (g la cual implica
una condicion suficiente para compresion bosonica.

Los operadores de momento angular pueden ser definidos para que puedan actuar en el espacio
de Hilbert de N atomos. Con este objetivo, introducimos los operadores de espin colectivo en el
Capitulo 2. En este capitulo también se definen los estados coherentes de espin o CSS por sus
siglas en inglés. En el Capitulo 3 se analizan los diferentes pardmetros de compresiéon de espin y su
naturaleza. Como veremos mas adelante, varios de ellos surgen del Principio de Incertidumbre de
Heisenberg generalizado y otros para describir fendémenos al realizar experimentos, por ejemplo,
en la espectroscopia Ramsey, como ya se menciond.

Los condensados de Bose-Einstein se han vuelto muy comunes para trabajar en el laborato-
rio; nos proporcionan conjuntos grandes y coherentes de atomos ultrafrios que parecen ideales para
realizar experimentos de manipulaciéon de un estado cuantico. Para analizar la compresion de espin
en Condensados de Bose- Einstein, se realiza en el Capitulo 4 una amplia descripcién de la fisica
que envuelve los Condensados de Bose-Einstein y sus aplicaciones. La Segunda Cuantizacién nos
proporciona una forma compacta de representar el espacio de excitaciones. Se revisa el formalismo
de la Segunda Cuantizacién en el Capitulo 5, el cual es fundamental para establecer los Hamil-
tonianos de uno y de dos ejes torcidos. La ecuacién de Gross-Pitaevskii describe los condensados
de Bose-Einstein en el régimen de bajas temperaturas, es decir, describe la funcién de onda del
condensado. En el Capitulo 6 se analiza esta ecuacion y se demuestran las expresiones para la
formas dependientes e independientes del tiempo.

Finalmente, en el Capitulo 7 se describe el Hamiltoniano de un eje torcido (PAIO ar) v el de
dos ejes torcidos (lfITAT), los cuales generan estados de espin comprimido en condensados de
Bose-Einstein. En el apartado del Hamiltoniano de un eje torcido, se considera el caso donde la
desintonizacién entre los atomos y el campo es grande.

Es importante mencionar que esta revision se basé principalmente en [5]| y que todos los célcu-
los involucrados se realizaron en el régimen de N (nimero de dtomos) muy grande y pequenas
excitaciones, asi como h = 1.



Capitulo 2

Estados coherentes y compresion
bosdnica.

Antes de discutir la compresién de espin, revisaremos la compresion bosonica, lo cual nos
dara las posibles definiciones y la generaciéon de la compresion del espin. Los estados coherentes se
definen como [0

ala) = ala). (2.1)
y satisfacen la condicién
Af=Ap=1, (2.2)
donde
i=a+a, (2.3)
Y T
._a+a
p=—, (2.4)

i
siendo @ y a' los operadores de aniquilacién y de creacién, respectivamente. Dado que los esta-
dos coherentes satisfacen la propiedad , entonces también minimizan las desigualdades de
Heisenberg [7]; es decir,

Az Ap =1, (2.5)
y por ello, también son llamados estados de minima incertidumbre. Dado que Az = Ap = 1,
también se les dice que son estados de minima incertidumbre balanceados. Los estados que son
de minima incertidumbre, pero en los que AZ # Ap, son llamados estados coherentes compri-
midos. Generalmente la compresion ocurre cuando la varianza es mucho menor que 1 en alguna
direccién del plano xp. Con el fin de hallar un operador de cuadratura genérica de compresion,
rotamos el operador & mediante el operador definido por [§]

A O~ it

T =e""ze ", (2.6)

donde 6 es una variable real arbitraria y donde 72 = a'a es el operador de ntimero. Demostramos
ahora que

T = ae” " +ale. (2.7)

Demostracién: El operador de posicién estd dado por (2.3). Considerando que 7 = a'a, entonces,

~ . ATAA _ /\T/\
To = 626(1 ase iava

_ eiG&T&(djL&T)efi@de

. ATAA i ATA . ATAA i ATA
:6200, ahe z@aa+629a aaTe i0a a
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Usando el Lema de Hadamard,

ABe = B+ [A B+ (A [4, B + %[A, A A B+ | (2.8)
en cada término de Zy, obtenemos primero que
gm0 = g+ iflata, a] + @3—22[&&, lata, a]] +- - . (2.9)
Usando que [AB, C] = A[B,C] + [A, C]B, calculamos
[a'a,a) = a'la,a] + [a',a)a = —a,

y asi sucesivamente. Sustituyendo estos resultados en ([2.9)),

(@0)* . (i6)° .

i0ata~ —ifata ~ AP
610(1 ane z@aa_a_lga_|_

- T TR

. 0 (i0)® (2.10)
_a{l_m LS

= qe ",

. . A-I—AA s ,\T,\
Procedemos de la misma forma para e @gfe=%4"e: ysando 1)

. ot 0)?
eilaglemaa = gt 1 iglata, al] + @2—3[&*&, [ata, 6]} + - (2.11)

Usando las propiedades de los conmutadores tenemos

y asi sucesivamente. Sustituyendo en (2.11)):

@ 0

el = 6 yifal + a4 Al 4
203
ST O )
=a'[l+i0+ TR ]
= afe®.

Sustituyendo resultados, finalmente obtenemos
. 0ata ~ —ibata A —if . At i
Fp = 629a a5e iba'a _ ae 0 _i_aTe'LG’

que es justamente lo que queriamos demostrar.



Los operadores Z y p estan asociados con las amplitudes del campo oscilante fuera de fase uno
con el otro un dngulo de 7/2 y, por lo tanto, estdn en cuadratura. La cuadratura principal de la
compresién estd caracterizada por el pardmetro 9

o = min(Ady)?, (2.12)

con 6 € (0,27). El campo estd esencialmente comprimido si ¢% < 1. Este pardmetro es el menor
de la varianza principal del campo y proporciona una medida de la compresion. Realizando la
minimizacién en (22.7) llegamos a la expresion [§]

< =1+2((a'a) — [(a)]*) — 2/(@*) — (@)°]. (2.13)

Demostracién: El parametro de la cuadratura principal de compresién se define por (12.12)).
Usando la Férmula de Euler en (2.7) obtenemos

Zp = a(cosf — isinf) + a'(cosd + isin )
— cosf(a+a') —isinf(a — al)
= cosf(a+a') + % sinf(a — a')
= 2 cosf + psinb.
2

Recordando que la varianza de un observable A estd dada por (AA)? = Var(A) = (A2) — (4),

encontramos que

(Azg)? = (& cos B 4 psinf)?) — (i cos b + psin f)>
= cos? 0 (22) + cosOsin O (&P + pi) + sin® 0 (p2) — [cos 0 () + sin O (p)]?
= cos?0[(#%) — (2)°] + cosOsin 0[(2p + pz) — 2(2) (p)] +sin?0[(5) — (p)*)  (214)

1
= cos? 0(AZ)? + sin® O(Ap)? + 2 cos O sin 6 5 (zp + pz) — () (D)

Pero la covarianza se define como

o L o\
Cov(#,p) = 5 (0 +p2) — (2) (D) , (2.15)
por lo que (2.14) se escribe como
(AZg)? = cos? O(AZ)? + sin® O(Ap)? + 2 cos O sin §Cov (&, p). (2.16)

Ahora escribimos Cov(,p), (AZ)? v (Ap)? en términos de a y af,

Var(z) = (Az)? = (22) — (2)°

] (2.17)
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= —{(@—a'?) + (a-a") a—a)
— —(@®+aal +ata +a'?) + ()2 — 2 (@) @) + (a7 2.18)
— _(Aa) — (Adh)? 42 (% (adl + ata) — (a) <af>>
= —(Aa)* — (Aa")?* +2Cov(a,a")
Por otro lado,
B+ pi _ (a+al)(a—al)+ (a—a)at )
2 g 2 (2.19)
Entonces se escribe como
a2 —a'?)  (a+at) (6 —af
Contny = =8 _ i) o=
_ (@) = (@) - (@) — @) (2.20)
= [(8a)? — (2al)
Utilizando las identidades trigonométricas cos?d = 3 [1 4 cos(20)], sin®0 = 1 [1 — cos(20)], y
sin(26) = 2sind cos 0, se escribe,
(Adg)? = {—1 + C;)S(Qe)} (A2 + {—1 - C;S(Qe)} (Ap)? + 25in(20)Cov(i, )
_ (A;?;)Q _2|_ (Aﬁ)Q N %COS(ZG)[(A‘%)Q _ (Aﬁ)Q] + Sin(QQ)COV(:f,]a) (2.21)
Var( ) ; Var(p) + coséZH) [Var(z) — Var(p)] + sin(20)Cov(z, p).
Calculamos
Var(#) + Var(p) = [Var(a) + Var(a') + 2Cov(a, a')] 4+ [~ Var(a) — Var(a') + 2Cov(a, a')] (2.22)
= 4Cov(a,a"), -
y
Var(#) — Var(p) = [Var(a) + Var(a') + 2Cov(a,a')] — [~ Var(a) — Var(a') + 2Cov(a, a')] (2.23)
= 2[Var(a) + Var(a')], '
por lo que queda como
ov(a,al cos
(AZp)? = 1C é &) + ;29) 2[Var(a) + Var(a')] — i sin(26)[Var(a) — Var(a')]
= 2Cov(a, a') + Var(a)[cos(260) — isin(26)] + Var(a')[cos(26) + i sin(26)] (2.24)
= 2Cov(a,a’) + e 2Var(a) + e**Var(a').



Sustituyendo ([2.24) en (2.12)),

(3 = min{2Cov(a,a') + e **Var(a) + e**Var(a')}, (2.25)
con 0e(0, 2). Para calcular el minimo de la funcién, calculamos su derivada e igualamos a cero

dCy

= —2ie*"Var(a) + 2ie**Var(a') = 0,

de donde

2 = 2Cov(a, ) + exp [—% In (Var(d) )} Var() + exp P In (M)] Var(a')

v\ @
(220 o [ (S0 ] v,

Usando la propiedad de los logaritmos log,(z¥) = ylog,(z), la expresiéon anterior queda como

(2 = 2Cov(a, ) + exp [m (Q//::((;)))} 7 Var(@) + exp [m (\\//::é;)))} " Var(ah

—2 {Cov(a,eﬂ) + \/W} .

Utilizando que Cov(a, at) = 1 (aa’ + afa) — (a) (af), Var(a) = (a?) — (a)*, Var(a®) = (a'2) — (a1)%,

y sustituyendo
(aa' +a'a) — (a) (a') — x/Var(d)Var(dT)} .

1
= 2Cov(a, a') + exp [—5 In

N | —

G2
Como [a,a’] =1,
(3= (1+a'a+a'a) +2(a)(a") —2y/Var(a)Var(al)
=14 2(a'a) + 2| (a) |* — 2+/|Var(a)|?
= 1+2((a'a) + [ (a) [*) — 2/ (@*) — (a)" .
Finalmente
(= 1+2((a'a) + | (a) [*) — 2| (@%) — (@)* ],

que es lo que queriamos mostrar.

Vamos a introducir ahora el operador de compresion y los estados comprimidos que se gene-
ran al aplicar dicho operador a los estados coherentes. Para ello, escribimos primero el siguiente
Hamiltoniano no lineal [10]

~

H =i(ga? — g*a?), (2.26)

donde g es una variable compleja arbitraria. Definimos el operador de compresiéon como

S(n) = et = plr@=na')/2 (2.27)
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donde n = re? y r = —2|g|t es el pardmetro de compresién. Los estados coherentes comprimidos
son

o, n) = S(n) |a), (2.28)

donde |a) es un estado coherente. El operador no lineal S combina las componentes & y p, o
sea, realiza una rotacion, y también una compresion. Los estados comprimidos bosonicos también
pueden ser generados por medio de un Hamiltoniano de interaccién de Kerr |11]

H = x(afa)?. (2.29)

Eligiendo como estado inicial un estado coherente, el estado al tiempo ¢ serd

(1)) e = e7E@D |y (2.30)



Capitulo 3

Estados coherentes de espin.

3.1. Operadores colectivos de espin.

Un estado interno de un conjunto de atomos idénticos de dos niveles es generado por un
conjunto de 2 estados ortogonales tal que |e), |€), - - - |e) , donde N es el nimero total de 4tomos.
Introducimos los operadores de espin colectivo para representar el estado interno de N atomos en
un espacio de Hilbert de 2V dimensiones [12)]

Zﬁ (3.1)

l\:)li—

donde &,; son las matrices de Pauli del n-ésimo atomo e ¢ = x,y, 2. Los operadores de espin
colectivo cumplen las relaciones

72 _ 72 72 72
JP =024 24 2 (3.2)

[, J] = iy, (3.3)

donde j, k, [ toman los valores x,y, z ciclicamente, y

A

[Ty, J ] =2J., (3.4)

donde

Jo=J, xiJ, (3.5)

Demostracion: Los operadores de espin colectivo estan dados por . Consideremos los opera-
dores J; y J Su conmutador es

[jj} JiJ; — J;J;
1N N 1N N
DDLU DILIDD
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Es bien conocido que 0,0, = i€,pq04, donde €,,, es el tensor de Levi-Civita. Entonces

1 n;l m;l 1m=]\; n:]\ll
=7 Z Z i€k 0nk — 1 Z Z(—ié‘jik)&nk
1 nzllvmzl N m=1n=1
= 1 [Z 10 — ZZ(_(}nk)]
1 n=1 N n=1
=— |2 O,
()
1 N
=1 <§ nzz:l Unk)
= iJj.

Por lo tanto
[Ji,JJ} = iy

Por otro lado, sabemos que J.. se define por l) Entonces el conmutador se escribe como

A A

[j+,j_] = [ja:—i-ijya w — iy

= [ Aan Az] — i ]
= —i[ o, Jy) + i[y, Ju]
= —i(iJ,) + i(—1iJ>)
=2J..
Por lo tanto o A
[Jy, J_ ] =2J,,

y de esta forma demostramos las expresiones (3.4) y (3.5). A fin de comparar los operadores de
espin de Pauli con los de espin colectivo, daremos algunas propiedades de las matrices de Pauli.
Los operadores de espin de Pauli satisfacen las siguientes relaciones

(61, 6,n] = 2i6, (3.6)

donde I, m,n deben formar una permutacién ciclica. Ademas



3.2. EIGENESTADOS DE MOMENTO ANGULAR. 11

Los operadores de ascenso y descenso de Pauli se definen como 64 = (1/2)(6, £ i6,). Una
continua excitacion o desexcitacién es inhibida

6% =62 =0, (3.7)

ya que estamos tratando con dtomos de espin 1/2 y no podemos aumentar o disminuir dos veces
consecutivas el espin. En contraste con los operadores de espin, el operador de espin colectivo no
tiene muchas restricciones.

3.2. Eigenestados de momento angular.

Un eigenestado que de forma simultanea lo es de los operadores J? y J, es llamado eigenestado
de momento angular o Estado de Dicke; es decir, dicho estado se define como aquel que
satisface las condiciones R

JE I, MYy = J(J +1)|J, M) (3.8)
y .
J |\, My =M|J, M), (3.9)
donde J =N/2, M =—J —J+1,---,J—1,J y N es el nimero total de atomos. En la siguiente
Figura se muestra la representacion de los estados de Dicke en una esfera.

AZ

Figura 3.1: Representacion de los estados de Dicke.

Si se usa la bien conocida férmula

U lim) = V356 +1) —m(m+1)|j,m+ 1), (3.10)

donde ll es el operador de ascenso de momento angular orbital, los estados excitados de Dicke se
pueden construir a partir del estado base |J, —J). En efecto, aplicando el operador de ascenso al
estado de Dicke |.J, —J) obtenemos

Jo |, =) =V2J|J,—J +1),
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Jo|J, =T+ 1) =+/202J=1)|J,—J +2),

Jy I M =1y =+/(J+M)(J—M+1)|J,M).

De las expresiones anteriores es evidente que

|J, M) = M| ) (3.11)

(J + M)
El estado més excitado |J, J) y el estado base |J, —J) cumplen las condiciones

Je|J, Ty =0 (3.12)
J_|J,—J) = 0. (3.13)

3.3. [Estados coherentes de espin (CSS).

Llamamos Estados coherentes de espin o Estados de Bloch a los estados que pueden ser
creados por la rotacién arbitraria de los estados base de Dicke |J,—.J). Para lograr ese objetivo
debemos introducir el operador de rotacion [12]; si rotamos un angulo ¢ alrededor del eje Z tenemos

J, =, (3.14)
Jn = Jysin — J, cos ¢, (3.15)

Y .. .
Jp = Jycosp + Jy,sin . (3.16)

En la siguiente Figura se aprecia cémo se realizan las rotaciones al eje X y al eje Y.

Z4

Figura 3.2: Rotacién de los ejes.

El operador que rota ahora alrededor del vector 77 un angulo 6 es

R@@ — ezajn — ele(Jﬂﬂ 5111(»0_‘]11 COS@). (317)
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Dado que el operador J,, esté en términos de J, y jy, podemos expresar 1) en términos de j+
y J_, por lo que podemos escribir ) )
Ry, = el&+=¢"5) (3.18)

Y

donde 1
(= §8€7i4‘0. (3.19)

Demostraciéon: Primero efectuamos la rotacion en un angulo ¢ alrededor del eje Z. Ahora rotamos
en un angulo € alrededor de un vector unitario 7. El operador que representa estas operaciones es

éaw = eiwj".
Sustituyendo ([3.15]) en la expresion anterior
ﬁf&p _ e—i@(jx sin p—Jy cos<p)' (32())

Invirtiendo (3.5)) tenemos

A (3.21)

Jo—J (Je+id)— (J.—i) -
2 2 v (3:22)

Sustituyendo (3.21)) y (3.22) en (3.20|) obtenemos
AN
5 sin ¢ — | cosel |-
Usando la férmula de Euler

i <(ew —e (L d) (€0t e ) (Jo - j))]
21

ng = exp [—2’9

Ee‘p = €exp

2
9 A A
= exp —Z(2e"pJ_ — Qe_wJJr)}

0 . . L
= exp —Z(QewJ, —2e7%J,)

) A A
= exp 5(6’1@J+ — e“PJ)} .

Y finalmente tomando ¢ = fe~ /2 la expresién anterior queda como

Ry, = e@+=¢"7),
que era lo que desedbamos demostrar. Por lo tanto, los estados coherentes de espin se construyen
matematicamente por la rotacion del estado base de Dicke; es decir, los estados coherentes de espin

quedan definidos como R
10, 0) = Rog |J, = J). (3.23)
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Para hallar la ecuacion de eigenvalores para los estados coherentes de espin, escribimos los opera-
dores Jy v J, en la forma

~ 1 - . A
Jp = §(J+e_“" + J_e¥), (3.24)
g, = %(Le—w — J et (3.25)

Demostracién: Partiendo de la expresiéon (3.16]) y sustituyendo (3.21) y (3.22)), asi como las
formas exponenciales de cos ¢ y sin ¢ obtenemos

- (T T (e e Jy—J_\ (e —ei®
J’“‘( 2 )( 2 )+( 2 )( 2 )

1 A , A
= Z<2J+€_w + 2:]_67'('0)

1 - . A
= §(J+e_“" + J_e'?).

Por lo tanto,

~

1 . .
Jp = Q(JJFG”“” + J_e'?).

Haciendo lo mismo en (3.15),

i Jy+J_\ (e —eie B Jp—J_\ (e +eie
"o 2 2i 2i 2

1 A A .
= Z(2J,ew —2Je7%%)
i

= %Z(j,ew —J_e7¥)
= %(J:re_w +J_e*),

y finalmente .
Jp = %(jJre”'“" + J_e¥).

De esta forma, quedan demostradas las expresiones (3.24) y (3.25)). Notemos que se cumple que

RopJu R}, = T, (3.26)
y también o ) A
RopJi R}, = Jjcos 0+ J. sin 6. (3.27)

Demostracién: Usando Ry, = ¢~/ se deduce que R} = ¢/ v ¢l Lema de Hadamard obte-
© ) q O Y
nemos

Ropdu R, = e71970) f e~(=i072)

Pero [—if.J,, J,] = 0, entonces
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De igual forma, usando nuevamente la férmula de Baker-Hausdorf para Jj,
égwjkégw = e(’iaj”)jke’(’wj”)
= it i, B+ o i0 [0, )+
El primer conmutador es

[—i@jn, jk} = —if|J, sinp — j oS, J, cos @ + jy sin @]

[/
—if([J, sin g, J, cos @] + [J, sin ¢, J, sin @] — [J, cos @, J, cos @] —
(

—i6(sin go[Jx, J | — cos sﬁ[jgﬁ jx])
— —ifsin® (iJ.) — cos® p(—iJ,)]
= fsin® cpjz + 6 cos? gpjz

=0J..

El segundo conmutador es

L%@j;,p4ej;“ﬁﬂ — [—i0J,,0..]
= —i6?[],, J.]
= —ib”

[
[Jusing — J, cos @, J.
= —if*([J,sinp, J.] — [J, cos ¢, J.))
— —i0%(sin @[J,, J.] — cos @[], J.])
— —i0%(—iJ, sin @ — iJ, cos @)
— —0%(J, cos @ + J, sin )
= —0%J.
El tercero es
=0, 0% = ~0%=i0.J,, Ji
— —6*(0].)
= —6°1]..
El siguiente es

[—wz“—m@}:-ﬁﬂ—wi“am

= —0*(—0%Jy)
= 6%y,

y asi sucesivamente. Sustituyendo estos resultados,

A A T D
Rw@@@:h+&k—§ﬁh—§WL+E¢@+~-

. 1, 1, . 1, 1.

= J, cos Y + J. sin .

15

[jy cosp, jy sin )
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Finalmente obtenemos o ) )

RggaJkRZSD = Ji cos p + J, sin p,
que era lo que queriamos probar. Utilizando (3.26]) y (3.27) se demuestra que

A

RopJ_R), = Rop|(Ji +iJn)e PR}, = [J.sin0 + €' cos®(0/2)J_ — e~ sin®(0/2) J.]Je ™. (3.28)

Demostracion: Consideremos las expresiones 1} y 1) Despejamos en ambas a j+,

Jy = (2Jp — J_e¥)et¥

Igualando ambas ecuaciones
(2], — J_e)e® = (—=2iJ, + J_e¥)e'®,
y por lo tanto, R R )
(Jp +idp)e ™ = J_.
De esta forma,
RopJ_RY, = Re|(J +iJ,)e R},
= {Rop Ju R}, + iRoy J, It e~
Pero ya demostramos anteriormente que
P
RopJn Ry, = Jn
y que o ) )
R(;@JkRZ(p = Jrcosp + J,sin .
Sustituyendo estos resultados obtenemos
figwj,figw = (jk cos® + J,sinf + z'jn)e’i“’.
Previamente demostramos que

A 1 - ) A
Jo= 5™ + J_c¥)

jn = %(j+€_i<p — j_€i<p>.

Por lo tanto,

PPN 1 - . A A 1 - . A .
RopJ R = |=(Jye ™ + J €*%) cosf + J,sinf — §(J+e’“" - Je“")} e

Op

[\)

J. R : ; ‘
— %(e’“f’ cosf —e %) + 7(€w cosf + €) 4 J. sin 9] e

j —ip T ip
= +Z (cosf — 1) +

(cosf + 1) + J. sin 6] e .
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Utilizando las identidades trigonométricas sin® A = 1(1 — cos24), y cos? A = (1 + cos2A),
obtenemos el resultado que buscabamos

Rggpj_l%gw = [J.sinf + e cos?(0/2).J_ — €% sin?(0/2)J ]e .
Una importante propiedad es o
RopJ R}, 10,0) =0 (3.29)
que se demuestra a continuacién.

Demostracion: Usando que J_ |J,—J) = 0 y aplicando el operador de rotacién ng por la iz-
quierda

RopJ_|J,—J) =0.
Utilizando que }AE;PRW =1,

R (Ry,Rop) |, =J) = (Ropd Ry, ) Rog |, —J) = 0.
Pero por definicién de los estados coherentes de espin |0, p) = é&a |J,—J), por lo que
E9¢j—ﬁ£2¢ ’07 ()0> - 07

que era lo que deseabamos demostrar. Sustituyendo la expresién para ngJ_ng en la relacién
anterior, obtenemos la ecuacién de eigenvalores para estados coherentes de espin,

[jz sinf + e'? (3052(9/2)j, —e Sin2(9/2)j+] 10, ¢) = 0.

Para probar su veracidad, basta simplemente sustituir (3.28|) en la expresiéon que acabamos
de demostrar para obtener el resultado. Dado que los estados coherentes de espin |6, ¢) se obtie-
nen rotando el estado base |J, —J), serdn eigenestados del momento angular total con el mismo
eigenvalor; es decir,

J20,0) = J(J+1)0,9). (3.30)

Por esta razon, es posible desarrollar |6 en términos de los eigenestados de momento angular
Y 7
|.J, M ). Para llegar a una expresién que describa esta situacion, reescribimos el operador de rotacién
Rp, como
a 7 2\F %7
Recp — 67'J+€ln(1—|-\7'| )Jze T J_, (331>

donde 7 = e~ tan(6/2).

Demostracién: De acuerdo a [14], las dlgebras de Lie han sido utilizadas para investigar las
propiedades no clasicas de la luz en sistemas épticos cuanticos. Se han considerado los estados
comprimidos de fotones en términos de édlgebras de Lie su(1,1) y su(2) y los estados coherentes
asociados con estas algebras. Comenzaremos por introducir los operadores Ky y Ko, que satisfacen

las siguientes relaciones de conmutacién

[K_, K] = 20K,, (3.32)

(Ko, Ky] = £K4, (3.33)
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donde ¢ = +1. Cuando ¢ = 1, los operadores K+, K_ y KO se convierten en los generadores
del algebra de Lie SU(1,1) y cuando o = —1, los operadores K+, K_ y K, se convierten en los
generadores del algebra de Lie SU(2). Si la descomposmlon es en orden normal, para funciones
arbitrarias ay, ag € C,

e(a+f(++a0f(0+a,f(,) — 6A+IA(+€1H(A0)IA(06A,K,’ (334)
donde Ay y Ag estan dados por
Q-+ sinh ¢
Ay = — 3.35
=7 ¢ cosho — (ag/2¢) sinh ¢’ (3:35)
y
_ ! (3.36)
 [cosh ¢ — (ag/2¢) sinh ¢]?’ '
con
Qo 2
o= \/<§> —oaya_. (3.37)
En nuestro caso, sabemos que j+, J_ y J, tienen las siguientes reglas de conmutacion,
[, J.] = —2J., (3.38)
(., Ji] = +Js. (3.39)
Comparando (3.32)) con (3.38]), observamos que ¢ = —1, por lo que tenemos un &lgebra de Lie
SU(2). El operador de rotacién esta dado por (3.18)), asi que identificamos que a; = ¢, a_ = —¢*

y ao = 0. De (3.37),

=1/0— (—1)s¢* = V¥ = \/ (0/2)e=%(0/2)et®
=0/2.
Calculamos A, con (3.35)),

(0/2)e sinh(6/2) — sinh(6/2)
(0/2) cosh(0/2) — (0) sinh(6/2) cosh(0/2)
= e " tanh(0/2).

A+:

Ahora calculamos A_,

4 - (0/2)e*? sinh(6/2) _ v sinh(6/2)
N (0/2) cosh(8/2) — (0)sinh(0/2) cosh(0/2)
= e’ tanh(6/2).

Y por ultimo, Ag mediante (3.36)),

1 1 ,
Ap = [cosh(0/2) — (0)sinh(6/2)]2  cosh?(8/2) sech®(6/2)

=1 — tanh® A.




3.3. ESTADOS COHERENTES DE ESPIN (CSS). 19

Haciendo el cambio de variable 7 = e~ tanh (6/2), podemos reescribir
A+ =T,

A_ =717,
Ay =1—tanh(9/2) =1 — |7|%.
Sustituyendo las expresiones anteriores en (3.34)) obtenemos lo que queriamos demostrar,
é&@ _ eTj+ eln(l—HTIQ)JAZe—T*JL )
Usando la descomposiciéon de ﬁf@w que acabamos de demostrar y aplicindola a los estados
coherentes de espin |0, ¢) obtenemos una expresién de los estados coherentes de espin [12],
J 1/2
1 2J
0, ) = —_ M+T 7 MY 3.40
0.0 = 3 e arss) A (3.40)

Demostracion: Como ya vimos, los estados coherentes de espin se definen como

|07 QO> = R@,g@ |<]a _J> )
donde |J, —J) es el estado base de Dicke y qu, es el operador de rotacion, dado por l} Asi que

16, o) = oI e (T Tz = |J,—J). (3.41)

Comenzamos calculando e/~ |J, —J); usando la serie de Taylor de la exponencial

A

—r*J_ _ = (_T*‘]*)n

i
o

pero J_|J,—J) = 0, entonces
eI =) = |, —J).

Ahora calculamos elm(+71*)J: |J, —J); usando nuevamente el desarrollo de Taylor,

eln(1+71%) ]2

S gy = Z (In(1 +7L7!'| ) )" )

(In(L + [7[*)"
n!

JU T, —J)

I
NE

3
Il
o
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Se sabe que J, |J, M) = M|J, M). Por lo tanto, J"|J, —J) = (—J)"|.J,—J). Sustituyendo este
resultado,

eln(1+|7\2)jz

J7_J>:Zw(_J)”|J7_J>

n!

3
Il
o

 (—JIn(1+ |7»)"
_ S
0 n:
>, [In(1 + |712)~7]"
:Z[n( |7|—|) } |J,—J>
0 n.
_ eln(1+|7-| |J J>
1
R

Si ahora aplicamos por la izquierda e+

’9,()0> _ erj+eln(1+|7\2)jzef7'*j_ ’J, —J>
1

—e ] —J
RO
1 J
= i |7_|2)Je |, —=J).
Desarrollando ™+ en su serie de Taylor
Z 1+\ BE J" J,—J).

n=

Considerando que —J < M < J, hacemos el cambio de variable n = M + J, y la expresién anterior
queda como

> 1 TM+J

9.0 = ZJ(1+|T| 37 (M + )

M=—

JM+J |J J>

Como Jy |J, M) = \/(J + M +1)(J — M)|J, M), es facil demostrar que

IV, =) = VEN (2] = 0)(2] — 1)(2] —2)(2J = 3)---(2J — (k= 1) |J,—J + k);  (3.42)

ademds j+ |J,J) =0, y por lo tanto,

J

1 2 \'? M+J
— M
19, ¢) M;J<H,T|2>J(M+J) M M),

que es lo que se queria demostrar. A continuacion se ilustra un estado coherente de espin o estado
de Bloch.
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. =T

Figura 3.3: Representaciéon de los estados coherentes de espin.

21
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Capitulo 4

Parametros de compresion del espin.

4.1. Parametros de compresion basados en el Principio de
Incertidumbre de Heisenberg.

En esta seccion analizaremos los pardametros de compresién de espin que se definen a partir de
el Principio de Incertidumbre Generalizado.

4.1.1. Parametro &%.

Dado que la definicion de compresion de espin no es tinica, cuando hablamos de ella, debemos
especificar cierto parametro de compresion. La relacién de incertidumbre para los operadores de
momento angular resulta de la relacién de conmutacién

[ja, jg] = Z'Ealgvj,y, (41)

donde «, B y v denotan las componentes en cualesquiera de las tres direcciones ortogonales y €44
es el simbolo de Levi-Civita. La relaciéon de incertidumbre es

R R 7\2
(AJL)?(AJg)? > | <JZ> | . (4.2)
Demostracion: El Principio de Incertidumbre Generalizado establece que
. . 1.
@APBY 2 |3 (A B)] (43)

Si consideramos los operadores J, y jg, 1} se escribe como

TSAINAE RN Jw] |
De (4.1,

21 21

que es lo que querfamos demostrar. Por lo tanto, un posible parametro de compresion es [15]

SIP@I 2 [ a2 = [izasn )] = T4 P,

ZZZ(A—jO‘)Q 4.4
TV AT 44

23
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donde a # v y ambas variables pueden tomar los valores x,y, z. Si £4 < 1, el estado es comprimido.

Demostracién: En analogia con la compresion bosénica, la compresion de espin puede ser de-
finida cuando una de las fluctuaciones en el lado izquierdo de las relaciones de incertidumbre de
Heisenberg satisface [15}/16]

(Aja)Z < | <‘]2’Y> ’ (45)
Entonces,
72
Q(AAJQ) <1
[ (J3)]
Si definimos .
2(A
f?{ — ( A‘]a) S 17
[ (J5) ]
tendremos .
&2 - 2(AJ,)?
| () |

que es lo querfamos verificar. El subindice H denota que el parametro de compresion surge del
Principio de Incertidumbre de Heisenberg.

De forma general, el pardmetro de compresion se puede definir como [15]
62 _ Q(A‘Jﬁl)z
H — - )
| (Jz) |
donde 7i; y 7, son dos vectores unitarios ortogonales. Deseamos calcular &% para los estados

coherentes de espin; de las expresiones para valores esperados y varianzas para estos estados se
encuentra que

(4.6)

o _ L — (i - 711)’

37

Demostracion: En el Apéndice A se demuestran que los estados coherentes de espin satisfacen
las relaciones

(4.7)

|7 - 7o

A N

( ﬁ>:§|<51>|770'ﬁ (4.8)
' A N
(AT5)* = [1 = [{60) (7o - 7)7). (4.9)
Asi que
() = S| @) (7 - ) (4.10)
' - N
(AT5)* = 7 [1= 1 (80) (7 - 712)7]. (4.11)
Sustituyendo y en ,
¢ _ 209/~ 1) P 7))
[(N/2)[ (1) (7o - 7))
1 —[(d1) [*(io - 7i1)?
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pero
(@) () =1, (4.12)

por lo que el pardmetro finalmente queda como
o _ 1 —(fig-71)?

§y =

|7i0 - 7i2)|

Q.E.D. Por ejemplo, tomando 7y en la direccion Z y n; en la direcciéon X, el parametro de
compresion se convierte en

sin ¢
cos |’

Demostraciéon: Tomando 77; en la direccién Z y 7y en la direccion X, (4.6) se reescribe como

€n = (4.13)

(4.14)

En el Apéndice B se demuestran las expresiones de las varianzas y de los valores esperados en las
direcciones X, Y vy Z. Entonces,

5 2(N/4)sin®0
B 1(N/2) sin 6 cos ¢

sin 6

§

cos |’

tal y como querfamos mostrar. Es claro que £%4 puede ser menor que 1, lo cual no se espera para los
estados coherentes de espin, porque no son de espin comprimido. Concluimos que este parametro
no es adecuado para los estados coherentes de espin.

4.1.2. Parametro &%,.

Ahora consideremos un parametro de compresién de espin que puede ocurrir en dos direcciones
ortogonales simultdneamente [17,/18]. Primero consideraremos compresion de espin en el eje X,
mediante dos operadores de momento angular ortogonales en el plano Y Z, dados por

Jo = J,cos0+ J.sinb, (4.15)
ngrﬂ/Q = —jy sin + J, cos 6. (4.16)
Estos operadores obedecen las reglas de conmutacion
[jcca j@] = 7:JA9+7F/27 (417)
[Jas Josn/a] = =i, (4.18)

Demostracién: Los operadores Jp v jgﬂ /2 estan dados por 1) y 1) Calculamos el siguiente

conmutador

[Ja, o] = [, Jy cos 0 + J, sin 0] = cos O[T, J,] + sin 0[], .J.]. (4.19)
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Utilizando que [jo, jp] = ieoquopq, 1} queda como
[jm, jg] —icosfJ, —isin ij = i(—jy siné + J, cos 0)
= ijl9+7r/27

que es el primero de los conmutadores que queriamos demostrar. Ahora calculamos

[jm, j0+7r/2i| = [jz7 —jy sin 6 + jz cos 0]
= —¢sin sz — 1cos ij
= —i(J, cosf + J,sin )

= _iJ97

que es el segundo conmutador y de esta forma terminamos la demostracion. Trabajos realizados por
Walls and Zoller [16], Saito y Ueda [19], asi como Wang y Sanders [§], demostraron que la amplitud
de la cuadratura de espin depende de la compresién de espin dada por . Los componentes de
espin en el plano YZ controlan la compresion y adquieren mayor importancia que otra componente
del espin. Como consecuencia, se pueden estudiar todas las componentes del espin en el plano YZ
y no solo la que es perpendicular a la del espin principal, como se hizo en los primeros trabajos
de compresién de espin elaborados por Wineland [2] y Kitagawa y Ueda [1]. Ya introducidos estos
operadores, el Principio de Incertidumbre se escribe como

(SLPOT 2 [ )] = [ 3 idosa)] = % Clreps”
También, 2 2
(A B 2 |5 W ot | = |55 (00| = J 0"

El estado es comprimido en el eje X si se cumple una de las dos condiciones

(ij)Q < %| <j9+7r/2> | (420)
(ALY < 21, (421)

(Jo) = V(o) + (), (4.22)

por lo que resulta obvia la desigualdad

~ 1 A ~
(ALY < SVLY + (1) (4.23)
De manera analoga, el estado es comprimido en jy si
A 1 A ~
(AJ)? < 5 () + () (4.24)
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Las condiciones (4.23)) y (4.24)) se pueden cumplir 51mu1taneamente Generalizando lo anterior,
consideremos los Vectores mi1, Mo y 7i3. La desigualdad (4.23]) entonces se escribiria como

(Ajﬁ1)2 <jﬁ2> + <jfi3>7 (425>

< -
2
por lo que
2(AJz,)?
<Jﬁ2> + <J ﬁ3>
Si definimos la parte izquierda como el pardmetro de compresién £2, [17]

& = 2A<Ajﬁ1)2A , (4.26)
<‘]ﬁ2>+<‘]ﬁ3>

tenemos que £%, < 1. En particular, para los estados coherentes de espin se tiene

Demostracion: Sabemos que para un estado coherente de espin, las varianzas y los valores espe-
rados estan dados por (4.8)) y (4.9). Entonces,

< 1.

(@A) = E 1130 Pl -
. 2 N? | .
G = 1 0) (o - o),
2 N? Lo o
(Jit) =7 (o) " (710 - 7i3)

Sustituyendo estos resultados en (4.26)),
€2, 2(N/4)[1 — | (a1) [ (7o - 711)?]
VN2/A)](G1) [P(7o - 72)? + (N2 /4)][ (51) [2(o - 113)?
_ (NV/2)[L — [ (a) [P (o - 711)?]
(N/2)[(31) |\ (o - 7T2)2 + (7 - 7T5)%
Usando que (77) - (61) = 1, esta expresion se reduce a
g, - AU m)y
\/(ﬁo < Ti9)% + (1l - 113)?
que demuestra que para un estado coherente de espin efectivamente se cumple la ecuacion .
Si elegimos 7y en la direccién Z, se tiene

€2, = |sind). (4.28)
Demostracién: Usando la expresién y eligiendo 7 en la direccién Z,
€4, = \/1 — |ito|2|7i1|2 cos? 6.
Como 7iy y 77 son vectores unitarios
€2, =1 —cos?f = Vsin? 6 = | sin 6],

que es la ecuacién (4.28]), tal y como se queria demostrar. De este tltimo resultado, podemos
concluir que es posible comprimir a los estados coherentes de espin, y por lo tanto, £%4, no es una
buena definicion de la compresién del espin.
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4.2. Parametro de compresion de Kitagawa y Ueda &2.

A diferencia de los sistemas bosonicos, donde la varianza es igual en cualquier direccién, para
los estados coherentes de espin, la varianza de los operadores de espin depende de 77, y ademas,
existe una direccién preferente, a la cual se le denomina direcciéon principal de espin o MSD
por sus siglas en inglés, y que estd dada por [1]

P TET

donde la segunda expresiéon resulta por el intercambio de simetria.
Demostracién: Consideremos la definicién de la direccion principal de espin MSD, dada por
(4.29), v recordemos que

(=13

(71)
para escribir
o — (N/2)(a1) _ (51)
(N/2) (1) ()]
que es el resultado deseado. En lo sucesivo denotaremos como 77, a la direccion perpendicular a la
direccién principal de espin MSD. Para un estado coherente del espin tenemos

(AJs,)” = % (4.30)
Demostracién: De (4.9)),
N N . L
(AJ7, )" = 1= [(3) (7 - 11)7):

Como 7 es perpendicular a la direccién principal de espin MSD (7), se tiene

A N - 9 N
(AJz,)* = —[1 = (&) [Pl |7 |* cos® 90] = —-.

Pero j = N/2, por lo que la expresién anterior queda como
; 2] ]

Adz )2 =22 =<2,
( J_) 4 2

que es lo que se buscaba demostrar. Podemos concluir entonces, que un estado es de espin com-
primido si la varianza de J;, es menor que j/2. Un estado es de espin comprimido si

min(AJ;, )? < %,
o lo que es equivalente A
2min(AJ;, )?
J
Definimos a £ como el lado izquierdo de (4.31)); es decir,

<1. (4.31)

2 min(Ajm)Q
S g2
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El parametro de compresion propuesto por Kitagawa y Ueda esta basado en la cuadratura
principal de compresion,
min Ajﬁ 2 4min Ajﬁ 2
J/2 N
donde j = N/2, 1, se refiere al eje perpendicular a la direccién principal del espin y la minimiza-
cién es sobre todas las direcciones 77 . Es deseable que £% = 1 para los estados coherentes del espin.

4.3. Parametro de compresiéon de Wineland &5.

El parametro de compresién de espin propuesto por Wineland [2,|3] estd enfocado al estudio de
la espectroscopia Ramsey. El pardmetro de compresién £% es la razén de las fluctuaciones entre un
estado general y un estado coherente del espin en la determinacion de la frecuencia de resonancia
en la espectroscopia Ramsey. Los estados coherentes de espin actian como estados de ruido de
referencia. A comparacién con £, el cual es andlogo a la compresién bosénica, el pardmetro &%
estd conectado con el mejoramiento de la sensibilidad de los estados de momento angular a las
rotaciones, lo cual es muy atractivo para los experimentos.

Consideremos un estado de espin |¢). Sin pérdida de generalidad, suponemos que la direccion
principal del espin es a lo largo de la direccién del eje Z; por lo tanto, (J,) = (J,) = 0. Vamos a
rotar el estado alrededor del eje X,

Jout = it J e=i0d — cos ], — sing.J.. (4.33)

Demostraciéon: Usando el lema de Hadamard,

I = Jy 4 [ig e, ) + 5 lio e, [i9 ], )] + %wﬁx, (i Tz, lip oy ] + -+ (4.34)

[Z¢jmv y] = @¢[jxa jy] =i¢(iJ,) = _¢jz;
[Zgbjm [Zgbjxv jy“ = [Zgbjz, _ijz] = _i¢2[jxv jZ] = _i¢2(_ijy) = _¢2 Y

(10, [id T, i Ts, J,)]] = [i0Ts, =07 ) = —id®[ ]y, J,| = —id®(i].) = ¢° .,
(19, [T, i T, 10T, T)]]) = [0, 9] = i6* [, Jo] = id* (=i ) = &,

y asi sucesivamente. Sustituyendo estos resultados en (4.34)),
2 4
Jout _ 7 4T ¢ gb ¢_
S, =dy— ). — J+3|J+4'y

Por lo tanto,
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Q.E.D. De (4.33]) obtenemos inmediatamente

(J;*) = —sing () (4.35)
’ 1
(AJS"™)? = cos? p(AJ,)? + sin® ¢ — 5 sin(20) ([T, J.) 1) - (4.36)

Demostracién: Del resultado (4.33) tenemos

(j;ut> = (j ycosop — (J )Slngb

Dado que la direccién principal del espin se eligié a lo largo del eje Z, (jx) = (j ) =0,y la
expresion anterior queda como

<J;Ut> = —(J.)sin¢.
La varianza de j;“t es
(ATOM)? = (Joutty — (jouny”. (4.37)
Calculamos entonces
JA;;‘”Q = (cos ¢.J, — sin ¢.J,)(cos ¢.J, — sin ¢.J.)
= cos? fbj; — cos ¢ sin (bjyjz — cos ¢ sin quzjy + sin? gzﬁjf
= cos? ¢jy2 + sin? gbjf — oS ¢ sin gb[jyjz + jzjy]
= cos? quy2 + sin? ¢.J? — cos psin @y, J.] 4.
Entonces (4.37)) se escribe como
(Aj;’“t) = cos gb(JQ) + sin? ¢ (J?) — cos psin ¢ ([j J]4) — (<j Ycosp — sin g (J.))?
= COoS ¢<J2) + sin? ¢ (J2) — cos psin ¢ ([J,, j] )
— ((J,) cos?  — 2cos psin ¢ (J,) (J.) +sin? ¢ ().

Agrupando términos,

(AT = cos? ((12) = (1)) + sin? 9((2) — (1)") = cos psin (1. L)) + 2cospsing () (1)
= (AJ,)? cos® ¢ + (AJ,)?sin® ¢ — cos ¢sin ¢ ([ J,, J.] 1) -

Usando la identidad trigonométrica cos ¢ sin ¢ = sin(2¢)/2, obtenemos la expresién solicitada
7 7 5 1 A A
(AJ;ut)2 = (AJy)Q cos® ¢ + (AJ2)2 sin® ¢ — 3 sin(2¢) ([Jy, J2]+) -

Un concepto ampliamente estudiado al hacer espectroscopia es el de sensibilidad de fase.
Basicamente se refiere a la precision de las mediciones y estd determinada por el minimo cambio de
fase detectable. Otro aspecto importante es que la sensibilidad de fase depende de cémo es medido
el cambio de fase. De acuerdo a la féormula de propagacion de errores,

Af(x)

AT = 507 )y joa]

(4.38)
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podemos calcular la sensibilidad de la fase A¢ como [3]

AJo

|0{J) /99|

(4.39)

Usando los resultados previos, obtenemos una expresion equivalente
Tout
AJ,
| (J2) cos 9|
Demostracién: Si derivamos (4.35)), obtenemos

Ap =

jout R R
<8y¢> = %(—sinqﬁ(],z» = —cos ¢ (J.).
Entonces la sensibilidad de fase es .
AJg
lcos ¢ (1) |

que es la expresion que deseabamos demostrar. Si tomamos el angulo de rotacién muy pequeno, o
sea ¢ ~ 0, entonces la ecuacion se reduce a

Agp=—V (4.40)

Demostracion: Si el angulo de rotaciéon es tal que ¢ ~ 0, eso implica que cos¢p ~ 1, sing ~ 0y
sin 2¢ ~ 0, y la expresion (4.36]) se convierte en

(AT ~ (AT,)?,
o lo que es equivalente Aj;‘“ ~ Ajy. La sensibilidad de fase entonces queda como

A A,

Ap = , -
[cosp (L) | | (J2)]

que es la ecuacién (4.40)). Este resultado indica que la sensibilidad de fase se puede conocer a partir
de los valores esperados de espin colectivo. El caso mas general no es cuando la direcciéon principal
de espin es a lo largo del eje Z, sino a lo largo de un vector unitario arbitrario 72, por lo que (4.39))
se escribiria como

)

AJ~
Ap = J_r,u . (4.41)
[ ()|
Para los estados coherentes de espin, la sensibilidad de fase es
1
(Ag)css = —=, (4.42)

VN

que es llamado el Limite Cuantico Estandar (SQL) o shot-noise limit. Este es el limite
de precisiéon en los experimentos de interferometria atémica cuando se usan atomos que no estan
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correlacionados.
Demostracion: En el Apéndice A se demuestra que para un estado coherente de espin

. VN

Al =5
' N
J)=—.
(=3
Sustituyendo estos resultados en (4.41]),
VN/2 1
(Ag)css = / =—.
N/2 VN
Por lo tanto,
1
(Ag)oss = —=,

VN

que es lo que queriamos mostrar. El pardmetro de compresién propuesto por Wineland se define
como la razon de la sensibilidad de fase de un estado general y el de un estado coherente de espin;

es decir,
(Ag)?

2= 77 4.43
= (A0)ss “43)

Se elige la direccién 77, donde AJz, es minimizado. La relacién anterior también se puede
escribir como [3]

N(AJ;z,)?
g =0 (4.44)
| () 2
Demostracion: Se tiene que X
AJ=
Bp ==
[ ()|
y que
1
A Y
(Ag)css N

por lo que (4.43) se escribe como

e _ (AR P/) P N
" 1/N W

que es lo que desedbamos demostrar. La definicién de &% estd relacionada con la dada por Kitagawa
y Ueda, denotada por &%, de la siguiente forma [3]

2o (L) e 4.45
5 (wn)f (115

Demostracion: Consideremos las definiciones de los pardmetros de compresion de Kitagawa-Ueda
(4.32) y el de Wineland (4.44). De la definicién de €2 despejamos (AJ;, ),

- NE2
- 2 = —S
(AJz,) 1
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Sustituyendo este resultado en la definicién del parametro de Wineland,

N N
£ = £
By p 4y

=

~

Finalmente usando que N = 2j encontramos ([4.45)), tal y como se querfa. Como j = N/2 > | (J) |,
tenemos que 2 < &%. A pesar de que estos dos pardmetros son similares (cuando j = |<j>|
&% = £2), su significado fisico es diferente. De acuerdo a la ecuacién , la sensibilidad de fas
se puede escribir como [3]

A¢ = 5% (4.46)

Demostracion: La forma maés general de la sen81b111dad de fase estd dada por (4.41)). De la
definicién del pardametro de compresién de Wineland , despejamos AJs L

=

. G _ &l ()]
Ay, = N

La sensibilidad de fase es entonces

&l () I/VN &

[ ()] VN

El limite inferior de la sensibilidad de fase estd dado por la relaciéon de incertidumbre de
Heisenberg

A¢ =

A ~ 1 -
(AT, ) (Adw )* 2 21 () | (4.47)
De la definicién de parametro de Wineland despejamos (Aj 7)%

Sustituyéndolo en la relacion de incertidumbre,

&1 {Ja,) | SEl i) A g )22%“ ) 1%

N L
y entonces R
463 (A Tz )?
> 1. 4.48
> (4.43)
Usando que
, N7 72 2
7= 2 1R 2 (AR
encontramos que
4 1
-~ S
N (AJz )?
Entonces,
N 4N 1

y por lo tanto,
(4.49)
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4.4. Parametro de compresion f?q,,.

Se define el pardmetro de compresién €%, mediante la formula [2]

J
5%1// - —_,fs, (450)
en
donde &% es el pardmetro de Kitawaga y Ueda. El pardmetro de compresién &%, también puede
escribirse como
2(AJ )2
| ()|

Demostracién: Sustituyendo el parametro de Kitawaga y Ueda, (4.32), en (4.50)),

s 2AAJw ) 2(AJy)?
fH” - = - - = )

RCON ()]

que es (4.51)). Ahora elegimos un conjunto de tres direcciones ortogonales {7, , 7’| ,7io}. La relacién
de incertidumbre es en este caso

~

- | (J) |2
(AJz, ) (AT )* > 40 (4.52)
Observemos que
. N .
(Ada) = T =@ ) (4.5

pero (&) - (#1) = 1, entonces (AJz,)? = 2(1—1) =0, lo que significa que no hay fluctuaciones a
lo largo de la direccién principal del espin. Como 77, y 7', son perpendiculares a iy, se tiene que

2 | (i) |
Por lo tanto,
7. )2
?’I" — Z(A:]nl) S 1,
| (o) |
que implica que
2(N/4
g%{// — ( / ) 1

Concluimos que para los estados coherentes del espin 2 v =1 este parametro es apropiado
H )
para caracterizar la COHlpl”GSiéIl de eSprl en este aspecto.
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4.5. Otros parametros de compresion.

En esta seccion revisaremos otras definiciones de la compresién del espin y sus aplicaciones. En
el primer parametro que analizaremos en esta seccién, la compresién de espin estd directamente
conectada con el enredamiento multipartita. Para un sistema de muchos cuerpos de espin 1/2, sus
propiedades de enredamiento se pueden expresar en términos de las varianzas y valores esperados
como se muestra a continuacion [20]

N(AJz,)?
<jﬁ2> + <jq3>’

S = (4.54)

donde 711, 71y y 713 son mutuamente ortogonales. El subindice R’ indica la relacién cercana que tiene
con el pardmetro £%. Se ha probado que si se cumple la condicién £%, < 1, el estado es enredado. Sin
embargo, también se sabe que un estado enredado no es necesariamente comprimido. Inspirados
en este descubrimiento, muchos trabajos han estudiado la relacién existente entre compresiéon de
espin y el enredamiento. Para los estados coherentes de espin este parametro resulta

1 — (7 — 711)?

(Mo — 12)% + (g — 7i3)?

2
fR/ =

Y (4.55)

Demostracion: Ya hemos visto que para los estados coherentes de espin

(AT = S0~ 1 (2) Pl 7]

Sustituyendo las expresiones anteriores en la definicién de &%,

En conclusién, &%, se puede ver como una generalizacién de &%, y ademds proporciona un cri-
terio realmente 1til para detectar el enredamiento en sistemas de muchos cuerpos.

En el estudio de los estados de Dicke |J, M) en un condenado de Bose-Einstein, Raghavan [21]
propuso un nuevo tipo de parametro de compresion del espin definido por

» _ N(A)? . (4.56)
N2/4 = ()’

El subindice D indica que este parametro puede detectar enredamiento en los estados de Dicke. Si
€2 < 1, el estado es comprimido a lo largo de 7i. Para los estados coherentes de espin £ = 1.
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A ~

Demostracién: Usando las expresiones de (J;z) v (AJz)? para los estados coherentes del espin,
(4.56)) se expresa como

o _ (V0| G) PG
P N2 A~ (N0 (6)) (i - )2
_NYA[L - (@)
N2/a (1| (@
= 1.

) I*(
) 12(

Como ya mencionamos antes, una aplicacién importante del parametro de compresion de espin
es detectar enredamiento. Este tipo de criterio de enredamiento esta basado en desigualdades de
espin colectivo. Esto es atractivo para experimentos, porque en la practica no siempre se pueden
dirigir particulas individuales, mientras que los valores esperados y las varianzas para operadores
de espin colectivo son muy féciles de medir. Téth [22] generalizé las definiciones de compresién de
espin y dio un conjunto de desigualdades de espin. Ademas encontré que una de las desigualdades
de espin es 1til para escribir un nuevo tipo de parametro de compresion de espin. Esta desigualdad
es

(N = 1)(AJz,)? > (J2) + (J2) — N/2, (4.57)

que es valida para cualesquiera estados separables y la violacion de esta desigualdad indica enre-
damiento. La desigualdad (4.57)) se puede escribir también como

A

N(AJa, 2 2 (%) = (Ja) = N/2. (4.58)

A

~ ~ 2 ~
Demostracién: Sustituimos la varianza (AJz,)? = (J2 ) — (Jz,)" del operador Jz, en la desigual-

i1
dad (4.57) y obtenemos

N(AJz)? > (J2) = (o)) + (J2) + (J2) — N/2,

de donde se deduce trivialmente que
5 g = L2
N(AJq)" 2 (J7) = (Ju,)) — NJ/2,
que es lo que se deseaba demostrar. De la desigualdad (4.58)) tenemos

N(AJz,)?
(J2) — N/2 = (Ja,)

> 1. (4.59)

2_

Definiendo al lado izquierdo de (4.59) como &%, obtenemos [22]

2 N(Ajﬁl)2

E= 5 A (4.60)
(J2) = N/2 = (Ja,)

-

Este es un pardmetro de compresién de espin relacionado con el enredamiento y es similar a £%.



Capitulo 5

Condensacion de Bose-Einsteln.

5.1. La condensacion de Bose-Einstein como una transi-

cion de fase.

El fenémeno de condensacion de Bose-Einstein se ocupa de la observacion de los efectos cuanti-
cos relacionados con la energia cinética traslacional de los &tomos o moléculas en un gas. Comen-
cemos considerando un ejemplo simple, un gas de moléculas diatomicas. La capacidad calorifica
(C,) y su variacién con la temperatura es importante para entender los efectos de cuantizacién de
la energia cinética. La siguiente grafica muestra el comportamiento tipico de C,(T) para un gas

tipico diatémico.

véﬁm
I e + 712 kg
Q
= Vibrational
o 3F .
LC-: motion
g s e e 512 kg
53 Rotational
e 2 ;
> '? motion
'g ---------------------------- 3/2 kg
o
o 1 Translational
ki motion
)

0 ] ] |

1 10 100 1000 10000

Temperature (K)

Figura 5.1: Variacién esquematica de la capacidad calorifica C, de un gas diatémico con la Tem-

peratura. [26]

Para temperaturas muy altas, se esperan comportamientos clésicos de acuerdo con el Principio
de Equiparticién de la Energia [27].

37
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Teorema de la Equiparticion de la Energia: Consideremos un sistema de N particulas que
se encuentra en equilibrio térmico a temperatura T, y sea F la energia promedio de cada particula
del sistema. Cada grado de libertad que aparece en la expresion para la energia de una particula
del sistema en forma cuadratica contribuye en

1
E = ékBT. (5.1)
Como JE
= — 2
.- % 52)

tenemos las siguientes contribuciones,

1. Movimiento vibracional: kg
2. Movimiento rotacional: kg

3. Movimiento traslacional: (3/2)kp

lo cual nos da E = (7/2)kgT. Para bajas temperaturas, la capacidad calorifica se aparta del
resultado clésico debido a la cuantizacion del movimiento térmico. Las vibraciones de una molécula
pueden aproximarse mediante un oscilador armonico simple, con niveles de energia cuantizados,
dados por

1
C, = (n + 5) hyip. (5.3)

El resultado clésico s6lo se obtendra si la energfa térmica es mucho mayor que la vibracional [26]
k‘ BT > ]’LVm'b.

Con los valores tipicos de v, de alrededor de 102 Hz, el comportamiento clésico es observado
solamente a temperaturas arriba de 1000 K. A temperatura ambiente, el movimiento vibracional
usualmente no se presenta, como se muestra en la grafica. De la misma forma, esperamos que el
movimiento rotacional no se manifieste cuando la energia térmica es comparable con la energia
rotacional cuantizada; es decir, kg1 ~ % donde I, es el momento de inercia alrededor del eje de
rotacion. Esto ocurre tipicamente a temperaturas menores de 100 K. Entonces el movimiento rota-
cional es usualmente clasico a temperatura ambiente, pero no se manifiesta a bajas temperaturas.
Ahora consideremos sélo el movimiento traslacional. La Tercera Ley de la Termodinamica dice que
cuando 7' — 0, C;, — 0 [27]. Sin embargo, en un gas normal las fuerzas atractivas entre molécu-
las causan licuefaccion y solidificacién mucho antes que los efectos cuanticos por el movimiento
traslacional se vuelvan importantes. Si pudiéramos evitar que el gas se condensara, podriamos
eventualmente observar los efectos cuanticos relacionados con el movimiento traslacional. El pri-
mero en considerar este efecto fue Einstein en 1924; descubrié que incluso un gas de particulas
no interactuantes, sufrird una transicion de fase a una temperatura suficientemente baja. Esta
transiciéon de fase es conocida como Condensacion de Bose-Einstein. En mecénica estadistica,
la condensacién de Bose-Einstein es entendida como la acumulacién de una fraccién macroscopica
del nimero total de particulas en un estado de velocidad cero. Este fenémeno fue aplicado exito-
samente para explicar la transicién a superfluido del helio liquido en 1938. Vamos a describir el
fenéomeno desde la perspectiva de la termodinamica y usaremos la fisica estadistica para derivar
las formulas generales que son aplicables a todos los sistemas de condensados de Bose-Einstein.
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5.2. Diferencias entre la estadistica clasica y cuantica.

5.2.1. Estadistica clasica.

En el régimen clasico, hay que limitarse a las condiciones del gas en donde la probablidad de que
cualquier estado de una sola particula sea ocupado por mas de una molécula es muy pequena. En
otras palabras, la mayoria de los estados de una sola particula estan vacios, muy pocos contienen
una sola y un numero de ellos insignificantemente pequeno contienen mas de una. Esta situacion
ocurrira si el numero de estados de una sola particula en cualquier region de energia es muy grande,
comparado con el nimero de moléculas que poseen esa clase de energia. En sistemas diluidos a altas
temperaturas, la probabilidad de ocupacién de cualquier estado cuéntico individual es pequena.
En esta regién, las particulas obedecen la Estadistica de Boltzmann [26],

P(E;) o e~ EilksT (5.4)

donde P(E;) es la probabilidad de que la particula esté en el estado cudntico con energia F; y
kg es la constante de Boltzmann. A la estadistica de Boltzmann se le considera clédsica porque las
propiedades no dependen del espin de las particulas. Normalmente la probabilidad de ocupacién
P(E;) es pequena para todos los niveles de energia del sistema. Si tomamos un sistema que obedece
la estadistica de Boltzmann y reducimos su temperatura, las particulas tenderan a acumularse en
los niveles de energia més bajos que estén disponibles.

5.2.2. Estadistica cuantica.

La mayoria de las particulas poseen un momento angular intrinseco. Este momento no esta re-
lacionado con el movimiento de la particula; es decir, posee este momento angular incluso cuando
su centro de masa esta en reposo. Por esta razon, a éste momento angular intrinseco de la particula
se le conoce como espin [27]. Si tratamos con particulas con espin, éstas se clasifican en

1. Bosones: Son particulas con espin entero. Algunos ejemplos son el mesén 7 (espin 0) y los
fotones (espin 1).

2. Fermiones: Tienen espin mitad de un entero. Por ejemplo, los electrones, positrones, pro-
tones, neutrones poseen espin 1/2.

La mayoria de las particulas elementales son fermiones, pero particulas compuestas como los
atomos, pueden ser fermiones o bosones, dependiendo del espin total. Los fermiones (o particulas
fermiénicas) obedecen el Principio de Exclusién de Pauli que a continuacién se enuncia.

Principio de Exclusién de Pauli: Establece que no es posible poner mas de una particula
en un estado cuantico particular.

El propdsito de la mecanica estadistica es explicar los fenémenos macroscépicos en términos
de la distribucién de particulas entre los estados microscépicos del sistema. El comportamiento de
un gas de particulas idénticas depende del espin de las particulas que comprenden el sistema. La
estadistica es llamada Estadistica cuantica ya que depende de una propiedad de las particulas:
el espin.
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El empleo del Principio de Pauli en la Fisica Estadistica conduce a la funcion de Distribucién
de Fermi-Dirac para el nimero ngp de fermiones que ocupan un nivel cudntico con energia E a

temperatura T’
1

e(E—p)/ksT 4 1’

donde u es el Potencial quimico que esta determinado por la restriccion de que la ocupacion com-
binada de todos los niveles del sistema debe ser igual al nimero total de particulas [24]. El maximo
valor de la funcién de Fermi-Dirac es 1, en concordancia con el Principio de Pauli. El Principio de
Exclusién de Pauli elimina la posibilidad de la Condensacién de Bose-Einstein y por lo tanto, no
se consideraran particulas fermionicas de aqui en adelante.

Los bosones, los cuales tienen espin entero, no estdn sujetos al Principio de Exclusién de
Pauli. No hay un limite de un nimero de particulas para ocupar un nivel en particular y su
comportamiento es totalmente diferente al de los fermiones a bajas temperaturas. En un gas de
bosones no interactuantes, el nimero de particulas ngg en un estado cuantico con energia E a
temperatura 7' estd dado por la funcién de Distribucién de Bose-Einstein [26]

1
e(BE—w)/ksT _ 1~

De igual forma que en los fermiones, u se determina con la condiciéon de que la ocupacion
combinada de todos los niveles debe ser igual al nimero total de particulas. En sistemas que no
tienen una restriccion sobre el nimero total de particulas, se tiene que u = 0. Este es el caso de los
fotones, los cuales son bosones con masa en reposo cero, permitiendo que sean creados y destruidos

con facilidad. Se ve claramente que si en (5.6) se toma E = hv y p = 0, se obtiene la férmula de
Planck.

5.3. Mecanica estadistica de la condensacion de Bose-Einstein.

Consideremos un gas de N bosones de masa m no interactuantes en un volumen V' a tempera-
tura T'. Se dice que las particulas no interactuan cuando las fuerzas entre ellas son extremadamente
débiles. En este limite, las interacciones entre particulas son suficientes para llevar el gas al equili-
brio térmico, pero tan pequenas que la energia potencial es despreciable. Esta aproximacién no es
valida cuando la separacion entre particulas es muy pequena. El considerar a una particula como
no interactuante, implica que la particula sélo posee energia cinética, por lo que se puede poner la
escala de energia con F/ = 0 como el nivel mas bajo de energia del sistema. El potencial quimico
es determinado con la condicion de que la ocupacion combinada de todos los niveles de energia del
sistema es igual al nimero total de particulas; es decir,

ol / " npp(E)g(E)dE, (5.7)

donde g(E) es la densidad de estados por unidad de volumen. Para particulas no interactuantes
de masa m y espin S, la densidad de estados estd dada por [26]

g(E)dE = (257; Y \/ E;”?) dE. (5.8)
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Demostracion: Demostraremos esta expresion primero para el campo electromagnético. Con-
sideremos un campo electromagnético dentro de un volumen finito V' en el espacio libre. Por
simplicidad, supondremos que el volumen comprende un cubo de lado L, por lo tanto, V = L3
como se muestra en la Figura siguiente.

v
<

X L

Figura 5.2: Volumen finito en el espacio libre considerado para calcular la densidad de estados. [26]

El volumen debe ser lo suficientemente grande para que sus dimensiones no tengan un efecto
significativo en el resultado fisico. La introduccion de este cubo es s6lo una herramienta de calculo
que nos permitird encontrar la densidad de estados de manera sencilla. La solucién general de
las ecuaciones de Maxwell para un campo electromagnético dentro de un cubo de lado L puede
escribirse como una superposicién de ondas viajeras de la forma [2§]

git) =Y geiEret), (5.9)
k

donde w = c|l§|, kj = 2mn;/L con j = x,y,2 ¥y ng, n,, n, son nimeros enteros positivos. Para
el campo magnético se tiene una expresion totalmente similar. Es perfectamente conocido que en
este caso el campo eléctrico es transversal (&), L IZ), es decir, que k- £, = 0, lo cual permite dos
polarizaciones independientes para cada valor de k. Ahora consideremos la Figura . El espacio
entre los puntos es 27/L. Por lo tanto, cada valor permitido del vector k ocupa un area efectiva
A=10 = (27“)2 Podemos generalizar este argumento al caso de tres dimensiones, que es el que
realmente nos interesa, por lo que el volumen efectivo serd A = (3 = (27”)3 Surge la pregunta:
. Cuédntos estados k permitidos habra entre k£ y k + dk? Denotaremos este nimero de estados
como ¢(k)dk. En el caso bidimensional, calculamos este nimero considerando la zona de espacio
k encerrado por los vectores k con magnitudes entre k y k + dk y luego dividiendo por el area
efectiva por estado k

ork . 27kL® L?

¢*P(k)dk = Gyt = g Ok = gk (5.10)
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En el caso tridimensional, el resultado equivalente se obtiene dividiendo el volumen encerrado
en el espacio k entre los cascarones esféricos de radio k y k + dk entre el volumen efectivo por el
estado k

4k? Amk?L? L3 k?
P (k)dk = dk = dk = —k*dk =V —dk. 11
g (k)dk = 5T (27)3 o2 Vo (5.11)
Asi que finalmente obtenemos

3D 2

g (k) _ k
= = —. 12
o) = T2 = (512

Observemos que g(k) no depende del volumen, lo cual confirma que la divisién del espacio es
meramente una herramienta de calculo. Ya que tenemos una expresion para la densidad de estados
en el espacio k, podemos calcular el niimero de estados por unidad de volumen por unidad de rango
de frecuencia angular g(w). Para realizar esto, mapeamos los valores de k y k+dk en sus frecuencias
angulares correspondientes, llamadas w y w + dw y recordamos que hay dos polarizaciones para
cada estado k. Por lo tanto escribimos

1
dw = 2¢g(k)dk = 2g(k)——.
ol = 29(0)dk = 29(0)
Usando que w = ck y que fl—j: = ¢, la expresién anterior queda como
2
w
9w) = -5 (5.13)

Notemos que la densidad de estados de los modos del campo electromagnético es proporcional al
cuadrado de la frecuencia.

ky
A

(2n/L)?

Figura 5.3: Valores permitidos del vector de onda en el plano (x,y) del espacio k.
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La derivacion de la densidad de estados para el campo electromagnético puede adaptarse a
otros campos, es decir, a otras particulas. En el caso de ondas de electrones en cristales, se necesita
g(E), la densidad de estados por unidad de volumen por unidad de rango de energia. La derivacién
es similar a la hecha anteriormente para g(k). Entonces

g(E) =2 dgf;k. (5.14)

En este caso, el factor 2 viene de que hay dos estados del espin del electrén para cada estado
2

k disponible, llamado espin arriba o espin abajo. Para electrones libres se tiene que E = £ o

2m’
k* = 2mE, pero g(k) = 4=, y por tanto
dE 1
Usando estas expresiones, (|5.14) se escribe como

g(E) = (Qm E) L
272 2mE
_VE [am! (5.16)
7r2 om

= —2\/2m3.
™

Para particulas no interactuantes de espin S y masa m, el factor 2 es reemplazado por la
multiplicidad del espin; o sea

g(k)
dE /dk

= (2S5 + 1)(2m*E)2n?

(25+1) [Em?
g2 2
25 +1) /Em3
o(B)dE = ¢ - )\ SdF,

que es la ecuacién (5.8)), tal y como se queria demostrar.

9(E) = (25 + 1)

1

Por lo tanto

Ahora consideremos el comportamiento de un gas de bosones de S = 0 con una densidad
de particulas fija N/V y una temperatura T variable. El valor del potencial quimico puede ser
calculado sustituyendo los resultados anteriores en (5.7)), y obtenemos [26]

N / ( = M/kBT_ 1> [2”(25+ DEm)**VE| dE.

Como S =0,

VE

_ 32 [
= 27(2m) /0 e —IE. (5.18)

<|=
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No hay solucién analitica para esta ultima ecuacién, pero la dependencia general de p con
T se puede entender sin recurrir a técnicas numéricas. Analizando , podemos ver que a
temperaturas suficientemente altas, p debe tener un valor grande negativo para compensar el
valor grande de T. Cuando se estd enfriando el gas, se mantiene fija N/V, por lo que p debe
incrementarse para compensar el decremento en kg1'. Este proceso continta al disminuir 7', pero
no puede continuar indefinidamente porque mantener el factor de ocupacién positivo para todos
los valores de F > 0 implica que pu < 0. Por lo tanto, ;1 aumentara con la reduccién de T hasta
limitarse a un valor pequeno negativo muy cercano a cero. La temperatura critica a la cual pu se
acerca a este limite es precisamente la temperatura de condensacion de Bose-Einstein, en la cual
estamos interesados. Cuando analizamos el comportamiento de un sistema en el limite cuando pu
se aproxima a cero, el valor del integrando en queda indefinido en F = 0; por lo tanto,
debemos tratar el estado de energia cero de manera diferente y reescribir esta ecuacion como

> VE
— 3/2
= No(T) + 2m(2m)*/ /O T —10F (5.19)

donde No(T') es la densidad del niimero de particulas en el estado de energfa cero. Al tomar el
limite de (5.6)) con £ =0y pu — 0, encontramos que

1 kgT
K i 7% Er B (520
Demostracion: Haciendo £ = 0 en (/5.6
1
npp(E=0,T) = T . (5.21)
o en términos de la densidad de estados Ny,
No(T) = ”‘le - éeu /kiT — (5.22)
Desarrollando en serie de Taylor la exponencial,
No(TV = ! . (5.23)
(1= w/ksT + (0/kpT)? —---] =1

Dado que i — 0, el factor cuadratico y los de orden mayor son despreciables, por lo que ([5.23))

queda como
1 1 kgT

(1—p/ksT)—1  —p/ksT  p

que es lo que se estaba buscando. Este resultado muestra que el limite donde |u| puede ser tan
pequeno esta determinado por el niimero de particulas que ocupan el estado £ = 0.

La temperatura de condensacién se define como aquella en que es imposible dar cabida a todas
las particulas en los estados con E > 0. La condicién para que esto suceda estd dada por [26]

N 3
Vo 54(27kaBTC)3/2, (5.24)
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donde ( (y) es la funcién zeta de Riemann.

Demostracién: Dado que se debe considerar a g muy pequeno, tomamos x4 = 0 en (5.18)),

3/2  roco
E — 97 2_m LdE.
\V4 h2 eE/kBTC —1
Haciendo el cambio de variable z = FETC’
N ka:BTC 3/2 o \/E
N_, dr. 5.25

Pero -
idm — \/_7?C (%) :

o ec—1"  2°>\2

y se obtiene ([5.24]). Podemos ahora obtener la temperatura critica 7, como

h? N
Te= 2rmkp (/3 (3/2) <7> ' (5:26)

Para temperaturas por debajo de T,, una fraccion microscépica del nimero total de particulas
se condensa en el estado ' = 0. El resto de las particulas seguira distribuyéndose térmicamente
entre el resto de los niveles. El nimero de particulas en los estados con £ > 0 estan dados por
con y = 0. Por lo tanto, para T' < T, debemos escribir la densidad de particulas como

N () + (%) (%)3/ (5.27)

Demostracién: En la ecuacién ((5.19) tomamos p = 0

N om\*? [ VE
Haciendo el cambio de variable x = k,BLT,

N omksT\*? [~ z

— = No(T) + 2 d

V o(T) +2m < h? ) /0 er 1"

La integral ya la calculamos arriba, asi que

> - +¢(3) (27”2#)/ (5.29)

Usando ahora (5.26)) obtenemos ([5.27)), tal y como se deseaba. Podemos resolver (5.27)) para No(T')

y encontrar que
7\ 3/2
- (z)
T

NO(T) =

N
> (5.30)
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La fraccion de particulas en el estado condensado es [27]

F(T)=1- <%)3/2. (5.31)

La ecuacion indica que la fraccién de particulas con velocidad cero se aproxima al 100 % cuando
T — 0. En la siguiente figura se muestra el resultado (5.31)).

f(T)
10—

-,
L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 IJ‘IIE
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.4: Fraccién f(7T') del nimero de particulas en el BEC contra la Temperatura.

Observemos de la Figura que para T' > T, el nimero de particulas en el estado base es despre-
ciable. A medida que T decrece por debajo de T, el nimero de tales particulas crece rapidamente.
Estas particulas poseen energia cero y momento cero. Debido a ésto, no contribuyen a la presién
ni poseen viscosidad (puesto que estd relacionado con el transporte de momento). El proceso en
que se concentran particulas en el estado base de energia cero, se conoce como condensacion de
Bose-Einstein. Difiere de la condensacion de un vapor en un liquido en que la condensacion de
Bose-Einstein no ocurre separacion espacial en fases con propiedades diferentes. Sin embargo, apa-
recen muchas caracteristicas semejantes en ambos tipos de condensacién. Por ejemplo, la presién
de un gas de Bose-Einstein a T' < T,, precisamente como la presiéon de un vapor saturado, solo
depende de su temperatura pero no de su volumen. Un gas Bose-Einstein a temperaturas por
debajo de T, recibe el nombre de degenerado. [27]

5.4. Sistemas condensados de Bose-Einstein.

A continuacién se detallaran algunos sistemas donde se presenta la condensacion de Bose-
Einstein. El ejemplo méas conocido antes de los trabajos de gases diluidos fue el helio liquido. El
helio natural contiene 99.99 % del isotopo *He, con solo 0.01 % de *He, ddndole predominantemente
propiedades bosonicas. El helio es un gas a temperaturas ambiente y se lictia a 4.2K. La densidad
del helio liquido es 120 kg/ m3, por lo que se puede calcular que la temperatura critica es T, = 2.7 K.
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El helio “He tiene espin cero y, por consiguiente, satisface la estadistica de Bose-Einstein.

Otro fenémeno bien conocido en la materia condensada es la superconductividad. Los electrones
individuales en un metal son fermiones, pero en un superconductor, dos electrones se emparejan
para formar un Par de Cooper. El par de Cooper puede tener espin 1 0 0 y, por lo tanto, formar un
sistema bosénico. Los electrones de conduccion en un superconductor, cuya temperatura esta por
debajo de la temperatura de transicién, pueden estar en un estado normal o pueden estar en
un estado superconductor; la fraccién de electrones que se encuentran en estado superconductor
estd dada por una ecuacion analoga a . En la siguiente Tabla se describen diferentes sistemas
bosénicos donde se presenta la condensacién de Bose-Einstein. [26]

Sistema Bosén T.(K)
Helio Liquido ‘He 2.17
Gases atomicos diluidos Variable ~ 1077
Superconductores Pares electron Cooper | Arriba de ~ 100
Semiconductor Exciton ~ 10
Estrella de neutrones | Pares neutron Cooper ~ 10"

Tabla 5.1: Sistemas fisicos que presentan el fenomeno de condensacién de Bose-Einstein.

Podemos observar de la lista que la definicién de "baja temperatura ”varia draméaticamente de
sistema a sistema.

5.5. Descripcién microscopica de la condensacion de Bose-
Einstein.

Concebir a la condensacion de Bose-Einstein como una acumulacion de particulas en el estado
de velocidad cero, deja claro que sélo se puede observar en gases de bosones, los cuales no estan
sujetos al Principio de Exclusién de Pauli. Los atomos y moléculas de un gas estan compuestos
por protones, neutrones y electrones, que son fermiones. Los atomos y las moléculas pueden ser
fermiones o bosones, dependiendo del espin total. Podemos averiguar si un atomo en particular es
un fermion o un bosén, calculando el espin total de acuerdo a las reglas de la suma de momento
angular cudntico, que es [29)

Satomo = Se* + Snucleo~ (532)

Es evidente que un atomo o una molécula serd un bosoén si el nimero total de electrones, pro-
tones y neutrones es un niimero par y un fermién si el nimero total es impar. Ahora consideremos
un gas a temperatura 7' de bosones atémicos idénticos de masa m, que no interactian. Recorde-
mos que si no interactian las particulas son completamente libres, y su unica energia es cinética.
Las condiciones para el logro de un condensado de Bose-Einstein son bastante extremas. Como ya
vimos, las particulas del sistema deben ser idénticas. Esta condicion de indistinguibilidad requiere
que las longitudes de De Broglie de las particulas se solapen significativamente, lo cual se logra a
temperaturas extremadamente bajas. De esta forma, las longitudes de onda de De Broglie serdn
largas. A continuacién haremos una revision acerca de esta condicion. De Broglie postuld que todas
las particulas que poseian una cantidad de movimiento tenian asociada una onda con una longitud
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AdeB = %, donde h es la constante de Planck y p es el momento de la particula. La longitud de
onda de De Broglie térmica, \g.p, estd dada por [20]

2 2
P 1 1 3
£ = = 2kpT .
om — 2m (/\deB) 9 B (5.33)

lo que implica que
1

Ajep = ——o.
B BmkgT

Demostracion: Ya mencionamos que dado que las particulas del gas no interactian, su unica
energfa es la cinética, y dicha energfa es € = 2. Es bien conocido que la energfa cinética promedio
para el caso unidimensional es 25|

() = gty = g (225) = 222 (5.35)

(5.34)

2 2 m 2

Ahora haremos uso el famoso Teorema de Equiparticién de la Energia que enunciamos al principio
de este Capitulo. Considerando que el movimiento de cada bosén es en 3 dimensiones, entonces

(e) 3 (#) = ke

Por lo tanto, las dos expresiones equivalentes para la energia cinética

1 1 \?> 3
- — ZkpT.
¢ 2m <>\deB> 2 B

Sustituyendo la longitud de onda de De Broglie, igualando dicha energia cinética a gk:BT y despe-
jando A, llegamos a , que es lo que deseabamos demostrar. Debemos notar que la longitud de
la onda de De Broglie se incrementa al disminuir T. La funcién de onda mecanico-cuantica para el
movimiento de traslacién de un dtomo libre se extiende sobre una distancia de aproximadamente
Aien- Dado que al aumentar \gp disminuye 7', eventualmente se alcanzara una temperatura T
cuando las funciones de onda de los atomos vecinos empiezan a superponerse. La siguiente Figura
representa esta situacion. [26]

ldeB

A
v

Figura 5.5: Solapamiento de las funciones de onda de dos atomos separados por Ag.p. ||

Los atomos interactian entre si y se uniran para formar un estado extendido con una funcién
de onda comun. Este es el estado condensado de Bose-Einstein. La condicién para la funcién de
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onda superpuesta consiste en que el reciproco del volumen efectivo de la particula determinado
por la longitud de onda de De Broglie debe ser igual a la densidad de la particula. Si tenemos N
particulas en un volumen V, la condicién descrita anteriormente puede ser escrita como [206]

N 1
— o~ (5.36)
14 /\363
Usando la expresion para Agp v resolviendo para T, encontramos que
1 h? (N\**
T.~ - — . 5.37

Esta es la misma férmula que hallamos para T, salvo una constante. El argumento utilizado
para derivar esto, por el contrario, es mucho mas intuitivo y nos da una senal de que el estado
condensado consiste en un estado extendido con todos los atomos coherentes entre si.
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Capitulo 6

Formalismo de la Segunda Cuantizacidn.

6.1. Mecanica cuantica de muchos cuerpos y la primera
cuantizacion.

El objetivo de este capitulo es introducir el formalismo conocido como la Segunda Cuanti-
zacién, que es extremadamente 1til cuando se trabaja con sistemas de muchas particulas interac-
tuantes. Supongamos que tenemos un sistema de N particulas sin espin y masa m; las particulas
tienen posiciones 7; y momento p; (i = 1,..., N). Mas adelante veremos que agregar el espin no
presenta ninguna dificultad. Consideremos el hamiltoniano [30]

N 152 N 1 N
H=Y ob+) U +5 Y V-7, (6.1)
i=1 i=1 i,j=1,i#j

que describe particulas moviéndose bajo un potencial U(7) e interactiiando con un potencial V(7).
La funcién de onda tiene la propiedad de simetria

\Il(Fl,FQ,...,FN) :§\IJ(FQ,F1,...,FN>, (62)

donde
- { 1 Bosones

—1 Fermiones

Esta expresion se puede generalizar para cualquier nimero de permutaciones realizadas. Para
bosones, no importa cuantas veces permutemos las particulas, la funcién de onda no es afectada.
Para fermiones, dependera si el niimero de permutaciones es par o impar [29].

6.2. Determinantes de Slater y Permanentes.

Antes de introducir la segunda cuantizacién, analicemos un poco mas la primera cuantizacién
y presentamos un caso simple de funciones de onda. Para bosones se denominan Permanentes
y para fermiones Determinantes de Slater [31]. Estas funciones de onda son importantes para
hacer contacto con el formalismo de la segunda cuantizacion. Finalmente, se puede demostrar que
cualquier funciéon de onda de N bosones o fermiones, puede escribirse como una combinacion lineal
de Permanentes o Determinantes de Slater, respectivamente. Por lo tanto, estas funciones de onda

o1



52 CAPITULO 6. FORMALISMO DE LA SEGUNDA CUANTIZACION.

forman una base para el espacio de Hilbert de N particulas.

Consideremos dos particulas, para después generalizar el resultado. Supongamos que ponemos
una particula en el estado a; y la otra en el estado as. Si son bosones, el Permanente obtenido
para llenar estos dos estados es

1
V2

Para fermiones, el Determinante de Slater obtenido es

\I]P<F17 F2) =

[chu <F1>¢a2 (F2) + ¢Oé1 (F2)¢a2 (Fl)] (63)

1
V2

Una forma de entender estas funciones de onda es considerando que empezamos con el estado
Gy (T1)Gay (72), esto es, la particula 1 estd en el estado «y y la segunda en el ay. Podemos observar
que la funcién de onda anterior es incorrecta, ya que no satisface la propiedad de simetria. Para
solucionar este problema, simetrizamos las coordenadas de la particula y asi obtenemos . Si
tratamos con fermiones, hacemos un determinante de Slater empezando con la misma funcién de
onda, pero antisimetrizamos para obtener . El factor 1/ V/2 se agrega por convencién, pero en
general estos estados no estan normalizados; la funcién de onda ¥gp siempre estd normalizada y ¥,
estd normalizada, a menos que a; = ay. Ademads, Vgp se anula si a3 = ay (lo cual es compatible con
el Principio de Exclusién de Pauli, que previene que haya dos fermiones en el mismo estado). Para
escribir un Permanente o Determinante de Slater para N particulas, imaginemos que ocupamos
los estados a, ao, ..., an. La expresion para el Permanente o Determinante de Slater obtenido para
esta funcion de onda es [32]

[gbal (F1)¢a2 (FQ) - gbal (F2)¢a2 (7?1)} : (64>

Usp(ri,m2) =

— — 1 — — —
ooy (F1y o TN) = i > " PGy (1)) s (o)) b (T, (6.5)
p

donde la suma es sobre todas las permutaciones P de los enteros ¢ = 1,..., N. Si esto se hace un
nimero par de veces, tendremos una permutacién par, y si se realiza un ntimero impar de veces,
la permutacién es impar. Definimos para la permutacién par |P| = 0 y para la permutacién impar
|P| = 1. Definimos el ket correspondiente a este estado

|041,Oég,...,OéN> = \Ijal,...,aN<F17~-‘;FN>‘ (66)

Si intercambiamos dos particulas

lag, ag,y oy an) =S |ag, aq, ..y an) (6.7)

Por lo tanto, para fermiones, el orden de «; dentro del ket si importa. Ya explicada la notacién,
podemos hacer algunas afirmaciones sobre las funciones de onda de (/6.5)).

1. Para bosones, donde ¢ = 1, simplemente sumamos sobre todas las permutaciones con coefi-
cientes positivos (ya que /P71 =1).

2. Para permutaciones impares en fermiones, tiene un signo menos, mientras que para permu-
taciones pares, se tiene signo positivo.
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6.3. Gas de Bose o Fermi no interactuantes (Primera Cuan-
tizacion).
Recordemos algunos hechos béasicos sobre los gases de bosones y fermiones no interactuantes y
de esta forma escribimos las funciones de onda del estado base. El hamiltoniano es en este caso

(6.8)

Consideremos que el sistema que estd en una caja ctibica de volumen V = L3 con condiciones
periddicas de frontera. En el caso de una sola particula, los eigenestados de la energia son ondas
planas dadas por [33]

1 7.
(i) = —=e*7, (6.9)

Este estado tiene momento p = k y energia

EQ
Debido al volumen finito, el vector de onda k adquiere los valores discretos
- 2m . . R
k= f(nzem—i-nyey—i-nzez), (6.11)

donde n,, n, y n, son enteros arbitrarios. El vector de onda k etiqueta los estados de la particula
y juega el mismo rol que el subindice a. Para bosones, sabemos que el estado base se obtiene
poniendo todas las particulas en el estado de energia mas bajo, es decir, cuando k£ = 0. Por lo
tanto, la funcién de onda del estado base de muchas particulas para bosones es [32]

Wo (7, ey TN) = o(T1)00(T2) -+ - o (TN), (6.12)

Esta es simétrica bajo intercambios de 7 y 7; y es proporcional a la funcién de onda Permanente
obtenida cuando todos los «; son iguales y k = 0. Para fermiones, sabemos que obtenemos el estado
base llenando los N estados de menor energia. Supongamos que estos estados tienen vectores de
onda El, EQ,...,EN, donde no hay dos de estos vectores iguales. Entonces, el estado base de muchos
fermiones es sélo el Determinante de Slater Uz » = (71, ...,7n).

6.4. Operadores de creacién y aniquilacién.

A partir de esta seccién, comenzamos a desarrollar el formalismo de la Segunda Cuantizacion. El
primer paso es extender el espacio de Hilbert para permitir el mayor niimero posible de particulas,
no solo N. Por supuesto, no necesitamos hacer esto ya que el Hamiltoniano conserva el nimero
de particulas, por lo que esta extension del espacio de Hilbert es un truco que serd muy util.
Vamos a considerar un espacio de Hilbert el cual incluya los estados |a1) (una particula), |, as)
(dos particulas), |aq, e, ag) (tres particulas) y asi sucesivamente. El operador bésico de la segunda
cuantizacién es el operador de creacién a! . Actuando en algiin estado en nuestro espacio de Hilbert
extendido, este operador anade una particula al sistema en el estado «. Por lo tanto, si ¥ es un
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estado con N particulas, entonces a, |V y) es un estado con N + 1 particulas. El hermite conjugado
del operador de creacién es a, = (al)" y es llamado el operador de aniquilacién. Para ver porqué,
supongamos que |[{y1) es un estado con N + 1 particulas y (¢n41]al,|¢y) # 0. Entonces tenemos

(Unplal|vn)” = (Unlaaltoni) # 0. (6.13)

Dado que es distinto de cero, debe ser el caso en que a, [ty+1) es un sistema de N particulas,
lo cual implica que al actuar a, remueve o aniquila una particula del sistema. Para bosones, los
operadores de creacién y aniquilacion satisfacen las relaciones de conmutacién [30]

[, ag] = 0o, (6.14)

o, ag) = [at,al] = 0. 6.15
B a3

Para fermiones, los operadores satisfacen las relaciones de anti-conmutacion

{daadg} = 6&57 (616)

{daa dﬁ} = {dZn dﬁ} = 0. (617>

El siguiente paso es especificar que el estado Permanente o Determinante de Slater estan en
términos de los operadores de creacién y aniquilacién. Primero definimos un estado especial |0)
llamado estado de vacio. Este es el tinico estado que no contiene particulas. La accion de cualquier
operador de aniquilacion actuando sobre el estado vacio es

da |0) = 0, (6.18)

lo cual es logico, ya que no podemos remover la particula y darle un estado fisico si la particula no
se encuentra ahi. Ahora podemos escribir la expresion de los estados Permanente o Determinante
de Slater como [31]

|, @, ..y an) = al, al, -+ -al, |0). (6.19)

Todas las propiedades de estos estados se siguen de las relaciones de conmutacion y anticon-
mutacion. Por ejemplo, si deseamos calcular (o |as),

<a1|a2> - 5041@2'

Demostracion: De la relacién de conmutacion para bosones y fermiones

Ao, @] = Gadl; — <@l = da5.
Dado que oo = a1 y B = i, despejamos daldim de la expresion anterior y tenemos
GGl = Oayas + SAY, (o, -

Entonces o
(cu]az) = (0]aqg, af,|0)
= (0[0aar + §dlgda1 0)
ot <0|0> + <0|§d2¢2&a1 |0> .
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Pero a,, |0) = 0, por lo tanto
<041, a2> = dasas;

que es lo desedbamos demostrar. La normalizaciéon de un estado de dos particulas con a; # o,
(o1, aglag, ag) = 1. (6.20)

Demostracion: Tenemos que

<a17 a?‘ala OQ) = <0‘da2da1dl¢1d22|0> )

y usando las relaciones de conmutacion o anticonmutaciéon queda

<0417 042‘0517 OQ) = <O‘da2 (6061,041 + gdilaal)dl@ ’0>

— (0laat v oot o gt
= (0l g, 10) + < (0ldas g, Ga, G, |0) -
Usando una vez mas la relaciones de conmutacion o de anticonmutacion,

<a17 042|051, a2> = <O‘da2d22|0> +< <0|da2dj11 (501,012 + gdLQdal)‘O>
= <0|da2d22|0> + §5a1,a2 <0|da2d21|0> +¢? <O|&a2dT al o, |0> )

[e5 e’
pero a |0) = 0, asi que

<a17 042‘0‘17 a2> = <0‘&a2d:rxglo> + gé@lly()@ <0‘&a2&31 ‘O> + §2 <O|da2dgldlgda1 ’0>
= <0‘da2d22|0> + 00y 0s <0‘da2d21 |0) .

Ahora, como a1 # a2, 04,0, =0,y
(a1, aofag, ag) = <0|&a2&22|0>-
. . A /\—i- . /\T A .
Escribimos ahora a,,al,, = 1+ al,aa,, obteniendo

(a1, aslan, as) = (0|1 + G}, da,|0)
= (0]0) + (0]a/, éa,|0)
= (0[0) =1,

que es lo que desedbamos demostrar. El estado |ay, ..., apy) estd normalizado (ya que los a; son todos
diferentes). Esto es automaticamente cierto para fermiones, entonces los estados determinante de
Slater estan normalizados. Sin embargo, para bosones, si algunos «; son los mismos, entonces los
estados no estan normalizados. Un ejemplo de esto es (ay, oq|ag, aq) = 2.

6.5. Operadores de niimero.

Una de las preguntas béasicas que podemos formularnos acerca de los sistemas de muchos
cuerpos es: jCuantas particulas estan ocupando el estado a? Como estamos tratando con un
problema cuantico, esperamos que el niimero de particulas en el estado « esté dado por el eigenvalor
del operador hermitiano n,, llamado operador de nimero u operador de nimero de ocupacion.

)
El operador n, es muy util. Por ejemplo, supongamos que estamos tratando con un sistema de
)
particulas que no interactian, y que « etiqueta los eigenestados de la energia para un hamiltoniano
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de una sola particula. Entonces, cada particula en el estado « tiene energia €., y la energia total
de las particulas en el estado « esta dado por el operador €,n,. Por lo tanto, la energia total de
todas las particulas en el sistema es [32]

H=>" ey (6.21)

Mediante esta expresion podemos construir el Hamiltoniano de un sistema sin interacciones en
términos de los operadores del nimero de ocupacién. Otros observables importantes (por ejemplo,
el momento), también se pueden expresar de manera similar. Encontraremos ahora una férmula
para escribir a i, en términos de a, y al,. Siguiendo el ejemplo del caso bosénico [34]

A

R = 0] g (6.22)
Comprobemos que la suposicién es razonable. Si no hay particulas ocupando el estado «,

entonces n, dara cero. Ademas,
[, @) = f,00g (6.23)

(s i3] = —Gia6us. (6.24)

Demostracién: Como n, = dL&a, podemos reescribir
N ot st af
[y Gg] = [azaa,aﬂ].

Utilizando la propiedad [AB, C] = A[B, C]+[A, C]B, y las reglas de conmutacién de los operadores
de creacion y aniquilacién, obtenemos

(e, @) = [ 8, )] = al [aa, a5] + [al, af)aa = afdag,
que es la férmula (6.23)). Para demostrar (6.24]), procedemos de la misma manera,

My, Gt = [a] G, G5

y de esta forma, obtenemos los resultados requeridos. Es evidente que necesitaremos un operador
cuya accion sobre las funciones de onda nos de el nimero total de particulas en el sistema. No se
requiere mucha discusién para concluir que dicho operador es [32]

N=> . (6.25)

Ahora vamos a considerar la accion de los operadores de creacién y aniquilacién sobre estados
donde las particulas no ocupan el estado «. Formalmente consideremos el estado |, ..., Sx) donde
Bi; # a parai=1,...,N. Tendremos

ﬁa|617)BN> =0. (626>
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Demostracién: Podemos representar el estado en cuestiéon como

By, ooy By) = @l - -aly |0),

asi que

fro B, ooy BN) = Py - -agN |o> = afaaal, -+l |0) .
Por las reglas de conmutacion fundamentales, ) v - y como « es diferente a toda [,
[aa,aﬁ} =0,y [al aﬂ] =0, asi que

fie B, oy By) = il -~ gy |0) = afy -l alaq |0).

Finalmente, como a, |0) para todo «a, llegamos a ([6.26)). Ahora vamos a considerar un estado con
una sola particula en el estado . Es légico esperar que

o |B1s s BN) = |B1s s BN) 5 (6.27)

es decir, el eigenvalor del operador de nimero de particulas en el estado « es uno. Dicho de otra
manera, efectivamente tenemos una particula en el estado a.
Demostracién: Vamos a suponer que 3; = o. Entonces tenemos

Ao |1, -y B) = Pl - @l |0)

6.28)
N T PSS IR of (
- aﬁ .. 'aﬁj,l(naaﬂj)aﬁjH aBN |0) .
Por las reglas de conmutacién ya enunciadas,
fia|Br, o By} = @ -+ al (al o +al )al -l 10). (6.29)

Como o = f3; y todas las 3; son diferentes, podemos trasladar el operador n, hasta que actte
directamente sobre el estado de vacio, obteniendo cero, y entonces

o ’ﬁla "‘75N> = aTﬁl ) dgg 1 ggaTﬁy-o-l aTﬂN |0>
- |517"'7BN>a

como queriamos mostrar. En el caso de los fermiones, la demostracién sigue un camino muy
parecido; sin embargo, la similaridad se detiene hasta aqui, porque ahora construiremos estados
bosonicos con muchas particulas en cada uno de los estados posibles, lo cual es imposible en el
caso de los fermiones por el principio de exclusiéon de Pauli. Vayamos al caso de los bosones,
considerando tnicamente dos particulas en un estado; de ahi sera facil ver la generalizacion a un
numero arbitrario de particulas. Se cumple que

Ne o, a) = 2], a) . (6.30)

Demostracién: Por definicion tenemos

o |, @) = Agalal |0,
pero con las reglas de conmutacién es trivial demostrar que n,al, = al, + aln, y entonces,

flo |a, a) = (af, + alna)al, |0)
= alal, |0) + al naal, |0)
= |a,a) + dlﬂa&L |0} .
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Usando nuevamente que 7,a!, = al, + al i,

o la, @) = |, @) + alal |0) + af al 7y, |0)

=2|a, ),

que es el resultado deseado. Por lo tanto, este operador cuenta correctamente las dos particulas en
el estado a.

6.6. Propiedades basicas del hamiltoniano de sistemas sin
interaccion.

Consideremos el Hamiltoniano H = )" €474, ecuacién (6.21)). En general, este Hamiltoniano
tiene un gran nimero (en muchos casos infinito) de constantes de movimiento debido a que

[H, 7] = 0. (6.31)

Por lo tanto, el nimero de particulas en cualquier estado o de una sola particula es una cons-
tante de movimiento. De esta forma podemos construir eigenestados de un sistema de muchos
cuerpos muy facilmente: solo especificamos el nimero de particulas ocupando cada eigenestado.
La existencia de muchas constantes de movimiento es una caracteristica muy especial de los pro-
blemas sin interaccién, y en general, no es cierto cuando hay interacciones (usualmente hay algunas
constantes de movimiento, dictadas por la simetria del sistema).

Ahora trataremos el estado base de un sistema de N cuerpos, primero N bosones y luego N
fermiones. Primero supongamos que las energias estan ordenadas; es decir, tenemos que ¢; < €5 <
...€y < ---. Para bosones ponemos las N particulas en el estado mas bajo, y el estado base es |31]

1
vV N!

Para fermiones, llenamos los N estados mas bajos y el estado base es

‘ ;);)sones> —

(@)™ 10). (6.32)

‘ w ;irmiones >

fal...al o). (6.33)

6.7. Gas de Fermi y de Bose sin interacciéon y con interac-
cién (Segunda Cuantizacién).

Ahora volvemos a los gases de Bose y de Fermi sin interaccion, pero usaremos la segunda
cuantizacion. Los eigenestados de una sola particula estan etiquetados por el momento E, por lo
tanto, podemos usar el Hamiltoniano sin interaccién de la seccién anterior, pero con los siguientes
cambios en la notacién [32]

a— Fk,

—

ao — Y(k),
al, — i (),
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i2
€a — GE = %
El Hamiltoniano se reescribe como
H=3 e (R (k). (6.34)
k
donde z/J(E) aniquila una particula con momento k. Si estamos tratando con bosones
[ (k), o (k)] = 07, (6.35)
y para fermiones . .
[ (k), &' (k)]s = 6 - (6.36)

Es importante tener en cuenta que como estamos cuantizando en una caja, el vector de onda
k toma valores discretos, por lo cual las Deltas de Kronecker tienen sentido. El operador

(k) = i (k) (k), (6.37)

es el operador de niimero y determina cuantas particulas hay con momento k. Surge en este
punto la pregunta: ;Cudl es la densidad de particulas en una posicion dada 77 Para responder
esta pregunta necesitamos hallar un operador de densidad 7(7), que es como el operador de
nimero en el espacio. Con el objetivo de construir el operador de densidad, necesitamos construir
los operadores de creacion y aniquilacién en el espacio de posicion; si éstos estan escritos como
Y1(7) y ¥(F), respectivamente, podemos intuir que el operador de densidad serd de la forma [34]

() = Y1 (P (r). (6.38)

Esta propuesta es razonable porque n(r) destruye una particula en 7y después la vuelve a
crear, como el operador de niimero; sin embargo, debe ser un poco diferente a éste tultima porque
es adimensional, mientras que n(7) debe tener unidades de volumen inverso. Podemos construir
YT(7) regresando a la mecénica cudntica de una particula. Primero notemos que el estado de
momento de una particula se puede expresar como

k) = (k) |0). (6.39)

Como estamos trabajando en una caja, los estados de momento de la particula estan normali-
zados, o sea,

(kK'Y = 8z (6.40)

Definimos los eigenestados de posicion |7), los cuales satisfacen la normalizacién usual [35] que es
(A7) = 6(F — 7). (6.41)
Las funciones de onda de la particula libre estan dadas por

Ur(r) = (Flk) = —=e™", (6.42)

y por lo tanto
Ky = —= [ 5717 &°F, (6.43)
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donde la integral es tomada sobre el volumen de la caja. También se cumple la relacién inversa
1 BT
r) = —— e " k). 6.44
- e (6.44)

Deseamos que el operador de creacién en el espacio de posicion satisfaga [35]

() 10) = |7) . (6.45)

Para eso usamos (6.39)), (6.43) y (6.45)), y definimos [30]

- 1 >
(k) = —= / TPt () d°F, 6.46
Yik) = 7= PH(F) (6.46)
y tenemos la relacién inversa (justo la transformada inversa de Fourier)

W) = % ; e FTYT(R). (6.47)

Esta definicion verifica que los operadores de creacién y aniquilaciéon satisfacen las relaciones
de anticonmutacién [36]

{0, 1)} = 6(7 —17). (6.48)

Por lo tanto, estos operadores son como los operadores de creacién y aniquilacién que hemos
discutido, con la diferencia de que reemplazamos la delta de Kronecker por una delta de Dirac, ya
que ahora estamos tratando con variables continuas y antes tratdbamos con variables discretas.
Ahora podemos expresar el Hamiltoniano en términos de los operadores de creacion y aniquilacion
en el espacio de configuracion como

i [0 (5 ) v (6.49)

Verifiquemos si la suposicién que se hizo con respecto al operador de densidad, 7.(7) = (7)) (7),
es correcta. Si consideramos un gas de Bose o de Fermi sin interaccién, la densidad es uniforme en
el espacio, por lo tanto esperamos que

. N
(Ugs| 1 (T)[thgs) = n = v (6.50)
Demostracion: Calculamos este producto interno
. 1 — ik ik 7 7 w
(s () hgs) = v Z € e <¢98|¢T(k)¢(k/)|¢98> :
kK

Para gases de Bose y de Fermi, este producto interno se anula a menos que k=Fk , dado que si
se comienza en el estado base, quitamos una particula en el estado k' y lo ponemos en un estado
diferente k, tendremos un nuevo estado, ortogonal al estado base, por lo tanto

(s O RV ()| ga) = O (Wgalt)! (B)(K)[bygs) |
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y esto implica que

(7)) = %Z (o (R )
1
= bl 20 BBl
1
V <¢95|N|¢gs>
N
v
=n,

que es el resultado deseado. Ahora sabemos suficiente para escribir el hamiltoniano de un sistema
en el que las particulas interactiian entre si en la forma de la segunda cuantizacién. El punto crucial
es que pensemos cémo es el movimiento en el potencial externo U(7), asi como en el término del
potencial de interaccion, en términos del operador de densidad. La forma es

= / () (—%) O(F) + / PR (F)A(F) + % / BFEPFV (7 — 7)) ()

k (6.51)
_ / Pt () (_QV_mwm) v + 3 / PFEFV (= 7 )6 (P9 (P (7)o (),

donde en la segunda linea se utilizé que f = (7)) (7).

6.8. Agregando el espin.

Supongamos que estamos interesados en particulas con espin. Consideremos el caso de fermiones
con espin 1/2; por ejemplo, electrones. Lo tinico que necesitamos para representar el espin es anadir
un indice extra a los operadores de creacién y aniquilacién, de la manera siguiente [32]

Y(F) = Yo () (6.52)

U (F) = (7). (6.53)

El indice o representa la proyeccién del espin a lo largo del eje Z y puede tomar dos valores,
o =T, . Por lo tanto, @DHF), por ejemplo, crea un electrén de espin hacia arriba en la posicién 7.
Tenemos las relaciones de anticonmutacién

(o (7)o (F1)] = {1 (P, 5 ()} = 0 (6.54)

(0o (7), o (1 )]+ = 05,00(T (7 — ) (6.55)
La densidad de espin o de electrones es f,(7) = ¥} (7)1, (7), y por lo tanto, la densidad total

es n(r) = Y, Ne(r).
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Capitulo 7

La ecuacion de Gross-Pitaevskii.

La dindmica de un condensado de Bose-Einsten en el regimen de bajas temperaturas estd des-
crita generalmente por la ecuacién de Gross-Pitaevskii (GPE) la cual es una aproximacién para las
interacciones entre particulas [37]. Por lo general, la GPE se deriva de la segunda cuantizacién. Pa-
ra una coleccién de bosones, en el limite de temperatura cero, todas las particulas estan ocupando
el estado base del sistema; de hecho, antes de alcanzar este limite, una acumulacién de particulas
en el estado base puede ser observada. Por lo tanto, para una temperatura suficientemente baja,
la mayoria de las particulas estan en el mismo estado cuantico y tiene la misma velocidad, de
tal forma, que la coleccién de bosones se comporta como un fluido macroscopico con propiedades
nuevas, como la superfluidez [38]. Con el objetivo de estudiar estas propiedades, sélo es necesario
concentrarse en el estado base. El estado de las particulas en un cierto nivel de energia esta descrito
por una funciéon de onda normalizada, la cual es un eigenvector del Hamiltoniano del sistema que
se esté considerando y cuyo eigenvalor corresponde a la energia de ese nivel; entonces, debemos
encontrar los eigenvectores con eigenvalor minimo para el Hamiltoniano que describe nuestro sis-
tema. Este Hamiltoniano debe incluir todas las interacciones entre todos los pares de particulas; si
hay N particulas en el sistema, el Hamiltoniano tendrd N? términos. Para simplificar el problema,
usaremos la aproximacion de campo medio, que significa que la accién sobre una particula, debido
a todas las demas particulas, es sustituida por la accién promedio de un fluido. De esta forma cam-
biamos un modelo complejo para la interaccion entre bosones por uno simplificado, que es valido
para gases diluidos; luego deberemos encontrar un valor aproximado para el menor eigenvalor de
este nuevo Hamiltoniano minimizado. Cabe mencionar que las interacciones entre bosones no son
necesarias para que la condensacion se lleve a cabo [39]; sin embargo, juegan un papel importante
en las propiedades de un condensado. Para este propdsito no es suficiente utilizar la ecuacién de
Schrédinger [40], sino que se requiere la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii.

7.1. Un modelo para superfluidos y condensados de Bose-
Einstein.

Cuando el gas helio (isétopo *He) se enfria, es posible observar una transicién a liquido a
una temperatura de 4.2 K y a 1 atm de presion. Si continuamos enfriando el sistema, abajo de
2.17 K, esta fase liquida adquiere propiedades inusuales, se convierte en un superfluido [41]. La
superfluidez se manifiesta, entre otros efectos, por la falta de viscosidad; en otras palabras, el
liquido fluye sin friccién. Si lanzamos algo de este superfluido de helio dentro de un canal en forma
de anillo, no se detendra. Incluso si tratamos de mover un objeto a cierta velocidad a través de la
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superficie del liquido, no experimentara resistencia. Otra caracteristica interesante de este sistema
es la creacién de vortices, que se pueden ver como pequenos remolinos dentro del liquido y que se
comportan muy diferente de los observados en el agua, por ejemplo. Estos vortices tienen ciertas
propiedades cuantificadas (la velocidad del liquido no puede tomar cualquier valor arbitrario).
Estas propiedades, observadas en el helio liquido *He en 1937, también se observan en *He a bajas
temperaturas y mas recientemente en condensados de Bose-Einstein [42]. Estos fenémenos son
una manifestacién macroscépica de efectos cudnticos y para estudiarlos se requiere el uso de la
mecéanica cudntica. En los anos 50, Landau y Ginzburg [43] propusieron un modelo de electrones
que da lugar a la superconductividad como un superfluido, con la ayuda de la ecuacion simplificada

Ou

"ot
donde |u|* representa la densidad del superfluido, el cual fluye sin friccién, mientras que el resto
de la materia estd en un estado de fluido normal y g es una constante de proporcionalidad con
dimensiones de energia. Esta ecuacion entrega predicciones satisfactorias, pero su uso es limitado
debido al hecho de que las interacciones son bastante fuertes. Sin embargo, el modelo de Landau-
Ginzburg es un caso particular de una ecuacion que surge naturalmente cuando estudiamos el
comportamiento de los condensados de Bose-Einstein en una aproximacién de primer orden, dicha
ecuacion es la ecuaciéon de Gross-Pitaevskii [37]

R
"ot

1
= —§V2u + gu(|u)® — 1), (7.1)

(—%V2 + Vear + 9|1/’|2> ¥, (7:2)

donde m es la masa de los d4tomos del condensado, || es la densidad atémica, V,,; es un potencial
externo y g es un pardmetro que mide las interacciones atémicas. La ecuacién de Gross-Pitaevskii
tiene la misma forma matematica que la ecuacion de Schrodinger no lineal, que es basicamente la
ecuacién de Schrodinger

8t

mas un término no lineal que considera la interaccion entre las particulas. En el caso de los
condensados de Bose-Einstein, las interacciones son muy débiles, por lo que las predicciones hechas
con la ecuacién de Gross-Pitaevskii son muy buenas.

ov 1
(_%V2 + Vé;tt) wa (73)

7.2. Demostracion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii.

Detallaremos la demostracién de la ecuacién de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo a
partir del Hamiltoniano de la segunda cuantizacion en la aproximacién del modelo de un gas de
Bose de interaccion débil. Vamos a describir el sistema de N bosones interactuantes usando el
Hamiltoniano de la segunda cuantizacion en términos del operador de campo de Bose U. Este
operador es una funcion del espacio y del tiempo; sin embargo, por conveniencia no consideremos
el tiempo. El Hamiltoniano de la segunda cuantizacién estd dado por

i = [ @6 @@ + 5 [EF [ OOV EVaE NN, (1
donde V(7,7 ) es el potencial de interaccién entre los bosones,

~

=~V V. (7.5)

2m
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es el Hamiltoniano de una sola particula, m es la masa de la particula y V,,; es el potencial externo
actuando en el sistema. Los operadores \IJT( )y \IJ( ') representan la creacién y aniquilacién de un
bosén en la posicion 7, respectivamente, y satisfacen las reglas de conmutacién que ya se explicaron
en el Capitulo 6. El gas esta lo suficientemente diluido para que las interacciones atéomicas estén
dominadas por las colisiones de onda s de dos cuerpos; estas colisiones son esencialmente elasticas,
son colisiones de esferas rigidas, y pueden ser modeladas en términos del pseudo-potencial [37]

donde
A7 Na
g = ;
m

siendo a la longitud de dispersion de la onda s. El hamiltoniano se puede escribir como
H= /qﬁ U (7)d*F + +3 /@T(mﬂ(m@(m@(m% (7.7)

Demostracién: Sustituyendo (7.6]) en (7.4)),

= / () Ho W (77 + = / dg“/ &Y () [0 — PSRBT,

Haciendo la integral sobre las variables primadas del segundo término del lado derecho, obtenemos
(7.7)). Usando las relaciones de conmutacién [30]

(), U ()] = 6(7 — "), (7.8)
[ (), W ()] = [P (), ¥ (7] = 0, (7.9)

la ecuacién de Heisenberg es
ia\gif) — [Ho + U (0 (7] 5 (7). (7.10)

Demostracion: La evolucion en el tiempo de un observable en la descripcion de Heisenberg
esta dada por la ecuacién

OU(7")
ot

= [W(), H], (7.11)
pero R ) A o

(\U(r"),H] =¥ (7" )H — HY(r").
Calculemos el tltimo término de la expresiéon anterior,

A

au) = | [ V@O mi@eer§ [ OOvnumeeed i)

Como la integracién es sobre 7, podemos colocar con libertad a W(7) dentro de las integrales

~

B = [ WU B AP [ EUEVONONAET (112)
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De la relacién de conmutacion (7.8), UH(7) ¥ (7)) = U(7 )W (7) — (7" —7), que sustituida en (7.12)
nos conduce a

Aplicando las propiedades de la Delta de Dirac
R = [T ORGP - B+ L [ GO O80T

~g [3 ~ DY OIDIOET

— [V OESOET - B + G [ O8I Ob b0

—g U ()W ) (7).

Ahora calculamos
b = 06 | [ V@RS [ 08O Noer
_ /@(f’)@(f)ﬁo@(mdffﬂ g / b7 VB () B (7) B (7) 8 (7).

Sustituyendo estos resultados en la expresion del conmutador

] = [V VO RIOETS [V O OEOEOET

~ A

/\if (7 YU (7) Hy U (7)d*F + HyW (7"

MIlQ

/ )P AT AP+ g¥ (7))
= H, +g‘1”( ))@(F'))@(F')-
Sustituyendo este resultado en ([7.11])

ié)\i/(F’ )
ot

= [HoW(7") + g ' (7 )W (7)) ¥ (7).

Por lo tanto, demostramos el resultado deseado. De la ecuacién ([7.10)), se obtiene otra forma de la
misma, dada por

2
20— (e Ve bl ) v (113

donde 1) = (7, t) representa a una funcién del espacio y el tiempo.
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Demostracién: Anteriormente llegamos a la ecuacion ([7.10]). Separando al operador de campo
bosénico en una funcién de onda y el operador de aniquilacién

@(F/> = Zwa<7?/)daa (7.14)

y expresando \if(f") en la representacion de Heisenberg de operadores dependientes del tiempo [44]
() = () + (i), (7.15)

donde (7" ) = (U(7")) es llamado el pardmetro de orden o funcién de onda del condensado y U(7)
se puede interpretar como una perturbacion en ese estado del condensado. La GPE considera que
U’ es despreciable, por lo que T ~ 0 y W(7") &~ (7). Haciendo la aproximacién W (7 ) ~ (7"
obtenemos

o 5

<~ (h ) v,

ise = (Ho+ glvl?) v
Sustituyendo ([7.5)) en la expresién anterior

o [ 2
ZE = (—%V + Veat + 9|07 ) 4,

obtenemos la expresién solicitada. Cabe sefialar que [¢|? es la densidad del condensado, la cual se
suele denotar por ng. Observemos esta expresion es valida cuando

1. La temperatura es mucho menor que la temperatura de transiciéon para el inicio de la con-
densacion.

2. El condensado interactia débilmente, lo cual es cierto cuando a < Mg, donde A\;jp es la
longitud térmica de De Broglie de las particulas.

La ecuacién independiente del tiempo de Gross-Pitaevskii estd dada por

(=55 + Vi) + 16 ) 09 = ), (7.16)

donde p es el potencial quimico, es decir, la energia ganada por el sistema como resultado de la
adicién de una sola particula a volumen y entropia constante.

Demostracion: Para demostrar esta expresion, se propone una solucién que consta del producto
de una funcién que depende de la variable espacial por otra que esta en funcion de la temporal

(7, t) = p(F)e ™, (7.17)
Sustituimos la solucién (7.17)) en la ecuacién ((7.13))

0

iggloe ) = |5

2m

V4 V) + g0 M9 o
Reduciendo términos

2
o= {_h_W o+ Vet (7) + g¢2<f)} B

2m
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Finalmente 2
pp () = | ==—V?* + Vi (F) + g¢*(7) | (7).

2m

Aunque la ecuacion de Gross-Pitaevskii puede parecer simple, se puede aplicar para obtener
informacion acerca de un gran numero de sistemas fisicos tal como los condensados de Bose-
Einstein, superfluidos o fenémenos donde se ve involucrada la luz.



Capitulo 8

Compresion del espin en condensados de
Bose-Einstein.

En este capitulo analizaremos los Hamiltonianos de un eje torcido y de dos ejes torcidos. El
Hamiltoniano de un eje torcido es el que se ha estudiado mas ampliamente, ademas de que tiene
muchas implementaciones experimentales. El objetivo de usar este tipo de Hamiltonianos para
generar estados de espin comprimido esta inspirado en el Hamiltoniano no lineal que produce
compresién bosoénica [5].

8.1. Hamiltoniano de un eje torcido en condensados de
Bose-Einstein.

En esta seccion derivaremos el Hamiltoniano de un eje torcido para un condensado de Bose-
Einstein de dos componentes, el cual puede considerarse como un condensado de Bose-Einstein
con atomos con dos estados internos, o similarmente en un pozo doble de potencial. Consideremos
el caso de N dtomos con dos estados internos, |A) y |B). El Hamiltoniano del sistema estd dado
por 20445

H :/ Z [&k(?)ﬁokiﬁk(ﬂ + gkkzﬂlﬂlﬂklﬁk} dr’ + /QABQ/AJL(F)@L(FWAQ/;BdF, (8.1)

k=A,B 2
donde el hamiltoniano de una sola particula es

X V2
H,, = “om + Vi (), (8.2)

y gobierna a los dtomos en el estado interno £, con la masa del d&tomo m y el potencial de atra-
pamiento V(7). El operador bosénico de campo v (7) aniquila a un dtomo en la posicién 7 en el
estado interno k, y obedece la relacién de conmutacién ya vista

[k (), (7)) = (7 = ).
La fuerza de interaccién esta dada por

4ma
Gkl = Ly (8.3)
m
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donde ay; es la longitud de dispersion de la onda s, v gaa, g v gap corresponden a colisiones
entre atomos A, B y una mezcla de ambos, respectivamente. Ahora aplicaremos la aproximacion
de un solo modo para cada uno de los componentes [34]

ba(F) = pa(Fa (8.4)

Us(7) = ¢5(7)b, (8.5)
donde ¢4(7) y ¢p(7) son reales, y a 'y b son los operadores de aniquilacién bosénicos que satisfacen

las reglas [30]
0,0 = (b, = 1, (5.6)

[a,b] = 0. (8.7)

En la aproximacién de un solo modo, el Hamiltoniano se reescribe como [5]

~

H = (04— Unn)a'a+ (0p — Upp)btb + Usa(a'a)? + Upp(b'd)? 4 20 4patab'd, (8.8)

donde
G = / o1 (F) o (F) (8.9)

Ou =2 [ P 1o ar (5.10)

Demostracién: El Hamiltoniano del sistema estd dado por (8.1)), y se puede escribir explicitamente
como

N K G R NG TG TG TG
+ [ @ [d( Hondn + L2250 a()in ()]
+ [ drgamd (P07 (7).
Usando la aproximacién de un sélo modo, y (8.5), la expresién anterior queda como
= [ dr[oyaftonsa i+ %4070 03 (Ml oa(raoa(a]
+ [ dr [o1(blioasa(rb+ 22261, 63 (Y7o ()]
+ [ d7gang (4 0 0a(Pacn (b
Definiendo

p = / A7 (7) Hobi(7)

U = 9’“ A1 (P) 2| (7)),
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y usando relaciones de conmutacién , nos queda
B = oaata + Unad! (66" — 1) + opblh + Oppht (b1 — 1)b+ 204palablh
= Qadla+ Ugpataata — Ugpata + 0pb'd + UppbTob’d — Uppb'h + 20 4pa’ab’d
= (a4 — Uaa)ata + Uaa(a'a)® + (0p — Upp)b'b + Upp(b'h)? + 2U4pa’ab’d,
que es justamente lo que desedbamos demostrar. Notemos que ¢ (7) obedece la ecuacién acoplada

de Gross-Pitaevskii, por lo que wy v U dependen del tiempo. El Hamiltoniano efectivo se reescribe
usando los operadores de momento angular por medio de la representacion de Schwinger siguiente

[5)

o 1 apn
J, = 5(&*& —'D), (8.11)
I, =a'b (8.12)
Y . .
J_=ab' (8.13)

donde el operador 2J, mide la diferencia de poblacién entre los estados |A) y |B) y Ji describe
el tunelaje atomico entre los dos estados internos. El operador para el ntimero total de dtomos N

estd dado por R o
N =a'a+ o', (8.14)

que es una cantidad conservada. Usando (8.11)), (8.12) y (8.13)), el Hamiltoniano (8.8)) se escribe
como

H=e({t)N +E{t)N?+6(t)J, + x(t)J?, (8.15)

donde los coeficientes estan dados por

X(t) = Uan+ Upp — 2Uap, (8.16)

_ wat+wp—Usa—Upp

= 1
e(t) 5 : (8.17)
E(t): UAA+UB43+2UAB (8.18)
y A A A
6(t) =wa —wp + (Uaa — Upp)(N —1). (8.19)

Demostracion: En la aproximacion de un solo modo, cuya validez para calcular la compresion de
espin esta verificada en [44./45], el Hamiltoniano estd dado por . Consideremos la representaciéon
de Schwinger dada por (8.11)), (8.12)) y (8.13). Para demostrar que y son equivalentes,
desarrollaremos M para llegar a alculamos cada término, tomando que Ny = a'a y
fp = bTb. El primero es

o foatap—Usa—-U o
e(t)N:(A b QAA BB)(nA+nB)

G as O U
:TA(HA—FTLB)—F?B(HA—FHB)—%(HA—i—nB)—%(nA—FnB)_
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El segundo
- Usa + Upp + 20U
E(t)N2=< A1t ZBJF AB)(ﬁA+ﬁB)2
Uan+ Upp + 20 L
= ( AA IZB AB) (ni—}—QnAnB +n2B)
El tercero
] - A ST P N R na+n
5(t)<]z = (WA—WB"_UAAN_UAA—UBBN+UBB) (%)

A

na

= —(wa —wp+Upang+Usang —Usa —Uppna — Ugpnp + Ugp)

2

A

np

——(Wa —wp 4+ Upang + Upanig — Usa — Uppia — Ugpnp + Ugp).

2

Por 1ltimo, el cuarto término es

X(t>j3 = (UAA + UBB - 2UAB) l

= (Uaa + Upp — 2UaB)

Sustituyendo estos resultados en (8.15))

H :f(m i) + 5 (fa + i)
Uaa

+ T(A?“ + 2R 0p + ) +

Usp

(74 —47%3)2}

—QﬁAﬁB—FﬁQB
1 .
Uan . . Uss,. .
SA(HA—FTLB)—%(TLA—FTLB)
Uap

/flA ~ ~ A ~ A ~ A A ~ A ~ A
+ 7(00,4 —wp + Uaana +Uaanp — Usa — Uppnia — Uppnp + Upp)

A

n

Uaa . L
+ %(ni — 2na0ip + ) +

Agrupando términos

A na Np Na Np - A
H = =4 - = -
A ( 2 T2 T2 T ) s ( > *
5 - £2 s o 52
~ A B Ty nanp np
Uaa =24 B L A =B
+ AA< 5 9 + 1 + 5 1
- - 52 - ~2
~ A B Uy nanpg np
U = = 4
+ BB( 9 5 + 1 + 5 1
~ nyo. ny o Ny
+ Uas <7A+nAnB+TB_7A+nAnB_

B ~ ~ A ~ A ~ A A ~ A ~ A
- 7( 4 —wp +Usana+ Ugang —Uaa — Uppna — Uppng + Upg)

UB B

Uas

~

2

o
2

=Oatin + @pip + Usa(—ia 4+ 02) + +Upp(—hp + 1%) + Uap(204np)
—@aata + @pb'h — Ugaata + Usa(ata)® — Uppb'd + Upp(bh)® + 20 4patabh
=04 — Uan)afa+ (@p — Upp)b'b+ Usa(afa)? + Upp(bT0)? + Uypalabld.

(P + 2t + i) + =2 (A5 + 2 + i)

(DY — 2hahp +1%) — —=—= (D4 — 2nanp +N%).

/\2 A A
R faip
4 2
/\2 A A
n%  NaANp
1 2
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Este tltimo resultado es precisamente ({8.8)), por lo tanto, (8.8) y (8.15]) son equivalentes. Note-
mos que el Hamiltoniano original (8.1]) enreda los estados internos y de movimiento de los 4tomos,
lo cual es una fuente de decoherencia para la compresién del espin.

8.2. Eje torcido a partir de la interaccién atomo-campo
con desintonizacién grande.

En esta seccion, analizaremos el Hamiltoniano de un eje torcido de una coleccién de atomos de
dos niveles interactiando con un campo con desintonizacién grande; este tema ha sido desarrollado
en [47-51]. Consideremos un modelo ideal, una coleccién de N atomos de dos niveles situados en
una cavidad. El Hamiltoniano del sistema entero es

H=H,+ Hy, (8.20)
donde
Hy = wyJ, +wea'a (8.21)
y A A A
Hy=g(Jya+ J ab). (8.22)

Observemos que Hy describe la dindmica de los 4tomos y el campo libres, y H; es el término de
interaccién en la aproximaciéon de onda rotante. Los operadores de espin J;i describen el sistema
atémico; @, a' describe el campo en la cavidad y g es la constante de acoplamiento entre el dtomo
y el campo. Podemos ver del hamiltoniano que los &tomos interactiian con el campo de la cavidad,
sin que haya interaccion directa entre los &tomos. Sin embargo, bajo la condicién de desintonizacion
grande, es decir, cuando A = wy — w, es muy grande comparado con g, |A| > gV/'N, podemos
utilizar la transformacién de Froich-Nakajima para obtener el Hamiltoniano efectivo que describe
la interaccion no lineal dtomo-dtomo. La transformacién de Froich-Nakajima estd dada por [5]

Hy=eSHe", (8.23)
donde S es del mismo orden que el término de interaccion H; y esta dado por
g A A

S = Z(at}_ —aJy). (8.24)

Desarrollando la transformacién anterior hasta segundo orden en S, obtenemos

A N 1 ~ 4
Hs = Ho+ 5[Hr.5). (8.25)

Demostracién: El Hamiltoniano estd dado por ({8.20)). Desarrollamos (8.23|) usando el Lema de
Hadamard

A~ & A

Hg = S HeS
= €_S<[A{0 + f[;)eg

A ~ ~ ~ ~ A ~ ~ ~

= (Ho+ Hy) + [=8, Ho + Hi] + (=8, [=5, Ho + Hi]] + 55[=8, [=5, [=5, Ho + HiJ[] + -+
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Si consideramos hasta segundo orden de .S obtenemos

A

~ ~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ A ~
Hg = (Hy+ Hp) + -5, Hyo+ H;| + 5[—5, (=S, Hy+ Hl]. (8.26)
Calculamos los conmutadores involucrados

[ Ho, 8] = [wo. + we, (9/A) (@1 aJ )]

wWog 5 Weg
= —1n,a

Hy, 5] = 29 ([Jz,aT}J_ vafld,J ]) + “Zg ([ﬁ a')J_ + alln, j_])
_%g <[JZ, a) g, +alJ., L]) - ‘“Zg ([ﬁ, alJ, + aln, L])

A

Pero [, d] = —a, [, al] = af, [J_, J,] = —2J., vy [J., Jo] = £J., asi que

A~ A~ :wog _ATA wcg ATA _wogAA _wcg _AA

(0, 8] = 2 (=al T ) + DT - SHads) - (=)
Wy — We) . 2

_%ga(h‘

N A A N
o, 8| = = Zati — Zad,
A
= —g(a'J_+aJy)
= —H;.
Por lo tanto,
[Hy, 5] = —Hj. (8.27)

El otro conmutador involucrado es
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[j_ aJ+] = [J_af,a)J, +alJ_at, J,)
= (J_[a',a] + [J_,ala") ], +a(J_[a', J\] + [, Jy]al)
—J_Jy —2aJ.a.
Resulta obvio que
[j+d, dj+] - O7
[J_af,atJ_]=o.

Usando estos resultados, el conmutador se escribe como

[H,S] =9 (J,J_ +2atha+J J, +2alah

Para reducir esta expresion, usamos que aa’ = a'a + 1, llegando a

2
I ((JoJ +J_J,)+22ata+1).J.).

[Hl?S] = A

Obtenidos los conmutadores, desarrollamos (8.26])

H = Hy+ H; + [Ho + Hy, 8] %[_Sv[HOJrH“SH
= Ho+ Hy + [Hy, 8] + [H;, 8] + %[—Sa [Ho, S]] + %[_S’ i)
= Hy+ H, — H; + [H;, 8] + %[—SZ —H/] + %[—SZ A, 5]
:ﬁ0+[ﬁ1,5]—%[},ﬁ]—%[§> (A7, S]]
= fly+ 5 li15.8] ~ L[S, ]

Observemos que el tercer término es despreciable ya que contiene un factor proporcional a A~2,
por lo tanto

A N 1 ~ 4

Hg = Hy + §[H17 S,
que es lo que queriamos mostrar. Sustituyendo el resultado del conmutador [lf[ I S | que fue calculado
en el cuerpo de la demostracién anterior, obtenemos [5]

Hg = Hy —n[J? — (2ata +1).J.] (8.28)

donde n = ¢g*/A. Observemos que contiene un término de un eje torcido J3 2 y un término
de interaccién dispersiva proporc1onal a aTaJ
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8.3. Hamiltoniano de dos ejes torcidos.

A pesar de que la compresion del espin se puede producir efectivamente mediante el modelo de
un eje torcido, el angulo de compresién 6ptimo depende de dos factores:

1. El tamano del sistema.
2. Su evolucién en el tiempo.

Este problema puede ser resuelto si la torsion es realizada en favor y en contra de las manecillas
del reloj simultdneamente alrededor de dos ejes ortogonales en el plano normal a la direccién
principal del espin. El estado inicial es |J, —J) y la torsién se efectiia alrededor de dos ejes en las
direcciones 0 = /2 y ¢ = +m/4. Los operadores de espin se escriben como

Jrjamja = cos(m/4)J, +sin(n/4)J, = —=(Jo + Jy), (8.29)

Sl

imﬁﬂ4:aﬁwm¢a—gmmuﬁ;:j%(;—’@ (8.30)
El Hamiltoniano de dos ejes torcidos se escribe como |[1]
HTAT = X(jﬁ/zw/z; - j72r/2,77r/4)' (8.31)
Otra forma de escribir esta expresion es
Hrar = x(Jody + JyJ2). (8.32)

Sustituyendo en la expresién para Hrar obtenemos

Hrar = X(‘]z/QJr/él - Jg/z,—wm)
:%ﬁ+£@+@£+ﬁ—ﬁ+ﬁ@+@@—ﬁ)
= x(Judy + Iy ),
que es lo que queriamos demostrar. Es posible expresar 1) en términos de los operadores j+ y

J-,
Hrar = (T2 = J2). (8.33)
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Demostracion: Usando que

. T+
T 2 )
- Je -
Yoo

y sustituyendo en (8.31)),

que es la expresion deseada. Este Hamiltoniano es completamente andlogo al Hamiltoniano que se
usa para producir luz comprimida, y que crea y aniquila fotones en pares. Desafortunadamente, el
modelo de dos ejes torcidos solo puede resolverse analiticamente para N < 3. Hay dos principales
ventajas que tiene el modelo de dos ejes torcidos sobre el de un eje torcido

1. El angulo 6ptimo de compresién es invariante durante la evolucion. Como la direccién princi-
pal de espin para el Hamiltoniano de dos ejes torcidos es a lo largo del eje Z, el &ngulo 6ptimo
de compresion estd determinado por dos cantidades, (J7 — J7) y (JoJ, + J,Jz). Como

[ja:jy + jyjm I:[TAT] =0, (8.34)

(Jody + J,J.) es invariante durante la evolucién. Como el estado inicial es un estado cohe-
rente del espin, entonces (J,J, + J,J;) = 0. De esta forma, las direcciones de compresién
éptima son ¢ = 0, 7/2.

2. El grado de compresién es alto. Los parametros de compresion de espin son [5]

9 1

il 8.35
é-R X N’ ( )
2o~ (8.36)
S N? .
en el modelo de dos ejes torcidos. Por lo tanto, la fase de ruido se aproxima al limite de

Heisenberg.

8.4. Parametro de compresiéon de uno y dos ejes torcidos.

De acuerdo a [1], el pardmetro de compresién &% es diferente para el caso de uno y dos ejes
torcidos. Para el caso de un eje torcido
1
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Al tener dos ejes torcidos, el parametro de compresién es proporcional a

1

T (8.38)

2
§g x

La siguiente grafica muestra el comportamiento de &% para diferentes valores de N para un eje
torcido. Tipicamente en los experimentos se consideran entre 10 y 10° particulas [5].

=8
H
[
(=]
1
(=0
T

4 w1078 |
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2% 10° 4% 10% & 10° 8108 1x10°

Figura 8.1: Variacién del pardmetro &% para el caso de un eje torcido.

Observemos ahora la Grafica siguiente, la cual considera dos ejes torcidos.
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Figura 8.2: Variacién del pardmetro &% para dos ejes torcidos.

Al comparar estas graficas, el parametro de compresién asociado al Hamiltoniano de dos ejes
torcidos es menor que el de un eje torcido, lo cual nos habla de un mayor grado de compresion.



Conclusiones.

En este trabajo se revisaron los aspectos basicos que envuelven la compresion de espin y a su
vez, como funciona al aplicarlo al tema concreto de condensados de Bose-Einstein.

La compresion de espin surge como una analogia de la compresién bosénica de los fotones. Encon-
tramos que al aplicar un operador de rotacion a los estados de Dicke, los cuales son simplemente los
estados usuales de momento angular y eigenestados del operador J;, obtenemos los estados cohe-
rentes de espin o estados de Bloch. Estos estados y los operadores involucrados en su descripciéon
obedecen las propiedades que a continuacién se enlistan:

1. Son definidos por un operador de transformacién unitario actuando sobre el estado base.

2. Estos estados obedecen ecuaciones de eigenvalores.

3. Estos estados no son ortogonales y son sobrecompletos.

4. Se pueden construir relaciones de minima incertidumbre para operadores que no conmutan.

Como se pudo observar, las definiciones de parametro de compresion de espin son diferentes de
acuerdo a la aplicacion que se desee darles. Se encontré que algunos parametros de compresion de
espin, tales como &g, £y surgen de la idea de compresién bosénica, la cual se basa en el Princi-
pio de Incertidumbre de Heisenberg generalizado. Algunos surgieron de forma natural, tal como
sucedio en los experimentos que realizo Wineland en espectroscopia Ramsey, donde el parametro
de compresién es la razén de las fluctuaciones entre un estado general y un estado de ruido de
referencia. Por otra parte, algunos parametros de compresion fueron definidos para detectar enre-
damiento, por ejemplo &%/, el cual sirve como un criterio para el enredamiento multipartita, ya que
ha sido demostrado que si se cumple que &%, < 1, el estado es enredado. El pardmetro &%, surgi6 a
partir del estudio de los estado de Dicke y su utilidad radica en que si se cumple la condicién
&2 < 1, el estado es comprimido.

Mediante la definicién de Estado Coherente de Espin (CSS) y considerando que éste no es de
espin comprimido, identificamos si la definicién del pardametro de compresion propuesto era ade-
cuado.

Con el objetivo de aplicar la compresion de espin a condensados de Bose-Einstein, debiamos ase-
gurarnos de hacer una revision exhaustiva a éstos. Concluimos que:

1. Por arriba de la temperatura critica 7., las particulas se distribuyen entre los estados de
energia del sistema de acuerdo con la funcién de distribucion de Bose-Einstein dada por

(5:0).
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2. A la temperatura T, ocurre una transicién de fase y una fraccién sustancial del nimero total
de particulas se condensa en el estado E = 0.

3. Como las particulas no interactian, sélo poseen energia cinética, y el estado £ = 0 corres-
ponde a la velocidad cero. Las particulas en el estado de velocidad cero son responsables de
los fendmenos de bajas temperaturas asociados con la condensacion de Bose-Einstein, como
por ejemplo, la superfluidez.

4. La fraccién de particulas en el estado superfluido esta dado por (5.30)), y cuando la tempe-
ratura se aproxima al cero absoluto, la fraccién se eleva a la unidad.

Otro tema importante al cual debiamos prestarle atencion era al de la Segunda Cuantizacion. La
segunda cuantizacion es un método muy practico para tratar problemas cuanticos de muchos cuer-
pos, que nos permite cuantizar campos clasicos. Este formalismo es de vital importancia, ya que
nos permitié escribir el Hamiltoniano de muchos cuerpos que describe N particulas interactuando
con un potencial externo y un potencial de interaccion particula-particula, el cual corresponde al
Hamiltoniano de los condensados de Bose-Einstein. Este Hamiltoniano, en la descripcién de Hei-
senberg, nos condujo a la Ecuacion de Gross-Pitaevskii. Esta ecuacion gobierna los condensados
de Bose-Einstein en el régimen de bajas temperaturas.

Finalmente, se analizaron los Hamiltonianos de uno y dos ejes torcidos que permiten generar
estados de espin comprimido. El Hamiltoniano de un eje torcido es uno de los modelos mas im-
portantes estudiados para generar compresion de espin tanto tedrica como experimentalmente.

Si hablamos de mayor grado de compresién, éste lo obtenemos mediante el Hamiltoniano de dos
ejes torcidos comparado con el de un eje torcido. El Hamiltoniano de dos ejes torcidos tiene algunas
desventajas, como por ejemplo, no es de facil implementacién en los experimentos o los resultados
analiticos no estan disponibles para un sistema de tamano arbitrario.



Apendice A.- Calculo de la varianza y el
valor esperado del operador J; para un

CSS.

La varianza se define como
2

(AJa)? = (J2) = (Ja) -

Calculamos cada valor esperado de la expresién anterior. Recordemos que los operadores co-
lectivos de spin se definen de la siguiente forma

Basados en este definicién

Se cumple que

por lo que (J2) se escribe como

Debido al intercambio de simetria
1

Sy 1 R 9
(J2) = N+ NNV 1) (510
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Ahora calculamos

N N
=5 (6ia) = 5 (61a).

=1

l\DI»—t

Sustituyendo resultados en la definiciéon de varianza

whp =MD 6 (V)

4 4 2
N N? N . N?
=t @) g @) ()
= Z(l - <(A71a>2)
Por lo tanto
., N o
(AP = T (1= (610)")
Ahora consideremos un operador mas general Jz
1o 1
Ji=J n:§; i ﬁzéi;&m

= 2 (o) = o (o) = )

=1

[\Dlr—t

El vector 1y se expresa en coordenadas esféricas

(61) = [ (F1) | = | {(F1) |(sin O cos ¢, sin O sin ¢, cos ).

Luego

Por lo tanto,



Para las varianzas a lo largo de la direccién 77, perpendicular a la direccién principal de espin

A N
(A ) =70~ (010)?)
N oy -
= Z[l — ((31) - 711)?]
N . I
= [1=1(0) (7o - 711)?]
_N
=T
Por lo tanto N
(Ajﬁl)Q - Z

33
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Apéndice B: Calculo de los valores
esperados (J,) y las varianzas (AJ,)?
para a = z,y, 2.

Primero calcularemos los valores esperados. La siguiente expresion

. N
(e = 5| (@) Vo
fue demostrada en el Apéndice A, donde
(61) = | (d1) |70 = | (671) |(sin O cos ¢, sin @ sin ¢, cos 7).

Usando esta expresion, podemos hallar los valores esperados de los operadores jz, jy y J,.

(J,) = g (01) |(sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos §) - (1,0,0) = gsinecos b,
5 N oo o N .
(Jy) = 5} (71) |(sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos f) - (0,1,0) = 5 sin 6 sin ¢
y
5 N o o N
(J.) = ?\ (G1) |(sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos #) - (0,0,1) = - cos 6.

Por lo tanto

A N
(J.) = > sin 6 cos ¢,

5 N
(Jy) = b sin @ sin ¢

- N
(J.) = 5 cos 6.
Ahora deseamos calcular las varianzas usando la expresion ya demostrada

(AJa? = T~ | (@) - 7))

Entonces

(Aj,,;)2 [1— (&) |*((sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) - (1,0, 0))?]

[1 — (sin 6 cos ¢)?]

(1 — sin® 6 cos? ¢),

%IZ%IZ%IZ
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86APENDICE B: CALCULO DE LOS VALORES ESPERADOS (J,) Y LAS VARIANZAS (AJ,)* PARA o =

A N
(AJ,)? = Z[l — 1(&1) [*((sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos 6) - (0,1, 0))?]
N
= Z[l — (sin #sin ¢)?]
N
= Z(l — sin? fsin? @)
y
s N =\ 12( o 2
z) — 14— 1 ) ) AU Y,
(AJ,) 1 [1—1](&1)|°((sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos d) - (0,0,1))7]
N
= Z[l — cos? 6.
Usando la identidad trigonométrica sin? = 1 — cos? 6, obtenemos
A N
.)" = —sin“ 0.
(AJ,)? 1 20
Por lo tanto,
A N
(AJ,)? = Z(l — sin? 0 cos? ¢),
N N
(AJ,)? = Z(l — sin? § sin” )
y

- N
(AJ)? = T sin? 6.
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