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1. Introducción 

 
El desarrollo de la óptica plasmónica ha tenido un avance altamente significativo por las potenciales 

aplicaciones, por ejemplo, en el desarrollo de metamateriales, espectroscopia Raman sintonizable, 

pinzas plasmónicas e implementación de guías ópticas plasmónicas, así como el desarrollo de 

sensores plasmónicos [1].  

En el presente trabajo de tesis se establecen los fundamentos de la óptica plasmónica y dado su 

carácter vectorial se muestra que es posible establecer un modelo de polarización, el cual se puede 

completar con procesos de coherencia generando campos plasmonicos parcialmente coherentes y 

polarizados, el estudio se analiza a través de la propagación de correlaciones entre las funciones 

vectoriales del campo eléctrico. De esta forma, se establece una analogía entre óptica para ondas 

homogéneas con el estudio de los campos plasmónicos.  

Una propiedad fundamental en plasmones parcialmente polarizados es que su análisis se genera 

mediante la proyección del campo eléctrico sobre tres planos mutuamente perpendiculares, lo cual 

permite establecer un conjunto de parámetros de Stokes asociados a cada plano, este enfoque 

permite describir efectos de polarización en partículas dieléctricas cuya estructura es similar a la de 

medios anisotrópicos.  Para la descripción de los efectos de polarización parcial plasmónica se 

establece una analogía con los modelos de polarización para campos electromagnéticos 

propagándose en el espacio libre. Se encuentra la representación de los parámetros de Stokes para 

campos plasmónicos completamente coherentes y se extienden para campos interferidos 

parcialmente coherentes y polarizados. Dichas representaciones permiten establecer los 

fundamentos de la teoría de coherencia plasmónica por medio de la matriz de coherencia en donde 

cada término de dichas matrices son las correlaciones de los campos eléctricos constituyentes.  

Para la descripción de las correlaciones plasmónicas se utiliza el modelo del espectro angular, con 

lo cual se prueba que las correlaciones se propagan como una onda. Un tópico de gran interés es la 

posibilidad de síntesis de las singularidades de polarización plasmónica, el cual ofrece aplicaciones 

para el desarrollo de pinzas plasmónicas. Las singularidades se generan por el hecho de que las 

correlaciones en amplitud de un campo plasmónico se propagan como una onda. Las singularidades 

se pueden encontrar desde la función de fase cuyo estudio tiene como soporte teórico el método 

de fase estacionaria.  

El estudio de las singularidades ópticas es relevante debido a que pueden ser implementadas para 

generar interacciones de tipo cúspide o Pearcey mostrando que las regiones singulares actúan como 

fuentes para la generación de franjas de interferencia, además entre los puntos cúspides existe una 

interacción que produce un canal de Irradiancia. Este análisis se extiende a la interacción de regiones 

singulares tipo Pearcey aplicado a campos plasmónicos lo cual permite hacer una analogía con el 

efecto fotoeléctrico. Por otra parte, se estudia la resonancia de partículas inmersas en distribuciones 

de huecos aleatorios para generar efectos de percolación y localización. Como un modelo 

alternativo de interacción plasmónica se propone un análisis de arreglos de partículas pasando de 

un plasmón tipo partícula hacia la propagación de un plasmón superficial cuando dos o más 

partículas interactúan. 
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1.1 Objetivo 

El objetivo de este trabajo de tesis es dar una descripción de los efectos de polarización utilizando 

como estructura prototipo los campos plasmónicos interferidos, además, dar una descripción de la 

teoría de coherencia parcial para estos campos. También analizar las regiones singulares de los 

campos plasmónicos, en particular, las de tipo cúspide. Este análisis se utiliza para describir la 

interacción de regiones cúspide de tipo Pearcey. De esta manera realizar una analogía con el efecto 

fotoeléctrico. Se quiere mostrar cómo interactúan partículas inmersas en cúmulos de huecos y la 

generación de plasmones superficiales curvos y de largo recorrido. 

1.2 Estructura de la tesis 

Para cumplir con el objetivo anteriormente descrito, la estructura de la tesis es la siguiente. En el 

capítulo 2 se establecen los conceptos fundamentales de un plasmón superficial. 

En el capítulo 3 se describe la amplitud plasmónica generada por la interferencia entre dos modos 

plasmónicos y se establece una analogía con la teoría clásica de polarización. De esta forma, se 

identifican los parámetros susceptibles de ser controlados para implementar los procesos de 

polarización parcial plasmónica. Mediante la proyección del campo eléctrico sobre tres planos 

mutuamente perpendiculares se establece un conjunto de parámetros de Stokes, los cuales llevan 

la información de los efectos de coherencia parcial, los cuales se ven reflejados en las trayectorias 

de polarización. El modelo incluye los casos de campos plasmónicos totalmente coherentes y otro 

conjunto de parámetros de Stokes para campos plasmónicos parcialmente polarizados y 

coherentes. 

En el capítulo 4 se analizan la interacción de regiones singulares de tipo cúspides o Pearcey, 

posteriormente se implementa a las regiones singulares plasmónicas a partir del modelo de 

Huygens-Fresnel y de la función de catástrofe. 

En el capítulo 5 se hace un modelo acerca del efecto fotoeléctrico plasmónico. Se estudian efectos 

resonantes y percolación de cúmulos de partículas inmersas en arreglos de huecos aleatorios. 

Finalmente se hace un análisis de la generación de plasmones superficiales curvos. 

En el capítulo 6 se enuncian las conclusiones generales y se bosqueja el trabajo futuro.  
 

2. Conceptos de Óptica Plasmónica. 

 
En este capítulo se establecen los fundamentos de la óptica plasmónica haciendo énfasis en la 

descripción de un modo plasmónico y se utiliza para establecer el modelo del espectro angular 

plasmónico. Se describen los conceptos de polarización y de la teoría de coherencia parcial, además, 

se encuentra la estructura de la matriz de coherencia. Finalmente se describen los conceptos de 

singularidades ópticas. 

 

2.1 Modos Plasmónicos elementales 
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En esta sección se presenta una descripción general de qué es un plasmón superficial los cuales se 

utilizarán posteriormente para el estudio de polarización plasmónica. Estamos interesados en la 

descripción de ondas propagándose sobre una superficie metálica utilizando como medio de 

transporte los electrones libres los cuales se interpretan como un “mar” de electrones que 

corresponde a un plasma. La onda generada se conoce como un plasmón superficial [2].  

El estudio de los plasmones superficiales se puede obtener desde las ecuaciones de Maxwell, lo cual 

es el punto de vista que se sigue en este trabajo de tesis. Los plasmones son importantes para 

describir las propiedades ópticas de los metales. Los plasmones de superficie son ondas no 

homogéneas cuya propagación está confinada a la superficie metálica [3], esto es, ocurren en la 

interfaz entre un dieléctrico y un metal.  

Permiten explicar las anomalías en la difracción de una red de difracción metálica (Anomalía de 

Wood) y también son útiles en la espectroscopia Raman de superficie, entre otras aplicaciones. La 

resonancia de plasmones superficiales es utilizada en bioquímica [2].  

Muchas investigaciones se han centrado en el rango de las microondas porque es posible diseñar 

mecánicamente superficies materiales con patrones del orden de algunos pocos centímetros que 

son útiles para estas longitudes de ondas. En cambio, crear plasmones superficiales en el rango 

óptico implica producir superficies con geometrías menores a los 400𝑛𝑚.  

Como se mencionó anteriormente los plasmones se propagan en la interface entre dos medios 

distintos, uno es un dieléctrico con una permitividad 휀1 y el otro es un metal con permitividad 휀2 , 

como se muestra en la Fig.2.1. Se desea una onda en una interface metal-dieléctrico con dirección 

de propagación 𝑧 y un coeficiente de atenuación 𝛼 en la dirección 𝑥. 

 

Fig.2.1: Esquema de dos campos propagándose en dirección �̂�, uno propagándose en un dieléctrico con permitividad 휀1, 

mientras que el otro en un metal con permitividad 휀2.  

Los dos campos electromagnéticos en cada medio se modelan como [2]: 

 

�⃗� 1(𝑥, 𝑧) = exp{𝑖𝛽1𝑧} exp{−𝛼1𝑥} (𝑎1𝑖̂ + 𝑏1�̂�)                                       (2.1) 

 

�⃗� 2(𝑥, 𝑧) = exp{𝑖𝛽2𝑧} exp{−𝛼2𝑥} (𝑎2�̂� + 𝑏2�̂�) ;                                    (2.2) 

 

la estructura anterior satisface la ecuación de Helmholtz . 

∇2�⃗� 1 + 𝑘1
2�⃗� 1 = 0 

∇2�⃗� 2 + 𝑘2
2�⃗� 2 = 0 

 

http://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaciones_de_Maxwell
http://es.wikipedia.org/wiki/Diel%C3%A9ctrico
http://es.wikipedia.org/wiki/Red_de_difracci%C3%B3n
http://es.wikipedia.org/wiki/Robert_W._Wood
http://es.wikipedia.org/wiki/Espectroscopia_Raman
http://es.wikipedia.org/wiki/Resonancia_de_plasmones
http://es.wikipedia.org/wiki/Bioqu%C3%ADmica
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En donde, 𝛽1 es el término que describe la propagación del campo en el dieléctrico y 𝛽2 es el término 

que describe la propagación del campo en el metal,  𝛼𝑖 es el factor de decaimiento, 𝑎𝑖 𝑦 𝑏𝑖 son las 

amplitudes de los campos en las componentes en las direcciones 𝑖 ̂ y �̂� respectivamente. �⃗� 1 y �⃗� 2 

están relacionados por las condiciones de frontera entre el dieléctrico y el metal [2].  

 

El problema consiste en relacionar 𝛽𝑖, 𝛼𝑖, 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ; 𝑖 = 1,2, con las propiedades del medio. Usando las 

condiciones de frontera tenemos que [4]: 

 

𝐸1𝑇 = 𝐸2𝑇  ;     en 𝑥 = 0 y 𝑧 arbitrario, 

 

entonces: 

 

      𝑏1 = 𝑏2 .                                                                  (2.2a) 

 

De la condición de frontera para las componentes normales tenemos que: 

 

휀1𝐸1𝑁 = 휀2𝐸2𝑁  ,                                                          (2.2b) 

 

 

de donde: 

 

     휀1𝑎1 = 휀2𝑎2  ,                                                          (2.1.2c) 

 

 

por lo tanto: 

  𝑎2 =
𝜀1

𝜀2
𝑎1.                                                        (2.2d) 

 

La relación (2.2d) nos dice que las componentes normales de los campos están relacionadas debido 

a que estamos estudiando una interface dieléctrico-metal y es natural que sus amplitudes en la 

dirección normal se mantengan solo que estando una de ellas escalada por las permitividades de 

los campos.    

 

De las condiciones de frontera y de condición de amarre de fase [2], los términos que describen la 

propagación de los campos tanto en el dieléctrico como en el metal,  𝛽1 y 𝛽2 respectivamente, son 

iguales en la interface, de lo contrario un campo se atrasaría respecto del otro, es decir, llevan la 

misma velocidad. 

Ahora bien, la onda superficial en cada medio toma la forma: 

 

�⃗� 1(𝑥, 𝑧) = exp{𝑖𝛽𝑧} exp{−𝛼1𝑥} (𝑎𝑖̂ + 𝑏�̂�)                                           (2.3) 
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�⃗� 2(𝑥, 𝑧) = exp{𝑖𝛽𝑧} exp{−𝛼2𝑥} (
𝜀1

𝜀2
𝑎𝑖̂ + 𝑏�̂�).                                    (2.4) 

 

Supongamos medios libres de carga, entonces se cumplen las siguientes relaciones: 

 

∇ ∙ �⃗� 1 = 0     𝑦     ∇ ∙ �⃗� 2 = 0;                                                           (2.5) 

 

entonces tenemos que: 

 

(−𝑎𝛼1 + 𝑖𝑏𝛽)exp{−𝛼1𝑥} exp{𝑖𝛽𝑧} = 0  ,                                       (2.6) 

 

(−𝑎𝛼2
𝜀1

𝜀2
+ 𝑖𝑏𝛽)exp{−𝛼2𝑥} exp{𝑖𝛽𝑧} = 0  ,                                       (2.7) 

 

de las ecuaciones (2.6,2.7) encontramos que: 

 

𝛼2 =
𝜀2

𝜀1
𝛼1   ,                                                                 (2.8) 

 

usando la ecuación (2.8) en la ecuación (2.4) encontramos que el campo �⃗� 2 se escribe de la siguiente 

forma: 

 

�⃗� 2(𝑥, 𝑧) = exp{𝑖𝛽𝑧} exp {−
𝜀2

𝜀1
𝛼𝑥}  (

𝜀1

𝜀2
𝑎𝑖̂ + 𝑏�̂�).                                         (2.9) 

  

Sustituyendo las ecuaciones (2.3) y (2.9) en la ecuación de Helmholtz y haciendo primero el análisis 

para la componente en dirección  𝑖 ̂se obtienen las siguientes expresiones: 

 

𝜕2�⃗� 1

𝜕𝑥2
+
𝜕2�⃗� 1

𝜕𝑧2
+ 𝑘1

2�⃗� 1 = 0 ,     𝑘1
2 = 𝑘0

2휀1                                          (2.10) 

 

          
𝜕2�⃗� 2

𝜕𝑥2
+
𝜕2�⃗� 2

𝜕𝑧2
+ 𝑘2

2�⃗� 2 = 0 ,     𝑘2
2 = 𝑘0

2휀2                                          (2.11) 

 

entonces:  

 

              𝛼2 − 𝛽2 + 𝑘0
2휀1 = 0      y      𝛼2

𝜀2

𝜀1
−
𝜀1

𝜀2
𝛽2 + 𝑘0

2휀2 = 0                      (2.12) 

 

Para la componente en dirección �̂� del campo �⃗� 2 tenemos que: 

 
𝜀2
2

𝜀1
2 𝛼

2 − 𝛽2 + 𝑘0
2휀2 = 0 ,                                                         (2.13) 
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Sustituyendo la primera ecuación de las ecuaciones (2.12) en la (2.13) podremos obtener el 

resultado deseado. 

 

𝜀2
2

𝜀1
2 (𝛽

2 − 𝑘0
2휀1) − 𝛽

2 + 𝑘0
2휀2 = 0  ,                                             (2.14) 

 

 

entonces: 

 

    𝛽2 (
𝜀2
2

𝜀1
2 − 1) + 𝑘0

2 (휀2 −
𝜀2
2

𝜀1
) = 0                                                 (2.15) 

 

de aquí que: 

 

    𝛽2 =
𝑘0
2(
𝜀2
2

𝜀1
−𝜀2)

(
𝜀2
2

𝜀1
2−1)

 ,                                                                    (2.16) 

 

haciendo el álgebra correspondiente con la ecuación (2.16) el resultado queda como: 

 

𝛽2 = (
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)𝑘0

2    con  𝑘0 =
𝜔

𝑐
                                                    (2.17) 

 

 

por lo tanto: 

 

  𝛽 = 𝑘0 (
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)
1/2
=
𝜔

𝑐
(
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)
1/2
 .                                           (2.18) 

 

La ecuación (2.18) es la relación de dispersión la cual es continua sobre la interface ya que de no 

serlo los campos tendrían entre ellos un retraso [2].   

Supongamos que 휀1 > 0, para metales tenemos que 휀2 = 𝜉 + 𝑖𝜂 y si 𝜉 < 0 y | 𝜉| > 휀1 la onda 

resultante adquiere la forma de una onda plasmónica. Se tiene entonces que 𝛽 es un número 

complejo dadas las propiedades de los materiales. 

 

Se cumple que |(
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)
1/2
| > 1 entonces |𝛽| >

𝑤

𝑐
= 𝑘0  , 𝑘0  =

2𝜋

𝜆0
  entonces 𝛽 > 𝑘0   . 

 

De lo anteriormente expuesto se tiene que el plasmón es una onda no radiativa y por lo tanto el 

proceso inverso de una onda con vector de onda 𝑘0 incidiendo sobre una superficie metálica plana 

no puede excitar al plasmón. Una consecuencia de que la relación de dispersión sea compleja, es 

que la distancia de propagación en medios semi-infinitos es corta, aproximadamente 10 𝜇𝑚, lo cual 

es una limitante para la implementación de la óptica plasmónica. Este último punto se puede 

resolver utilizando películas delgadas de espesor del orden de 20 − 100 𝑛𝑚. 
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3. Propiedades estructurales de Campos Plasmonicos 
 
Polarización es el análisis de las componentes escalares del campo eléctrico como función de 

amplitudes y fases relativas, esto sobre un plano perpendicular a la dirección de propagación. Esta 

es una característica que presentan las ondas vectoriales [1,6].  

 
3.1 Polarización para campos plasmónicos 

 

Los plasmones superficiales elementales (Sp) son ondas no homogéneas generadas por oscilaciones 

coherentes de electrones libres de los metales [2,3]. Una propiedad genérica que presentan los 

campos vectoriales es la polarización, ésta es el análisis de las componentes escalares del campo 

eléctrico como función de la amplitud y la fase relativa en un plano perpendicular a la dirección de 

propagación [3,4,5].  

 

Para describir sus propiedades físicas es necesaria una representación vectorial, como 

consecuencia, las propiedades de polarización son introducidas en una manera similar a las de ondas 

propagándose en el espacio libre. Sin embargo, se deben notar algunas diferencias físicas, una de 

ellas es que la trayectoria del campo eléctrico comparte el mismo plano con el vector de Poynting.  

 

Además, cada componente del campo eléctrico del Sp está ligada con las ecuaciones de Maxwell, 

esto significa que no se pueden introducir o manipular términos de fase sobre cada componente, 

es decir, para los Sp los parámetros de polarización están mezclados y la trayectoria no puede ser 

modificada en el sentido de que no se distingue un parámetro que nos ayude a controlar la 

polarización del plasmón superficial.  

 

3.2 Descripción de la polarización 

 

En el capítulo anterior hemos descrito a los plasmones elementales, sin embargo, para describir la 

polarización plasmónica es necesario tener una expresión alterna que nos ayude a entender la idea 

de la polarización de los plasmones. 

 

De manera análoga al tratamiento clásico de polarización en los campos electromagnéticos más 

comunes, partiremos de la superposición de dos plasmones superficiales elementales [2], uno en el 

plano 𝑥 − 𝑧 cuya dirección de propagación es la dirección 𝑧 y otro al cual se le hace una rotación 

alrededor del eje 𝑥, lo que nos dará dos plasmones superficiales rotados un ángulo 𝜃.  

 

Las oscilaciones de los electrones libres son generadas en una interface que conecta dos medios, las 

expresiones para el campo eléctrico en cada medio asociado al Sp y suponiendo que se propaga a 

lo largo de la dirección 𝑧 se escribe como: 
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𝐸1⃗⃗⃗⃗ = (𝑎�̂� +
𝑎𝛼1
𝑖𝛽
�̂�) exp{𝑖(𝛽𝑧 −𝑤𝑡)} 𝑒𝑥𝑝{−𝛼1𝑥}      𝑥 ≥ 0;                                 (3.1) 

 

�⃗� 2 = (
𝜀1

𝜀2
𝑎𝑖̂ −

𝜀1𝑎𝛼2

𝜀2𝑖𝛽
�̂�) exp{𝑖(𝛽𝑧 − 𝑤𝑡)} 𝑒𝑥𝑝{+𝛼2𝑥}    𝑥 < 0 ,                    (3.2) 

 

En esta representación 휀1,2 son la constante dieléctrica de cada medio, 𝑎 es una constante que 

describe la amplitud del Sp, 𝛽 es la relación de dispersión y 𝛼1,2 son los parámetros que nos 

indican cómo se va a atenuar el plasmón superficial. Debemos obtener una expresión alterna 

de la ecuación (3.1) debido a que 𝛽 = 𝑐 + 𝑖𝑑. 

 

Entonces: 

1

𝛽
=

1

𝑐+𝑖𝑑
=

𝑐−𝑖𝑑

𝑐2+𝑑2
=

𝑐

𝑐2+𝑑2
−

𝑖𝑑

𝑐2+𝑑2
                                        (3.3) 

 

Sustituyendo la ecuación (3.3) en la ecuación (3.1) tenemos lo siguiente: 

 

𝐸1⃗⃗⃗⃗ = (𝑎�̂�+ �̂�𝑎𝛼 (
𝑖𝑐

𝑐2+𝑑2
+

𝑑

𝑐2+𝑑2
)) exp {−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)𝑧}exp {(𝑖𝑅𝑒𝛽)𝑧}           

 

                          = 𝑎�̂� + �̂�𝑎𝛼 (
𝑖𝑅𝑒𝛽

|𝛽|2
+
𝐼𝑚𝛽

|𝛽|2
) exp {−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)𝑧}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)𝑧} 

 

                          = (𝑎�̂� + �̂�
𝑎𝛼

|𝛽|2
(𝑖𝑅𝑒𝛽 + 𝐼𝑚𝛽)) exp {−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)𝑧}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)𝑧} 

 

= 𝑎 (�̂�+ �̂�(𝜉 + 𝑖𝜂)) exp {−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)𝑧}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)𝑧} ,                            (3.4) 

 

donde 𝜉 =
𝑎𝛼

|𝛽|2
𝐼𝑚𝛽 ,  𝜂 =

𝑎𝛼

|𝛽|2
𝑅𝑒𝛽 . 

 

La ecuación (3.4) es la expresión para el campo sin haberle realizado la rotación, el campo rotado 

queda como sigue: 

 

                   𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑎[(𝑖̂ + (�̂� cos 𝜃 + 𝑗̂ sin 𝜃)(𝜉 + 𝑖𝜂)) exp{−𝛼𝑥} 

 

×  exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃)}]  

 

                 = 𝑎exp{−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos𝜃 + 𝑦 sin𝜃)} 
 

× (𝑖̂ + 𝑗̂ sin𝜃 (𝜉 + 𝑖𝜂) + �̂� cos𝜃(𝜉 + 𝑖𝜂))                                                             (3.5) 

 

El campo rotado a un ángulo – 𝜃 es: 
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𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑎exp{−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃 − 𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)} 
 

× (𝑖̂ − 𝑗̂ sin𝜃 (𝜉 + 𝑖𝜂) + �̂� cos𝜃(𝜉 + 𝑖𝜂))                                                                (3.6) 

 

Estamos ahora interesados por la suma entre los plasmones dados por las ecuaciones (3.5) y (3.6), 

lo cual lo hacemos por componentes indicadas en los subíndices de cada suma: 

 

(𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = 𝑖[̂𝑎exp
{−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃 − 𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)} 

 

                             + 𝑎exp{−αx}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos𝜃 + 𝑦 sin𝜃)}]     

 

                            = 𝑖̂𝑎exp{−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

                             × [exp {(𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin𝜃)}exp {−𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin 𝜃)} 

 

+ exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin𝜃)}].                                                 (3.7)                                                                      

 

Si en la ecuación (3.7) usamos la aproximación paraxial, el término que contiene a la parte 

imaginaria de 𝛽 se vuelve muy pequeño en comparación con la parte real, por lo tanto tenemos: 

 

(𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = 2𝑖�̂�exp
{−𝛼𝑥}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

×  exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} cos[(𝑅𝑒𝛽)𝑦 sin𝜃]                     (3.8)  

 

Ahora bien, la componente 𝑗̂ esta dada por: 

 

         (𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = 𝑗̂𝑎exp
{−𝛼𝑥}[(𝜉 + 𝑖𝜂) sin𝜃 exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin𝜃)} 

 

×  exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos𝜃 + 𝑦 sin𝜃)} − (𝜉 + 𝑖𝜂) sin 𝜃 exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos𝜃 − 𝑦 sin𝜃)} 

 

            ×  exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos𝜃 − 𝑦 sin𝜃)}] 

 

                                  = 𝑗̂𝑎exp{−𝛼𝑥}(𝜉 + 𝑖𝜂) sin 𝜃 exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃)}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

                                 ×  [exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin 𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin 𝜃)} 

 

                            −exp {(𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin 𝜃)}exp {−𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin𝜃)}].                                              (3.9)                                                              

 

Aplicando la misma aproximación que la de la ecuación (3.7) a la ecuación (3.9) obtenemos el 

siguiente resultado: 
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(𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = 2𝑖𝑗̂𝑎exp
{−𝛼𝑥}(𝜉 + 𝑖𝜂) sin𝜃 exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

×  exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} sin[(𝑅𝑒𝛽)𝑦 sin 𝜃]                           (3.10) 

 

La componente �̂� esta dada por: 

 

(𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = �̂�𝑎exp
{−𝛼𝑥}(𝜉 + 𝑖𝜂) cos 𝜃 exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos𝜃)}exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

                                   × [exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin 𝜃)}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin 𝜃)}  

 

+exp {(𝐼𝑚𝛽)(𝑦 sin𝜃)}exp {−𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑦 sin𝜃)}]  .                                       (3.11) 

 

Aplicando la aproximación paraxial: 

 

(𝐸1𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸2𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )�̂� = 2�̂�𝑎exp
{−𝛼𝑥}(𝜉 + 𝑖𝜂) cos 𝜃 exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} 

 

×  exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)} cos[(𝑅𝑒𝛽)𝑦 sin𝜃]  .                        (3.12) 

 

Sobre las ecuaciones (3.12) y (3.10) introducimos una nueva notación como sigue: 

 

(𝜉 + 𝑖𝜂) = √𝜉2 + 𝜂2 exp {𝑖 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝜂

𝜉
)} = 𝑊exp{𝑖𝛿𝑧} 

(3.13) 

𝑖(𝜉 + 𝑖𝜂) = 𝑊exp{𝑖𝛿𝑦} 

 

Sustituyendo las ecuaciones (3.13) en (3.12) y (3.10) tenemos entonces la expresión completa para 

la suma de los campos expresado en forma matricial como: 

 

                          𝐸𝑇⃗⃗ ⃗⃗  = (

𝐸𝑥
𝐸𝑦
𝐸𝑧

) = 2𝑎exp{−𝛼𝑥}exp {𝑖(𝑅𝑒𝛽)(𝑧 cos𝜃)} 

 

×  exp {(−𝐼𝑚𝛽)(𝑧 cos 𝜃)}(

cosΩ
𝑊 sin 𝜃 sinΩ exp {𝑖𝛿𝑦}

𝑊 cos 𝜃 cosΩ exp {𝑖𝛿𝑧}
)     ,              (3.14) 

 

dónde Ω = Ω(𝑦, 𝜃) = (𝑅𝑒𝛽)𝑦 sin𝜃. Cabe notar que cuando 𝜃 = 0 se recupera la estructura original 

(3.4). 
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La expresión (3.14) determina la distribución de amplitud del campo plasmónico, así mismo con la 

ecuación (3.14) se quiere describir la trayectoria del campo. Para esto se definirán elipses de 

polarización para los planos 𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑧, 𝑦 − 𝑧 y sus respectivos parámetros de Stokes. 

 

3.3 Parámetros de Stokes 

 

Usando la ecuación (3.14) proponemos escribir el vector de Jones como: 

 

𝐽 = (

𝐽𝑥
𝐽𝑦
𝐽𝑧

) = (

cosΩ
𝑊 sin𝜃 sinΩ exp {𝑖𝛿𝑦}

𝑊 cos 𝜃 cosΩ exp {𝑖𝛿𝑧}
) .                                           (3.15) 

 

Analizando la proyección del vector de Jones sobre cada plano y siguiendo el tratamiento clásico de 

polarización [4], definimos tres trayectorias para el campo eléctrico en cada plano, los parámetros 

de Stokes son rápidamente identificados. 

 

1) En el plano (𝑥 − 𝑦), la trayectoria del campo eléctrico es: 

 

(
𝐸𝑥

cosΩ
)
2

+ (
𝐸𝑦

𝑊sin𝜃 sinΩ
)
2

− (
2𝐸𝑥𝐸𝑦

𝑊cosΩsin𝜃 sinΩ
) cos 𝛿𝑦 = (sin 𝛿𝑦)

2  ,           (3.16) 

 

y los correspondientes parámetros de Stokes son: 

 

𝑆0𝑥𝑦 = (cosΩ)
2 +𝑊2(sin 𝜃)2(sinΩ)2                                       (3.17) 

 

𝑆1𝑥𝑦 = (cosΩ)
2 −𝑊2(sin 𝜃)2(sinΩ)2                                       (3.18) 

 

𝑆2𝑥𝑦 = 2𝑊 cosΩ sin 𝜃 sinΩ cos 𝛿𝑦                                               (3.19) 

 

𝑆3𝑥𝑦 = 2𝑊 cosΩ sin 𝜃 sinΩ sin𝛿𝑦   .                                            (3.20) 

 

Se debe notar que los parámetros de Stokes son dependientes de la coordenada 𝑦. El caso más 

simple puede ser identificado cuando 𝑦 = 0 , entonces, los valores de los parámetros de Stokes son: 

 

(𝑆0𝑥𝑦  𝑆1𝑥𝑦  𝑆2𝑥𝑦  𝑆3𝑥𝑦)𝑦=0 = (1 1 0 0)  .                              (3.21) 

 

Esto significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarización lineal, siendo el 

campo eléctrico perpendicular al plano (𝑦 − 𝑧). 

 

2) En el plano (𝑥 − 𝑧), la trayectoria es: 
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(
𝐸𝑥

cosΩ
)
2

+ (
𝐸𝑧

𝑊cos𝜃 cosΩ
)
2

− (
2𝐸𝑥𝐸𝑧

𝑊cos𝜃(cosΩ)2
) cos 𝛿𝑧 = (sin 𝛿𝑧)

2 ,           (3.22) 

 

 

los parámetros de Stokes están dados por: 

 

𝑆0𝑥𝑧 = (cosΩ)
2 +𝑊2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                                     (3.23) 

 

𝑆1𝑥𝑧 = (cosΩ)
2 −𝑊2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                                   (3.24) 

 

𝑆2𝑥𝑧 = 2𝑊(cosΩ)
2 cos𝜃 cos 𝛿𝑧                                                (3.25) 

 

𝑆3𝑥𝑧 = 2𝑊(cosΩ)
2 cos𝜃 sin𝛿𝑧 .                                              (3.26) 

 

En 𝑦 = 0, los valores de los parámetros de Stokes son: 

 

(𝑆0𝑥𝑧  𝑆1𝑥𝑧  𝑆2𝑥𝑧  𝑆3𝑥𝑧)𝑦=0 = 

 

(1 +𝑊2(cos 𝜃)2 1 −𝑊2(cos 𝜃)2 2𝑊 cos 𝜃 cos 𝛿𝑧 2𝑊 cos 𝜃 cos 𝛿𝑧)   .     (3.27) 

 

Lo cual significa que el orden cero de las franjas de interferencia tiene polarización elíptica [4,8]. 

 

3) En el plano (𝑦 − 𝑧), la trayectoria es: 

 

(
𝐸𝑦

𝑊sin𝜃 sinΩ
)
2

+ (
𝐸𝑧

𝑊cos𝜃 cosΩ
)
2

− (
2𝐸𝑦𝐸𝑧

𝑊2 sin𝜃 sinΩcos𝜃 cosΩ
) cos 𝛿𝑧 = (sin 𝛿𝑧)

2, (3.28)            

 

los parámetros de Stokes son: 

     

𝑆0𝑦𝑧 = 𝑊
2(sin 𝜃)2(sinΩ)2 +𝑊2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                           (3.29) 

 

𝑆1𝑦𝑧 = 𝑊
2(sin 𝜃)2(sinΩ)2 −𝑊2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                          (3.30) 

 

𝑆2𝑦𝑧 = 2𝑊
2 sin 𝜃 sinΩ cos 𝜃 cosΩ cos𝛿𝑧                                             (3.31) 

 

𝑆3𝑦𝑧 = 2𝑊
2 sin 𝜃 sinΩ cos 𝜃 cosΩ sin 𝛿𝑧 .                                        (3.32) 

 

En 𝑦 = 0, los parámetros son:  

 

(𝑆0𝑦𝑧  𝑆1𝑦𝑧  𝑆2𝑦𝑧  𝑆3𝑦𝑧)𝑦=0 = (𝑊
2(cos 𝜃)2 −𝑊2(cos 𝜃)2 0 0) .     (3.33)  
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Esto significa que el campo eléctrico tiene polarización lineal a lo largo de la coordenada 𝑧. En el  

apéndice B se muestra que cada conjunto de parámetros de Stokes satisface la relación: 

 

𝑆0
2 = 𝑆1

2 + 𝑆2
2 + 𝑆3

2 ,                                                       (3.34) 

  

que se satisface para campos plasmónicos completamente coherentes y polarizados.  

 

Finalmente remarcamos que cada conjunto de parámetros de Stokes depende de los parámetros 

(𝑦, 𝜃) [7]. Como una conclusión parcial, tenemos que  un plasmón superficial elemental tiene fija su 

polarización, sin embargo, la interferencia entre dos de ellos presenta propiedades similares a los 

campos ópticos polarizables clásicos. El estado de polarización es descrito proyectando el campo 

eléctrico sobre tres planos mutuamente perpendiculares.   

 

3.4 Plasmones superficiales parcialmente polarizados 

 

El conjunto de parámetros de Stokes para haces interferidos son dependientes de los parámetros 

(𝑦, 𝜃). El campo plasmónico proyectado sobre cada plano tiene asociado una familia de esferas de 

Poincare, ya que los parámetros de Stokes son dependientes de los parámetros (𝑦, 𝜃).  

 

De esta representación es posible incorporar efectos de polarización parcial que están implícitos en 

la matriz de coherencia asociada a cada plano. La estructura de la matriz de coherencia en términos 

de los parámetros de Stokes es [8]: 

 

𝐽 = (
〈
𝑆0+𝑆1

2
〉 〈

𝑆2+𝑖𝑆3

2
〉

〈
𝑆2−𝑖𝑆3

2
〉 〈

𝑆0−𝑆1

2
〉
) ,                                                     (3.4.1) 

 

donde los paréntesis triangulares representan el valor medio. Este se obtiene usando la relación 

siguiente: 

 

〈𝑆𝑖〉 = ∫𝑆𝑖(𝑦, 𝜃)𝜌(𝜃)𝑑𝜃 = 𝑀𝑖(𝑦) ; 𝑖 = 1,2,3 ,                                  (3.4.2) 

 

con 𝜌(𝜃) la función de densidad de probabilidad.  

 

Para el experimento, proponemos usar una película delgada de oro que contiene dos aberturas 

[9,10] depositado en un material elástico, aplicando una fuerza aleatoria paralela al eje que conecta 

las aberturas controlamos la separación relativa entre ellas generando el ensamble de Spc. El 

sistema óptico para generar la interferencia se muestra en la Fig. 3.1, donde la gota de aceite, de 

índice de refracción 𝑛 = 2.1 actúa como una lente generando la suma entre dos Sp [11]. 
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Fig. 3.1. Sistema experimental propuesto para generar la convergencia incoherente de Spc. El ancho de la película delgada 

de oro es de 40 𝑛𝑚 puesta sobre un material elástico. La posición relativa entre las aberturas está en el intervalo de 5 −

15 𝑛𝑚 y es controlada aplicando una fuerza aleatoria. 

 

Como un ejemplo consideramos el caso cuando la función de densidad de probabilidad 𝜌(𝜃) es 

uniforme en el intervalo −𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃0. Del apéndice C, para este caso, los parámetros de Stokes 

dados por las Eqs. [3.3.3-3.3.18] en términos de la función Bessel [12] adquieren la siguiente forma: 

 

1) Sobre el plano (𝑥 − 𝑦): 

 

〈𝑆0𝑥𝑦〉 =
1

2
+ (

1

2
−
𝑊2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

𝑊2

4
𝐽2(2ℎ𝑦)                                    (3.4.3) 

 

〈𝑆1𝑥𝑦〉 =
1

2
+ (

1

2
+
𝑊2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) −

𝑊2

4
𝐽2(2ℎ𝑦)                                    (3.4.4) 

 

〈𝑆2𝑥𝑦〉 = 2𝑊 cos(𝛿𝑦) 𝐽1(2ℎ𝑦)                                                               (3.4.5) 

 

〈𝑆3𝑥𝑦〉 = 2𝑊 sin(𝛿𝑦) 𝐽1(2ℎ𝑦) .                                                              (3.4.6) 

 

En general, la polarización promedio en el plano (𝑥 − 𝑦) corresponde a polarización elíptica, 

conteniendo el caso de polarización lineal el cual ocurre cuando 𝑦 = 0. 
 

2) Sobre el plano (𝑥 − 𝑧): 

 

〈𝑆0𝑥𝑧〉 = (
1

2
+
𝑊2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

𝑊2

4
𝐽2(2ℎ𝑦) +

1

2
+
𝑊2

4
                               (3.4.7) 

 

〈𝑆1𝑥𝑧〉 = (
1

2
+
𝑊2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) −

𝑊2

4
𝐽2(2ℎ𝑦) +

1

2
−
𝑊2

4
                               (3.4.8) 

 

〈𝑆2𝑥𝑧〉 = 𝑊 cos(𝛿𝑦) 𝐽0(2ℎ𝑦)                                                                      (3.4.9) 

 

〈𝑆3𝑥𝑧〉 = 𝑊 sin(𝛿𝑦) 𝐽0(2ℎ𝑦) .                                                                  (3.4.10) 

En general, la polarización promedio en el plano (𝑥 − 𝑧) corresponde a polarización elíptica. 
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3) Sobre el plano (𝑦 − 𝑧): 

 

〈𝑆0𝑦𝑧〉 = 𝑊
2(1 + 𝐽0(2ℎ𝑦)) + 𝐽2(2ℎ𝑦)                                               (3.4.11) 

 

〈𝑆1𝑦𝑧〉 = 0                                                                       (3.4.12) 

 

〈𝑆2𝑦𝑧〉 = 0                                                                       (3.4.13) 

 

〈𝑆3𝑦𝑧〉 = 0                                                                       (3.4.14) 

 

Sobre el plano (𝑦 − 𝑧) el campo plasmónico es completamente no polarizado. 

 

En la Fig.4a, mostramos la simulación numérica para la distribución de irradiancia sobre el plano 

(𝑦 − 𝑧) asociada al Spc completamente coherente de la ecuación (3.2.14).  

 

En la Fig. 3.2.b, mostramos la simulación numérica cuando la separación relativa entre las aberturas 

de la Fig. 3.2, sigue una densidad de probabilidad uniforme, donde la curva de modulación es 

fácilmente identificable.  

 

El cálculo fue obtenido tomando el modulo cuadrado de la ecuación (3.2.14) y obteniendo su valor 

promedio. Seleccionamos el plano (𝑦 − 𝑧) porque corresponde al plano de la superficie metálica el 

cual nos permite establecer el sistema de referencia.   

 

 
                        a)                                                                b) 

Fig. 3.2. a) Distribución de Irradiancia para un Spc completamente coherente. b) Spc parcialmente polarizado con 
densidad de probabilidad uniforme. 

 

Como una aplicación de esto, las propiedades de polarización parcial pueden ser implementadas 

para el atrapamiento de partículas [13,14], las condiciones bajo las cuales esto es posible se 

analizarán en un trabajo futuro, además este estudio puede ser extendido en una forma general con 
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otras funciones de densidad de probabilidad,  la integral (3.4.2) representa la ecuación integral de 

primera clase de Fredholm [14] cuyo núcleo son los parámetros de Stokes. Lo último puede ser 

hecho proponiendo una función específica para 𝑀𝑖(𝑦), donde la función desconocida es la función 

de densidad de probabilidad.  

 

El campo eléctrico fue proyectado en tres planos mutuamente perpendiculares lo cual puede ser 

aplicado al estudio de las singularidades de polarización [15] lo cual ocurre en las regiones focales 

plasmónicas [16]. 

 

3.5 Teoría de coherencia 

 

En esta sección se describe la teoría de coherencia para el caso vectorial. Entendemos a la 

coherencia como una medida de la similitud que tiene un campo electromagnético consigo mismo 

en diferentes puntos del espacio o consigo en un mismo punto del espacio pero en diferentes 

tiempos. 

Usamos la representación matricial para identificar la matriz de coherencia, con esto se hace el 

análisis de la propagación de correlaciones que nos lleva finalmente al teorema de Van Cittert-

Zernike..   

 

3.5.1 Teoría de coherencia: caso vectorial 

 

Para describir la teoría de coherencia vectorial hacemos uso del sistema esquematizado en la Fig. 

3.3 el cual tiene una fuente primaria extendida. De un punto de la fuente emerge el campo, el cual 

se propaga en distintas direcciones. Los campos en los puntos 𝑝 y 𝑞 tienen asociados un estado de 

polarización, justo después de los puntos mencionados colocamos un analizador el cual nos 

permitirá obtener las componentes del campo y sus estados de polarización en el punto 𝑠. 

 
 

Fig. 3.3. Esquema de la fuente primaria extendida de donde emerge un campo eléctrico hacia los puntos 𝑝 y 𝑞, para 

después propagarse a través de un analizador y obtener el estado de polarización del campo en el punto 𝑠. 

 

Los campos en los puntos 𝑝 y 𝑞 están dados por: 

 

�⃗� 𝑖(𝑝) = 𝑖�̂�𝑖exp{𝑖𝛿𝑖} exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑝} + 𝑗̂𝑏𝑖exp {𝑖𝛾𝑖}exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑝} 

(3.5.1) 

�⃗� 𝑖(𝑞) = 𝑖̂𝑎𝑖exp {𝑖𝛿𝑖}exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑞} + 𝑗̂𝑏𝑖exp {𝑖𝛾𝑖}exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑞}, 
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donde 𝑎𝑖  y 𝑏𝑖 son las amplitudes de cada componente en los puntos 𝑝 y 𝑞 respectivamente, 𝛾𝑖  y 𝛿𝑖  

son las fases en cada componente, 𝑟𝑖𝑝 y 𝑟𝑖𝑞 son los vectores de posición que hay entre puntos de la 

fuente y los puntos 𝑝 y 𝑞.  

 

El campo total de la fuente primaria en los puntos 𝑝 y 𝑞 se expresa como: 

 

�⃗� 𝑇(𝑝) =∑(𝑖̂𝑎𝑖 exp{𝑖𝛿𝑖} + 𝑗̂𝑏𝑖 exp{𝑖𝛾𝑖})

𝑁

𝑖=1

exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑝} = 𝑖�̂�1 + 𝑗̂𝜓1 

(3.5.2) 

 �⃗� 𝑇(𝑞) =∑(𝑖�̂�𝑗exp {𝑖𝛿𝑗} + 𝑗̂𝑏𝑗exp {𝑖𝛾𝑗})

𝑁

𝑗=1

exp{𝑖𝑘𝑟𝑗𝑞} = 𝑖̂𝜙2 + 𝑗̂𝜓2 . 

 

Dónde: 

𝜙1 = 𝑎𝑖 exp{𝑖𝛿𝑖} exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑝} 

(3.5.2a) 

 

 𝜓1 = 𝑏𝑖 exp{𝑖𝛾𝑖} exp {𝑖𝑘𝑟𝑖𝑝} , 

 

son las expresiones para cada componente del campo en el punto 𝑝. 

De manera similar tenemos: 

 

𝜙2 = 𝑎𝑗exp {𝑖𝛿𝑗} exp{𝑖𝑘𝑟𝑗𝑞} 

(3.5.2b) 

 

 𝜓2 = 𝑏𝑗exp {𝑖𝛾𝑗} exp{𝑖𝑘𝑟𝑗𝑞} , 

 

que son las expresiones para cada componente del campo en el punto 𝑞.  

 

El campo total en el punto 𝑠 se expresa como: 

 

�⃗� (𝑠) = 𝜙1 cos 𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠} + 𝜓1 sin 𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠} 

 

+𝜙2 cos𝜃 exp{𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠} + 𝜓2 sin 𝜃 exp{𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠}.                               (3.5.3) 

 

 

 

 

 

La intensidad en el punto 𝑠 es: 
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𝐼(𝑠) = 𝐸(𝑠)𝐸∗(𝑠) = 𝜙1𝜙1
∗(cos 𝜃)2 + 𝜙1𝜓1

∗ sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝜙1𝜙2
∗(cos𝜃)2exp {𝑖𝑘(𝑟𝑝𝑠 − 𝑟𝑞𝑠)} 

 

                                           +𝜙1𝜓2
∗ cos𝜃 sin𝜃 exp {𝑖𝑘(𝑟𝑝𝑠 − 𝑟𝑞𝑠)} + 𝜓1𝜙1

∗ cos 𝜃 sin 𝜃 

 

                                           +𝜓1𝜓1
∗(sin𝜃)2 + 𝜓1𝜙2

∗ sin 𝜃 cos 𝜃 exp {𝑖𝑘(𝑟𝑝𝑠 − 𝑟𝑞𝑠)} 

 

                                           +𝜓1𝜓2
∗(sin 𝜃)2exp {𝑖𝑘(𝑟𝑝𝑠 − 𝑟𝑞𝑠)} + 𝜙2𝜙1

∗(cos𝜃)2exp {𝑖𝑘(𝑟𝑞𝑠 − 𝑟𝑝𝑠)} 

 

                                           +𝜙2𝜓1
∗ sin 𝜃 cos 𝜃 exp {𝑖𝑘(𝑟𝑞𝑠 − 𝑟𝑝𝑠)} + 𝜙2𝜙2

∗(cos 𝜃)2 

 

                                           +𝜙2𝜓2
∗ cos𝜃 sin𝜃 + 𝜓2𝜙1

∗ cos 𝜃 sin𝜃 exp {𝑖𝑘(𝑟𝑞𝑠 − 𝑟𝑝𝑠)} 

 

                                           +𝜓2𝜓1
∗(sin 𝜃)2exp {𝑖𝑘(𝑟𝑞𝑠 − 𝑟𝑝𝑠)} + 𝜓2𝜙2

∗ cos 𝜃 sin 𝜃 

 

+𝜓2𝜓2
∗(sin 𝜃)2                                                                                             (3.5.4) 

 

Esta relación es más simple de manejar si se expresa en términos de matrices. La matriz de 

coherencia para un campo electromagnético parcialmente coherente se expresa como [8]: 

 

𝐽 = (
〈|𝐸1|

2〉 〈𝐸1𝐸2
∗〉

〈𝐸1𝐸2
∗〉 〈|𝐸2|

2〉
).                                                    (3.5.4.A) 

 

Al hacer la representación matricial de la ecuación (3.5.4) en la forma de la matriz (3.5.4.A) 

podremos identificar la matriz de coherencia generalizada como: 

 

 

𝐼(𝑠) = 𝑇 ⋅ 𝐽𝑔 ⋅ 𝑇
⊺∗   ,                                                         (3.5.5) 

 

donde 𝑇 es una matriz renglón: 

 

𝑇 = (cos 𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠} sin𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠} cos𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠} sin 𝜃 exp {𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠})       (3.5.6) 

 

 𝑇⊺∗ es una matriz columna: 

𝑇⊺∗ =

(

 
 

cos 𝜃 exp {−𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠}

sin 𝜃 exp {−𝑖𝑘𝑟𝑝𝑠}

cos 𝜃 exp {−𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠}

sin 𝜃 exp {−𝑖𝑘𝑟𝑞𝑠})

 
 

       ,                                                   (3.5.7) 

y el símbolo ⊺∗ significa que la matriz es transpuesta conjugada. 
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La matriz 𝐽𝑔 es llamada matriz de coherencia generalizada y nos dice como se mezclan los  campos 

en el punto 𝑠, los paréntesis triangulares representan los valores promedios dado que las 

amplitudes son variables aleatorias. 

La matriz 𝐽𝑔 se expresa como:  

 

𝐽𝑔 =

(

 
 

〈|𝜙1|
2〉 〈𝜙1𝜓1

∗〉 〈𝜙1𝜙2
∗〉 〈𝜙1𝜓2

∗〉

〈𝜓1𝜙1
∗〉 〈|𝜓1|

2〉 〈𝜓1𝜙2
∗〉 〈𝜓1𝜓2

∗〉

〈𝜙2𝜙1
∗〉 〈𝜙2𝜓1

∗〉 〈|𝜙2|
2〉 〈𝜙2𝜓2

∗〉

〈𝜓2𝜙1
∗〉 〈𝜓2𝜓1

∗〉 〈𝜓2𝜙2
∗〉 〈|𝜓2|

2〉)

 
 

  .                                       (3.5.8) 

 

 Reescribiendo la matriz 𝐽𝑔 tenemos que: 

 

𝐽𝑔 = (
𝐴 𝐶
𝐶∗ 𝐵

)       .                                                               (3.5.9) 

 

Donde 𝐴, 𝐵, 𝐶 , 𝐶∗ son matrices compuestas de la siguiente manera: 

 

𝐴 = (
〈|𝜙1|

2〉 〈𝜙1𝜓1
∗〉

〈𝜓1𝜙1
∗〉 〈|𝜓1|

2〉
)  .                                                         (3.5.10) 

 

La matriz 𝐴 contiene la información de los parámetros de coherencia, parámetros de Stokes en el 

punto 𝑝. 

 

𝐵 = (
〈|𝜙2|

2〉 〈𝜙2𝜓2
∗〉

〈𝜓2𝜙2
∗〉 〈|𝜓2|

2〉
) ,                                                        (3.5.11) 

 

la matriz 𝐵 lleva la misma información solo que en el punto 𝑞. 

 

𝐶 = (
〈𝜙1𝜙2

∗〉 〈𝜙1𝜓2
∗〉

〈𝜓1𝜙2
∗〉 〈𝜓1𝜓2

∗〉
)   𝑦   𝐶∗ = (

〈𝜙2𝜙1
∗〉 〈𝜙2𝜓1

∗〉

〈𝜓2𝜙1
∗〉 〈𝜓2𝜓1

∗〉
) ,                        (3.5.12) 

 

llevan la información de la correlación de los parámetros de Stokes entre 𝑝 y 𝑞. 

 

En el caso en que  𝜓1, 𝜙1 sean funciones estadísticamente independientes, tenemos que: 

 

 〈𝜙1𝜓1
∗〉 = 〈𝜙1〉〈𝜓1

∗〉 .                                                        (3.5.13) 
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3.5.2. Propagación de correlaciones 

 

En esta sección se muestra, que la función de correlación en amplitudes de un campo 

electromagnético, presenta características ondulatorias, esto nos permite establecer un modelo de 

coherencia parcial conservando la naturaleza vectorial del campo electromagnético. 

De la Fig. 3.3 el campo en el punto 𝑝 es �⃗� 1 y el campo en el punto 𝑞 es �⃗� 2. La representación para 

cada componente de acuerdo al modelo de espectro angular es: 

 

 

�⃗� 1 = 𝑖̂∬𝐴(𝑢, 𝑣)exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

+𝑗̂∬𝐵(𝑢, 𝑣)exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 𝑑𝑢𝑑𝑣                              (3.5.2.1)  

          

 

           �⃗� 2 = 𝑖̂∬𝐴(𝑢′, 𝑣′)exp {𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)} 𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

 +𝑗̂∬𝐵(𝑢′, 𝑣′)exp {𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)} 𝑑𝑢′𝑑𝑣′ ,                (3.5.2.2) 

 

donde  𝐴(𝑢, 𝑣), 𝐵(𝑢, 𝑣) son las amplitudes de cada componente en términos de las frecuencias 

espaciales, que contribuyen a generar el campo en el punto 𝑝. De manera análoga, 

𝐴(𝑢′, 𝑣′), 𝐵(𝑢′, 𝑣′) son las amplitudes que genera el campo en el punto 𝑞.  

Los procesos de coherencia parcial se describen en términos de las correlaciones de los campos, los 

cuales están definidos como: 

 

〈�⃗� 1�⃗� 2
∗〉 = 𝐸12 =∬∬〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐴∗(𝑢′, 𝑣′)〉exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

×  exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

             +∬∬〈𝐵(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢′, 𝑣′)〉exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

                                               ×  exp {𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

                    +2𝑅𝑒∬∬〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢′, 𝑣′)〉exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

           ×  exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′   ,                            (3.5.2.3) 
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en donde los paréntesis triangulares significan un promedio estadístico. 

En el apéndice A, se demuestra que la función de correlación entre los campos correspondientes 

satisface la ecuación de Helmholtz, ∇2〈�⃗� 1�⃗� 2
∗〉 + 𝑘2〈�⃗� 1�⃗� 2

∗〉 = 0.  

Sabemos que la ecuación de onda: 

 

∇2𝜙 =
1

𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
  ,                                                             (3.5.2.4) 

 

tiene como solución: 

 

 𝜙 = 𝜓exp{𝑖𝜔𝑡}  ,                                                          (3.5.2.5) 

 

En nuestro caso, si la función de correlación se multiplica por un término armónico en términos de 

una nueva variable 𝜏, se define una nueva función que se conoce como la función de coherencia 

mutua dada por: 

 

Γ = 〈�⃗� 1�⃗� 2
∗〉exp{𝑖𝜔𝜏}  . 

 

 Entonces es claro que satisface una ecuación tipo onda: 

 

       ∇2Γ =
1

𝑐2
𝜕2Γ

𝜕𝜏2
   .                                                             (3.5.2.6) 

 

Donde la interpretación física para 𝜏 es un tiempo de retraso entre los campos �⃗� 1 y �⃗� 2.   

Interpretando los términos de la matriz (3.5.1.9) en términos de las funciones de correlación, 

restringiéndonos sólo al primer término de la matriz (𝐶 de 3.5.1.12) tenemos que éste toma la 

forma:  

〈𝜙1𝜙2
∗〉 = ∬∬〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐴∗(𝑢′, 𝑣′)〉exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

×  exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′                              (3.5.2.7) 

 

Definiendo 𝑥’ = 𝑥 − 𝑥0:   

 

   〈𝜙1𝜙2
∗〉 = ∬∬∭〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐴∗(𝑢′, 𝑣′)〉 exp {𝑖2𝜋𝑥(𝑢 − 𝑢′)}exp {𝑖2𝜋𝑥0𝑢′}exp {𝑖2𝜋𝑦(𝑣 − 𝑣′)} 

 

                                     ×  exp {𝑖2𝜋𝑦0𝑣′}exp {𝑖2𝜋𝑧(𝑝 − 𝑝′)}exp {𝑖2𝜋𝑧0𝑝′}𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

                      

      = ∬∬〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐴∗(𝑢′, 𝑣′)〉 𝛿(𝑢 − 𝑢′)exp {𝑖2𝜋𝑥0𝑢
′}𝛿(𝑣 − 𝑣′) 

 

                                     ×  exp {𝑖2𝜋𝑦0𝑣
′}𝛿(𝑝 − 𝑝′)exp {𝑖2𝜋𝑧0𝑝

′}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′  
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                                     = ∬〈|𝐴(𝑢, 𝑣)|2〉 exp {𝑖2𝜋(𝑥0𝑢 + 𝑦0𝑣 + 𝑧0𝑝)}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

= 𝐾(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝐾(𝑥 − 𝑥
′, 𝑦 − 𝑦′, 𝑧 − 𝑧′)   ,                                            (3.5.2.8) 

         

el término 〈|𝐴(𝑢, 𝑣)|2〉 es llamado el espectro de potencias. Si derivamos la función de correlación 

dada por la expresión (3.5.2.8) sabemos que cumplirá con la ecuación de Helmholtz (apéndice A’). 

Se puede realizar  el mismo procedimiento para la representación de todos los términos de la matriz. 

Cuando la correlación se calcula sobre un plano se tiene que 𝑧0 = 0, entonces la expresión (3.5.2.8) 

toma la forma de la transformada de Fourier del espectro de potencias. Recalcamos que heredado 

de las propiedades de la δ de Dirac se tiene que solo se correlacionan los campos que se propagan 

en la misma dirección. 

Se tiene que la expresión para todas las correlaciones es: 

 

〈𝜙𝑖𝜙𝑗
∗〉 = ∬𝐴(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢, 𝑣)exp{𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝛾)         (3.5.2.9) 

 

Esta última ecuación es la función de densidad espectral para una sola frecuencia. Si obtenemos la 

transformada de Fourier en la variable 𝜏, tenemos: 

 

𝐹{𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝛾)} = ∫𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝛾)exp{𝑖2𝜋𝛾𝜏} 𝑑𝛾 = Γ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜏)                  (3.5.2.10) 

 

donde 𝜏 = 𝑡1 − 𝑡2 . 

 

La ecuación (3.5.2.10) es la función de coherencia mutua considerando todas las frecuencias. 

Tenemos que expresión general para cada término de la matriz de coherencia está dada por: 

 

Γ𝑖𝑗 =∭𝐴𝑖(𝑢, 𝑣)𝐵𝑗
∗(𝑢, 𝑣)exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾    ,         (3.5.2.11) 

 

donde el carácter vectorial está implícito en cada componente de la matriz. 

Un análisis en detalle se describe en el apéndice A’’, lo cual corrobora que las correlaciones se 

propagan con un carácter ondulatorio.  

 

 
 
4. Propiedades estructurales de campos plasmónicos 
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4.1 Interacción entre funciones Pearcey. 

Estudiamos la interacción cúspide - cúspide entre dos campos ópticos tipo Pearcey analizando su 
estructura topológica. Lo hacemos en dos pasos; el primero es una interacción de Irradiancia que 
permite identificar regiones de organización. El segundo es una interacción de amplitud, donde es 
mostrado que las franjas de interferencia están organizadas alrededor de la distribución de 
Irradiancia. El comportamiento topológico del campo óptico es analizado identificando regiones con 
diferentes funciones de fase, una de ellas, corresponde con una función de catástrofe la cual tiene 
asociada una región focal, la otra región puede ser aproximada por una función cuadrática. La 
principal consecuencia heredada por la estructura de fase es que las franjas de interferencia 
emergen de las regiones focales teniendo propiedades similares como de cargas topológicas. 
Es bien sabido que la energía se disipa o almacena alrededor de puntos de equilibrio también 
conocidos como puntos críticos, lo cual constituye el soporte para la realización de modelos físicos 
contemporáneos [17]. En el contexto óptico, esto significa que un campo óptico está organizado 
alrededor de las regiones focales también conocidas como regiones causticas o regiones singulares, 
definidas como la envolvente de los puntos críticos para la función de amplitud [18-20]. 
En este sentido, las propiedades físicas de las regiones focales son fundamentales para entender la 
estructura global del campo óptico porque en su vecindad, propiedades ópticas importantes son 
esperadas. 
Por ejemplo, efectos de bifurcación [21,22] consistiendo en la generación de diferentes propiedades 
físicas cuando algunos parámetros implícitos en la descripción de campos ópticos cambian sus 
valores. La consecuencia física es que el campo óptico es dividido en dos o más franjas cuyas 
evoluciones temporales/espaciales pueden generar vórtices ópticos [23,24]. Además, las regiones 
focales presentan propiedades similares a las de cargas topológicas lo cual se vuelve evidente 
cuando estas interactúan con otros campos ópticos [25,26], como será mostrado. 
El punto principal de este capítulo esta soportado por la propiedad de que la función de fase del 
campo óptico presenta propiedades adiabáticas en la vecindad de las regiones focales. El significado 
físico es que el campo óptico pierde su comportamiento ondulatorio adquiriendo propiedades como 
de partícula [27], además las regiones focales presentan el valor más alto de Irradiancia, ofreciendo 
la posibilidad de transferir energía a otras regiones del campo óptico, este hecho es descrito en 
detalle implementando la ecuación de transporte de Irradiancia. En este contexto, el objetivo del 
presente capitulo es describir la interacción entre dos funciones Pearcey cuando cada una tiene 
asociada una región de forma cúspide [28]. La condición de frontera para generar las funciones 
Pearcey consiste en dos rendijas de forma parabólica como esta esquematizada en la Fig. 5.1.a, esta 
configuración puede ser interpretada como la versión topológica del interferómetro de Young. En 
la Fig. 5.1.b se muestra la correspondiente región cúspide la cual es generada por el campo de 
difracción emergiendo de cada rendija de forma parabólica. 
 
4.1.1. Interacción de Irradiancia entre regiones focales  
 
Por el comportamiento adiabático de la región focal, la primera interacción debe ser descrita 
implementando una redistribución de energía, donde se identifican propiedades físicas novedosas, 
en particular mostramos que cada región focal es capaz de transferir energía a otras regiones del 
campo óptico, esto es una nueva propiedad que aparece en el interferómetro topológico de Young.  
La interacción es realizada usando la ecuación de transporte de Irradiancia [29], esta es aplicada en 
la vecindad de los puntos cúspide generando un "canal de Irradiancia" lo cual constituye una 
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extensión de las regiones focales como será mostrado en breve. Las otras regiones del campo óptico 
deben ser analizadas por una interacción de amplitud donde las franjas de interferencia están 
organizadas alrededor del canal de irradiancia. La ecuación de transporte de Irradiancia está dada 
por 

∇⊥ ∙ [𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧)∇⊥𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑧)] = −
𝜕

𝜕𝑧
𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                     (4.1.1.1) 

 
 
donde ∇⊥ es el operador gradiente en dos dimensiones actuando en el plano 𝑥 − 𝑦. La Irradiancia 
en el punto 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) es generada por la contribución de cada región focal representada por 
𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐼1 + 𝐼2, los términos de fase están dados por 𝐿 = 𝐿1 − 𝐿2, donde 𝐿1,2 = 𝑘𝑟1,2, 𝑘 es el 
numero de onda y 𝑟𝑖 es la distancia desde un punto sobre la condición de frontera  a la detección 
del punto 𝑃. 
Solo los parámetros asociados a la parábola superior están esquematizados en la Fig. 4.1.b. 
 

 
 
Fig. 4.1. a) Interferómetro topológico de Young y regiones focales de forma cúspide asociada a cada función Pearcey. Las 
rendijas parabólicas están contenidas en un cuadrado de 8 𝑚𝑚  por lado, las separaciones de los vertices estan en el 
intervalo [0, 2] 𝑚𝑚. La fuente de iluminación fue un laser He-Ne con una longitud de onda de 632.8 𝑛𝑚. b) Descripción 
geométrica de la región focal. 
 

 
Considerando las coordenadas (휀, ±𝑎, 0) para los puntos sobre la condición de frontera en la 
vecindad de los vértices de las parábolas y un punto arbitrario (0, 𝑦, 𝑧) sobre la trayectoria lineal 
que conecta los puntos cúspide, las funciones de distancia en la aproximación paraxial son 
 

𝑟1 = √(𝑦 − 𝑎)
2 + 𝑧2 + 휀2 ≈ 𝑧 +

(𝑦−𝑎)2

2𝑧
 ,                                               (4.1.1.2) 

 

𝑟1 = √(𝑦 + 𝑎)
2 + 𝑧2 + 휀2 ≈ 𝑧 +

(𝑦+𝑎)2

2𝑧
 ,                                               (4.1.1.3) 

 
 
donde hemos omitido el termino cuadrático 휀2 debido a que |휀| > 1. El termino de diferencia de 
fase toma la forma 
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𝑘𝑟1 − 𝑘𝑟2 =
2𝑎𝑦𝑘

𝑧
 .                                                            (4.1.1.4) 

 
 
Entonces, la ecuación de transporte de Irradiancia adquiere la forma 

 

𝜕

𝜕𝑦
({𝐼1 + 𝐼2}

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘𝑟1 − 𝑘𝑟2)) = −

𝜕

𝜕𝑧
(𝐼1 + 𝐼2) ,                             (4.1.1.5) 

 
 
Introduciendo la Eq. (4.1.1.4) en Eq. (4.1.1.5), la ecuación diferencial parcial para la interacción de 
Irradiancia es 

 

−
2𝑎𝑘

𝑧

𝜕

𝜕𝑦
(𝐼1 + 𝐼2) =

𝜕

𝜕𝑧
(𝐼1 + 𝐼2) ,                                                      (4.1.1.6) 

 
 

y el correspondiente sistema de ecuaciones características es 
 

𝑑𝑦

2𝑎𝑘
=
𝑑𝑧

𝑧
                 (𝐼1 + 𝐼2) = 0 ,                                                       (4.1.1.7) 

 
 

cuya solución está dada por 
 

𝐼1 + 𝐼2 = 𝑐2  ,  
𝑦

2𝑎𝑘
= 𝑙𝑛(𝑧) + 𝑐1 .                                                     (4.1.1.8) 

 
 
Note que 𝑧 ≠ 0, porque 𝑧 = 0 corresponde al plano de la transmitancia y todavía no es generada 
aun una región focal. El significado físico de la Eq. (4.1.1.8) es la generación de un canal de Irradiancia 
conectando los dos puntos cúspides. Remarcamos que la Eq. (4.1.1.8) es válida en la vecindad de los 
puntos cúspide y la geometría del canal de Irradiancia no es dependiente de la separación relativa 
entre las rendijas parabólicas. Esto concuerda con las simulaciones de computadora para la 
distribución de Irradiancia mostrada en las Figs. 4.2.e y 4.2.h. Estos resultados concuerdan con los 
resultados experimentales mostrados en las Figs. 4.2.f y 4.2.i. Cuando la separación entre las 
regiones cúspides es lo suficientemente grande, no existe interacción de Irradiancia y la geometría 
de las franjas de interferencia recuerdan al interferómetro de Young clásico, como es mostrado en 
los resultados experimentales de la Fig. 4.2.c. 
 
4.1.2.  Interacción de Amplitud 
  
El siguiente punto del estudio describe la interacción en amplitud entre campos ópticos tipo 
Pearcey. Considerando las dos rendijas como un interferómetro topológico, el problema consiste 
en describir la estructura de las franjas de interferencia así como su relación con la región focal. Los 
campos ópticos bajo estudio son generados por la difracción emergiendo de cada rendija cuyas 
funciones de transmitancias están dadas por 

 
𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑦 − (𝑥 + 𝑎)2) + 𝛿(𝑦 + (𝑥 + 𝑎)2) ,                                    (4.1.2.1) 
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donde 𝛿 es la función Delta de Dirac. El campo de difracción para la función de amplitud en la 
aproximación paraxial es 
 

𝜑(𝑥0, 𝑦0, 𝑧) = ∬[𝛿(𝑦 − (𝑥 + 𝑎)2) + 𝛿(𝑦 + (𝑥 + 𝑎)2)]

∞

−∞

 

 

×   𝑒𝑥𝑝 (
𝑖𝜋

𝜆𝑧
(𝑥2 + 𝑦2)) 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑖2𝜋

𝜆𝑧
(𝑥𝑥0 + 𝑦𝑦0)) 𝑑𝑥𝑑𝑦 .           (4.1.2.2) 

 
Haciendo la integración respecto a la variable 𝑦, así obteniendo 
 

𝜑(𝑥0, 𝑦0, 𝑧) = 𝜑1 + 𝜑2 
 

                                                             = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [
4𝑖𝜋

𝜆𝑧
(
𝑥4

4
−
𝑥2

2
(𝑦0 − 𝑎 −

1

2
) − 𝑥𝑥0)] 𝑑𝑥

∞

−∞
                        

 

                                  +∫ 𝑒𝑥𝑝
∞

−∞
[
4𝑖𝜋

𝜆𝑧
(
𝑥4

4
−
𝑥2

2
(𝑦0 + 𝑎 +

1

2
) − 𝑥𝑥0)] 𝑑𝑥    ,         (4.1.2.3)  

 
 
el termino de fase en la primera integral es de la forma 
 
 

𝐿(𝑥, 𝛼, 𝛽) =
𝑥4

4
− 𝛼

𝑥2

2
+ 𝛽𝑥  .                                                  (4.1.2.4) 

 
La estructura de la función de fase puede ser obtenida desde sus puntos críticos dados por 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 = 𝑥3 − 𝛼𝑥 + 𝛽  ,                                                        (4.1.2.5) 

 
 

donde la envolvente de los puntos críticos satisface la ecuación 
 

𝜕2𝐿

𝜕𝑥2
= 0 = 3𝑥2 − 𝛼  .                                                            (4.1.2.6) 

 
Para que los puntos críticos tomen valores reales, es necesario que 𝛼 > 0, lo cual ocurre cuando 

 

𝑦0 − 𝑎 −
1

2
> 0  .                                                                (4.1.2.7)  

 
De las Eqs. (4.1.2.5) y (5.1.2.6), la geometría de la región focal es 

 

𝛽 = ±2(
𝛼

3
)
3/2

 .                                                                 (4.1.2.8)  

 
La principal consecuencia de la Eq. (4.1.2.7) es que la función de fase puede ser considerada como 
una función de catástrofe. Si no se cumple esta condición el término de fase no corresponderá a la 
función de catástrofe porque no hay presentes puntos singulares, y puede ser representada como 
una función cuadrática. Esto ocurre cuando 
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𝑦0 ≤ 𝑎 +
1

2
  ,                                                                    (4.1.2.9)  

 
y no hay envolvente de los puntos singulares. En este caso, el termino cuadrático puede ser 
removido y la integral se reduce a 

 

∫ 𝑒𝑥𝑝
𝑖2𝜋

𝜆𝑧
(𝑥2 (𝑦0 − 𝑎 −

1

2
)) 𝑒𝑥𝑝 (

𝑖2𝜋

𝜆𝑧
𝑥𝑥0)𝑑𝑥  .                                   (4.1.2.10) 

 
La última expresión corresponde con la transformada de Fourier de una función Gaussiana con 
varianza compleja. Calculando explícitamente la integral obtenemos 

 

𝜑1 = 𝑒𝑥𝑝
𝑖2𝜋

𝜆𝑧
(

𝑥0
2

(𝑦0−𝑎−
1

2
)
2) .                                                        (4.1.2.11) 

 
Basado en un análisis previo, concluimos parcialmente que la función de amplitud 𝜑1 tiene dos 
posibles representaciones para su función de fase. Una de ellas corresponde a una función de 
catástrofe, la otra es una función cuadrática, separadas por la región focal. Para cada representación 
esperamos diferentes propiedades físicas del campo óptico. 
Desde un análisis similar para la segunda integral de la Eq. (4.1.2.3), la condición para que el termino 
de fase tome la forma de una función de catástrofe es 
 

𝑦0 < −𝑎 −
1

2
 .                                                                   (4.1.2.12)  

 
Si la condición previa no se satisface, el termino de fase es de nuevo una función cuadrática y la 
amplitud está dada por 

 

𝜑2 = 𝑒𝑥𝑝
𝑖2𝜋

𝜆𝑧
(

𝑥0
2

(𝑦0+𝑎+
1

2
)
2) ,                                                     (4.1.2.13) 

 
lo cual es válido en regiones definidas por 

 

𝑦0 ≥ −𝑎 −
1

2
 .                                                               (4.1.2.14)  

 
De las Eqs. (4.1.2.11) y (4.1.2.13), es fácil mostrar que el termino de interferencia es 

 

2𝑅𝑒(𝜑1𝜑2
∗) = 2 cos [

2𝜋

𝜆𝑧
(

𝑥0
2

(𝑦0−𝑎−
1

2
)
2) −

2𝜋

𝜆𝑧
(

𝑥0
2

(𝑦0+𝑎+
1

2
)
2)]  ,                       (4.1.2.15) 

 
donde el máximo de Irradiancia ocurre cuando 

 

(
𝑥0
2

(𝑦0−𝑎−
1

2
)
2) − (

𝑥0
2

(𝑦0+𝑎+
1

2
)
2) = 𝑚𝜆𝑧 ,                                           (4.1.2.16) 
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y la geometría de las franjas de interferencia es un conjunto de hipérbolas teniendo al eje 𝑥0 como 
asíntota. 
El hecho de que los términos de fase tengan dos posibles representaciones implica que las franjas 
de interferencia emergen desde la región focal fluyendo hacia la región cuadrática de fase teniendo 
un comportamiento asintótico, estas oraciones son acordes a las Eqs. (4.1.2.15) y (4.1.2.16).  
La interferencia ocurre solo en las regiones donde la función de fase es univaluada. Entonces 
tenemos que las fuentes para las franjas de interferencia están colocadas sobre la región focal 
justificando las propiedades de carga topológica. Este comportamiento puede ser observado en las 
simulaciones por computadora mostradas en las Figs. 4.2.e y 4.2f así como también en los resultados 
experimentales mostrados en las Figs. 4.2.h y 4.2.i. 
 

 
Fig. 4.2. En a) mostramos la condición de frontera parabólica para generar la función Pearcey mostrada en b). En d) y g) 
mostramos la condición de frontera para generar dos funciones Pearcey, esta configuración permite controlar la 
interacción entre regiones cúspide. En e) y h) mostramos la simulación por computadora asociada a la distribución de 
Irradiancia para cada campo óptico. En c) mostramos el resultado experimental cuando no existe interacción de Irradiancia 
entre las regiones cúspide. En f) y i) mostramos los resultados experimentales para la generación del canal de Irradiancia. 
 

 
Hemos presentado el análisis para la interacción entre dos campos ópticos emergiendo de dos 
rendijas de forma parabólica, esta configuración corresponde a la versión topológica del 
interferómetro de Young.  El campo de difracción emergiendo de cada parábola tiene asociada una 
región focal de forma cúspide. El estudio de los campos ópticos fue descrito analizando dos tipos de 
interacciones ópticas. La primera de ellas, fue la transferencia de Irradiancia entre las regiones 
focales usando la ecuación de transporte de Irradiancia, mostramos que las regiones focales son 
capaces de transferir energía a otras regiones del campo óptico. Para la geometría propuesta, 
mostramos la generación de un canal de Irradiancia conectando los puntos cúspide, constituyendo 
una extensión de las regiones focales, ofreciendo aplicaciones interesantes, en particular, puede ser 
implementado como luz guiada así como pinzas ópticas sintonizables.     
 
4.2. Interacciones plasmónicas de tipo Pearcey  
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El campo electromagnético propagándose sobre una superficie conductora puede generar efectos 

interesantes con aplicaciones potenciales al diseño de sistemas ópticos plasmónicos, tales como, 

pinzas plasmonicas, generación de capacitancia local sintonizable, diseño de antenas y 

espectroscopia sintonizable [6,14,30]. Se sabe muy bien que el campo electromagnético puede ser 

analizado desde la descripción del campo eléctrico, sin embargo, existen regiones donde el campo 

electromagnético presenta propiedades singulares. En particular, sobre una superficie conductora 

se puede generar una familia de estructuras plasmónicas lo cual constituye la condición de frontera 

para el campo electromagnético [31]. En años recientes se ha estudiado la generación de regiones 

focales propagándose en el espacio libre [32], en esta sección mostraremos que los campos 

plasmónicos cuando se están propagando sobre una superficie metálica son capaces de generar 

regiones focales cuyas principales consecuencias consisten en generación de carga.  

Entonces se quiere encontrar una relación entre la generación de campos plasmónicos, su 

propagación y la descripción de las regiones focales plasmónicas. Siendo la síntesis de carga (real) 

la responsable de inducir propiedades físicas novedosas.  Para la generación de las regiones focales, 

usamos una rendija curva grabada sobre la superficie metálica e iluminamos perpendicularmente 

con una onda plana, como prototipo usamos una rendija parabólica, generando regiones focales 

cuyas funciones de fase tienen asociada una función de catástrofe tipo Pearcey [33]. Con la inclusión 

de otra rendija podemos generar la interacción entre dos plasmones tipo Pearcey, esta propuesta 

permite modificar la distribución de carga, iluminando con un campo parcialmente coherente [8], 

la distribución de carga puede adquirir un comportamiento dinámico manifestado en la generación 

de corrientes. 

4.2.1. Descripción del campo plasmónico 

El campo plasmónico es generado por oscilaciones colectivas de carga, han sido reportadas 

diferentes configuraciones para generar el campo plasmónico [2], en la presente sección, lo 

generamos iluminando una condición de frontera de tipo rendija curva grabada sobre una superficie 

metálica. La razón de esto es debido a la condición de transversalidad [34], esto significa que el 

campo plasmónico superficial debe propagarse de manera perpendicular a la geometría de la 

condición de frontera como se muestra en la Fig. 4.3. 

 
Fig. 4.3. Construcción de las regiones plasmónicas tipo Pearcey.  
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Todo el campo plasmónico puede ser interpretado como formado por un conjunto de plasmones 

elementales, cada uno tiene asociado una función de relación de dispersión 𝛽 [2]. Para un medio 

semi-infinito, 𝛽 tiene la forma  

 

𝛽 =
𝑤

𝑐
(
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)

1

2
                                                                               (4.2.1.1)        

La expresión matemática para el campo eléctrico asociado al plasmón elemental propagándose en 

la coordenada 𝑧 esta dado por 

 

�⃗� = 𝜉𝑒𝑥𝑝{𝑖𝑧𝛽}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}                                                    (4.2.1.2) 

 

donde 𝜉 es el vector de amplitud que lleva las propiedades directivas del campo plasmonico y 𝛼 es 

el factor de atenuación en la coordenada 𝑥. Para que la Eq. (4.2.1.1) sea satisfecha, es necesario que 

∇ ∙ �⃗� = 0                                                                (4.2.1.3) 

 

Lo que significa que el promedio de la distribución de carga sobre la superficie metálica es cero. 

Reescribiendo explícitamente al vector 𝜉, el campo eléctrico adquiere la forma 

 

�⃗� = (𝑎𝑖̂ + 𝑏�̂�)𝑒𝑥𝑝{𝑖𝑧𝛽}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}                 ,                          (4.2.1.4) 

 
 

La Eq. (4.2.1.4) implica una condición de balance entre los parámetros 𝑎, 𝑏, 𝛽, 𝛼, dada por 

(−𝑎𝛼 + 𝑏𝑖𝛽) = 0          ⇒             𝑏 =
𝛼

𝑖𝛽
𝑎               ,                     (4.2.1.5) 

 

Consecuentemente la expresión para el plasmón elemental superficial es 

 

�⃗� = (𝑎𝑖̂ +
𝛼

𝑖𝛽
𝑎�̂�) 𝑒𝑥𝑝{𝑖𝑧𝛽}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}          .                            (4.2.1.6) 

 
Una expresión general se puede obtener haciendo una rotación alrededor del eje 𝑥, entonces el 

plasmon superficial propagándose sobre la superficie 𝑦 − 𝑧 es 

�⃗� = (𝑎𝑖̂ +
𝛼

𝑖𝛽
𝑎 sin𝜃 𝑗̂ +

𝛼

𝑖𝛽
𝑎 cos 𝜃 �̂�) 𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑧 cos 𝜃 + 𝑦 sin𝜃)}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}   ,   (4.2.1.7)           
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la estructura dada por la Eq. (4.2.1.7) sigue cumpliendo con ∇ ∙ �⃗� = 0. 

Usando el hecho de que campos plasmónicos superficiales arbitrarios pueden ser expresado como 

una suma de modos elementales, el campo plasmónico es 

 

�⃗� 𝑇 = ∑ (𝑎𝑛𝑖̂ +
𝛼

𝑖𝛽
𝑎𝑛 sin 𝜃𝑛 𝑗̂ +

𝛼

𝑖𝛽
𝑎𝑛 cos 𝜃𝑛 �̂�)𝑛 𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑧 cos 𝜃𝑛 + 𝑦 sin 𝜃𝑛)}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}.     

(4.2.1.8) 

La última ecuación es la representación discreta para el modelo del espectro angular, para una 

representación continua esta adquiere la forma 

�⃗� 𝑇 = ∬𝜉(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑧𝑢 + 𝑦𝑣)}𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}𝑑𝑢𝑑𝑣 ,                     (4.2.1.9) 

 

donde 𝑢, 𝑣 son las frecuencias espaciales. Debido a la linealidad, las expresiones (4.2.1.8) y (4.2.1.9) 

satisfacen ∇ ∙ �⃗� = 0. En las siguientes secciones mostraremos que esta condición no se satisface en 

regiones singulares generando distribuciones de carga. 

4.2.2. Descripción de regiones singulares plasmónicas  

a) Modelo de Huygens- Fresnel plasmónico 

Se sabe que el modelo de Huygens-Fresnel establece que de cada punto sobre una superficie 

emerge una onda circular, en nuestro caso de cada punto emerge una onda circular plasmónica, 

para incluir un comportamiento vectorial proponemos una condición de frontera de la forma  

�̂�(𝑦, 𝑧) = 𝜉(𝑦, 𝑧)𝛿(𝑦 − 𝑓(𝑧))      ,                                   (4.2.1.10) 

donde la 𝛿 es la función Delta de Dirac, �̂�(𝑦, 𝑧) debe ser una función vectorial. Esto significa que de 

cada punto de la rendija emerge una onda plasmónica circular, cuya evolución está determinada 

por el vector 𝜉 como se muestra en la Fig. 4.4. Esta representación permite geometrizar la integral 

de difracción plasmónica. 

 

 



35 
 

Fig. 4.4. Evolución de una onda circular emergiendo desde una rendija grabada sobre una superficie metálica. 

 

El campo plasmónico puede ser escrito como 

�⃗� 𝑇 = 𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}∫ 𝜉(𝑦, 𝑧)𝛿(𝑦 − 𝑓(𝑧))
𝑒𝑥𝑝{𝑖𝑘𝑟}

𝑟
𝑑𝑦                             (4.2.1.11) 

donde 𝑟 = ((𝑦 − 𝑦0)
2 + (𝑧0 − 𝑓(𝑦))

2
)
1/2

. La ultima ecuación nos permite realizar una descripción 

de la fase plasmónica para analizar la función de catástrofe asociada con el campo plasmónico. 

b) Función de catástrofe 

Desde la función de fase, podemos deducir la estructura del campo plasmónico, en particular, 

cuando esta sigue un comportamiento no lineal, puede ser interpretada como una fase de 

catástrofe y desde esta representación realizar el cálculo para obtener la expresión de la carga la 

cual de estar colocada en la región focal tipo Pearcey. 

La función Delta de Dirac permite generar una estructura de fase 𝑓(𝑦) = 𝑦2, entonces la función de 

fase está dada por 

𝐿 = 𝛽((𝑦 − 𝑦0)
2 + (𝑧0 − 𝑦

2)2)1/2 

                                                             = 𝛽(𝑦4 + 𝑦2(1 − 2𝑧0) + 𝑦(−2𝑦0) + 𝑧0
2 + 𝑦0

2)1/2   

= 𝛽(𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐)1/2 ,                                              (4.2.1.12)  

 
 donde 𝑎 = (1 − 2𝑧0), 𝑏 = (−2𝑦0) y 𝑐 = 𝑧0

2 + 𝑦0
2. 

La Eq. (4.2.1.12) tiene estructura de una función de catástrofe, para generar la región focal tipo 

Pearcey debemos encontrar la envolvente de los puntos críticos, para hacer esto usamos el principio 

de Fermat 
𝜕𝐿

𝜕𝑦
=
1

2
𝛽(𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐)−1/2(4𝑦3 + 2𝑎𝑦 + 𝑏) = 0  .                 (4.2.1.13)   

 
Analizando los términos de la Eq. (4.2.1.13) notamos que el termino dentro de la raíz cuadrada no 

puede ser cero porque esto implica que no existe función de fase, entonces el segundo término 

debe ser cero, esto es 

(4𝑦3 + 2𝑎𝑦 + 𝑏) = 0      .                                         (4.2.1.14) 

 
Si hacemos la segunda derivada podemos encontrar la envolvente de los puntos críticos 

12𝑦2 + 2𝑎 = 0        ⇒            𝑦 = (−
𝑎

6
)
1/2

                             (4.2.1.15) 

Sustituyendo la Eq. (4.2.1.15) en (4.2.1.14) tenemos 
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(4 (−
𝑎

6
)
3/2
+ 2𝑎 (−

𝑎

6
)
1/2
+ 𝑏) = 0       .                         (4.2.1.16) 

 
Esto significa que 𝑏 = 𝑏(𝑎) lo cual implica que estamos justo en la región focal mostrada en la Fig. 

4.3 entonces el campo plasmónico adquiere la forma 

�⃗� 𝑇 = ∫
�̂�(𝑦,𝑧)

(𝑦4+𝑎𝑦2+𝑏𝑦+𝑐)1/2
𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏(𝑎)𝑦 + 𝑐)1/2}𝑑𝑦 .                            

(4.2.1.17) 

De la última ecuación notamos que el campo plasmónico no satisface mas ∇ ∙ �⃗� = 0, esto significa 

que existen cargas libres en la superficie que generan una carga real sobre la región focal. 

4.2.3. Interacción plasmónica cúspide- cúspide y sistema experimental  

Recientemente se ha estudiado la interacción entre dos campos ópticos de tipo cúspide. Un análisis 

similar puede ser aplicado para la interacción plasmónica cúspide-cúspide. Para la generación de 

esta interacción usamos dos superficies metálicas, una de ellas contiene dos rendijas parabólicas, la 

distribución de carga es transferida por interacción Coulombiana a una segunda superficie, como 

esta esquematizado en la Fig. 4.5. 

 

Fig. 4.5. Interacción entre dos regiones focales plasmónicas, donde las otras dos regiones focales plasmónicas 
son generadas por interacción Coulombiana.  

Realizamos el análisis de la interacción utilizando la ecuación de transporte de Irradiancia. 

∇⊥ ∙ (𝐼(𝑥0, 𝑦0, 𝑧)∇⊥𝐿(𝑥0, 𝑦0, 𝑧)) = −
𝜕

𝜕𝑧
𝐼(𝑥0, 𝑦0, 𝑧) ,                                 (4.2.1.18) 

donde ∇⊥ es el operador gradiente bidimensional actuando en el plano 𝑥0 − 𝑦0. La Irradiancia sobre 

un punto 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧) es generada por la contribución de cada región focal representada por 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧) = 𝐼1 + 𝐼2, el termino de fase esta dado por 𝐿 = 𝐿1 − 𝐿2, donde 𝐿1,2 = 𝑘𝑟1,2, 𝑘 es el 

numero de onda y 𝑟𝑖 es la distancia desde un punto de la condición de frontera a la detección del 

punto 𝑃. Considerando las coordenadas (0, ±𝑎, 0) para los puntos sobre la condición de frontera y 
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un punto arbitrario (0, 𝑦0, 𝑧) sobre la trayectoria lineal que conecta los puntos cúspide, las funciones 

de distancia en la aproximación paraxial son 

r1 = √(y0 − a)
2 + z2 ≈ z +

(y0−a)
2

2z
        ,                                      (4.2.1.19) 

             r2 = √(y0 + a)
2 + z2 ≈ z +

(y0+a)
2

2z
       ,                                      (4.2.1.20) 

y los términos de fase toman la forma 

kr1 − kr2 = −
2ay0k

z
            .                                           (4.2.1.21) 

Entonces, la ecuación de transporte de Irradiancia adquiere la forma 

∂

∂y0
({I1 + I2}

∂

∂y0
(kr1 − kr2)) = −

∂(I1+I2)

∂z
     .                             (4.2.1.22) 

Introduciendo la Eq. (4.2.1.21) en la Eq. (4.2.1.22), la ecuación diferencial parcial para la interacción 

de Irradiancia es 

−2ak

z

∂

∂y0
(I1 + I2) =

∂(I1+I2)

∂z
                                  ,             (4.2.1.23) 

y el sistema correspondiente de ecuaciones características es 

dy0

2ak
=
dz

z
             d(I1 + I2) = 0               ,                                  (4.2.1.24) 

cuya solución está dada por 

I1 + I2 = c2    ,    
y0

2ak
= ln(z) + c1                                      (4.2.1.25) 

Note que 𝑧 ≠ 0, dado que 𝑧 = 0 corresponde con el plano de la transmitancia y ninguna caustica 

es generada todavía. 

Esta solución concuerda con la distribución de Irradiancia mostrada en la Fig.4.6. 
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Fig.4.6. En a) mostramos la condición de frontera para generar la función Pearcey plasmónica mostrada en b). En c) 

mostramos la condición de frontera para generar las interacciones plasmónicas tipo Pearcey mostradas en d).  

Presentamos un modelo teórico para describir la síntesis de carga usando campos plasmónicos 

emergiendo de una condición de frontera tipo rendija grabada en una superficie metálica. La función 

de curvatura de la geometría de la rendija es la responsable de que el campo plasmónico presente 

efectos de compresión, cuya evolución espacial genera regiones focales. La distribución de carga 

tiene la misma geometría que la región focal y esta fue analizada desde su función de fase. La 

función de curvatura sigue un comportamiento no lineal y la función de fase tiene asociada una 

función de catástrofe. El modelo fue aplicado a una función cuadrática, generando una función de 

catástrofe tipo Pearcey, donde la región focal tiene forma cúspide. Esta geometría fue 

implementada para describir la interacción entre campos plasmónicos de tipo cúspide, lo cual 

muestro que se genera un canal de Irradiancia entre la línea que conecta las regiones cúspide. El 

análisis fue implementado usando la ecuación de transporte de Irradiancia, las simulaciones por 

computadora corroboran las predicciones teóricas. Un importante tópico del estudio es el hecho de 

que la distribución de carga puede adquirir un comportamiento dinámico manifestado en 

distribuciones de corrientes locales cuando la rendija es iluminada con campos parcialmente 

coherentes, este comportamiento implica un rompimiento en las propiedades de simetría del 

campo plasmónico. El modelo realizado ofrece aplicaciones interesantes para el desarrollo de pinzas 

plasmónicas, efectos de resonancia y espectroscopia sintonizable.   

5. Implementación de campos plasmónicos: efecto 
fotoeléctrico plasmónico, procesos resonantes, 
modos plasmónicos superficiales curvos. 
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En esta sección describimos la generación de regiones focales plasmonicas, los campos asociados 
son implementados para generar procesos físicos como el efecto fotoeléctrico. Esto es posible 
debido a que el campo eléctrico es muy intenso en las regiones focales. 
 
5.1 Efecto fotoeléctrico plasmónico 

El enfocamiento de un campo electromagnético propagándose en una superficie conductora puede 
generar efectos interesantes con potenciales aplicaciones al diseño de pinzas ópticas plasmónicas, 
capacitancia sintonizable, etc. [2]. Ha sido mostrado que un conjunto de estructuras plasmónicas 
pueden coexistir simultáneamente en una superficie metálica cuya propagación puede ser analizada 
desde el modelo de espectro angular. Desde esta representación es posible describir la generación 
de regiones singulares las cuales generan redistribuciones de carga que tienen asociados campos 
eléctricos [32]. 
Colocando una segunda superficie metálica en la vecindad del campo eléctrico, es posible crear un 
efecto novedoso análogo al efecto fotoeléctrico. Este efecto consiste en la emisión de electrones 
cuando una superficie metálica es iluminada con ondas electromagnéticas, cuyas frecuencias 
exceden su función de trabajo. Efectos similares son inducidos porque el campo eléctrico puede 
extraer electrones modificando la conductividad del medio. 
Los campos plasmónicos elementales son generados por las oscilaciones colectivas de carga cuyo 
campo eléctrico es 

 

�⃗� 𝑝 = (𝜉 )exp{−𝛼𝑥}exp{𝑖𝛽𝑧}  ,                                                       (5.1) 

donde 𝛽 es la relacion de dispercion, 𝛼 es el termino que describe el decaimiento del campo 

perpendicular a la superficie metálica y 𝜉  es el vector de amplitud. La Eq. (5.1) satisface ∇ ∙ �⃗� 𝑝 = 0. 

Usando el modelo de Huygens-Fresnel podemos representar la difracción plasmónica cuando una 

rendija de forma curva es iluminada como 

�⃗⃗� 𝑝 = exp{−𝛼𝑥} ∫ 𝜉 (𝑦, 𝑧)𝛿[𝑦 − 𝑓(𝑦)]
exp{𝑖𝛽𝑟}

r
𝑑𝑦 .                                    (5.2) 

 

Considerando una rendija de forma parabólica 𝑓(𝑦) = 𝑦2, el campo eléctrico toma la forma 

�⃗� 𝑝 = exp{−𝛼𝑥}∫ 𝜉 (𝑦)
exp{𝑖𝛽[(𝑦−𝑦0)

2+(𝑧0−𝑓(𝑦))
2]1/2}

r
𝑑𝑦   ,                             (5.3) 

La función delta de Dirac genera una estructura de fase 𝐿 dada por 

𝐿 = 𝛽((𝑦 − 𝑦0)
2 + (𝑧0 − 𝑦

2)2)1/2 = 𝛽[𝑦4 + 𝑦2(1 − 2𝑧0) + 𝑦(−2𝑦0) + 𝑧0
2 + 𝑦0

2]1/2 

 

= 𝛽[𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐]1/2     .                                           (5.4) 

Las regiones focales son generadas por la envolvente de los puntos singulares de la función de fase 

que son obtenidos por la primera y segunda derivada de 𝐿 
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𝑦 = (−
𝑎

3
)
1/2

    ,                                                            (5.5) 

Implicando que la geometría de las regiones focales está dada por 

𝑎 = (
𝑏

𝑐
)
2/3

     ,                                                             (5.6) 

lo cual es de forma cúspide. Introduciendo la Eq. (5.6) en la Eq. (5.3) el campo eléctrico plasmónico 

es 

�⃗� 𝑝 = exp{−𝛼𝑥}∫ 𝜉 (𝑦)
exp{𝑖𝛽(𝑦4+𝑎𝑦2+𝑏(𝑎)𝑦+𝑐)

1/2
}

r
𝑑𝑦       .                      (5.7) 

En la ecuación previa, debe ser notado que ∇a ∙ �⃗� 𝑝 ≠ 0 genera una distribución de carga cuya 

representación es  

휀
𝜕�⃗� 

𝜕𝑎
∝ 휀exp{−𝛼𝑥}∫

𝑖𝛽

2
𝜉 (𝑦)

exp {𝑖𝛽(𝑦4 + 𝑎𝑦2 + 𝑏(𝑎)𝑦 + 𝑐)−
1
2} (y2 + b′(𝑎))

r
𝑑𝑦. 

(5.8) 

Como conclusión parcial, las regiones singulares en el campo eléctrico plasmónico induce 

redistribuciones de carga que serán utilizadas para generar procesos como del efecto fotoeléctrico 

plasmónico . 

5.1.1 Propuesta teórica 

El sistema físico que se propone consiste en dos películas delgadas metálicas separadas por un 
medio dieléctrico. Sobre una de ellas hay una rendija de forma curva la cual genera campos 
plasmónicos de superficie cuando esta es iluminada como esta esquematizado en la Fig. 5.1. La 
propagación espacial genera redistribuciones de carga que inducen un campo eléctrico entre las 
placas. La energía almacenada entre las placas es 

  
𝑈 ≈ 𝐹𝑑 ≈ 2𝑞𝐸𝑑       ,                                                       (5.9) 

lo cual es válido para un volumen pequeño limitado por la geometría de la distribución de carga 

como esta mostrado en la Fig.5.1. 
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Fig.5.1. Dos placas metálicas delgadas con un medio dieléctrico entre ellas donde el campo plasmónico y su respectiva 

región focal son generadas 

Cuando el valor de la energía excede la función de trabajo se espera el efecto fotoeléctrico 

plasmónico. Esto ocurre cuando 

2𝑞𝐸𝑑 > 𝜙𝑐         ,                                                        (5.10) 

Donde 𝜙𝑐 es la función de trabajo para la placa metálica de abajo esquematizada en la Fi.1. Un 
mejoramiento del modelo incluiría que las dos placas metálicas presenten diferentes funciones de 
trabajo. 
Hemos mostrado que las regiones singulares plasmónicas inducen redistribuciones de carga la cual 
genera campos eléctricos intensos que es implementado para inducir como el efecto fotoeléctrico 
plasmónico. El modelo propuesto ofrece aplicaciones al grabado a escalas manométricas sobre 
superficies metálicas similar a los efectos de litografía. 
 
5.2. Descripción de efectos resonantes y percolación en cúmulos de partículas inmersos en una 

distribución aleatoria de huecos 

Es bien sabido que la luz puede ser guiada en un arreglo de guías de onda, es importante describir 

la propagación de un campo electromagnético en superficies metálicas o cúmulos de partículas [35]. 

En esta sección presentamos un análisis de efectos resonantes de partículas inmersas en un arreglo 

aleatorio de huecos colocados en una superficie metálica. Controlando la función de densidad de 

probabilidad es posible generar efectos de percolación. La percolación consiste en la generación de 

un camino que sigue una señal a través de un sistema [36]. El sistema bajo estudio esta mostrado 

en la Fig.5.2.a donde un cumulo de segundo y tercer orden son mostrados. 

Por simplicidad consideramos solo el cumulo de segundo orden, la iluminación es perpendicular a 

la superficie metálica con polarización en la dirección 𝑧. El campo estimula al cúmulo generando un 

sistema de tres dipolos mostrado en la Fig.5.2.b. Representamos el sistema de dipolos por medio 

de un sistema mecánico de resortes sin masa. 

5.2.1. Descripción de la distribución de los cúmulos y el arreglo de huecos en una superficie 
metálica 
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El cumulo sigue una distribución de Poisson dada por  

𝑃(𝑘) =
〈𝑘〉𝑖

𝑘

𝑘!
𝑒−〈𝑘〉     ,                                                               (5.2.1) 

donde 〈𝑘〉 es el promedio de cúmulos de orden 𝑖 rodeados por un arreglo aleatorio de huecos 
siguiendo una funcion de densidad de probabilidad de Bernoulli 
 

𝑃(𝑛) = (𝑁
𝑛
)𝑞𝑛(1 − 𝑞)𝑁−𝑛   ,                                                        (5.2.2) 

 

donde 𝑁 es el numero de celdas, 𝑛 es el numero de celdas con hueco y 𝑞 es la probabilidad de que 
en la celda exista un hueco mostrado en la Fig.5.2.a. 

 

Fig.5.2. a) Distribución de huecos y cúmulos de partículas puestos sobre una superficie metálica. b) Sistema mecánico de 

resortes. 

Para describir efectos resonantes proponemos un sistema análogo de cúmulos como será analizado 
en la siguiente sección. 

5.2.2. Descripción de efectos de resonancia y percolación 

El cumulo de segundo orden mostrados en la Fig.5.2.a es representado por un sistema mecánico de 
resortes con misma constante de restitución 𝑘 y para el resorte de acoplamiento una constante 𝑘𝑎. 
Las ecuaciones de movimiento se obtienen desde el Lagrangiano dado por 

𝐿 = 𝐾 − 𝑉 =
1

2
𝑚�̇�1

2 +
1

2
𝑚�̇�2

2 − (
1

2
𝑘𝑥1

2 +
1

2
𝑘𝑎(𝑥1 − 𝑥2)

2 +
1

2
𝑘𝑥2

2)                        (5.2.3) 

�̈� + 𝑤2𝑋 = 0                                                                       (5.2.3.a) 

�̈�′ + (𝑤2 + 2𝑤𝑎
2)𝑋′ = 0    ,                                                       (5.2.3.b) 

donde = 𝑐𝑡𝑒, �̈� = �̈�1 + �̈�2, 𝑋 = 𝑥1 + 𝑥2, �̈�′ = �̈�1 − �̈�2 y 𝑋′ = 𝑥1 − 𝑥2. Las soluciones modales 
implican un comportamiento armónico y desde el sistema identificamos dos modos de vibración. 
El primero es cuando la vibración tiene una frecuencia 𝑤 y el segundo con frecuencia 𝑤2 + 2𝑤𝑎

2. La 
ultimas ecuaciones representan el movimiento del cumulo de segundo orden, considerando los 
efectos de los alrededores, esto es equivalente a un sistema de "masa reducida", es decir, 𝑚 ≠
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 , si hay mas huecos se espera que la interacción de los cúmulos con los huecos vecinos 
sea más fuerte. 
Con los comentarios previos las ecuaciones de movimiento están dadas por 
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𝑚�̈� + �̇�
𝑑𝑚

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑋 = 0   ,                                                             (5.2.4) 

𝑚�̈� ′ + �̇�′ 𝑑𝑚

𝑑𝑡
+ (𝑘 + 2𝑘𝑎)𝑋

′ = 0  ,                                                 (5.2.5) 

 
donde el cambio en la masa genera efectos de disipación. 
Las soluciones de la Eq. (5.2.4) tienen la forma 
 

𝑋 = exp {−𝛼𝑡}[𝑐1𝑠𝑒𝑛(𝑤′𝑡) + 𝑐2𝑐𝑜𝑠(𝑤′𝑡)]       con    𝑋 ∈ [0,
𝐿

2
) ,                      (5.2.6) 

𝑋 = exp {𝛼𝑡}[𝑐1𝑠𝑒𝑛(𝑤′𝑡) + 𝑐2𝑐𝑜𝑠(𝑤′𝑡)]          con   𝑋 ∈ (
𝐿

2
, 0],                       (5.2.7) 

 
donde la exponencial decreciente modula los términos oscilatorios, Fig.5.3. 
 

 

Fig.5.3. Solución de interacción para el cumulo con huecos vecinos.  

El significado físico es que cuando 𝑋 ∈ [0,
𝐿

2
) el cumulo transfiere energía a los huecos vecinos, el 

otro caso es cuando 𝑋 ∈ (
𝐿

2
, 0] significando que los huecos regresan energía al cumulo. 

Ahora, los efectos de percolación ocurren cuando la energía es solo transferida del cumulo al 
alrededor, las Eqs. (5.2.4,5.2.5) son transformadas como 
 

𝑚�̈� + �̇�
𝑑𝑚

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑋 = 𝐹 ,                                                          (5.2.8) 

𝑚�̈� ′ + �̇�′ 𝑑𝑚

𝑑𝑡
+ (𝑘 + 2𝑘𝑎)𝑋

′ = 𝐹 .                                               (5.2.9) 

 
La solución de las ecuaciones previas genera una onda teniendo como fuente al cumulo. Hemos 
descrito les efectos resonantes en un cumulo de partículas de segundo orden inmersas en una 
distribución de huecos, el análisis fue hecho obteniendo las ecuaciones de movimiento para el 
sistema de tres dipolos representados por un sistema mecánico de resortes. Usando el concepto de 
masa reducida describimos la interacción entre el cumulo y la distribución de huecos cuya solución 
muestra un comportamiento oscilatorio modulado por una función exponencial. Cuando 𝑃 es 
aproximadamente la dimensión fractal el cumulo transfiere energía a los huecos generando efectos 
de percolación. 
 

5.3. Generación de modos plasmónicos superficiales curvos de largo recorrido y su propagación 

en un arreglo de películas delgadas metálicas.  
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Durante la última década la comunidad científica ha mostrado un interés en los modelos de campos 
plasmónicos debido a sus potenciales aplicaciones. En la presente sección enfatizamos el estudio de 
las trayectorias de correlación sobre una superficie metálica con estructura aleatoria. El modelo 
resultante ofrece aplicaciones al desarrollo de nano-antenas teniendo la posibilidad de un ancho de 
banda sintonizable [37]. Este tipo de estructuras tiene aplicaciones en la síntesis de nuevas fuentes 
de iluminación y el control de efectos magnéticos [38]. Describimos la síntesis de campos 
plasmónicos propagándose a lo largo de trayectorias curvas. Los efectos sintonizables son 
controlados con el parámetro de curvatura teniendo aplicaciones en espectroscopia Raman de 
superficie (SERS). 
Usando el comportamiento evanescente del campo plasmónico, el análisis es extendido a la 
propagación de campos plasmónicos a través de un arreglo en tándem de películas delgadas 
metálicas con aplicaciones en el estudio de cristales fotónicos y puntos cuánticos [39,40]. 
Como punto de partida, describimos el estudio del campo eléctrico en la vecindad de una 
nanopartícula usando la aproximación electrostática [38]. El campo eléctrico corresponde con el 
plasmón partícula. Este modelo permite la descripción de la interacción entre dos plasmones 
partícula. La interacción es extendida para describir los campos plasmónicos propagándose sobre 
una superficie generando comportamiento ondulatorio satisfaciendo la ecuación de Helmholtz 
donde el número de onda debe tener valores complejos para recobrar los modelos tradicionales de 
plasmones superficiales. 
Controlando la distribución aleatoria de nano partículas, analizamos los efectos de correlación 
llevándonos a inducir efectos de localización. Este ultimo enunciado se obtiene enmascarando la 
superficie delgada metálica con dos arreglos aleatorios de huecos independientes. Controlando los 
factores de escala, modificamos la curvatura de la trayectoria de correlación. El modelo es 
relacionado con un patrón de speckle emergiendo de una superficie rugosa [2]. Esta configuración 
es similar a la propuesta por Raether para el acoplamiento de campos plasmónicos. Se muestran 
resultados experimentales. 
 
5.3.1. Análisis del plasmón partícula 
 
El plasmón partícula corresponde con las distribuciones de corrientes superficiales de los átomos. 
El análisis es implementado aplicando la aproximación electrostática dada por  
 

∇2𝜙 = 0   ,                                                                 (5.3.1.1) 
 

donde 𝜙 es una función potencial. Usando separación de variables en coordenadas cartesianas 
sobre el plano 𝑥 − 𝑦, la ecuación adquiere la forma 

 

 
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 0   .                                                          (5.3.1.2) 

Proponiendo la solución como 
 

𝜙 = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)     ,                                                       (5.3.1.3) 
 

obtenemos el sistema de ecuaciones  
 

�̈� − 𝛼2𝑋 = 0 
�̈� + 𝛼2𝑌 = 0       ,                                                     (5.3.1.4) 
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donde la constante de acoplamiento 𝛼 es un numero complejo teniendo la forma 𝛼 = 𝑎 + 𝑖𝑏. Esta 
condición es necesaria porque perturbando el campo, debe adquirir un comportamiento 
propagante como se muestra abajo. Resolviendo para 𝑋, tenemos que 
 

 

𝑋 = 𝑐1𝑒
𝑐𝑥𝑒𝑖𝑑𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑐𝑥𝑒−𝑖𝑑𝑥 ,                                           (5.3.1.5) 
 

y la solución para 𝑌 esta dada por 
 

𝑌 = 𝐷1𝑒
𝑖𝑐𝑦𝑒−𝑑𝑦   .                                                           (5.3.1.6) 

 
Entonces la solución completa para 𝜙 adquiere la forma 
 

𝜙 = 𝐴𝑒𝑐𝑥𝑒𝑖𝑑𝑥𝑒−𝑑𝑦𝑒𝑖𝑐𝑦   ,                                                (5.3.1.7) 
 

con 𝑐 < 0 y 𝑑 > 0. La ecuación previa representa la condición de frontera para el campo 
plasmónico. 
 
5.3.2. Descripción de la interacción entre plasmones partícula 
 
El modelo es extendido para describir la propagación del campo eléctrico. Para esto, proponemos 
que la aproximación electrostática no se cumple mas adquiriendo la forma de la ecuación de 
Helmholtz teniendo la forma 
 

 

∇2𝜙 + 𝑘2𝜙 = 0    .                                                         (5.3.2.1) 
 

Fijándonos en la propagación a lo largo de la coordenada 𝑥, la ecuación anterior adquiere la forma 
 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑘2𝜙 = 0     ,                                                     (5.3.2.2) 

 
donde 𝑘 es el numero de onda complejo 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2. Proponiendo una solución de la forma 𝜙 =
𝑋(𝑥)𝑌(𝑦), obtenemos el sistema de ecuaciones dado por 
 

�̈� + (𝑘2 − ℎ2)𝑋 = 0 

𝑌 + 𝛼2𝑌 = 0      ,                                                      (5.3.2.3) 

cuya solución adquiere la forma 

𝜙𝑝 = 𝑀𝑒
𝛾𝑥𝑒𝑖Ω𝑥𝑒−𝑑𝑦𝑒𝑖𝑐𝑦  ,                                                 (5.3.2.4) 

esta ecuación debe recobrar la estructura de la aproximación electrostática para una sola nano 

partícula. De la solución previa es fácilmente identificar su comportamiento. A lo largo de la 

coordenada 𝑦 el campo es rodeado por el termino exponencial el cual permanece sin perturbarse 
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por la presencia de una segunda partícula, la interacción ocurre principalmente en la coordenada 𝑥. 

Este comportamiento puede ser generalizado adquiriendo un efecto ondulatorio. Una relación de 

balance entre el numero de onda complejo 𝑘 con la constante de acoplamiento 𝛼 puede predecirse, 

esta interacción decrece el termino evanescente y el termino propagante se vuelve dominante. Esta 

interacción se muestra en la Fig. 5.4. 

 

 

Fig. 5.4. a) Campo eléctrico localizado para un plasmón partícula. b) Interacción entre dos plasmones partícula. c) 

Describe la generación del campo plasmónico superficial en un arreglo de nano partículas. 

En la Fig. 5.4.a la aproximación electrostática es válida para una sola nano partícula, el 

comportamiento ondulatorio es generado por otro conjunto de partículas interactuando mostrado 

en la Fig. 5.4.c. Hasta este punto tenemos descrita la generación de una onda propagándose en la 

coordenada 𝑥, este análisis puede ser extendido a la propagación en el plano 𝑥 − 𝑦 lo cual será 

analizado en la siguiente sección. 

5.3.3. Descripción estadística de trayectorias de correlación  
 

En la presente sección, describimos la transferencia de las propiedades estadísticas del modelo de 
caminata aleatoria anisotrópica bidimensional para generar propagación ondulatoria sobre una 
superficie metálica generando un modo plasmónico superficial curvado. Describimos la trayectoria 
en un arreglo bidimensional, empezando desde el punto 𝑃 con coordenada (0,0). La caminata 
aleatoria es caracterizada por un conjunto de puntos distribuidos aleatoriamente y la trayectoria 
puede ser obtenida desde la función de correlación correspondiendo al flujo de la corriente de 
probabilidad. 
Las propiedades estadísticas de una distribución aleatoria de puntos pueden ser transferidas para 

inducir y controlar importantes efectos físicos. Por ejemplo, se sabe que la distribución de amplitud 

de un patrón de Speckle sigue una estadística Gaussiana [41,42]. La estadística del patrón de Speckle 

es empatada con una distribución de huecos aleatorios y esto se transfiere sobre una superficie 

metálica mostrado en la Fig.5.5. El análisis es obtenido enmascarando la superficie metálica la cual 

es considerada formada por un conjunto de celdas cuadradas. La probabilidad de un hueco estando 
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en el centro de cada celda es 𝑃; luego, la probabilidad de la ausencia del hueco e (1 − 𝑃). La 

superficie contiene 𝑁 celdas y la probabilidad de que la superficie contenga 𝑛 huecos, asumiendo 

una distribución de Bernoulli es 

𝑃(𝑛) = (
𝑁
𝑛
)𝑃𝑛(1 − 𝑃)𝑁−𝑛.                                                (5.3.3.1) 

 
Cuando el numero de celdas 𝑁 se incrementa, la distribución de Bernoulli tiende a una distribución 
Gaussiana de la forma 
 

𝜌(𝑥, 𝑦) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒
− 
𝑥2+𝑦2

2𝜎2    ,                                                      (5.3.3.2) 

 
donde 𝜎2 es la variancia. Se pueden identificar propiedades interesantes identificando por medio 
de la descripción de la auto correlación en este tipo de distribuciones. El caso más simple ocurre 
cuando dos pantallas son superpuestas y subsecuentemente, una de ellas se rota un ángulo 
pequeño. Para entender la generación de la trayectoria de auto correlación, nos enfocamos en un 
solo hueco. En este caso, es evidente que el hueco sigue un arco circular uniendo todos los puntos 
de probabilidad constante, y la trayectoria de correlación completa es un circulo. El resultado en 
este caso es mostrado en la Fig. 5.6.a. La trayectoria de correlación puede ser controlada induciendo 
un factor de escala en la distribución de puntos aleatorios. Superponiendo las dos pantallas de 
nuevo, es evidente que el factor de escala cambia el punto a lo largo de una trayectoria lineal 
perpendicular a las regiones de probabilidad constante las cuales son conjuntos de círculos, como 
se deduce del argumento de la distribución Gaussiana. El análisis es presentado de manera 
equivalente para un patrón de Speckle usando el hecho de que ambos tienen la misma distribución 
de probabilidad. En la Fig. 5.6.b, mostramos estas trayectorias de correlación. Finalmente, 
introduciendo una pequeña rotación, las trayectorias lineales están curvadas, como se muestra en 
la Fig.5.6.c. 

 

 

 
Figure 5.5. Speckle pattern generated with a roughness surface illuminated with a plane wave. 
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Fig.5.6. a) Conjunto de puntos siguiendo una distribución Gaussiana. b) Función de correlación entre dos conjuntos de 

puntos Gaussianos donde una máscara fue rotada un ángulo pequeño. c) Trayectorias de flujo de probabilidad entre dos 
mascaras, una de ellas esta escalada aproximadamente el 95% sin rotarse. 

 
Este resultado puede ser explicado como sigue: la función de correlación de dos superficies 
escaladas y rotadas tiene la forma 

 

 

𝜌1(𝑥, 𝑦) ∙ 𝜌2(𝑥
,, 𝑦 ,) 

 

=
1

√2𝜋𝜎1𝜎2
𝑒𝑥𝑝 {− 

𝑥2 + 𝑦2

2𝜎1
2 } 

 

×  𝑒𝑥𝑝 {− 
[𝑑(𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃+𝑦𝑠𝑒𝑛𝜃]2+[𝑑(−𝑥𝑠𝑒𝑛𝜃+𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃)]2

2𝜎2
2 }                        (5.3.3.3) 

 
Analizando el argumento de la función exponencial como una forma cuadrática, esto puede mostrar 
que las curvas de correlación constante son elipses, presentando un sistema de referencia donde 
adquieren la forma canoníca 

 

 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1     .                                                         (5.3.3.4) 

 
La probabilidad fluye a través de las trayectorias perpendiculares entre dos regiones de probabilidad 
constante cuya ecuación diferencial está dada por 
 

𝑦 ′ =
𝑏2

𝑎2
𝑦

𝑥
      .                                                             (5.3.3.5) 

 
La solución correspondiente es 
 

𝑦 = 𝑐𝑥𝛼     ,                                                              (5.3.3.6) 
 

donde 𝑐 es una constante arbitraria y 𝛼 =
𝑏2

𝑎2
, la cual contiene la información acerca de la escala 

entre dos procesos probabilísticos. 
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5.3.4. Descripción grafica e implementación experimental de la trayectoria de correlación 
  
Una parte fundamental de este capítulo consiste en describir un método para generar campos 
plasmónicos superficiales propagándose a lo largo de trayectorias predeterminadas. Esto se puede 
obtener analizando la función de correlación entre dos pantallas donde cada una tiene una 
distribución aleatoria de huecos siguiendo una determinada función de densidad de probabilidad. 
Este método tiene la característica de que la geometría de la trayectoria de correlación presenta 
curvatura sintonizable lo cual permite la posibilidad de generar plasmones de largo recorrido. 
Un modelo alternativo para generar trayectorias de correlación curvas es realizado usando un patrón 
de speckle como se muestra en la Fig.5.7. 

 
Fig. 5.7. Sistema experimental para generar trayectorias de correlación para un patrón de speckle. 

 

El sistema óptico que rota la imagen puede ser un prisma tipo Dove. Modificando la configuración 
de iluminación usando un haz convergente y cambiando la distancia relativa entre dos patrones de 
speckle obtenidos por medio de un ligero movimiento en uno de los espejos se introduce un factor 
de escala. La superposición en irradiancia entre dos patrones de speckle genera las deseadas 
trayectorias de correlación. El patrón de speckle es mostrado en la Fig.5.5. 
Se sabe que la función de irradiancia para un patrón de speckle tiene asociada una función de 
densidad de probabilidad tipo exponencial decreciente. El termino decreciente puede ser empatado 
con la razón de decaimiento del modo plasmónico. Esta configuración permite mejorar la 
generación de campos plasmónicos evitando el enmascaramiento de la superficie metálica la cual 
debe ser hecha con técnicas de litografía. Las trayectorias de correlación deseadas pueden ser 
implementadas en la siguiente sección para describir un plasmón de superficie. Por el hecho de que 
la correlación ocurre en una trayectoria curva, esperamos que el plasmón superficial presente 
comportamiento magnético. 

5.3.5 Generación de modos plasmónicos superficiales curvos. 

La descripción estadística previa será usada para la síntesis de modos plasmónicos superficiales. La 
expresión para el campo eléctrico de un modo plasmónico superficial elemental propagándose a lo 
largo del eje 𝒛 esta dada por 

 

𝐸(𝑥, 𝑧) = (𝑖�̂� + �̂�𝑏)𝑒𝑥𝑝{−𝛼𝑥}𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽𝑧}   ,                                      (5.3.5.1) 
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donde 𝛽 =
𝑤

𝑐
(
𝜀1𝜀2

𝜀1+𝜀2
)
1/2
= 𝜉 + 𝑖𝜂 es la relación de dispersión y 휀1, 휀2 representan la permitividad 

del dieléctrico y el metal respectivamente. Rotando el sistema de referencia a lo largo del eje 𝑥, el 
plasmón elemental superficial adquiere la forma 
 

𝐸(𝑥, 𝑧) = (𝑖�̂� + 𝑗̂𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 + �̂�𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃) 

×  𝑒𝑥𝑝{−𝛼1𝑥}𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃)}      .                                      (5.3.5.2) 
 

Usando la relación funcional dada por la Eq. (5.3.3.6), la expresión para el modo plasmónico curvado 
está dada por 

 

𝐸(𝑥, 𝑦) = (𝑖̂𝑎 + 𝑗̂𝑏𝑠𝑖𝑛𝜃 + �̂�𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃) 

×  𝑒𝑥𝑝{−𝛼1𝑥}𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛽(𝑦
𝛼𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃)}.                      (5.3.5.3) 

 
Por medio de las ecuaciones de Maxwell, podemos obtener la expresión para el campo magnético 
y el flujo de energía por el vector de Poynting. 
Para el sistema experimental, proponemos iluminar una placa delgada de Au (grosor ~20 − 40 𝑛𝑚) 
con un patrón de speckle correlacionado como se muestra en la Fig. 5.7. La iluminación consiste en 
dos patrones de speckle, cada uno es visualizado como un conjunto de motas circulares distribuidas 
aleatoriamente siguiendo una función de probabilidad Gaussiana. La longitud de onda es de 𝜆 =
1550 𝑛𝑚. Los parámetros geométricos están de acuerdo con los reportados en [15]. La curva de 
correlación corresponde al modo plasmónico superficial dado por la Eq. (5.3.5.3). Notablemente, 
las propiedades estadísticas del patrón de speckle son transferidas a la superficie metálica como el 
modo plasmónico propagándose a lo largo de la trayectoria de correlación.  Para permitir la 
generación de un modo plasmónico superficial de largo recorrido, la longitud de correlación debe 
ser menor que 2𝜇 para garantizar los efectos resonantes [43,44], esto puede ser controlado con los 
parámetros de rugosidad de la superficie implementada para generar el patrón de sepckle evitando 
el decaimiento a lo largo de la trayectoria de correlación. 
El sistema experimental esta esquematizado en la Fig. 5.8.   

 

 
Fig. 5.8. Superficie metálica enmascarada, la longitud de onda típica es IR. 

 

El análisis presentado puede ser extendido a otras configuraciones plasmónicas lo cual será 
presentado en la siguiente sección. 
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5.3.6. Propagación en un arreglo en tándem de películas delgadas metálicas 
 

La extensión natural del análisis presentado es el transferir el modo plasmónico a un arreglo en 
tándem de películas delgadas metálicas, mostrado en la Fig. 5.9. Esto es posible usando el 
comportamiento evanescente a lo largo del eje 𝑥 del campo plasmónico superficial curvado. Este 
comportamiento ha sido implementado para generar una redistribución de un campo óptico a lo 
largo de un arreglo de guías de onda [45]. En este modelo, el carácter evanescente es usado para 
tunelar el campo óptico.  

 

 

Fig.5.9. Arreglo en tándem para propagar un campo plasmónico, el ancho del metal es 20 − 40 𝑛𝑚 y la película 

dieléctrica es 20 − 40 𝑛𝑚. 

La transmisión del modo plasmónico satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 

𝑖
𝑑𝐸𝑛
𝑑𝑧

+ 𝛽𝐸𝑛 + 𝐶𝑛+1𝐸𝑛+1 + 𝐶𝑛−1𝐸𝑛−1 = 0   

𝑛 = 1,2,3….,                                                           (5.3.6.1) 

donde 𝛽 es la relación de dispersión y 𝐶𝑖 representa la constante de acoplamiento la cual depende 

de la separación relativa entre superficies vecinas [46]. La solución de la ecuación previa es similar 

a la presentada en [45]; sin embargo, para asociar significado físico la constante de acoplamiento 𝐶𝑖 

presentamos el análisis de dos películas metálicas delgadas. 

El caso más simple ocurre cuando el sistema está formado por dos películas delgadas metálicas 

separadas por un medio dieléctrico cuyo grosor debe ser menor que 50 𝑛𝑚. El decaimiento 

evanescente depende del módulo del cociente de la permitividad [47] y en este grosor es posible 

generar múltiples efectos [45]. El sistema de ecuaciones (5.3.6.1) adquiere la forma 

 

𝑖
𝑑𝐸1

𝑑𝑧
+ 𝛽𝐸1 + 𝐶2𝐸2 = 0  , 

𝑖
𝑑𝐸2

𝑑𝑧
+ 𝛽𝐸2 + 𝐶1𝐸1 = 0 .                                                  (5.3.6.2) 
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Reescribiendo en su forma matricial, obtenemos 
 

 

𝑖 (

𝑑𝐸1

𝑑𝑧
𝑑𝐸2

𝑑𝑧

) = −(
𝛽 𝑐2
𝑐1 𝛽

)   .                                           (5.3.6.3) 

 
Puede ser deducido que, como consecuencia de la conservación de la energía, la estructura de la 
matriz debe ser simétrica. Esto indica que 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐 y la solución general es 
 

(
𝐸1
𝐸2
) = 𝑑1 (

𝜉1
𝜉2
) exp (𝜆1𝑧) + 𝑑2 (

𝜂1
𝜂2
) exp (𝜆2𝑧) ,                              (5.3.6.4) 

 
donde 𝑑𝑖  representan constantes arbitrarias,  𝜉1,2 𝑦 𝜂1,2 representan los eigenvectores con 

eigenvalores 𝜆1,2 satisfaciendo la ecuación característica dependiendo de la constante de 

acoplamiento 
 

𝜆1,2 = 𝛽 ± 𝑐    .                                                      (5.3.6.5) 

 
Más aun, se sabe que los eigenvectores deben ser complejos [48]. Entonces sin pérdida de 
generalidad, la solución puede ser reescrita como 

 

(
𝐸1
𝐸2
) = 𝑑1 (

1
𝑖
) exp (𝜆1𝑧)   ,                                          (5.3.6.6) 

 
lo cual indica que el cambio generad entre cada modo plasmónico presenta propiedades similares 
como en la teoría de acoplamiento de modos [46]. Este análisis nos lleva a la expresión para el modo 
plasmónico como 

𝐸1 = 𝐴𝜉 exp (−|𝛼𝑥|)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛽𝑠) 

𝐸2 = 𝑖𝐴𝜉 exp (−|𝛼𝑥|)𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛽𝑠)       ,                                        (5.3.6.7) 
 

donde 𝜉  es un vector unitario tangente a la curva de correlación y 𝑠 es la longitud de arco sobre la 
misma curva, remarcamos que la trayectoria de correlación esta dad por la Eq. (5.3.5.3). 
La Eq. (5.3.6.4) describe el acoplamiento evanescente a través de un arreglo en tándem de películas 
delgadas metálicas. Notemos que las condiciones de frontera del campo eléctrico indican que la 
geometría del campo plasmónico generado en la primera película delgada metálica debe ser 
preservada en todas las superficies. Esto muestra que la transmisión de un modo plasmónico 
curvado permite inducir propiedades magnéticas en el sistema [49-52]. 
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6. Conclusiones 
 
En esta tesis se describieron procesos de coherencia parcial para campos plasmónicos, el estudio se 
logró estableciendo una analogía con procesos de polarización parcial clásica. En particular, se 
encontró un conjunto de parámetros de Stokes para campos plasmónicos totalmente coherentes 
sobre tres planos mutuamente perpendiculares.  
El estudio se extendió a parámetros de Stokes para campos plasmónicos parcialmente coherentes 
y polarizados, en donde los promedios estadísticos se obtuvieron utilizando una expansión de las 
funciones seno y coseno en términos de la función Bessel.  
Debido a que usamos plasmones superficiales cosenoidales interferidos y el campo resultante 
depende de las coordenadas espaciales (𝑦, 𝜃), se puede controlar el ángulo con el cual interfieren 
estos campos y por consiguiente podemos modificar el estado de polarización en las franjas de 
interferencia, el ejemplo prototipo corresponde a la franja de orden cero. Se describieron los 
procesos de coherencia parcial y polarización parcial mediante la matriz de coherencia, en un mismo 
punto, pero considerando la naturaleza vectorial del campo eléctrico. 
El punto de vista teórico presentado en este estudio permite la incorporación de otros efectos como 
la percolación [52], cuyas principales características son que el campo plasmónico presenta 
propiedades fractales lo cual son el origen de las propiedades magnéticas implícitas en la trayectoria 
curva de los modos plasmónicos. El modelo presentado puede ser extendido mediante la 
implementación de diferentes geometrías para las distribuciones de huecos lo cual modifica los 
efectos resonantes plasmónicos. Notablemente, las trayectorias curvas tienen asociadas regiones 
focales y, por tanto, la correspondiente singularidad magnética ofrece la posibilidad de 
implementación en la generación de espejos magnéticos. 
Las propiedades estadísticas de la distribución de huecos aleatorios o equivalentemente el patrón 
de speckle fueron transferidos a una superficie metálica para establecer las condiciones para 
generar modos plasmónicos curvados de largo recorrido. En el caso de la distribución de huecos 
puede ser implementado enmascarando una película delgada metálica con dos pantallas que 
permitan controlar la trayectoria de correlación cuya geometría corresponde a un modo plasmónico 
curvado. Otra posibilidad fue iluminando la película delgada metálica con dos patrones de speckle 
correlacionados. Una importante consecuencia de estas configuraciones es que el conjunto de 
modos plasmónicos superficiales curvados presentan estructura de vórtices que permiten inducir 
propiedades magnéticas [51]. Usando el carácter evanescente de los modos plasmónicos, el campo 
eléctrico fue transferido a la propagación en un arreglo en tándem de películas delgadas metálicas 
ofreciendo aplicaciones al diseño de cristales fotónicos con propiedades magnéticas sintonizables.  
Finalmente, remarcamos que el análisis presentado ofrece aplicaciones a cristales fotónicos, así 
como diseño de metamateriales [53-57]. Rompiendo la periodicidad o incorporando otro tipo de 
metal sobre una región seleccionada es como si se dopara la estructura y entonces es posible inducir 
efectos de localización. La generación de plasmones usando patrones de speckle ofrece la 
posibilidad de incorporar un comportamiento sintonizable de la trayectoria de correlación que a su 
vez ofrece aplicaciones en el desarrollo de antenas plasmónicas [55], esto es posible porque 
reemplazando la onda plana por una onda parcialmente coherente, es posible controlar los efectos 
de resonancia entre huecos vecinos revirtiendo la dirección de propagación del modo plamónico. 
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8. Apéndices 
 

APENDICE A 

 

Mostrar que la función de correlación dada por la ecuación (3.5.2.3) satisface la ecuación de 

Helmholtz: 

 

∇2〈�⃗� 1�⃗� 2
∗〉 + 𝑘2〈�⃗� 1�⃗� 2

∗〉 = 0 

 

Muestra: 

 

〈�⃗� 1�⃗� 2
∗〉 = 𝐸12 =∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

×  exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

+∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

                                               ×  exp {𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

        +2𝑅𝑒∬∬𝐾exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

 × exp{−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′, 

 

con 𝐷 = 〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐴∗(𝑢′, 𝑣′)〉, 𝐻 = 〈𝐵(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢′, 𝑣′)〉 y 𝐾 = 〈𝐴(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢′, 𝑣′)〉. 

 

Haciendo el análisis por términos, entonces: 

 

∇2 [∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′] 

 

=
𝜕2

𝜕𝑥2
∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

+
𝜕2

𝜕𝑦2
∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 
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+
𝜕2

𝜕𝑧2
∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

= (𝑖2𝜋𝑢)2∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

+(𝑖2𝜋𝑣)2∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

+(𝑖2𝜋𝑝)2∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

          = [(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]∬∬𝐷exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

               × exp{−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′. 

 

Ahora: 

 

∇2 [∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′] 

 

=
𝜕2

𝜕𝑥2
∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

=
𝜕2

𝜕𝑦2
∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

=
𝜕2

𝜕𝑧2
∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′ 

 

              = [(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]∬∬𝐻exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 

 

                   × exp{−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′. 

 

Por ultimo: 

 

∇2 [2𝑅𝑒∬∬𝐾exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)}exp {−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′] 

 

               = [(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]2𝑅𝑒∬∬𝐾exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝)} 
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                    × exp{−𝑖2𝜋(𝑥′𝑢′ + 𝑦′𝑣′ + 𝑧′𝑝′)}𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑢′𝑑𝑣′. 

 

Entonces sustituyendo en la ecuación de Helmholtz: 

[(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]𝐸12 + 𝑘
2𝐸12 = (−4𝜋

2𝑢2 − 4𝜋2𝑣2 − 4𝜋2𝑝2)𝐸12 + 𝑘
2𝐸12  

 

                                                               = −4𝜋2(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2)𝐸12 + 𝑘
2𝐸12 = 0 , 

 

como (𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2) =
1

𝜆2
 y 𝑘 =

2𝜋

𝜆
, por lo tanto: 

 

−4𝜋2

𝜆2
𝐸12 +

4𝜋2

𝜆2
𝐸12 = 0. 

 

APENDICE A’ 

 

Mostrar que la función de correlación dada por la ecuación (3.5.2.8) cumple la ecuación de 

Helmholtz: 

 

〈𝜙1𝜙2
∗〉 = 𝜙12 =∬〈|𝐴(𝑢, 𝑣)|2〉 exp{𝑖2𝜋(𝑥0𝑢 + 𝑦0𝑣 + 𝑧0𝑝)}𝑑𝑢𝑑𝑣,    𝑥0 = 𝑥 − 𝑥′ 

 

con 𝐹 = 〈|𝐴(𝑢, 𝑣)|2〉, entonces: 

 

∇2 [∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣] 

 

=
𝜕2

𝜕𝑥2
∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

=
𝜕2

𝜕𝑦2
∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

=
𝜕2

𝜕𝑧2
∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

        = (𝑖2𝜋𝑢)2∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

            +(𝑖2𝜋𝑣)2∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

           +(𝑖2𝜋𝑝)2∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 
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= [(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]∬∬𝐹exp {𝑖2𝜋[(𝑥 − 𝑥′)𝑢 + (𝑦 − 𝑦′)𝑣 + (𝑧 − 𝑧′)𝑝]}𝑑𝑢𝑑𝑣 

 

 

= (−4𝜋2𝑢2 − 4𝜋2𝑣2 − 4𝜋2𝑝2)𝜙12. 

 

Sustituyendo en la ecuación de Helmholtz: 

 

−4𝜋2(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2)𝜙12 + 𝑘
2𝜙12 = 0. 

 

como (𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2) =
1

𝜆2
 y 𝑘 =

2𝜋

𝜆
, por lo tanto: 

 

−4𝜋2

𝜆2
𝜙12 +

4𝜋2

𝜆2
𝜙12 = 0. 

 

APENDICE A’’ 

 

Mostrar que la ecuación (3.5.2.11) cumple con la ecuación de onda: 

 

Γ =∭𝐴(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢, 𝑣)exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾 , 

 

con  𝐺 = 𝐴(𝑢, 𝑣)𝐵∗(𝑢, 𝑣). 

 

∇2Γ =
𝜕2

𝜕𝑥2
∭𝐺exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾 

 

         +
𝜕2

𝜕𝑦2
∭𝐺exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾 

 

         +
𝜕2

𝜕𝑧2
∭𝐺exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾 

 

                                               = [(𝑖2𝜋𝑢)2 + (𝑖2𝜋𝑣)2 + (𝑖2𝜋𝑝)2]Γ . 

 

Ahora: 

 

1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝜏2
Γ =

1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝜏2
∭𝐺exp {𝑖2𝜋(𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 + 𝑧𝑝 + 𝛾𝜏)} 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝛾 =

1

𝑐2
(𝑖2𝜋𝛾)2Γ . 
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Entonces: 

 

(−4𝜋2𝑢2 − 4𝜋2𝑣2 − 4𝜋2𝑝2)Γ = −
4𝜋2𝛾2

𝑐2
Γ , 

 

como (𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2) =
1

𝜆2
 y 𝜆𝛾 = 𝑐, entonces: 

−4𝜋2(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑝2)Γ = −
4𝜋2𝛾2

𝜆2𝛾2
Γ , 

 

por lo tanto: 

 

1

𝜆2
Γ =

1

𝜆2
Γ . 

 

APENDICE B 

 

Debemos comprobar las siguientes relaciones: 

 

a)  𝑆0𝑥𝑦
2 = 𝑆1𝑥𝑦

2 + 𝑆2𝑥𝑦
2 + 𝑆3𝑥𝑦

2   ,  b)  𝑆0𝑥𝑧
2 = 𝑆1𝑥𝑧

2 + 𝑆2𝑥𝑧
2 + 𝑆3𝑥𝑧

2  ,  c)  𝑆0𝑦𝑧
2 = 𝑆1𝑦𝑧

2 + 𝑆2𝑦𝑧
2 + 𝑆3𝑦𝑧

2  . 

 

Para a) 

 

𝑆0𝑥𝑦
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 + 2𝑊2(cosΩ)2(sinΩ)2(sin𝜃)2                   (3.a) 

 

𝑆1𝑥𝑦
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)2(sinΩ)2(sin𝜃)2                   (3.b) 

 

𝑆2𝑥𝑦
2 = 4𝑊2(cosΩ)2(sin𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝛿𝑦)

2                                         (3.c) 

 

𝑆3𝑥𝑦
2 = 4𝑊2(cosΩ)2(sin𝜃)2(sinΩ)2(sin 𝛿𝑦)

2                                         (3.d) 

 

⟹  𝑆1𝑥𝑦
2 + 𝑆2𝑥𝑦

2 + 𝑆3𝑥𝑦
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)2(sinΩ)2(sin𝜃)2 

 

                                                 +4𝑊2(cosΩ)2(sin 𝜃)2(sinΩ)2 [(cos 𝛿𝑦)
2
+ (sin 𝛿𝑦)

2
] 

 

                                            = (cosΩ)4 +𝑊4(sin𝜃)4(sinΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)2(sinΩ)2(sin 𝜃)2 

 

                                                 +4𝑊2(cosΩ)2(sin 𝜃)2(sinΩ)2 
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                                            = (cosΩ)4 +𝑊4(sin𝜃)4(sinΩ)4 + 2𝑊2(cosΩ)2(sin 𝜃)2(sinΩ)2 .  (3.e) 

 

Es claro que la ecuación (3.a) es la misma que la ecuación (3.e): 

 

∴        𝑆0𝑥𝑦
2 = 𝑆1𝑥𝑦

2 + 𝑆2𝑥𝑦
2 + 𝑆3𝑥𝑦

2                                                          (3.f) 

 

 

Para b) 

 

𝑆0𝑥𝑧
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 + 2𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2                     (3.g) 

 

𝑆1𝑥𝑧
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)4(cos𝜃)2                     (3.h) 

 

𝑆2𝑥𝑧
2 = 4𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2(cos 𝛿𝑧)

2                                          (3.i) 

 

𝑆3𝑥𝑧
2 = 4𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2(sin 𝛿𝑧)

2                                           (3.j) 

 

⇒  𝑆1𝑥𝑧
2 + 𝑆2𝑥𝑧

2 + 𝑆3𝑥𝑧
2 = (cosΩ)4 +𝑊4(cos𝜃)4(cosΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2 

 

                                            +4𝑊2(cosΩ)4(cos𝜃)2[(cos 𝛿𝑧)
2 + (sin𝛿𝑧)

2]  

 

                                         = (cosΩ)4 +𝑊4(cos𝜃)4(cosΩ)4 − 2𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2 

                     

                                             +4𝑊2(cosΩ)4(cos𝜃)2 

 

= (cosΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 + 2𝑊2(cosΩ)4(cos 𝜃)2                     (3.k) 

 

Comparando las ecuaciones (3.g) y (3.k) claramente son iguales: 

 

∴       𝑆0𝑥𝑧
2 = 𝑆1𝑥𝑧

2 + 𝑆2𝑥𝑧
2 + 𝑆3𝑥𝑧

2                                                            (3.l) 

 

Para c)  

 

𝑆0𝑦𝑧
2 = 𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 + 2𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2   (3.m) 

 

𝑆1𝑦𝑧
2 = 𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 − 2𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2    (3.n) 

 

𝑆2𝑦𝑧
2 = 4𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2(cos 𝛿𝑧)

2                         (3.o) 

 

𝑆3𝑦𝑧
2 = 4𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2(sin𝛿𝑧)

2                          (3.p) 
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⇒ 𝑆1𝑦𝑧
2 + 𝑆2𝑦𝑧

2 + 𝑆3𝑦𝑧
2 = 𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 

 

                                           −2𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                    

 

                                           +4𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2[(cos 𝛿𝑧)
2 + (sin𝛿𝑧)

2]   

 

 

                                         = 𝑊4(sin 𝜃)4(sinΩ)4 +𝑊4(cos 𝜃)4(cosΩ)4 

 

+2𝑊4(sin 𝜃)2(sinΩ)2(cos 𝜃)2(cosΩ)2                                                      (3.q) 

 

Comparando las ecuaciones (3.m) y (3.q) claramente son iguales: 

 

∴       𝑆0𝑦𝑧
2 = 𝑆1𝑦𝑧

2 + 𝑆2𝑦𝑧
2 + 𝑆3𝑦𝑧

2                                                            (3.r) 

 

 

APENDICE C 

 

La función de densidad de probabilidad 𝜌(𝜃) = 𝑐𝑡𝑒. 

 

1) para el plano 𝑥 − 𝑦: 

 

              𝑆0𝑥𝑦 = (cos(ℎ𝑦 sin𝜃))
2 +𝜔2(sin𝜃)2(sin(ℎ𝑦 sin𝜃))2 

 

                        =
1

2
(1 + cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) + 𝜔2(sin 𝜃)2(1 − cos(2ℎ𝑦 sin𝜃))) 

 

                        =
1

2
+
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

1

2
𝜔2(sin 𝜃)2 −

1

2
𝜔2(sin 𝜃)2 cos(2ℎ𝑦 sin𝜃). 

 

Entonces: 

 

〈𝑆0𝑥𝑦〉 = ∫(
1

2
+
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

1

2
𝜔2(sin𝜃)2 −

1

2
𝜔2(sin𝜃)2 cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃)) 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

             = ∫ (
1

2
+
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

1

2
𝜔2(sin𝜃)2 −

1

2
𝜔2 (

1

2
−
1

2
cos2𝜃) cos(2ℎ𝑦 sin𝜃)) 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

             = ∫(
1

2
+ (

1

2
−
𝜔2

4
)cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

1

2
𝜔2(sin 𝜃)2 +

𝜔2

4
cos 2𝜃 cos(2ℎ𝑦 sin𝜃)) 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 
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              = ∫(
1

2
+ (

1

2
−
𝜔2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) + 2∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

+
𝜔2

4
cos2𝜃 𝐽0(2ℎ𝑦)

+
𝜔2

2
cos 2𝜃∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

)𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

              =
1

2
+ (
1

2
−
1

4
𝜔2) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

𝜔2

4
𝐽2(2ℎ𝑦). 

 

Para el parámetro 𝑆1𝑥𝑦 solo modificamos el signo: 

 

〈𝑆1𝑥𝑦〉 =
1

2
+ (
1

2
+
1

4
𝜔2) 𝐽0(2ℎ𝑦) −

𝜔2

4
𝐽2(2ℎ𝑦). 

 

 

Para el parámetro 𝑆2𝑥𝑦 : 

 

         𝑆2𝑥𝑦 = 2𝜔 cos(ℎ𝑦 sin 𝜃) sin𝜃 sin(ℎ𝑦 sin𝜃) cos 𝛿𝑦 

 

                   =
sin(2ℎ𝑦 sin 𝜃)

2
sin𝜃. 

 

Entonces: 

 

      〈𝑆2𝑥𝑦〉 = ∫2∑ 𝐽2𝑛+1(2ℎ𝑦)

𝑛=0

sin((2𝑛 + 1)𝜃)

2
sin𝜃 cos𝛿𝑦 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

                   = 2𝜔 cos 𝛿𝑦 𝐽1(2ℎ𝑦). 

 

      〈𝑆3𝑥𝑦〉 = 2𝜔 sin𝛿𝑦 𝐽1(2ℎ𝑦). 

 

2) Para el plano 𝑥 − 𝑧: 

 

                𝑆0𝑥𝑧 = (cos(ℎ𝑦 sin𝜃))
2 +𝜔2(cos 𝜃)2(cos(ℎ𝑦 sin𝜃))2 

 

                         =
1

2
+
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

𝜔2(cos𝜃)2

2
cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) +

𝜔2(cos 𝜃)2

2
 

 

                         =
1

2
+
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) + (

𝜔2

4
cos 2𝜃 +

𝜔2

4
) cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) +

𝜔2

4
+
𝜔2

4
cos2𝜃 
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                         = (
1

2
+
𝜔2

4
) cos(2ℎ𝑦 sin𝜃) +

1

2
+
𝜔2

4
cos 2𝜃 cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) +

𝜔2

4
+
𝜔2

4
cos2𝜃 

 

Entonces: 

 

              〈𝑆0𝑥𝑧〉 = ∫[(
1

2
+
𝜔2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

1

2
+
𝜔2 cos 2𝜃 𝐽0(2ℎ𝑦)

4
     

+
𝜔2 cos 2𝜃

2
∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

] 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

                          = (
1

2
+
𝜔2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

1

2
+
𝜔2

4
𝐽2(2ℎ𝑦) +

𝜔2

4
 

 

                          = (
1

2
+
𝜔2

4
) + (

1

2
+
𝜔2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) +

𝜔2

4
𝐽2(2ℎ𝑦). 

Para el parámetro 𝑆0𝑥𝑧 solo modificamos el signo: 

〈𝑆1𝑥𝑧〉 = (
1

2
−
𝜔2

4
) + (

1

2
+
𝜔2

4
) 𝐽0(2ℎ𝑦) −

𝜔2

4
𝐽2(2ℎ𝑦). 

Para el parámetro 𝑆2𝑥𝑧 : 

 

                                          𝑆2𝑥𝑧 = 2𝜔(cos(ℎ𝑦 sin𝜃))
2 cos 𝜃 cos𝛿𝑧 

 

                                                   = 2𝜔 [
1

2
cos(ℎ𝑦 sin 𝜃) +

1

2
] cos 𝜃 cos 𝛿𝑧 

 

Entonces: 

 

〈𝑆2𝑥𝑧〉 = ∫2𝜔 [
1

2
𝐽0(2ℎ𝑦) +∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

cos 𝜃] cos 𝛿𝑧 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

                                     = 𝜔𝐽0(2ℎ𝑦) cos 𝛿𝑧. 

 

Para 𝑆3𝑥𝑧 : 

 

〈𝑆3𝑥𝑧〉 = 𝜔𝐽0(2ℎ𝑦) sin𝛿𝑧. 

 

3) Para el plano 𝑦 − 𝑧 : 

 

𝑆0𝑦𝑧 = 𝜔
2(sin𝜃)2(sin(ℎ𝑦 sin𝜃))2 + 𝜔2(cos 𝜃)2(cos(ℎ𝑦 sin𝜃))2 
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                                       = 2𝜔2 (
1

2
cos 2𝜃 +

1

2
) (
1

2
cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) +

1

2
). 

 

Entonces: 

 

    〈𝑆0𝑦𝑧〉 = ∫𝜔
2[cos 2𝜃 cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) + cos 2𝜃 cos(2ℎ𝑦 sin 𝜃) + 1] 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

                 = 𝜔2 [cos 2𝜃 𝐽0(2ℎ𝑦) + 2 cos2𝜃∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

+ cos 2𝜃 + 𝐽0(2ℎ𝑦)

+ 2∑ 𝐽2𝑛(2ℎ𝑦) cos 2𝑛𝜃

𝑛=1

+ 1] 

 

                 = 𝜔2[1 + 𝐽0(2ℎ𝑦) + 𝐽2(2ℎ𝑦)]. 

 

Para 𝑆1𝑦𝑧: 

 

〈𝑆1𝑦𝑧〉 = 0. 

 

Para 𝑆2𝑦𝑧 : 

 

𝑆2𝑦𝑧 = 2𝜔
2 sin 𝜃 cos 𝜃 sin(ℎ𝑦 sin 𝜃) cos(ℎ𝑦 sin𝜃) cos𝛿𝑧 . 

 

 

Entonces: 

〈𝑆2𝑦𝑧〉 = ∫[2𝜔
2 sin𝜃 cos𝜃 sin(ℎ𝑦 sin𝜃) cos(ℎ𝑦 sin𝜃) cos 𝛿𝑧] 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

                                      = ∫ [
sin 2𝜃

2

sin(ℎ𝑦 sin𝜃)

2
] 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 

 

      = ∫ [
1

4
sin 2𝜃∑ 𝐽2𝑛+1(2ℎ𝑦)

𝑛=0

sin((2𝑛 + 1)𝜃)] 𝜌(𝜃)𝑑𝜃 = 0. 
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Para 𝑆3𝑦𝑧 : 

〈𝑆3𝑦𝑧〉 = 0. 

 

 

 


