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Resumen

Las ecuaciones de estado no lineales requieren del empleo de algoritmos de integracién numérica para obtener su
solucién. Mostramos el procedimiento para obtener la solucién de una funcién implicita como lo es la funcién potencial
eléctrico, cuya evaluacién es imprescindible para la descripcién y/o prediccién a nivel fisico del comportamiento de los

dispositivos semiconductores [1].
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Abstract

The nonlinear state equations require the use of numerical integration algorithms for their solution. We show the
procedure to obtain an implicit solution as is the electric potential function, which is imperative for the description and / or
prediction on the physical level of the behavior of semi-conductor devices [1].
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1. Introduccién

El potencial en un semiconductor es funcién de diver-
sos pardmetros, como son la concentracién local de dopa-
do, la temperatura, los potenciales externos y la posicién.
Por su naturaleza, su evaluacién es compleja y dificil de
obtener. La fuerte evolucién del potencial con la distancia
aunado al escalamiento de los dispositivos hace necesaria
su revisién y solucién con voltajes mayores y longitudes
cada vez mds pequefas. La solucién al problema se presen-
t6 en DCDIS 2005 para potenciales superficiales de 0.25 V
[2]; tomamos el procedimiento alli descrito y damos la
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solucién para potenciales superficiales del orden de 2 vol-
tios.

Considerando el potencial superficial Ug como el po-
tencial en x = 0 y el potencial del sustrato U, como el
potencial en x = o9 la funcién del potencial normalizada
tiene la forma:

v _

- —}*J(Ub —U(x))senh(U,,)— cosh(U, ) + cosh(U (x))

6]
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Esta funcién de estado no lineal se puede resolver em-
pleando algoritmos de integracién numérica multistep con
control automdtico del orden y tamafio del paso.

2. Planteamiento del Problema

Funciones de estado no lineales de la forma ;:f(x,t) ,
tal como la ecuacion (1), deben resolverse numéricamente,
empleando algoritmos de integracién numérica. Para im-
plementar el algoritmo de Adams-Moulton de primer orden
[3], se requiere como minimo de las condiciones de fronte-
ra Uy y Uy para calcular fp; adicionalmente, debe definirse
el tamafio del paso h. Asi, considerando h = 30 con U, =0
y Up = 1, en sus corridas iniciales el programa presentd
inestabilidades desde las primeras iteraciones, como puede
verse en la figura 1. El programa ejecutado en MATLAB,
contiene en su ciclo bésico las siguientes 3 instrucciones:

u(n+l) = u(n) + h*fn), fin+1) = kl*sqrt((ubl-
u(n+1))*sinh(ubl) - cosh(ubl)+cosh(u(n+1)) 'y u(n+l)
= u(n) + h*fin+1)), donde kl es una constante
igual a -0594.
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Fig. 1: El algoritmo se indetermina en las 6 primeras iteraciones.

Como posible solucién a las inestabilidades se conside-
ra el empleo de algoritmos de 2° orden: x,,; = x, + 0,5 h
[f(xn+l:tn+l) + ﬂxn:tn)]7 con h = €max /J‘;I’ Y €max = 0.01.
Obsérvese que la evaluacién de U,,; se hace considerando
adicionalmente f, y recalculando h. Asi, el algoritmo ten-
dra dentro del ciclo bésico las siguientes instrucciones:

u(n+1) = u(n) + 1.5%h*f(n) - 0.5*h*f(n-1);

fin+1) = kl*sqrt((ubl- u(n+1))*sinh(ubl) - cosh(ubl)
+ cosh(u(n+1)));

h= abs(emax/fin+1));
u(n+1)=u(n) + 0.5*h*(fin+1) + f(n));
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Este algoritmo tuvo un buen comportamiento alcanzan-
do rdpidamente regiones de potenciales uniformes, que
tienden a Uy. En estos puntos el algoritmo pierde estabili-
dad, como se ve en la figura 2: al tornarse la funcién muy
uniforme f se hace muy pequefio provocando el crecimien-
to de h, a tal punto que el ajuste en el potencial hace que

cambie de signo, provocando de nuevo la inestabilidad ya
observada.

Empleo de algoritmos: orden 2, paso ajustable
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Fig. 2: El algoritmo pierde estabilidad cuando la funcién alcanza
su valor minimo.
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Fig. 3: El tamafio del paso crece al disminuir f provocando la
inestabilidad del algoritmo.

Disminuir e,,, solamente hace que el algoritmo se
vuelva més lento y no se corrige la inestabilidad, a diferen-
cia del algoritmo 1 que se torna muy estable para estas
condiciones, pero, si el potencial superficial U, aumenta,
tenemos de nuevo los resultados vistos inicialmente.

3. Método de Solucion

Es claro que para este propdsito requerimos de algorit-
mos de paso ajustable y de alta estabilidad. Para resolver
nuestro problema recurrimos a algoritmos de integracién
numérica multistep con control automitico de orden y
tamafio de paso ajustable, como se indica en la referencia
[2]. Por simplicidad en el desarrollo emplearemos algorit-
mos Adams-Bashforth (predictor) y Adams-Moulton (co-

rrector) hasta de tercer orden [3]. Considerando:
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M = U, -U(x))senh(U,) —cosh(U,) + cosh(U (x)),

N =—senh(U,) + senh(U (x)) y k = \/E/Z 5

el orden y tamafio del paso se obtienen seleccionando el
mayor valor de las relaciones de oh, las cuales recurren a
la evaluacion de derivadas de ordenes superiores, asi:

, 112
Orden 1@ ah = +¥——m N o, J -2—M
k @
Orden 2 s 3“12 € ma 1,
- an 2 3)
U~ k (2M cosh( ‘U (x)) - N ?)
%/24 e,
Orden 3: a3h U‘"’
l M 5/2 (4)
U" k(BN?-6NM cosh( U (x)) + 4M *senh (U (x)))

Las parejas de algoritmos predictor — corrector emplea-
das y su respectivo orden son:

Ordenl: u,.=u, +hf,, wy, =u,+hf,,, donde f,= &)

n

1 1
Orden 2: Uppr = Uy +Eh(3fn = fn~l)’ Uy = Uy +5h(fn+l <k fn)(6)

Orden 3: u

n+l

—u, + %h(za o =16 foy +5F0 ),

u =u, +—h(5f 8.F = fia)

n+l n+l

O

En la implementacién automdaticamente se selecciona el
orden del algoritmo y se define el tamafio del paso toman-
do el mayor valor de h(i):

h(1)= (abs(2*emax*In2))"0.3846,
h(2)= (abs(12*emax*In3)"0.2775;
h(3)= (abs(24*emax*In4))"0.1786;
donde In; son los inversos de las derivadas de orden i + 1.
In2 = s*M™0.5/N;
In3 = 2*s*MM.5/(2*M*cosh(u(n))-N"2);

Ind = 4%s*M"2.5/(3*N"3 - 6*N*M*cosh(u(n)) +
4*MN"2*sinh(u(n)));

Aunque el algoritmo es muy estable y evoluciona rapi-
damente hacia las regiones donde la funcién es uniforme,
su paso se hace cada vez mas pequefio, por lo que el avan-
ce en la funcién se torna lento, como se ve en la figura 4 en
profundidades mayores a 260 um. Note al inicio del gréfi-
co el empleo més frecuente del algoritmo de mayor orden
y la disminucién paulatina del tamafio del paso al igual que
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el incremento en la recurrencia al algoritmo de menor
orden.

Empleo de algoritmos multistep
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Fig. 4: La funcién es muy uniforme en profundidades mayores a
150 pm.
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Fig. 5: Se nota el empleo més frecuente de algoritmos de mayor
orden. La progresiva disminucién del paso afecta la evolucién en
el célculo de la funcién pues su avance en x es cada vez menor.

En diferentes corridas de los algoritmos se observan in-
estabilidades cuando el producto del paso por la primera
derivada es mucho mayor que el valor de la funcién,
hf,>>u, , empleando e, como pardmetro, por lo que
nos preguntamos: /cudl serd el mayor valor de e, con el
que el algoritmo es estable? Para responder este interro-
gante evaluamos el mayor valor de ey, en funcién de f,
modificando los valores de las condiciones iniciales Us.
Los datos obtenidos nos muestran comportamientos como
el de la figura 6. Asi, implementamos los algoritmos mul-
tistep de paso ajustable actualizando periédicamente e,y
segin la relacién e, =107C*241"egl0(n))

La estabilidad permite evaluar la funcién a profundida-
des mayores a los 100 um, pero la inversién en el signo de
f crea inestabilidades que se solucionan empleando siste-
madticamente desde un paso anterior a la inversion, algo-
ritmos de primer orden con h fijo (0,5 um).
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., Mayor valor de emax vs. derivada de U(x)
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Fig. 6: La regién que estd por encima de los datos es una regién
de inestabilidad. La recta por estar en una regién de alta
estabilidad garantiza la obtencién de la solucién con un minimo
de iteraciones.
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Fig. 7: El empleo inicial del algoritmo multistep paso ajustable,
con ajuste de emax garantiza el rdpido avance y debe permutarse
a algoritmos de orden 1 antes de llegar a la regién de
inestabilidades.

4. Discusion de Resultados

Los problemas de estabilidad y lenta evolucién encon-
trados en los primeros intentos por resolver nuestra funcién
potencial eléctrico hacen ver que los métodos de integra-
cién numérica deben ser inspeccionados desde el inicio
hasta el final de su ejecucidn, de tal forma que de acuerdo
a la evolucién de los célculos se hardn los debidos ajustes.
Numéricamente tenemos estabilidad en el algoritmo, a
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expensas de la disminucién en el tamafio del paso, optimi-
zamos al poder seleccionar el orden del algoritmo, y de-
bemos forzar a que el tamafio del paso no sea muy peque-
fio. De esta manera tenemos resultados como se muestran
en la figura 7; alli, con 1000 iteraciones avanzamos en la
evaluacién de U(x) hasta 900 um.

5. Conclusiones

Se muestra que la solucién numérica de ecuaciones de
estado no lineales empleando algoritmos de integracién
numérica multistep es una herramienta robusta, itil en
diferentes disciplinas. Las soluciones deben incluir una
evaluacién periédica de la evolucién de la funcién y sus
derivadas para optimizar los algoritmos.
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