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Resumen

Consideramos dos definiciones de estados coherentes en un espacio de

Hilbert de dimensión finita, basados en la definición de los operadores de

creación y aniquilación circulares en el formalismo de Pegg y Barnett. La función

de Kirkwood-Rihaczek para número y fase se calcula para dichos estados. Se

presentan resultados analíticos y gráficas computadas numéricamente.
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Abstract

We consider two definitions of coherent states in a Hilbert space of finite

dimension, based on the definition of the circular creation and annihilation

operators in Pegg-Barnett formalism. The number-phase Kirkwood-Rihaczekd

function is calculated for those states. Analytical results and numerically

computed graphs are presented.
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Capítulo 1

Introducción

En mecánica clásica las variables dinámicas como la posición q y el

momento p pueden ser medidas simultáneamente con precisión arbitraria. En

consecuencia, se puede construir una distribución de densidad que describa un

sistema clásico. Por otro lado, en mecánica cuántica el concepto de probabilidad

conjunta en un punto del espacio-fase (q, p), no está permitido debido al principio

de incertidumbre de Heisenberg, lo que resulta en el hecho de que la posición y el

momento de una partícula no se pueden medir simultáneamente con precisión.

Dos observables (operadores) no conmutan, por lo que es bien sabido que no

existe una regla única por la cual se pueda asociar una variable del espacio-

fase a un operador cuántico [1]. Por lo tanto, dependiendo del ordenamiento

de los operadores, se pueden definir varias funciones de distribución. Por

consiguiente, la función de distribución en el espacio-fase debe ser simplemente

una herramienta matemática que facilita los cálculos y como tal, se puede diseñar

para cualquier función de probabilidad que se desee, siempre y cuando conduzca

a descripciones correctas de cantidades observables físicas. En mecánica

cuántica estas funciones de distribución son llamadas funciones de distribución

de cuasi-probabilidad y son ampliamente utilizadas en la reconstrucción de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

estados cuánticos. Por ejemplo en la reconstrucción del estado de un campo

en una cavidad [2, 3] o del movimiento vibracional de iones [4, 5]. Las funciones

de cuasi-probabilidad más conocidas son la función de Wigner, la función-Q de

Husimi y la función-P de Glauber-Sudarshan, que corresponden respectivamente

al ordenamiento simétrico, antinormal y normal en sus funciones características

asociadas. Una función de distribución de cuasi-probabilidad no tan conocida,

es la función de distribución de Kirkwood [6], la cual fue propuesta solo un

año después de que Wigner introdujera la suya. Estas funciones son de gran

importancia porque nos permiten tener una visión clásica de estados cuánticos.

El problema de definir un operador de fase hermitiano para un oscilador

armónico o para un campo electromagnético con un único modo de oscilación,

es un problema no resuelto del todo en mecánica cuántica [7]. La existencia

de un operador hermitiano Φ̂ canónicamente conjugado al operador de número

N̂ , fue postulado por primera vez por Dirac en 1927 [8]. Posteriormente en

1964 Susskind-Glogower [9], mostraron que el resultado de Dirac conducía a

controversias esenciales. El desarrollo de una función de distribución de quasi-

probabilidad asociada a un operador de fase, había sido imposible debido a

la ausencia de un operador de fase hermitiano. Sin embargo, el formalismo

propuesto por Pegg y Barnett [10, 11], ha permitido construir un adecuado

operador de fase. La función de Wigner para número y fase fue introducida

con detalle por Vaccaro y Pegg [12]. Esta formulación ha proporcionado una

base adecuada para estudiar sistemas cuánticos en un espacio de Hilbert de

dimensión finita, especialmente en el estudio de estados coherentes.

El objetivo de esta tesis consiste en construir la función de Kirkwood-Rihaczek

para número y fase de una manera análoga en que se define para posición y

momento. El trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma: Primero se

presentan algunos conceptos indispensables para entender la teoría cuántica

INAOE Óptica 2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

de la radiación, tal como el oscilador armónico cuántico, los estados de Fock

y los estados coherentes, que son de suma importancia en óptica cuántica.

En el capítulo dos se plantea el problema fundamental de la fase cuántica

y se presenta una revisión del formalismo de Pegg y Barnett. En el tercer

capítulo discutimos algunas aproximaciones para definir estados coherentes en

un espacio de dimensión finita. En el capítulo cuatro presentamos algunas de

las distribuciones de quasi-probabilidad más importantes en óptica cuántica, así

como su desarrollo en un espacio de dimensión finita, se investiga la función de

distribución de Kirkwood-Rihaczek para número y fase para un estado coherente

finito.

1.1. Estados del campo electromagnético

Muchos fenómenos de la naturaleza pueden ser modelados en primera

instancia mediante osciladores armónicos. Es por eso, que es el modelo

fundamental para una variedad de fenómenos vibracionales que se encuentran,

por ejemplo, en mecánica clásica, mecánica cuántica, electrodinámica, mecánica

estadística, estado sólido, física nuclear y física de partículas. El campo

electromagnético con un único modo de oscilación es un conocido sistema

físico que ha sido modelado con éxito por el oscilador armónico cuántico.

El hamiltoniano para el oscilador armónico se escribe como (por simplicidad,

consideremos una masa unitaria, y establecemos ω = 1) [13]

Ĥ =
ω

2
(p̂2 + q̂2), (1.1)

El problema es cómo encontrar los valores propios de la energía y los estados

propios de este Hamiltoniano. Este problema puede ser estudiado por medio de

dos métodos separados. El primer método, consiste en resolver la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano (1.1). El segundo

INAOE Óptica 3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

método, no resuelve la ecuación de Schrödinger, pero trata, en cambio, con el

álgebra de operadores, conocidos como operadores de creación y aniquilación.

En nuestro trabajo, utilizaremos el segundo método, ya que es más directo, y

más simple de resolver.

Introducimos los operadores de creación â† y aniquilación â, conocidos

también como operadores escalera

â =
1√
2

(q̂ + ip̂), â† =
1√
2

(q̂ − ip̂). (1.2)

Usando [q̂, p̂] = i, podemos verificar que los operadores â y â† obedecen la

relación de conmutación

[â, â†] = 1. (1.3)

De tal manera que podemos expresar

â†â =
1

2
(q̂2 + p̂2)− 1

2
, (1.4)

o de manera equivalente como

1

2
(q̂2 + p̂2) = â†â+

1

2
. (1.5)

Sustituyendo (1.5) en (1.1) obtenemos

Ĥ = ω(â†â+
1

2
) = ω(n̂+

1

2
). (1.6)

Con n̂ = â†â, donde n̂ es conocido como operador de número.

1.1.1. Estados de Fock

Los eigenestados de (1.6) son conocidos como estados de Fock o estados

de número |n〉

Ĥ |n〉 = ω(n+
1

2
) |n〉 , (1.7)

INAOE Óptica 4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

con eigenvalores ω(n+ 1
2
), donde n es un entero no negativo, y es identificado co-

mo el número de excitaciones (fotones en el caso del campo electromagnético).

Los estados de Fock son eigenestados del operador de número,

n̂ |n〉 = â†â |n〉 = n |n〉 . (1.8)

La energía de un oscilador armónico siempre es positiva, así que debe haber un

valor de la energía, E0 > 0 con un correspondiente eigenestado |0〉. Definimos el

estado vacío del oscilador armónico como

â |0〉 = 0. (1.9)

Los operadores de creación y aniquilación actúan sobre los estados de número

de la siguiente forma

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , â |n〉 =

√
n |n− 1〉 . (1.10)

Cualquier estado |n〉 puede ser construido en términos del estado vacío por

medio del operador de creación,

|n〉 =
(â†)n√
n!
|0〉 . (1.11)

Los estados de número forman una base ortonormal y completa, es decir,

〈n|m〉 = δnm,

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = 1. (1.12)

Usando la relación de completés es posible expresar cualquier operador en

términos de los estados de número. En efecto, el operador de aniquilación se

escribe

â =
∞∑
n=0

â |n〉 〈n| =
∞∑
n=0

√
n |n− 1〉 〈n| , (1.13)

y el operador de creación

â† =
∞∑
n=0

â† |n〉 〈n| =
∞∑
n=0

√
n+ 1 |n+ 1〉 〈n| . (1.14)

INAOE Óptica 5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

La representación matricial de estos operadores es

â =



0
√

1 0 0 · · ·

0 0
√

2 0 · · ·

0 0 0
√

3 · · ·

0 0 0 0 · · ·
...

...
...

... . . .


, â† =



0 0 0 0 · · ·
√

1 0 0 0 · · ·

0
√

2 0 0 · · ·

0 0
√

3 0 · · ·
...

...
...

... . . .


. (1.15)

El operador de número es simplemente

n̂ =
∞∑
n=0

n |n〉 〈n| . (1.16)

Los estados de número no tienen incertidumbre en intensidad, o lo que es lo

mismo,

〈∆n̂〉 =

√
〈n| n̂2 |n〉 − 〈n| n̂ |n〉2 = 0. (1.17)

Los promedios para la posición y momento son nulos para los estados de

número, 〈n| q̂ |n〉 = 〈n| p̂ |n〉 = 0. Sin embargo, sus incertidumbres son

〈∆q̂〉 =
√
〈n| q̂2 |n〉 =

√
(2n+ 1)

2ω
, (1.18)

y

〈∆p̂〉 =
√
〈n| p̂2 |n〉 =

√
(2n+ 1)ω

2
. (1.19)

La cantidad

P (n) = | 〈n|ψ〉 |2. (1.20)

nos da la probabilidad de tener n número de excitaciones (fotones) en el estado

|ψ〉.

1.1.2. Estados coherentes

Los estados coherentes son considerados los estados “más clásicos”

del oscilador armónico cuántico. Fueron introducidos por Glauber [14, 15] y

INAOE Óptica 6



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

Sudarshan [16] en 1963 como eigenestados del operador de aniquilación

â |α〉 = α |α〉 . (1.21)

Como el operador â no es hermitiano, sus eigenvalores α son complejos. Como

vimos en la sección anterior, los estados de número |n〉 forman un conjunto

completo, lo que nos permite expresar el estado |α〉 como

|α〉 =
∞∑
n=0

Cn |n〉 , (1.22)

sustituyendo (1.22) en (1.21) es posible obtener la relación de recurrencia

Cn
√
n = αCn−1, (1.23)

la cual conduce inmediatamente a

Cn =
αn√
n!
C0. (1.24)

La ecuación (1.22) se ve entonces como

|α〉 = C0

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 , (1.25)

donde el coeficiente C0 se encuentra de la normalización

〈α|α〉 = 1 = |C0|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
= |C0|2e|α|

2

. (1.26)

para que ahora podamos escribir la expansión en la base de estados de Fock

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (1.27)

1.1.3. Operador de desplazamiento

Consideremos el operador de desplazamiento de Glauber

D̂(α) = exp(αâ† − α∗â), (1.28)

INAOE Óptica 7



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

donde α es la amplitud del campo, y â y â† son los operadores de aniquilación y

creación respectivamente. Usando la fórmula de Baker-Hausdorff

e(Â+B̂) = e−
1
2

[Â,B̂]eÂeB̂, (1.29)

que es válida para cualquier par de operadores Â y B̂ con conmutadores

[[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0. Dado que [â, â†] = 1, podemos usar la fórmula

de Baker-Hausdorff, desentrelazar el operador de desplazamiento y aplicarlo al

estado vacío

D̂(α) |0〉 = eαâ
†−α∗â |0〉 ,

= e−
1
2
|α|2eαâ

†
e−α

∗â |0〉 . (1.30)

Al desarrollar los términos eαâ† y e−α∗â en su serie de Taylor, usando la condición

â |0〉 = 0 y la definición |n〉 = â†n√
n!
|0〉 podemos observar que un estado coherente

puede ser construido como desplazamiento del estado vacío

D̂(α) |0〉 = |α〉 . (1.31)

1.1.4. Estadística de fotones

La probabilidad de detectar n fotones en un estado coherente esta dada por

la distribución de Poisson

P (n) = | 〈n|α〉 |2 = e−|α|
2 |α|2n

n!
. (1.32)

donde |α|2 es justamente el número medio de fotones del campo. En la figura

(1.1) graficamos un par de ejemplos de la distribución de probabilidad de número

de fotones para diferentes n̄. Podemos calcular fácilmente el valor esperado del

número de fotones y su varianza

n̄ = 〈n〉 = 〈α| â†â |α〉 = |α|2,〈
n2
〉

= 〈α| â†ââ†â |α〉 = |α|2 + |α|4. (1.33)

INAOE Óptica 8



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

Entonces (∆n)2 = 〈n2〉− 〈n〉2 = 〈n〉, que es lo que se espera de la estadística de

Poisson.

(a) (b)

Figura 1.1: Distribución de número de fotones para un estado coherente con a)

n̄ = 3 y b) n̄ = 10.

1.1.5. Propiedades de los estados coherentes

Minimizan el principio de incertidumbre

Los estados coherentes también pueden ser entendidos como aquellos

estados cuyos promedios siguen trayectorias clásicas de q y p. Definimos los

operadores de posición q̂ y momento p̂ como

q̂ =
1√
2ω

(â+ â†), (1.34)

p̂ =

√
2ω

2i
(â− â†).

con [q̂, p̂] = i. Tomando el valor esperado para un estado coherente, obtenemos

〈q〉α =
1√
2ω
〈α| (â+ â†) |α〉 =

1√
2ω

(α + α∗), (1.35)

y 〈
q2
〉
α

=
1

2ω
〈α| (â+ â†)2 |α〉 =

1

2ω
(1 + (α + α∗)2). (1.36)

Así

(∆q)2
α =

〈
q2
〉
α
− 〈q〉2α =

1

2ω
. (1.37)

INAOE Óptica 9



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

De manera similar podemos encontrar que

(∆p)2
α =

ω

2
, (1.38)

Finalmente obtenemos

(∆q)2
α(∆p)2

α =
1

4
; (1.39)

es decir, los estados coherentes minimizan el principio de incertidumbre.

Los estados coherentes no son ortogonales

〈β|α〉 = exp

[
−1

2
(|α|2 + |β|2)

] ∞∑
n=0

∞∑
m=0

αnβ∗m√
n!m!

〈n|m〉 ,

= exp

[
−1

2
(|α|2 + |β|2)

]
exp(αβ∗),

= exp

[
−1

2
|α|2 − 1

2
|β|2 + αβ∗

]
,

= exp

[
−1

2
(β∗α− βα∗)

]
exp

[
−1

2
|β − α|2

]
. (1.40)

El primer término solo es una fase compleja, por lo que

| 〈β|α〉 |2 = e−|β−α|
2 6= 0. (1.41)

Por lo tanto, los estados coherentes no son ortogonales.

Los estados coherentes son sobre-completos

La relación de completés para un estado coherente esta dada como una

integral sobre el plano complejo de acuerdo con

1

π

∫
|α〉 〈α| d2α = 1, (1.42)

INAOE Óptica 10



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

donde d2α = dRe(α)dIm(α). La prueba de esto es la siguiente: escribiendo∫
d2α |α〉 〈α| =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|n〉 〈m|√
n!m!

∫ ∞
0

d2αe−|α|
2

αnα∗m. (1.43)

Es conveniente escribir la integral en coordenadas polares, de tal manera que

α = reiφ y d2α = rdrdφ.∫
d2α |α〉 〈α| =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|n〉 〈m|√
n!m!

∫ ∞
0

rdre−r
2

rn+m

∫ 2π

0

dφe[i(n−m)φ], (1.44)

pero ∫ 2π

0

dφe[i(n−m)φ] = 2πδnm. (1.45)

y, con el cambio adicional de variables, r2 = y, 2rdr = dy. Podemos escribir∫
d2α |α〉 〈α| = π

∞∑
n=0

|n〉 〈n|
n!

∫ ∞
0

dye−yyn. (1.46)

Ya que ∫ ∞
0

yne−ydy = n!, (1.47)

Tenemos finalmente ∫
d2α |α〉 〈α| = π

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = π, (1.48)

lo que prueba la relación de completés.

Cualquier vector de estado |ψ〉 en el espacio de Hilbert del mono modo de

un campo cuantizado puede expresarse en términos de los estados coherentes

como

|ψ〉 =

∫
d2α

π
|α〉 〈α|ψ〉 . (1.49)

Pero supongamos que el estado |ψ〉 es un estado coherente |β〉. Entonces

|β〉 =

∫
d2α

π
|α〉 〈α|β〉 ,

=

∫
d2α

π
|α〉 exp[−1

2
|α| − 1

2
|β|2 + α∗β]. (1.50)
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 1.1 Estados del campo electromagnético

Esta última ecuación muestra que los estados coherentes no son linealmente

independientes. Se dice que los estados coherentes están “sobre completos”,

debido a que hay más que suficientes estados disponibles para expresar

cualquier estado en términos de estados coherentes.
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Capítulo 2

El operador de fase en óptica

cuántica

A pesar de un siglo de desarrollo en el campo de la mecánica cuántica,

no existe una respuesta generalmente aceptada para describir la fase de un

campo electromagnético mediante un operador hermitiano. Este problema fue

abordado por primera vez por F. London [17], quien señalo la ausencia de un

operador hermitiano en mecánica cuántica correspondiente a la fase clásica.

Después de London, el desafió fue tomado por una serie de investigadores,

generando muchas e ingeniosas soluciones, acompañadas de una enorme y

variada literatura [18, 19].

2.1. El operador de fase de Dirac

La idea de un operador de fase llegó al campo de la óptica cuántica cuando

Dirac abordó el problema de la cuantización del campo electromagnético. Dirac

propuso que al igual que un número complejo se puede expresar en términos

de su amplitud y su fase (z = reiα), los operadores de creación y aniquilación

13



CAPÍTULO 2. 2.1 El operador de fase de Dirac

pueden ser expresados como

â = eiφ̂
√
n̂, (2.1)

â† =
√
n̂e−iφ̂, (2.2)

donde n̂ = â†â, es el operador de número de fotones y φ̂ es interpretado como

un operador hermitiano que describe la fase. Sin embargo, el enfoque de Dirac

falla debido a la suposición de que un operador de fase hermitiano φ̂ realmente

existe. Si φ̂ existe como un operador hermitiano, entonces exp(iφ̂) debería ser un

operador unitario. De las ecuaciones (2.1) y (2.2) es fácil mostrar que

eiφ̂ = â(n̂)−
1
2 , (2.3)

e−iφ̂ = (n̂)−
1
2 â† = (eiφ̂)†. (2.4)

Ahora

(eiφ̂)†(eiφ̂) = 1, (2.5)

pero

(eiφ̂)(eiφ̂)† = â
1

n̂
â† 6= 1. (2.6)

Con esto se prueba que eiφ̂ no es un operador unitario, de lo cual se deduce

que φ̂ no es un operador hermitiano. La raíz del problema esta relacionada con

el espectro de n̂, debido a que no se extiende a valores negativos. Usando las

expresiones (2.1) y (2.2) y de la relación de conmutación [â, â†] = 1 se sigue que

eiφ̂n̂e−iφ̂ − n̂ = 1, (2.7)

o de manera equivalente

eiφ̂n̂− n̂eiφ̂ = eiφ̂. (2.8)
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CAPÍTULO 2. 2.2 El operador de fase de Susskind y Glogower

Al expandir en serie las exponenciales se puede comprobar que la ecuación (2.7)

se cumple cuando

[n̂, φ̂] = i. (2.9)

Es la relación de conmutación introducida por Dirac, la cual sugiere que

el operador de número y el operador de fase obedecen una relación de

conmutación canónica y por lo tanto las fluctuaciones en estas cantidades deben

satisfacer la relación de incertidumbre

∆n∆φ ≥ 1

2
. (2.10)

Por desgracia, las cosas no son tan simples. Para ver que algo está muy mal

con lo anterior, tomamos los elementos de matriz del conmutador (2.9), para un

estado de número |n〉 y |n′〉, obtenemos la expresión (n′−n) 〈n′| φ̂ |n〉 = iδn′,n, que

es una contradicción evidente cuando n′ = n. Otro inconveniente del formalismo

está relacionado con el hecho de que φ̂ es un operador angular; es decir, que la

relación (2.10) implicaría que si ∆n es muy pequeño, ∆φ tendría un valor mucho

mayor que 2π, dejando fuera la naturaleza periódica de la fase.

2.2. El operador de fase de Susskind y Glogower

Susskind y Glogower [9] definieron un operador de fase similar al propuesto

por Dirac

V̂ ≡ (n̂+ 1)−
1
2 â, (2.11)

V̂ † ≡ â†(n̂+ 1)−
1
2 , (2.12)

donde V̂ y V̂ † son análogos a los factores de fase e±iφ y son usualmente llamados

operadores de Susskind-Glogower. Los operadores de Susskind y Glogower

tienen como eigenestados los estados de fase |φ〉 propuestos por London [17]
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

|φ〉 ≡ 1√
2π

∞∑
n=0

einφ |n〉 . (2.13)

Usando la definición (2.11) se puede mostrar fácilmente que

V̂ |φ〉 = eiφ |φ〉 . (2.14)

Estos estados de fase no son normalizables ni ortogonales. Sin embargo, el

operador unidad puede ser escrito en términos de los estados de fase |φ〉 como

1

2π

∫ 2π

0

dφ |φ〉 〈φ| = 1. (2.15)

En la base de estados de número los operadores de Susskind-Glogower se

escriben como

V̂ =
∞∑
n=0

|n〉 〈n+ 1| , V̂ † =
∞∑
n=0

|n+ 1〉 〈n| . (2.16)

Se puede probar que

V̂ V̂ † = 1, V̂ †V̂ = 1− |0〉 〈0| , (2.17)

entonces

[V̂ , V̂ †] = |0〉 〈0| . (2.18)

Por lo tanto, los operadores V̂ y V̂ † no conmutan ni son unitarios.

2.3. El operador de fase de Pegg y Barnett

Una de las propuestas más acertadas en la descripción cuántica de la fase

es la introducida por Pegg y Barnett [10, 11]. Ellos mostraron que el espacio de

estados de dimensión finita puede ser generado por (s+ 1) estados de fase |θm〉,

|θm〉 =
1√
s+ 1

s∑
n=0

exp(iθmn) |n〉 , (2.19)
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

con las siguientes propiedades

s∑
m=0

|θm〉 〈θm| = 1, 〈θm|θn〉 = δm,n. (2.20)

La fase θm es definida como

θm = θ0 +
2πm

s+ 1
, m = 0, 1, .., s (2.21)

donde el valor de la fase θ0 es arbitrario. Los estados de fase fueron aplicados

por Pegg y Barnett en su definición de un operador de fase hermitiano

Φ̂s ≡
s∑

m=0

θm |θm〉 〈θm| ; (2.22)

del cual se sigue que |θm〉 son eigenestados del operador Φ̂s

Φ̂s |θm〉 = θm |θm〉 . (2.23)

2.3.1. Conmutador de número y fase

De la definición del estado de fase (2.22), podemos expresar el proyector

|θm〉 〈θm| en términos de la base de estados de número

|θm〉 〈θm| = (s+ 1)−1

s∑
n,n′=0

exp[i(n− n′)θm] |n′〉 〈n| . (2.24)

Al insertar (2.24) en la ecuación (2.22), el operador Φ̂θ puede ser escrito como

Φ̂θ = θ0 +
sπ

s+ 1
+

2π

s+ 1

s∑
n6=n′

exp[i(n′ − n)θ0] |n′〉 〈n|
exp[i(n′ − n) 2π

s+1
]− 1

. (2.25)

Similarmente el operador de número n̂ puede ser escrito como

n̂ =
s∑

n=0

n |n〉 〈n| = s

2
+
∑
m 6=m′

|θm′〉 〈θm|
exp[−i(m′ −m) 2π

s+1
]− 1

, (2.26)
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

donde se uso el hecho de que

|n〉 =
1√
s+ 1

s∑
m=0

exp(−inθm) |θm〉 . (2.27)

El conmutador de fase y número es calculado usando las expresiones (2.25) y

(2.26)

[Φ̂θ, n̂] =
2π

s+ 1

∑
n6=n′

(n− n′) exp[i(n′ − n)θ0] |n′〉 〈n|
exp[−i(n′ − n) 2π

s+1
]− 1

. (2.28)

Como podemos ver esta expresión es muy diferente a la relación de Dirac (2.9).

2.3.2. Operadores de creación y aniquilación

Una vez que el operador de fase Φ̂s está definido, funciones de este operador

pueden ser introducidas. Pegg y Barnett construyeron un operador unitario

exp(iΦ̂s) como

exp(iΦ̂s) =
s∑

m=0

exp(iθm) |θm〉 〈θm| , (2.29)

que actúa como un operador de desplazamiento cíclico sobre los estados de

número

exp(iΦ̂s) |n〉 = |n− 1〉 , n 6= 0

exp(iΦ̂s) |0〉 = exp [i(s+ 1)θ0] |s〉 . (2.30)

El operador exp(iΦ̂s) desciende los estados de número una unidad; sin embargo,

al aplicarlo al estado de vacío |0〉 se recupera el estado s. La representación de

exp(iΦ̂s), en la base de estados de número es

exp(iΦ̂s) =
s∑

n=1

|n− 1〉 〈n|+ exp[i(s+ 1)θ0] |s〉 〈0| , (2.31)

Por simplicidad consideremos una fase de referencia θ0 = 0, tal que

exp(iΦ̂s) = |0〉 〈1|+ |1〉 〈2|+ · · ·+ |s− 1〉 〈s|+ |s〉 〈0| . (2.32)
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

Los operadores de creación â† y de aniquilación â, se pueden construir copiando

la definición original de Dirac, y en la representación de los estados de número

se expresan como

âs ≡ exp(iΦ̂θ)n̂
1/2,

= |0〉 〈1|+ 21/2 |1〉 〈2|+ ...+ s1/2 |s− 1〉 〈s| .
(2.33)

con â†s el conjugado hermitiano de âs, definido como â†s ≡ n̂1/2 exp(−iΦ̂θ). Cuando

s tiende a infinito, âs se convierte en el operador de aniquilación convencional.

La relación de conmutación entre los operadores â†s y âs tiene una forma

distinta a la relación (1.3)

[â, â†] = 1− (s+ 1) |s〉 〈s| . (2.34)

El segundo término en este conmutador hace que su traza sea cero, como debe

ser para un espacio de estado de dimensión finita.

2.3.3. El operador de fase y la transformada discreta de

Fourier

La representación matricial del operador (2.32) tiene la forma

exp(iΦ̂s) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 0 0

0 0 0 · · · ...

0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0


, (2.35)

con eigenvalores

ωj = exp [i
2π

s+ 1
j], j = 0, 1, 2, ..., s, (2.36)
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

donde ωj = exp(2πij/s+ 1) son las (s+ 1) raíces de la unidad. Se puede verificar

fácilmente que

exp(iΦ̂s) = FsZF
†
s , (2.37)

donde Z es una matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores de

exp(iΦ̂s) y Fs es la transformada de Fourier discreta, definida como

Fs =
1√
s+ 1

s∑
n=0

s∑
k=0

ei
2π
s+1

nk |n〉 〈k| . (2.38)

Su forma matricial se muestra a continuación

Z =



ω0 0 0 · · · 0

0 ω1 0 · · · 0

0 0 ω2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · ωs


, Fs =

1√
s+ 1



1 1 . . . 1 1

ω0 ω1 . . . . . . ωs

ω2
0 ω2

1

... . . . ω2
s

...
... . . .

...
...

ωs0 ωs1 . . . . . . ωss


. (2.39)

Definimos ahora un operador φ̂ mediante la aplicación de la transformada de

Fourier discreta Fs al operador de número finito N̂s [20]

φ̂ ∝ FsN̂sF
†
s . (2.40)

El operador de número finito N̂s se define como

N̂s =
s∑

k=0

k |k〉 〈k| . (2.41)

Además F̂ †s = F−1
s . La Transformada de Fourier discreta del operador de número

es entonces

FsN̂sF
†
s =

1

s+ 1

s∑
n=0

s∑
k=0

|n〉 〈k|
s∑

m=0

mei
2π
s+1

(n−k)m. (2.42)

De la definición de los estados de fase (2.19), podemos calcular el proyector

|θm〉 〈θm| =
1

s+ 1

s∑
n,n′=0

ei(n−n
′)θm |n〉 〈n′| , (2.43)
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CAPÍTULO 2. 2.3 El operador de fase de Pegg y Barnett

y escribir la ecuación (2.42) de forma más compacta como

Fs
2πN̂s

s+ 1
F †s =

s∑
m=0

θm |θm〉 〈θm| , (2.44)

donde θm = 2πm
s+1

. Nótese que la parte derecha de (2.44) es la expresión para

el operador de fase de Pegg y Barnett definido en (2.22). Esto demuestra

que el operador de fase de Pegg-Barnett y el operador de número finito están

relacionados por medio de la transformada discreta de Fourier.
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INAOE Óptica 22



Capítulo 3

Sistemas cuánticos de dimensión

finita

En los últimos años se ha puesto mucha atención a la investigación de

sistemas cuánticos caracterizados por un número finito de estados. Este tipo

de sistemas fueron estudiados originalmente por Weyl y Schwinger [1, 21] en su

descripción de la cinemática de un sistema cuántico como un grupo abeliano de

rotaciones. Estos sistemas pueden ser asociados con sistemas de espín, átomos

de varios niveles, campos ópticos con un número finito de fotones, electrones o

moléculas con un número finito de sitios, etc. También se han utilizado para la

construcción de un operador de fase hermitiano en mecánica cuántica [10, 11].

Los sistemas cuánticos de dimensión finita también son de gran interés debido a

su conexión con la criptografía cuántica y la computación cuántica.

3.1. Estados coherentes finitos

Los estados coherentes para el oscilador armónico estándar están bien

entendidos; sin embargo, las contrapartes discretas todavía están bajo discusión.
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CAPÍTULO 3. 3.1 Estados coherentes finitos

La razón de esto se puede remontar al hecho de que, como es señalado en las

referencias [22, 23], en el continuo sólo tenemos un oscilador armónico, mientras

que para los sistemas finitos hay varios candidatos para ese papel, cada uno con

sus propias virtudes y desventajas.

Los estados coherentes definidos en un espacio de Hilbert de dimensión fi-

nita, generalmente se construyen siguiendo el enfoque de Glauber o el procedi-

miento de truncamiento. Formalmente, un estado coherente |α〉(s) generado por

(s+ 1) estados de número puede ser expresado como

|α〉(s) =
s∑

n=0

C(s)
n |n〉 . (3.1)

para un entero positivo arbitrario s. Una definición de estos estados fue

propuesta por Buzek [24], sin embargo una forma analítica de estos estados

no fue encontrada; no obstante, Buzek y colaboradores prueban que al menos

numéricamente

ĺım
s→∞

C(s)
n = exp(−|α|2/2)

αn√
n!
, (3.2)

lo que significa que al incrementar s, el estado |α〉 dado por la ecuación (3.1)

se aproxima al estado coherente ordinario. Una solución analítica al problema

es presentado por Miranowicz, Piatek y Tanaś [25]; ellos encuentran que los

coeficientes de la expresión (3.1) son de la forma

Cs
n =

s!

s+ 1
(n!)−1/2(−i)n

s∑
k=0

exp(ixk|α|)×
Hen(xk)

He2
s(xk)

, (3.3)

donde las funciones Hen(xk) son los polinomios de Hermite y xk son las raíces

de los polinomios de Hermite de orden (s + 1), (Hes+1(xk) = 0). Los polinomios

de Hermite Hen(x) están relacionados a los polinomios de Hermite Hn por

Hen(x) = 2−n/2Hn(x/
√

2).

Otra alternativa para definir estos estados se basa en el truncamiento de los

estado de número de un estado coherente ordinario a un número finito de
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CAPÍTULO 3. 3.2 Eigenvectores del operador de aniquilación finito

estados de Fock con amplitudes correctamente normalizadas. Este enfoque

ha sido ampliamente desarrollado por Kuang [26, 27] y Opatrny [28]. Nos

referiremos a estos estados como “estados coherentes truncados”. Los estados

coherentes truncados |α〉(s), donde α = |α| exp(iϕ) se pueden expresar como

|α〉(s) = Ns exp(αâ†s) |0〉 =
s∑

n=0

exp(inϕ)b(s)
n |n〉 , (3.4)

donde

b(s)
n = Ns|α|n(n!)−1/2, (3.5)

con la constante de normalización

Ns =

(
s∑

n=0

|α|2n

n!

)−1/2

= {(−1)sL−s−1
s (|α|2)}−1/2, (3.6)

donde Lns (x) son los polinomios de Laguerre asociados.

3.2. Eigenvectores del operador de aniquilación

finito

Copiando la definición propuesta por Susskind- Glogower en (2.11), definimos

los operadores escalera âs y â†s en un espacio de dimensión finita como

âs =

√
N̂s + 1eiΦ̂s , (3.7)

â†s = e−iΦ̂s
√
N̂s + 1, (3.8)

donde N̂s es el operador de número finito y eiΦ̂s es el operador unitario de Pegg

y Barnett, definidos en (2.41) y (2.32). En la representación de los estados de
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CAPÍTULO 3. 3.2 Eigenvectores del operador de aniquilación finito

número los operadores âs y â†s se expresan como

âs =
s−1∑
j=0

√
j + 1 |j〉 〈j + 1|+

√
s+ 1 |s〉 〈0| , (3.9)

â†s =
s−1∑
j=0

√
j + 1 |j + 1〉 〈j|+

√
s+ 1 |0〉 〈s| . (3.10)

La representación matricial del operador (3.9) tiene la forma

âs =



0 1 0 . . . 0 0

0 0
√

2 0 . . . 0

0 0 0
... . . . 0

... 0 . . . 0 0
√
s

√
s+ 1 0 . . . 0 0 0


, (3.11)

con eigenvalores

αk = η1/s+1ωk, k = 0, 1, 2, . . . , s, (3.12)

donde η =
√

(s+ 1)! y ωk = ei
2π
s+1

k son las (s + 1) raíces de la unidad. Se puede

comprobar fácilmente que la matriz (3.11) puede ser expresada como

âs = D̂sF̂sΛsF̂
†
s D̂
−1
s , (3.13)

donde Fs es la transformada de Fourier discreta, definida como

Fs =
1√
s+ 1

s∑
n,k=0

ei
2πkn
s+1 |n〉 〈k| , (3.14)

Λs y D̂s son las matrices diagonales

Λs =



α0 0 0 · · · 0

0 α1 0 · · · 0

0 0 α2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · αs


, D̂s =

√
s+ 1√
N



1 0 0 · · · 0

0 η
1

0 · · · 0

0 0 η2√
2
· · · 0

...
...

... . . . ...

0 0 0 · · · ηs√
s!


. (3.15)
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CAPÍTULO 3. 3.2 Eigenvectores del operador de aniquilación finito

En la notación de Dirac la matriz D̂s se escribe como

D =

√
s+ 1√
N

s∑
m=0

ηm√
m!
|m〉 〈m| , (3.16)

con la constante de normalización

N =
s∑

m=0

η2m

m!
. (3.17)

Del producto de las expresiones (3.14) y (3.16) obtenemos la matriz de vectores

propios de âs.

DFs =
1√
N

s∑
m=0

s∑
k=0

ηm√
m!
ei

2π
s+1

mk |m〉 〈k| , (3.18)

compuesta por los vectores propios

|αk〉 =
1√
N

s∑
m=0

ηm√
m!
ei

2π
s+1

mk |m〉 , k = 0, 1, ..., s. (3.19)

Esta definición limita a un número finito de estados coherentes, debido a que los

estados coherentes |α〉 son justamente los (s+ 1) vectores propios de âs.

La ecuación (3.19) se puede escribir de manera más sencilla como

|αk〉 =
1√
N

s∑
m=0

αmk√
m!
|m〉 , (3.20)

La distribución de número de fotones Pn resulta ser

Pn = |〈n|α〉|2 =
1

N

η2n

n!
. (3.21)

3.2.1. Forma analítica de un estado coherente finito

Un estado coherente finito lo definimos como eigenestado del operador de

aniquilación finito

âs |αk〉 = αk |αk〉 . (3.22)
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Como los estados de número |n〉 forman un conjunto completo podemos expandir

los estados |αk〉 como

|αk〉 =
s∑

n=0

En |n〉 . (3.23)

Sustituyendo (3.23) en (3.22) y operando (3.9) obtenemos la ecuación

s−1∑
j=0

√
j + 1Ej+1 |j〉+

√
s+ 1E0 |s〉 = αk

s∑
j=0

Ej |j〉 , (3.24)

de la cual se puede encontrar la relación de coeficientes

Ej =
αj√
j!
E0, E0 =

α√
s+ 1

Es. (3.25)

La ecuación (3.23) se puede expresar entonces como

|αk〉 =
Es√
s+ 1

s∑
m=0

αm+1
k√
m!
|m〉 . (3.26)

El coeficiente Es se encuentra de la condición de normalización

〈αk|αk〉 = 1 =
|Es|2

s+ 1
C, (3.27)

donde

C =
s∑
j=0

η
2(j+1)
s+1

j!
. (3.28)

El estado coherente |αk〉 queda determinado finalmente como

|αk〉 =
1√
C

s∑
j=0

αj+1
k√
j!
|j〉 . (3.29)

La distribución de número de fotones Pn es definida como

Pn = |〈n|αk〉|2 =
1

C

η
2(n+1)
s+1

n!
. (3.30)
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3.3. Operador de desplazamiento finito

Los operadores de creación â†s y aniquilación âs en un espacio s-dimensional

actúan sobre los estados de número de la siguiente forma

âs |0〉 =
√
s+ 1 |s〉 , (3.31)

âs |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (3.32)

â†s |s〉 =
√
s+ 1 |0〉 (3.33)

â†s |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 . (3.34)

La relación de conmutación de los operadores âs y â†s difiere de la relación

convencional [â, â†] = 1. En cambio

[âs, â
†
s] = 1− (s+ 1) |0〉 〈0| . (3.35)

Dado que los conmutadores [âs, [âs, â
†
s]] y [â†s, [âs, â

†
s]] son diferentes de cero, no

podemos aplicar el teorema de Baker-Hausdorff. Esto impide desentrelazar el

operador de desplazamiento

D̂s(α) = eαâ
†
s−α∗âs . (3.36)

Entonces el estado coherente finito es definido directamente como

|α〉s = eαâ
†
s−α∗âs |0〉 , (3.37)

con âs y â†s definidos en (3.9). La distribución de fotones esta dada por la

expresión

Pn =
∣∣∣〈n| eαâ†s−α∗âs |0〉∣∣∣2 . (3.38)

En la figura (3.1) se muestra la distribución de fotones para diferentes valores de

α.
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(a) (b)

Figura 3.1: Distribución de número de fotones para un estado coherente finito

con a) s = 7 y α = 1 y b) s = 11 y α = 4.

A diferencia del número finito de estados coherentes definidos en la sección

(3.2). Aquí tenemos un número infinito de estados coherentes debido a que α

puede tomar una infinidad de valores. Sin embargo, una expresión analítica para

la distrubución de fotones no fue posible hallar debido a que el cálculo debe

hacerse directamente de la definición |α〉s = eαâ
†
s−α∗âs |0〉.
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Capítulo 4

Funciones de distribución de

probabilidad

Una forma muy interesante de estudiar estados cuánticos es a través de

funciones de cuasi-propabilidad. Estas funciones son consideradas herramientas

matemáticas que facilitan los cálculos para obtener una descripción estadística

completa del estado cuántico de un sistema físico. La formulación espacio-fase

de la mecánica cuántica tiene sus raíces en la obra clásica de Wigner, donde

dio a conocer la función de distribución en el espacio-fase, mejor conocida

como función de distribución de Wigner. En muchas situaciones, la función de

distribución de Wigner hace un trabajo respetable; sin embargo, hay casos en que

otras funciones de distribución, que tienen propiedades diferentes a la función de

distribución de Wigner, son necesarias. Otras funciones de distribución que se

han considerado son las funciones de Glauber-Sudarshan, Husimi y Kirkwood.
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4.1. Distribuciones de probabilidad en el espacio

fase

Para un conjunto de estados cuánticos |ψ1〉 , |ψ2〉 , . . . , el operador de densidad

está dado como

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| , (4.1)

donde pi son las probabilidades de encontrar el sistema en el i-ésimo elemento

del conjunto y

Tr(ρ̂) =
∑
i

pi = 1. (4.2)

El valor esperado de un operador Ô es

ˆ〈O〉 = Tr(Ôρ̂) =
∑
i

pi 〈ψi| Ô |ψi〉 . (4.3)

Podemos introducir en ambos lados del operador de densidad la unidad para

obtener

ρ̂ =
∑
n

∑
m

|m〉 ρmn 〈n| . (4.4)

Todos los elementos de matriz ρmn = 〈m| ρ̂ |n〉 se requieren para determinar

el operador ρ̂. Los elementos diagonales, Pn = ρnn, son justamente las

probabilidades de encontrar n fotones en el campo.

4.1.1. Función de distribución-P de Glauber-Sudarshan

Por otro lado, si resolvemos la unidad con estados coherentes (ver expresión

1.42) en ambos lados de ρ̂ obtenemos la expresión

ρ̂ =
1

π2

∫ ∫
〈α| ρ̂ |β〉 |α〉 〈β| d2αd2β. (4.5)
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Otra forma, introducida por Glauber y Sudarshan, de representar ρ̂ en términos

de estados coherentes es

ρ̂ =

∫
P (α) |α〉 〈α| d2α, (4.6)

donde P (α) es la función de peso conocida como función-P de Glauber-

Sudarshan. Podemos obtener una expresión explícita para la función P (α)

introduciendo (4.6) en la función característica

C(β) = Tr{ρ̂ exp(βâ† − β∗â)}. (4.7)

Obtenemos

C(α) =

∫
P (β)Tr{|β〉 〈β| exp(αâ† − α∗â)}d2β. (4.8)

Usando la fórmula de Baker-Hausdorff podemos escribir la expresión anterior

como

C(α)e|α|
2/2 =

∫
P (β)Tr{|β〉 〈β| eαâ†e−α∗â}d2β; (4.9)

escribiendo explícitamente la traza

C(α)e|α|
2/2 =

∫
P (β) 〈β| eαâ†e−α∗â |β〉 d2β. (4.10)

Después de una transformada de Fourier, obtenemos P (α) de la función

característica

P (α) =
1

π2

∫
exp(αβ∗ − α∗β)Tr{ρ̂ exp(βâ†) exp(−β∗â)}d2β. (4.11)

4.1.2. Función de distribución-Q de Husimi

Bajo ciertas condiciones se pueden representar otros operadores, además de

ρ̂ en la forma diagonal de estados coherentes, a veces llamada la representación

P . Para el operador B̂, la representación P es

B̂ =

∫
Bp(α, α

∗) |α〉 〈α| d2α. (4.12)
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El promedio de B̂ esta dado por

ˆ〈B〉 = Tr(B̂ρ̂),

=
∑
n

〈n|
∫
Bp(α, α

∗) |α〉 〈α| ρ̂ |n〉 d2α,

=

∫
Bp(α, α

∗) 〈α| ρ̂ |α〉 d2α. (4.13)

Evidentemente, el valor esperado del operador de densidad con respecto al

estado coherente también juega el papel de una distribución de probabilidad en

el espacio de fase. Generalmente se le llama función-Q de Husimi

Q(α) =
1

π
〈α| ρ̂ |α〉 . (4.14)

Para B̂ = Î obtenemos la condición de normalización∫
Q(α)d2α = 1. (4.15)

A diferencia de la función P , la función Q es positiva para todos los estados cuán-

ticos. Por supuesto, siempre podemos definir la representación Q correspondien-

te del operador B̂ como el valor esperado con respecto al estado coherente,

BQ(α, α∗) ≡ 〈α| B̂ |α〉 ,

= e−|α|
2∑

n

∑
m

Bnm√
n!m!

(α∗)n(α)m, (4.16)

donde Bnm = 〈n| B̂ |m〉. Una vez más, calculemos ˆ〈B〉, pero ahora escribimos ρ̂

en la representación P ,

ˆ〈B〉 = Tr(B̂ρ̂) = Tr

∫
B̂P (α) |α〉 〈α| d2α,

=

∫
P (α) 〈α| B̂ |α〉 d2α,

=

∫
P (α)BQ(α, α∗)d2α. (4.17)

Por lo tanto, si usamos la representación P de ρ̂, necesitamos la representaciónQ

de B̂, o de la ecuación (4.13), si usamos la representación P de B̂, necesitamos

la representación Q de ρ̂.
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4.1.3. Función de distribución de Wigner

En 1932, Wigner introdujo la función W (q, p), conocida como función de

distribución de Wigner. La función de distribución de Wigner es quizás la más

famosa y conocida de todas las funciones de quasiproabilidad, debido a que la

formulación espacio-fase de la mecánica cuántica tiene sus raíces en la obra

clásica de Wigner. La función W (q, p) se define, para un operador de densidad

arbitraria ρ̂, como

W (q, p) =
1

2π

∫
dueiup

〈
q +

u

2

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣q − u

2

〉
. (4.18)

la cual contiene información completa sobre el estado del sistema, |ψ〉.

La función de distribución de Wigner puede ser escrita también como

W (α) =
1

4π2

∫
exp (αβ∗ − α∗β)C(β)d2β, (4.19)

donde α = (q+ip)/
√

2, y C(β) está en términos de los operadores de aniquilación

y creación como

C(β) = Tr{ρ̂D̂(β)} = Tr{ρ̂ exp(βâ† − β∗â)}, (4.20)

la función C(β) es comúnmente llamada función característica.

4.1.4. Función de distribución de Kirkwood-Rihaczek

Existe una función de distribución compleja que tienen la misma cantidad de

información que las funciones de distribución reales (Wigner, Glauber-Sudarshan

o Husimi), llamada función de distribución de Kirkwood [6]. En 1945, Dirac [29]

introdujo esencialmente la misma distribución que Kirkwood para observables

que no conmutan, con el objetivo de discutir las trayectorias de movimiento

de una partícula en mecánica cuántica. En 1968, la función de distribución de

Kirkwood fue redescubierta por Rihaczek [30] para su uso en la teoría de análisis
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de frecuencia de señales clásicas. La función de distribución de Kirkwood-

Rihaczek puede ser escrita como [31, 32, 33]

K(β, β∗) =

∫ ∫
d2α exp(βα∗ − β∗α) exp

(
α2 − α∗2

4

)
C(α), (4.21)

con β = (q + ip)/21/2, α = (u + iv)/21/2 y d2α = dudv. La función característica

C(α), en términos de los operadores de aniquilación â y creación â†

â =
q̂ + ip̂√

2
, â† =

q̂ − ip̂√
2
, (4.22)

como

C(α) = Tr{ρe(αâ†−α∗â)}, (4.23)

donde ρ es la matriz de densidad. La ecuación (4.21) puede ser expresada como

una transformada de Fourier

K(q, p) =

∫ ∫
dudveiupe−ivq Tr{ρeivq̂e−iup̂}. (4.24)

4.2. Distribuciones de probabilidad discretas

La investigación de sistemas cuánticos en un espacio de Hilbert de dimensión

finita se ha utilizado ampliamente para la introducción de un operador de

fase hermitiano. Los estados de sistemas cuánticos en espacios de Hilbert

de dimensión finita pueden describirse mediante vectores n-dimensionales o

mediante los operadores de densidad correspondientes (que son iguales a

matrices n × n) [34]. En este punto surge una pregunta natural: ¿es posible

aplicar un formalismo en el espacio-fase para una descripción de los estados

cuánticos en un espacio de Hilbert de dimensión finita?. El trabajo pionero en

esta dirección ha sido realizado por Wootters [35] y por Galetti y Toledo Piza [36];

estos autores han introducido la función de Wigner en espacios de fase discretos,

que están asociados con estados en un espacio de Hilbert finito. Vaccaro y Pegg
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han aplicado el enfoque de Wootters y han introducido una función de Wigner

para el número y la fase dentro del marco del formalismo de Pegg-Barnett.

4.2.1. Función de Wigner para número y fase

Consideremos la función de Wigner en la forma [37]

W (α) =

∫
C(β) exp(αβ∗ − α∗β)d2β, (4.25)

donde la función característica C(β) esta definida como

C(β) = Tr[D̂(β)ρ̂], (4.26)

con ρ̂ la matriz de densidad del sistema y D̂(β) = exp(βâ† − β∗â) el operador de

desplazamiento de Glauber. En analogía se puede definir la función

Cn̂−Φ̂(k, θ) =
1

2
Tr[(D̂n̂−Φ̂(k, θ)e−i(kφ−nθ) + c.c.)ρ̂], (4.27)

donde

D̂n̂−Φ̂(k, θ) = eiθe−iθn̂(V̂ †)k, (4.28)

con V̂ † el operador de Susskind-Glogower definido en (3.25). Escribiendo la

matriz de densidad ρ en la base de estados de número como

ρ =
∞∑
m=0

∞∑
l=0

Qm,l |m〉 〈l| , (4.29)

la expresión (4.27) se puede escribir como

Cn̂−Φ̂(k, θ) =
eiθk

2

∞∑
m=0

∞∑
l=0

Qm,lTr[e−iθn̂(V̂ k) |m〉 〈l|]e−i(kφ−nθ) + c.c.

=
eiθk

2

∞∑
m=0

∞∑
l=0

Qm,lTr[|m+ k〉 〈l|]e−iθ(m+k)e−i(kφ−nθ) + c.c.

=
eiθk

2

∞∑
m=0

Qm,m+ke
−iθ(m+k)e−i(kφ−nθ) + c.c. (4.30)
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La doble integral sobre todo el espacio en la expresión (4.25) se convierte en una

sumatoria y una integral simple

W (n, φ) =
1

(2π)2

∞∑
k=−n

∫ 2π

0

Cn̂−Φ̂(k, θ)dθ, (4.31)

Insertando la ecuación (4.30) en (4.31) y usando la identidad
∫ 2π

0
eiθ(n−m)dθ =

2πδn,m, obtenemos finalmente una expresión de la distribución de Wigner para

número y fase

W (n, φ) =
1

4π

∞∑
k=−n

(Qn,n+ke
−ikφ +Qn+k,ne

eikφ). (4.32)

La función de Wigner para número y fase para un estado coherente

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 , (4.33)

está dada por

W (n, φ) =
e−|α|

2
αn

2π
√
n!

∞∑
k=0

αk cos[(n− k)φ]√
k!

. (4.34)

En la figura (4.1) graficamos la función de Wigner para número y fase con

amplitud α = 4.

Figura 4.1: Función de Wigner para número y fase para un estado coherente con

amplitud α = 4.
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4.2.2. Función de Kirkwood-Rihaczek para número y fase

De la misma forma en que se relacionan las variables canónicas de posición

y momento se encuentran relacionadas las variables de número y fase. En ese

sentido, cambiamos los operadores (q̂, p̂) por (Φ̂s, N̂s) en la expresión (4.24) para

obtener una expresión de Kirkwood para número y fase.

Debido a que el operador de fase se encuentra definido en un espacio de

Hilbert s-dimensional, la doble integral en (4.24) se convierte en una suma y una

integral simple

K(n, θ) =
s∑

k=0

∫ 2π

0

dφeinφe−ikθ Tr{ρeikΦ̂se−iφN̂s}. (4.35)

Escribiendo la matriz de densidad ρ en la base de estados de número como

ρ =
s∑
l=0

s∑
p=0

Ql,p |l〉 〈p| . (4.36)

La expresión (4.35) se puede escribir como

K(n, θ) =
s∑

k,l,p=0

∫ 2π

0

dφQl,pe
inφe−ikθ Tr{eikΦ̂se−iφN̂s |l〉 〈p|}. (4.37)

Se debe tener cuidado al aplicar el operador exponencial de Pegg-Barnett,

debido a que opera sobre los estados de número de manera cíclica. Los

eigenestados del operador exponencial de Pegg y Barnet pueden ser localizados

en un reloj de módulo1 (s+ 1),

eikΦ̂ |l〉 = |Mod[l − k, s+ 1]〉 . (4.38)

Después de algunas simplificaciones, la expresión (4.37) se puede expresar

como

K(n, θ) = 2π
s∑

k=0

s∑
p=0

Qn,pTr{|Mod[n− k, s+ 1]〉 〈p|}e−ikθ,

= 2π
s∑

k=0

Qn,Mod[n−k,s+1]e
−ikθ. (4.39)

1 Para mayor información de la función modulo se recomienda revisar el apéndice A.
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4.2.3. Distribución de Kirkwood-Rihaczek para un estado

coherente finito

En el capítulo tres definimos un par de expresiones para un estado coherente

discreto. A continuación se muestra analíticamente la expresión de Kirkwood-

Rihaczek para dichos estados. Definición uno: La distribución de Kirkwood-

Rihaczek para número-fase para el estado coherente finito definido en (3.20),

es de la forma

K(n, θ) =
2π

N

s∑
k=0

αnkα
∗
k
M

√
n!
√
M !

e−ikθ, (4.40)

donde

αk = η1/s+1ωk, k = 0, 1, 2, . . . , s, (4.41)

η =
√

(s+ 1)! y ωk = ei
2π
s+1

k son las (s + 1) raíces de la unidad. La constante de

normalización es N =
∑s

m=0
η2m

m!
, y M = Mod[n− k, s+ 1].

En la figura (4.2) graficamos la ecuación (4.40) para un espacio con s = 11.

Figura 4.2: Distribución de Kirkwood-Rihaczek para el estado coherente finito,

definido en (3.20) para un espacio con s = 11.
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Definición dos: La distribución de Kirkwood-Rihaczek para número-fase para

un estado coherente finito, definido en (3.29), es de la forma

K(n, θ) =
2π

C

s∑
k=0

αn+1
k α∗k

M+1

√
n!
√
M !

e−ikθ, (4.42)

donde

αk = η1/s+1ωk, k = 0, 1, 2, . . . , s, (4.43)

η =
√

(s+ 1)! y ωk = ei
2π
s+1

k son las (s + 1) raíces de la unidad. La constante de

normalización es C =
∑s

j=0
η
2(j+1)
s+1

j!
y M = Mod[n− k, s+ 1].

En la figura (4.3), graficamos la ecuación (4.42) para un espacio s = 11.

Figura 4.3: Distribución de Kirkwood-Rihaczek para el estado coherente finito,

definido en (3.29) para un espacio con s = 11.

Definición tres:En la figura (4.4) se muestra la distribución de Kirkwood-

Rihaczek para número y fase, obtenida numéricamente para un estado coherente

finito

|α〉s = e(αâ†s−α∗âs) |0〉 (4.44)
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con âs y â†s definidos en (3.9) con s = 11 , α = 1.

Figura 4.4: Distribución de Kirkwood-Rihaczek para el estado coherente finito,

definido en (3.37) para un espacio con s = 11, α = 1.

Debido a que el operador de desplazamiento en (4.44) no es posible

desentrelazarlo, una expresión analítica para la distribución de Kirkwood-

Rihaczek fue imposible de hallar. La gráfica de la distribución de Kirkwood-

Rihaczek se obtuvo directamente al sustituir el estado (4.44) en la definición

(4.39).
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Capítulo 5

Conclusiones

Para finalizar esta tesis hacemos las conclusiones y comentarios finales:

En el presente trabajo se realizó un estudio de una función de distribución no

tan utilizada en la óptica clásica, conocida como función de Kirkwood-Rihaczek.

La función de Kirkwood-Rihaczek para número y fase se construyó en analogía

con la definición para posición y momento. Y se estudió en un espacio de Hilbert

de dimensión finita s+ 1.

Se definieron los operadores de creación â†s y aniquilación âs circulares

usando el formalismo de Pegg y Barnett, definidos en (3.7). Los cuales son la

base para presentar nuevos estados coherentes en un espacio de dimensión

finita.

Se analizaron dos enfoques esenciales para definir estados coherentes en

un espacio de Hilbert de dimensión finita: i) Como eigenestados del operador

de aniquilación finito. ii) Como aplicación del operador de desplazamiento en un

espacio de dimensión finita sobre el estado vacío.

En el primer enfoque fue posible obtener una nueva expresión analítica de

estados coherentes finitos. Sin embargo, solo se tiene un número finito de

estados coherentes. En el segundo enfoque, la relación de conmutación de los
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operadores [âs, â
†
s] = 1 − (s + 1) |0〉 〈0|, no permitió aplicar el teorema de Baker-

Hausdorff, lo que impide desentrelazar el operador de desplazamiento y hace

necesario que los cálculos se obtengan númericamente. En cambio al primer

enfoque, aquí se tiene un número infinito de estados coherentes debido a que α

puede tomar una infinidad de valores.

Representaciones gráficas de la función de distribución de Kirkwood-

Rihaczec para número y fase para cada definición de un estado coherente fueron

presentadas.
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Para encontrar una expresión de eikΦ̂s |l〉, debemos hacer uso de la función

modulo. La cuál es muy útil para encontrar relaciones de congruencia entre

números enteros. El ejemplo más claro es la aritmética del reloj, ya que los

números dan la vuelta tras alcanzar cierto valor llamado módulo. Se dice que

dos números a y b son congruentes modulo n, si ambos dejan el mismo residuo

si los divides entre n, o de manera equivalente si a − b es múltiplo de n. En la

notación de Gauss se lee a ≡ b (mod n). Por ejemplo, 38 ≡ 14 (mod 12) por

que 38− 14 = 24, es un multiplo de 12. La misma regla se mantiene para valores

negativos, −8 ≡ 7 (mod 5). Para entender mejor el concepto de módulo es útil

visualizarlo como un reloj. Para encontrar el resultado de A mod (B), podemos

seguir estos pasos:

Construye un reloj de tamano B, escribiendo 0 en la parte superior de un

círculo y continuando en sentido de las manecillas del reloj escribiendo

enteros 1, 2, ... hasta uno menos que el módulo.

Empieza en 0 y muévete alrededor del reloj A pasos.

Donde quiera que caigamos es nuestra solución.

(Si el número es positivo, damos un paso en sentido de las manecillas del reloj,

si es negativo damos un paso en sentido contrario a las manecillas del reloj).
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(a) (b)

Figura 5.1: a) Reloj módulo 4 y b)Reloj módulo 3.

Ejemplo: 8 mod 4 =?

Con un módulo de 4 hacemos un reloj con los números 0, 1, 2, 3 (Fig. 5.1.a).

Empezamos en 0 y nos movemos 8 números en una secuencia en sentido de

las manecillas del reloj, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 0. Terminamos en 0, así que 8 mod 4=0.

Ejemplo: −5 mod 3 =?

Con un módulo de 3 hacemos un reloj con los números 0, 1, 2 (Fig. 5.1.b).

Empezamos en 0 y nos movemos 5 números en una secuencia en sentido

contrario a las manecillas del reloj, 2, 1, 0, 2, 1. Terminamos en 1, así que

−5 mod 3 = 1.

Para entender mejor como opera eiΦ̂s, utilizaremos su representación

matricial. Ejemplo: Consideremos s = 3, la dimensión del espacio es 3 + 1, tal

que los estados de número son (|0〉 , |1〉 , |2〉 , |3〉).

Calcular: eikΦ̂s |n〉 para k = 3.

ei(3)Φ̂s |0〉 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0



3
1

0

0

0

 =


0

1

0

0

 = |1〉 , (5.1)
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ei(3)Φ̂s |1〉 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0



3
0

1

0

0

 =


0

0

1

0

 = |2〉 , (5.2)

ei(3)Φ̂s |2〉 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0



3
0

0

1

0

 =


0

0

0

1

 = |3〉 , (5.3)

ei(3)Φ̂s |3〉 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0



3
0

0

0

1

 =


1

0

0

0

 = |0〉 . (5.4)

Como se puede ver en el ejemplo anterior, el operador eikΦ̂s desplaza k veces los

estados de número de manera cíclica, análogamente al sumar o restar las horas

en un reloj.
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