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Dedicatoria

Elige un enemigo grande y esto te obligará a crecer para poder enfrentarlo.
Achica tu miedo porque, si él crece, tú te harás pequeño; Me dijo el Viejo
Antonio una tarde de mayo y lluvia, en esa hora en que reinan el tabaco y

la palabra. Sub-comandante Marcos.
Elizabeth O. P.
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1
Introducción.

Cuando comenzamos a escribir cualquier tipo de texto, en general habla-
mos de caracteŕısitcas, propiedades y definiciones que resultan de máxima
importancia para el escritor, pero resultan de máxima importancia única y
exclusivamente para el escritor. Cuando el lector comienza el camino sugerido
por el escritor, el lector puede tener una opinión distinta del orden y temas
presentados en el texto, es decir, para cada persona la importancia y el or-
den de presentar conceptos en general es distina, pero además el significado
después de leer cada concepto y digerirlo es diferente, aunque no opuesto. Es
por esto que en este caṕıtulo y en los siguientes hacemos uso del concepto
bunburyzar1, es decir, la mecánica cuántica para cada persona adopta dife-
rentes nombres y por consiguiente la óptica cuántica aqúı expuesta también
adopta diferentes nombres para cada persona, sin que las diferencias sean
opuestas.

El principio de correspondencia de Bohr establece que la teoŕıa cuánti-
ca debe reproducir los resultados de la f́ısica clásica en el ĺımite de grandes
números. Aśı podemos considerar a la mecánica cuántica como una teoŕıa
más general que la mecánica clásica y esta última debe emerger de la pri-
mera. Entre otros tipos de representaciones para poder explicar el principio
de correspondencia, existe una representación especialmente indicada para
establecer comparaciones entre las teoŕıas cuántica y clásica, que es la repre-
sentación de estados coherentes.
Debido en parte a las dificultades que se enfrentaban en los inicios de la
mecánica cuántica, Schrödinger en 1926 [1], propuso unos estados cuánticos

1Oscar Wilde. La importancia de llamarse Ernesto.
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Introducción.

que se parecieran lo más posible a los estados clásicos, imponiendo para ello
la condición de que éstos fueran de mı́nima dispersión y que su evolución
temporal fuese semejante a la de un estado clásico. Después en 1963 Glauber
[2] retomó esta idea, definiendo lo que llamamos estados coherentes del cam-
po. Glauber los construyó como estados propios (eigenestados) del operador
de aniquilación del oscilador armónico, con el objeto de estudiar las funcio-
nes de correlación electromagnéticas, un tema de gran relevancia en óptica
cuántica.
Estos estados fueron inicialmente introducidos como los estados cuánticos
“más clásicos posibles”del oscilador armónico; esto es, estados con la mı́nima
incertidumbre permitida por el principio de indeterminación de Heisenberg,
que al evolucionar a lo largo de la trayectoria clásica no se deforman con el pa-
so del tiempo, manteniendo su coherencia. Sin embargo, estos estados pueden
generalizarse y definirse matemáticamente para cualquier sistema cuántico a
partir de las propiedades de su grupo dinámico asociado.

Una generalización de los estados coherentes hecha por una deformación
del tipo Â = âf(n̂) es introducida en [3], donde proponen unos nuevos es-
tados llamados estados coherentes no lineales que resultan ser estados no
clásicos. En cierto ĺımite, los estados coherentes no lineales se transforman
en los usuales estados coherentes. Los estados coherentes no lineales fueron
inicialmente introducidos como f estados coherentes, en conexión con el es-
tudio del oscilador cuya frecuencia depende de la enerǵıa. Pero en un trabajo
realizado por Sivakumar [4], se demuestra que los estados coherentes no li-
neales pueden ser encontrados de una forma alternativa, demostrando que
los fotones agregados de estados coherentes pueden ser interpretados como
estados coherentes no lineales debido al arrastre de una función de deforma-
ción al aplicar las relaciones de conmutación de los operadores de creación y
aniquilación del oscilador armónico.
Una de las motivaciones de este trabajo es demostrar que los operadores de
creación y aniquilación agregan y substraen un número arbitrario de foto-
nes, pero los operadores de Susskind-Glogower [7] agregan y substraen sólo
un fotón. Es decir, el operador de creación del oscilador armónico aplicado
a una base representada por los estados número, tiene como resultado otro
estado donde el número promedio de fotones no contiene un fotón más, sin
embargo la acción de los operadores de Susskind-Glogower aplicados a una
base de número generan un número promedio de fotones que siguen una re-
lación lineal respecto al número de fotones promedio del estado anterior, por
lo cual el nuevo estado contiene un fotón más.
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Introducción.

En un trabajo realizado por Moya Cessa y colaboradores [8], se utiliza un
método para agregar fotones a un estado coherente y estos fotones agregados
al estado coherente seguirán una relación lineal ya que el estado coherente
está representado por la bese de número (Fock), y finalmente utilzando el
modelo de Jaynes-Cummings [5] para dos fotones que describe a una cavidad
que contiene un átomo de dos niveles interactuando con un campo electro-
magnético cuantizado como resultado de absorber o emitir dos fotones en el
caso de resonancia, los estados coherentes con fotones agregados son genera-
dos.
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2
Estados coherentes con fotones agregados.

Los estados coherentes son importantes en muchos campos de la f́ısica
y son definidos como eigenestados del operador de aniquilación del oscila-
dor armónico. Una generalización de los estados coherentes hecha por una
deformación tipo Â = âf(n̂) es introducida en [2], y proponen unos nuevos
estados llamados estados coherentes no lineales que resultan ser estados no
clásicos. En el ĺımite f(n̂) = 1, los estados coherentes no lineales se transfor-
man a los usuales estados coherentes |α⟩. Los estados coherentes no lineales
fueron inicialmente introducidos como f estados coherentes, en conexión con
el estudio del oscilador cuya frecuencia depende de la enerǵıa.

En este caṕıtulo trabajamos con fotones agregados de estados coherentes
y estos estados pueden ser interpretados como estados coherentes no lineales
[4], bajo la interacción de un átomo de dos niveles y un campo cuantizado v́ıa
dos fotones. En [4] se utilizan los operadores de creación y aniquilación, pero
debido a que estos operadores crean o destruyen un número arbitrario de fo-
tones, en este caṕıtulo trabajamos con los operadores de Susskind-Glogower
[7]. Primero comenzaremos con el estudio y generalización de los estados
coherentes a estados coherentes no lineales, después veremos como los fo-
tones agregados de estados coherentes pueden interpretarse como estados
coherentes no lineales.
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Estados coherentes con fotones agregados.

2.1. Estados coherentes no lineales.

En mecánica cuántica, cuando hablamos del oscilador armónico es inhe-
rente asociar los operadores de creación y aniquilación al oscilador armónico.
Los estados coherentes son definidos por medio de los operadores de creación
y aniquilación, proporcionan un conexión entre los osciladores cuánticos y
clásicos. El primero en definir a los estados coherentes fue E. Schrödinger [1],
y después esta idea fue retomada por R. Glauber [2]. Es posible obtener por
tres caminos diferentes a los estados coherentes, las tres posibilidades son las
siguientes.

Definición 1 Los estados coherentes |α⟩ son estados propios del operador
de aniquilación â del oscilador armónico,

â |α⟩ = α |α⟩ . (2.1)

Definición 2 Los estados coherentes |α⟩ pueden ser obtenidos aplicando el
operador de desplazamiento D̂(α) al estado vaćıo del oscilador armónico,

D̂(α) |0⟩ = |α⟩ , (2.2)

donde el operador de desplazamiento se define como:

D̂(α) = eαâ
†−α∗â. (2.3)

Definición 3 Los estados coherentes |α⟩ satisfacen la relación de mı́nima
incetidumbre de Heisenberg,

(∆p̂)(∆q̂) =
ℏ
2
, (2.4)

donde p̂ y q̂ son los operadores de momento y coordenada respectivamente.

Aśı entonces partiendo de cualquiera de estas 3 definiciones, podemos encon-
trar utilizando el álgebra del oscilador armónico el estado coherente |α⟩.

La noción de los estados coherentes permite el uso del lenguaje y la in-
tuición del desarrollo del estudio de la mecánica clásica de los osciladores
armónicos con el fin de tratar su equivalente cuántico, porque la trayectoria
del centro del paquete coherente cuántico es la misma que en el caso clásico
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y el ancho del paquete es el mı́nimo posible de acuerdo a la relación de in-
certidumbre de Heisenberg.
El formalismo de los osciladores armónicos cuánticos es utilizado en muchas
situaciones f́ısicas y ha inducido un gran interés en la búsqueda de conse-
cuencias f́ısicas, donde los osciladores son remplazados por deformaciones de
los mismos.

En la imagen de Heisenberg las ecuaciones de movimiento para la ampli-
tud del oscilador armónico a es

da

dt
= −iωa, (2.5)

y el conjugado
da†

dt
= iωa†. (2.6)

Tomando como lo hace Man’ko y colaboradores [2], Â = âf(â†â) y Â† =
f(â†â)â†, que no es una transformación canónica ya que no preservan las re-
laciones de conmutación, estos operadores Â y Â† evolucionan con las mismas
ecuaciones de movimiento, es decir

dÂ

dt
= −iωÂ, dÂ†

dt
= iωÂ†. (2.7)

En el espacio de Hilbert sabemos que el estado vaćıo |0⟩ satisface

â |0⟩ = 0, (2.8)

y en completa analoǵıa, también

Â |0⟩ = 0, (2.9)

que nos permite construir dos bases en un espacio vectorial teniendo en
común este vector. Una base adecuada es la base estándar también llamada
de Fock,

|n⟩ = â†n√
n!

|0⟩ , (2.10)

que es una base ortonormal. Y otra base es construida utilizando el operador
Â†, en analoǵıa con la base anterior, por tanto

|ñ⟩ = Â†n
√
n!

|0⟩ . (2.11)
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Estados coherentes con fotones agregados.

Los operadores Â y Â† representan las variables dinámicas asociadas con
f-osciladores cuánticos. En esta sección discutimos las caracteŕısticas alge-
braicas y las consecuencias de las mismas.
Podemos iniciar recalculando algunas nociones acerca del los operadores del
oscilador armónico â y â† cuya estructura algebraica indica que [â, â†] = 1.
En el espacio de Fock con â = (â†)† y n̂ = â†â, la base está dada por las
eigenfunciones de n̂

n̂ |n⟩ = n |n⟩ , con n ∈ Z+, (2.12)

y también se cumple que

∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n| = 1; ⟨n|m⟩ = δnm. (2.13)

Introduciendo una función tal que, ∀f : Z+ → C, la función puede ser escrita
como

f(n̂) =
∞∑
j=0

f(j) |j⟩ ⟨j| , (2.14)

al considerar una distorsión de de los operadores de aniquilación â y creación
â† del oscilador armónico de la forma

Â = âf(n̂) = f(n̂+ 1)â (2.15)

Â† = f †(n̂)â† = â†f †(n̂+ 1), (2.16)

se encuentran las relaciones de conmutación

[Â, n̂] = Â, [Â†, n̂] = −Â†. (2.17)

Los estados coherentes fueron originalmente introducidos como eigenesta-
dos del operador de aniquilación para el oscilador armónico y son extensamen-
te usados en f́ısica, particularmente en óptica cuántica. Por lo tanto este es
un concepto de origen algebraico y se pueden construir otros estados utilizan-
do operadores de naturaleza semejante, siguiendo un procedimiento parecido
es posible llegar a una clase de estados llamados, estados f-coherentes en el
espacio de Fock. Sin embargo los estados f-coherentes pueden no conservarse
bajo una evolución temporal.

Construimos los estados f-coherentes de la siguiente forma: tomemos la de-
finición del operador Â (2.15), y consideremos a los estados f-coherentes como
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Estados coherentes con fotones agregados.

eigenestados del operador Â, donde estos estados están denotados por|α, f⟩.
Entonces en un espacio de Hilbert, los estados f-coherentes satisfacen la si-
guiente relación

Â |α, f⟩ = α |α, f⟩ , α ∈ C. (2.18)

Buscando la descomposición de |α, f⟩ en el espacio de Fock, donde

|α, f⟩ =
∞∑
n=0

cn |n⟩ , (2.19)

y aplicando el operdor Â a |α, f⟩ obtenemos

Â |α, f⟩ =
∞∑
n=0

cn+1f(n+ 1)
√
n+ 1 |n⟩ = α

∞∑
n=0

cn |n⟩ , (2.20)

nos lleva a encontrar los coeficientes cn, que están dados por

cn = c0
αn

[f(n)]!
√
n!
, con [f(n)]! = f(0)f(1) · · · f(n). (2.21)

Aśı que una expresión un poco más detallada para |α, f⟩ es

|α, f⟩ = c0

∞∑
n=0

αn

[f(n)]!
√
n
, (2.22)

y la condición de normalización ⟨α, f |α, f⟩ = 1 impone que

c0 =

(
∞∑
n=0

|α|2n

n![f(n)!]2

)−1/2

. (2.23)

Para enfatizar la dependencia de f y α, escribiremos

c0 = Nf,α =

(
∞∑
n=0

|α|2n

n![f(n)!]2

)−1/2

, (2.24)

como trabajamos en el espacio de Fock se debe cumplir

0 < Nf,α <∞. (2.25)

Similar a (2.1) tenemos una definición para los estados coherentes no lineales
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Estados coherentes con fotones agregados.

Definición 4 Los estados coherentes no lineales |α, f⟩ son eigenestados del
operador Â = âf(n̂)

Â |α, f⟩ = α |α, f⟩ . (2.26)

La definicíın (2.26) muestra que los estados coherentes no lineales son
eigenestados del operador definido por (2.15), y eligiendo f(n̂) = 1 los estados
coherentes no lineales |α, f⟩ se reducen a estados coherentes |α⟩

2.2. Estados coherentes no lineales de fotones

agregados

Existe otra forma de llegar a los estados coherentes no lineales. En un
trabajo realizado por Sivakumar [4], se encuentran estados coherentes no
lineales al agregar fotones al estado coherente |α⟩. Para demostrar que los
estados coherentes con fotones agregados son estados coherentes no lineales,
partimos de la primera de las tres definiciones de los estados coherentes, es
decir

â |α⟩ = α |α⟩ , (2.27)

multiplicando por m operadores de creación â† a esta última ecuación, tene-
mos que

â†mâ |α⟩ = αâ†m |α⟩ , (2.28)

utilizando la relación de conmutación [â, â†m] = mâ†(m−1), la ecuación (??)
puede escribirse como

â†mâ |α⟩ = (ââ†m −mâ†(m−1)) |α⟩ = αâ†m |α⟩ , (2.29)

además sabemos que [â, â†] = 1, por lo tanto

(ââ†m − m

â†â+ 1
ââ†m) |α⟩ = αâ†m |α⟩

â†mâ |α⟩ = (1− m

n̂+ 1
)ââ†m |α⟩ = αâ†m |α⟩ , (2.30)

lo cual hace notar que, al conmutar â†m con â deja consigo una función que
definimos como

f(n̂,m) = 1− m

n̂+ 1
, (2.31)

entonces
f(n̂,m)ââ†m |α⟩ = αâ†m |α⟩ , (2.32)

10



Estados coherentes con fotones agregados.

lo cual automáticamente nos lleva a concluir que los estados coherentes con
m fotones agregados â†m |α⟩ son eigenestados del operador f(n̂,m)â, y com-
parando (2.3) y (2.32), se concluye que los estados coherentes con fotones
agregados son un clase de estados coherentes no lineales y estos a su vez son
eigenestados del operador f(n̂,m)â, es decir

f(n̂,m)ââ†m |α⟩ = f(n̂,m)â |α,m⟩ = α |α,m⟩ (2.33)

donde el estado coherente no lineal es definido como

|α,m⟩ = â†m |α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
k=0

αk

√
k!

√
(k +m)!

k!
|k +m⟩ , (2.34)

lo cual finalmente demuestra que los estados |α,m⟩ son eigenestados del ope-
rador f(n̂,m)â y estos eigenestados son reconocidos como estados coherentes
no lineales. En otras palabras, |α,m⟩ es un estado coherente no lineal y éste
nace de agregar m fotones al estado coherente |α⟩.

Una de las motivaciones para la realización de este texto es que el ope-
rador de creación â† agrega un número arbitrario de fotones; es decir, los
fotones agregados por el operador de creación â† al estado coherente |α⟩ son
fotones que no siguen una relación lineal. Por lo tanto, el operador de crea-
ción â† agrega un número arbitrario de fotones.
Para mostrar esto tomemos en general un estado definido por una combina-
ción lineal de estados número |n⟩. Sea |ϕ0⟩ una combinación lineal de estados
número, definida como

|ϕ0⟩ =
∞∑
k=0

Ck |k⟩ , (2.35)

y el número promedio de fotones del estado |ϕ0⟩ es

n̄0 =
∞∑
k=0

|Ck|2k. (2.36)

Ahora apliquemos el operador de creación â al estado |ϕ0⟩, pero este nuevo
estado resulta no estar normalizado, por lo que después de aplicar la condición
de normalización obtenemos una expresión para este nuevo estado que lo
denotamos por |ϕâ†⟩, y la expresión para este estado es

|ϕâ†⟩ =
1√∑∞

k=0(k + 1)|Ck|2

∞∑
k=0

Ck

√
k + 1 |k + 1⟩ , (2.37)
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y el número promedio de fotones del estado |ϕâ†⟩ es

n̄1 = ⟨ϕâ†|n̂|ϕâ†⟩ ,

=
1∑∞

k=0 |Ck|2(k + 1)

∞∑
k=0

|Ck|2(k + 1)2, (2.38)

y es notorio que el número de fotones n̄1 ̸= n̄0 + 1, es decir, el operador de
creación â† no agrega un solo fotón, sino un número arbitrario de de fotones,
que para un caso particular como el siguiente, donde el estado |ϕ0⟩ es

|ϕ0⟩ =
1√
2
(|n⟩+ |k⟩), (2.39)

el número de fotones promedio de |ϕ⟩ resulta

n̄0 = ⟨ϕ0|n̂|ϕ0⟩

=
1

2
(n+ k). (2.40)

Mientras que al aplicar el operador de creación â† a este caso particular del
estado |ϕ0⟩, obtenemos

|ϕâ†⟩ =
√

2

n+ k + 2

(√
k + 1 |k + 1⟩+

√
n+ 1 |n+ 1⟩

)
. (2.41)

Entonces ahora podemos calcular de la misma manera que lo hicimos para
el estado |ϕ0⟩, el número promedio de fotones para el estado |ϕâ†⟩, que es
resultado de aplicar el operador de creación â† al estado |ϕ0⟩, y por ende el
número promedio de fotones para este estado es

n̄1 = ⟨ϕâ† |n̂|ϕâ†⟩ =
(n+ 1)2 + (k + 1)2

n+ k + 2
, (2.42)

entonces comparando n̄0 y n̄1 nos damos cuenta que el operador de creación
â† no crea un fotón, sino que crea un número arbitrario de fotones.
Con este resultado estamos en la necesidad de encontrar un operador que no
agregue un número arbitrario de fotones, sino sólo un fotón. El operador que
agrega solo un fotón es el operador de Susskind-Glogower [7], definido como

V̂ † = â†
1√
n̂+ 1

. (2.43)
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Partimos de un caso general como en el anterior, y aplicando el operador V̂ †

al estado |ϕ0⟩, tenemos en general que el nuevo estado denotado por |ϕV̂ †⟩ es

|ϕV̂ †⟩ =
∞∑
k=0

Ck |k + 1⟩ , (2.44)

que resulta estar normalizado, es decir, ⟨ϕV̂ † |ϕV̂ †⟩ = 1. El número de fotones
promedio de este estado es

n̄2 =
∞∑
k=0

|Ck|2(k + 1),

= n̂0 + 1, (2.45)

que significa que el operador V̂ † es el operador de creación que agrega solo
un fotón al estado |ϕ0⟩. Nuevamente tomamos el caso particular (2.39) y
aplicamos a este estado el operador V̂ †, es decir,

|ϕ2⟩ = V̂ † |ϕ0⟩ =
1√
2
(|n+ 1⟩+ |k + 1⟩), (2.46)

y este estado |ϕ2⟩ ya se encuentra normalizado y de inmediato podemos
calcular el número de fotones promedio para el estado |ϕ2⟩ después de haber
aplicado el operador V̂ †. Entonces el número promedio de fotones n̄2 es

n̄2 =
1

2
(n+ k + 2), (2.47)

que demuestra que el estado |ϕ2⟩ contiene realmente un fotón más que el
estado |ϕ0⟩, es decir, el operador de Susskind-Glogower agrega un solo fotón a
diferencia del operador â†. Ejemplificamos en la figura 2.2 el número promedio
de fotones del estado |ϕ0⟩, |ϕâ†⟩ y del estado |ϕV̂ †⟩.

Retomando la ĺınea de ideas de los estados coherentes no lineales de fo-
tones agregados |α,m⟩ = â† |α⟩, podemos construir de la misma forma uti-
lizando ahora el operador de Susskind-Glogower V̂ †, estados coherentes no
lineales de fotones agregados. Como ya lo hemos hecho, tomemos una de las
definiciones para encontrar estados coherentes |α⟩ y multipliquemos por V̂ †m,
por lo tanto

V̂ †mâ |α⟩ = αV̂ †m |α⟩ . (2.48)
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Figura 2.1: Número de fotones promedio n̄0, n̄1 y n̄2.

Ya que V̂ † está definido como

V̂ † = â†
1√
n̂+ 1

, (2.49)

entonces para encontrar una relación de V̂ †m, hacemos uso de las relaciones
â†f(n̂+ 1) = f(n̂)â†, de la siguiente forma

(V̂ †)m =

m veces︷ ︸︸ ︷
â†

1√
n̂+ 1

â†
1√
n̂+ 1

· · · â† 1√
n̂+ 1

= â†m

√
n̂!

(n̂+m)!
. (2.50)

Con esto es posible calcular la función f(n̂,m) y el estado coherente no lineal
|α,m⟩. De las ecuaciones (2.48) y (2.50) encontramos que

V̂ †mâ |α⟩ = â†m

√
n̂!

(n̂+m)!
â |α⟩ = αV̂ †m |α⟩ , (2.51)

que al utilizar las relaciones de conmutación de los operadores â, â† y que
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â†f(n̂+ 1) = f(n̂)â†, esta última ecuación se convierte en

V̂ †mâ |α⟩ =
(
1− m

n̂+ 1

)√
n̂+ 1

n̂+ 1−m
âV̂ †m |α⟩ = f(n̂,m)â |α,m⟩ , (2.52)

donde el estado coherente no lineal proveniente de agregar fotones al estado
coherente |α⟩ es

|α,m⟩ = V̂ †m |α⟩ , (2.53)

y la función f(n̂,m) es

f(n̂,m) =

(
1− m

n̂+ 1

)√
n̂+ 1

n̂+ 1−m
. (2.54)

Definición 5 Los estados coherentes no lineales con fotones agregados |α,m⟩,
son eigenestados del operador f(n̂,m)â

f(n̂,m)â |α,m⟩ = α |α,m⟩ (2.55)

Tenemos la posibilidad de trabajar con el estado coherente no lineal |α,m⟩,
y la forma expĺıcita de este estado coherente no lineal viene heredada de
agregar fotones al estado coherente |α⟩, y es la siguiente

|α,m⟩ = V̂ †m |α⟩ = e|α|
2/2

∞∑
n=0

αn

√
n!

|n+m⟩ . (2.56)

Entonces, a partir de este estado coherente no lineal |α,m⟩, podemos
encontrar una serie de propiedades en analoǵıa con los estados coherentes
|α⟩.

2.2.1. Propiedades de los estados coherentes no linea-
les de fotones agregados de estados coherentes

Ahora tenemos la posibilidad de encontrar una serie de propiedades de lo
estados coherentes no lineales |α,m⟩, estas propiedades serán discutidas como
una analoǵıa de las propiedades de los estados coherentes |α⟩. Es importante
comenzar mostrando que los estados coherentes |α,m⟩ ya no minimizan la
desigualdad de Heisenberg como en el caso de los estados coherentes |α⟩,
esto se muestra al calcular los valores esperados del operador de coordenada
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q̂ y del operador de momento p̂ como sigue. Sabemos que los operadores
de coordenada y momento del oscilador armónico están representados en
función de los operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico
de la siguiente forma

q̂ =

√
ℏ
2ω

(â+ â†) (2.57)

p̂ = −i
√

ℏω
2
(â− â†), (2.58)

y, sabemos que los valores esperados de los operadores de coordenada y mo-
mento en la base de los estados coherentes es

⟨q̂⟩ =

√
ℏ
2ω

(α + α∗) (2.59)

⟨p̂⟩ = i

√
ℏω
2
(α∗ − α), (2.60)

que nos lleva al producto

(∆p̂)(∆q̂) =
ℏ
2
, (2.61)

lo cual corresponde al valor mı́nimo posible para la desigualdad de Heisen-
berg, es decir, los estados coherentes minimizan el principio de incertidumbre,
con varianzas que están igualmente distribuidas sobre un circulo en el espacio
fase.

Los estados coherentes no lineales |α,m⟩ no minimizan la relación de
incertidumbre deHeisenberg, debido a que

⟨q̂⟩ =

√
ℏ
2ω

(
⟨α,m|â|α,m⟩+ ⟨α,m|â†|α,m⟩

)
,

=

√
ℏ
2ω
e−|α|2

∞∑
k=0

|α|2k
√
k +m+ 1√

k!(k + 1)!
(α+ α∗), (2.62)

⟨p̂⟩ = −i
√

ℏω
2

(
⟨α,m|â|α,m⟩ − ⟨α,m|â†|α,m⟩

)
,

= −i
√

ℏω
2
e−|α|2

∞∑
k=0

|α|2k
√
k +m+ 1√

k!(k + 1)!
(α− α∗). (2.63)
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Y en los cálculos de ⟨q̂2⟩ y ⟨p̂2⟩, aparecen términos de la siguiente naturaleza,

⟨α,m|â2|α,m⟩ = α2e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k
√

(k +m+ 2)(k +m+ 1)√
k!(k + 2)!

, (2.64)

⟨α,m|â†2|α,m⟩ = α∗2e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k
√

(k +m+ 2)(k +m+ 1)√
k!(k + 2)!

,(2.65)

⟨α,m|ââ†|α,m⟩ = e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k(k +m+ 1)

k!
, (2.66)

⟨α,m|â†â|α,m⟩ = e−|α|2
∞∑
k=0

|α|2k(k +m)

k!
, (2.67)

por lo tanto es imposible conseguir un mı́nimo para la relación de incerti-
dumbre de Heisenberg, ya que

(∆q̂)2 = ⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2 ̸= ℏ
2ω

(∆p̂)2 = ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2 ̸= ℏω
2
, (2.68)

por esto, a diferencia de los estados coherentes |α⟩ que minimizan la relación
de incertidumbre, los estados coherentes |α,m⟩ no lo hacen.

Ahora calculamos la distribución de fotones para un estado coherente
|α,m⟩, que viene dada por la siguiente expresión

P (n) = | ⟨n|α,m⟩ |2, (2.69)

donde

⟨n|α,m⟩ = e−|α|2/2
∞∑
k=0

αk

√
k!

⟨n|k +m⟩

= e−|α|2/2 αn−m√
(n−m)!

, (2.70)

entonces

P (n,m) = | ⟨n|α,m⟩ |2 = e−|α|2 |α|2(n−m)

(n−m)!
, (2.71)

y, como sabemos, el número promedio de fotones de un estado coherente es

n̄ = |α|2, (2.72)
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con esto, finalmente, la distribución de fotones en un estado coherente no
lineal resulta ser una distribución Gaussiana dada por la siguiente expresión,

P (n,m) = e−n̄ n̄n−m

(n−m)!
. (2.73)

Mostramos en las figuras 2.2 y 2.3 la distribución de fotones en un estado
coherente no lineal para diferentes valores n̄ y m.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0 5 10 15 20 25

P (n,m)

n

Figura 2.2: Distribución de fotones para n̄ = 6 y m = 5.

Una propiedad que no cumplen los estados coherentes no lineales |α,m⟩
a diferencia de los estados coherentes |α⟩, es la relación de completez. Esto
tiene como consecuencia no poder usar a los estados como una base para
cualquier otro estado. Para mostrar esto calculamos la integral

1

π

∫
|α,m⟩ ⟨α,m| d2α, (2.74)

lo cual, al utilizar la forma expĺıcita de los estados coherentes no lineales,

|α,m⟩ = e−|α|2/2
∞∑
k=0

αk

√
k!

|k +m⟩ , (2.75)
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Figura 2.3: Distribución de fotones para n̄ = 8 y m = 15.

que se convierte en∫
|α,m⟩ ⟨α,m| d2α =

∞∑
k′=0

∞∑
k=0

∫
α∗k′αke−|α|2

√
k′!k!

|k +m⟩ ⟨k′ +m| d2α

=
∞∑

k′=0

∞∑
k=0

|k +m⟩ ⟨k′ +m|√
k′!k!

∫ ∫
rk

′
rke−r2e−iθk′eiθkrdrdθ

= π

∞∑
k=0

|k +m⟩ ⟨k +m|
k!

∫
(r2)ke−r2rdr

= π
∞∑
k=0

|k +m⟩ ⟨k +m| , (2.76)

lo cual implica que al sustituir este resultado en (2.74) lo siguiente,

1

π

∫
|α,m⟩ ⟨α,m| d2α =

∞∑
k=0

|k +m⟩ ⟨k +m| = 1−
m∑
k=0

|k⟩ ⟨k| , (2.77)

que demuestra que los estados coherentes no lineales de fotones agregados
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|α,m⟩ no cumplen con la relación de completez, pues perdemos los primeros
elementos de la base.

2.3. Función de Husimi para un estado cohe-

rente no lineal V̂ †m |α⟩.
Las funciones de cuasi-probabilidad juegan un papel importante en la

mecánica cuántica, ya que proporcionan una realidad clásica de una pseudo
realidad cuántica. Las funciones de cuasi-probabilidad sirven como herra-
mientas de reconstrucción de estados cuánticos de un sistema dado, campos
cuantizados, estados vibracionales de un ión, el estado cuántico de un espejo
en movimiento, etc. Pero también las funciones de cuasi-probabilidad son
una herramienta para obtener información de fase del oscilador armónico, ya
que no existe un operador de fase para obtener dicha información.
En esta sección daremos un vistazo a las funciones de cuasi-probabilidad más
importantes, como lo son, las función de Wigner [9], la función Q de Husimi
[10] y la función de Glauber-Sudarshan P .

Las tres funciones de cuasi-probabilidad están conectadas con el orden en
el que se escriben los operadores de creación y aniquilación, es decir

Orden normal Un producto de m operadores de aniquilación y n ope-
radores de creación es llamado de orden normal, śı todos los operadores
de aniquilación están a la derecha, es decir, tienen la forma

(â†)nâm (2.78)

Orden anti-normal Un producto de m operadores de aniquilación y n
operadores de creación es llamado de orden anti-normal, si todos los
operadores de aniquilación están a la izquierda, es decir

âm(â†)n (2.79)

La función de Husimi es usualmente expresada como el valor esperado de
estados coherentes del operador de densidad, es decir,

Q(α) =
1

π
⟨α|ρ̂|α⟩ , (2.80)
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y tiene como representación alternativa

Q(α) =
1

π2

∫
eαβ

∗−α∗βTr[ρ̂e−β∗âeβâ
†
]d2β, (2.81)

es importante hacer notar que, ρ̂ es un operador positivo que nos lleva a
concluir que, Q(α) ≥ 0. También un resultado de suma importancia es al
calcular una integral del tipo∫

Q(α)αkα∗nd2α = Tr

[
1

π

∫
d2α |α⟩ ⟨α| â†nρ̂âk

]
. (2.82)

Utilizando la relación de completez 1
π

∫
d2α |α⟩ ⟨α| = 1 y las propiedades de

traza, la última ecuación se transforma en∫
Q(α)αkα∗nd2α = Tr[âkâ†nρ̂] = ⟨âkâ†n⟩ , (2.83)

lo cual significa que, la función de Husimi Q puede ser utilizada para calcular
promedios donde los operadores de creación y aniquilación siguen un orden
anti-normal.

Para un estado coherente ρ̂ = |β⟩ ⟨β|, la función de Husimi es

Q(α) =
1

π
| ⟨α|β⟩ |2

=
1

π
exp[−(|α|2 + |β|2) + αβ∗ + α∗β]. (2.84)

En la figura 2.4 mostramos la función de Husimi para un estado coherente
en el espacio de fase. La figura 2.4 es encontrada en distintos libros de texto,
es importante decir que los estados coherentes minimizan el principio de
incertidumbre de Heisenberg, y en esta figura es notorio que la proyección
de la distribución de probabilidades en el espacio fase representada por la
función de Husimi es un disco que se conservara a lo largo de las trayectorias
en el espacio fase.

En este trabajo hemos definido a los estados coherentes no lineales y
hemos encontrado diferentes propiedades en analoǵıa con los estados cohe-
rentes que no son conservadas, en las figuras 2.5 y 2.6 mostramos que los
estados coherentes no lineales representados en el espacio fase por la función
de Husimi se alejan de la función de Husimi de un estado coherente confor-
me aumentamos el número de fotones. La función de Husimi para un estado
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Figura 2.4: Función de Husimi para β = 1.

coherente no lineal es encontrada de la siguiente manera: si el operador de
densidad es ρ̂ = |β,m⟩ ⟨β,m|, entonces la función de Husimi es

Q(α) =
1

π
⟨α|ρ|α⟩

=
1

π
| ⟨α|β,m⟩ |2, (2.85)

donde

⟨α|β,m⟩ = exp[−1

2
(|α|2 + |β|2)]

∞∑
k′,k=0

α∗k′

√
k′!

βk

√
k!

⟨k′|k +m⟩ ,

= exp[−1

2
(|α|2 + |β|2)]

∞∑
k=0

α∗(k+m)√
(k +m)!

βk

√
k!
. (2.86)
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Figura 2.5: Función de Husimi para β = 1 y m = 1.

Por lo tanto la función de Husimi para un estado coherente no lineal es

Q(α) =
1

π
exp[−(|α|2 + |β|2)]

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

α∗(k+m)√
(k +m)!

βk

√
k!

∣∣∣∣∣
2

. (2.87)

Hasta este momento hemos encontrado algunas de las propiedades de
los estados coherentes no lineales |α,m⟩, y también hemos encontrado la
función de Husimi. Los estados coherentes no lineales con fotones agregados
|α,m⟩, no conservan todas la caracteŕısticas de los estados coherentes |α⟩.
Uno llega a pensar que al agregar fotones a un estado coherente el nuevo
estado heredaŕıa las caracteŕısticas de los estados coherentes, sin embargo
hemos demostrado que estas caracteŕısticas no son heredadas a los estados
coherentes no lineales.
Pero después de hablar un poco acerca de las propiedades de los estados
coherentes no lineales |α,m⟩ es necesario extender el contexto y llegar a la
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Figura 2.6: Función de Husimi para β = 1 y m = 34.

generación de este tipo de estados coherentes no lineales. En la siguiente
sección veremos cómo podemos generar este tipo de estados coherentes no
lineales.
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3
Generación de estados coherentes no lineales
con fotones agregados de estados coherentes.

En este caṕıtulo estudiamos la generación de estados coherentes no linea-
les |α,m⟩, para la generación de este tipo de estados, utilizamos un modelo
que describe la interacción de un átomo de dos niveles mas un campo electro-
magnético cuantizado y estos interactuando mediante la absorción y emisión
de dos fotones, el modelo que describe estos procesos es el modelo de Jaynes-
Cummings para dos fotones [11]. Aqúı encontraremos el operador de evolu-
ción del sistema, lo cual nos llevará a calcular los resurgimientos y colapsos
para ciertas condiciones al resolver la ecuación de Schrödinger en la imagen
de interacción. Al obtener el operador de evolución podemos obtener toda
la información necesaria del sistema, pero con este resultado propondremos
cómo ir obteniendo estados coherentes no lineales con fotones agregados.

3.1. Modelo de Jaynes-Cummings en interac-

ción de dos fotones

Cuando tenemos un modelo tan sencillo, pero al mismo tiempo tan po-
deroso, como el modelo de Jaynes-Cummings [5], es posible obtener mucha
información de la evolución temporal del sistema que describe dicho modelo.
En esta sección mostraremos como, a partir del modelo de Jaynes-Cummings,
generar estados coherentes no lineales |α,m⟩. Comenzaremos utilizando el ha-
miltoniano de Jaynes-Cummings cuando la luz interactúa con la materia en
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una transición resonante emitiendo dos fotones o absorbiendo dos fotones.
Entonces el Hamiltoniano que describe este tipo en la aproximación de onda
rotante es

Ĥ = ω0Ŝz + ωn̂+ g(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−), (3.1)

donde g es la constante de acoplamiento, â y â† son los operadores de aniqui-
lación y creación respectivamente, Ŝ+ = |e⟩ ⟨g| y Ŝ− = |g⟩ ⟨e|, donde identi-
ficamos al estado base como |g⟩ y al estado excitado como |e⟩. Entonces el
hamiltoniano (3.1) puede ser visto como la contribución de un hamiltoniano
no perturbado

Ĥ0 = ω0Ŝz + ωn̂, (3.2)

que no es más que la suma de las enerǵıas del átomo libre y el campo elec-
tromagnético dentro de una cavidad. Donde

Ŝz =
1

2
(|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|) = 1

2

(
1 0
0 −1

)
, (3.3)

mientras que la perturbación, en este caso el término de interacción del
átomo-campo, es representado por

Ĥ1 = g(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−). (3.4)

En la figura 3.1 se muestra uno de los términos del hamiltoniano H1, en

|g〉

|e〉

Figura 3.1: El átomo es excitado absorviendo dos fotones

donde el átomo se encuentra en el estado base y en el caso de resonancia
absorbe dos fotones y el átomo sube al estado excitado. De la figura 3.2
podemos notar que el segundo término del hamiltoniano describe procesos
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|g〉

|e〉

Figura 3.2: El átomo decae al estado base emitiendo dos fotones

donde el átomo se encuentra en un estado excitado y decae al estado base
emitiendo dos fotones.
El Hamiltoniano Ĥ1 es conocido como el Hamiltoniano de interacción que
describe procesos de absorción y emisión de dos fotones respectivamente en
aproximación de onda rotante, en un cavidad donde se encuentra un átomo
de dos niveles interactuando con un campo electromagnético v́ıa dos fotones.

Debido a que el hamiltoniano (3.1) puede ser expresado como una suma
de hamiltonianos, es decir

Ĥ = ω0Ŝz + ωn̂+ g(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−) = Ĥ0 + Ĥ1, (3.5)

trabajando en la imagen de interacción, la ecuación de de Schrödinger se
puede escribir como

i
∂ |ψ⟩
∂t

= ĤI |ψ⟩ (ℏ = 1), (3.6)

donde el hamiltoniano de interacción está dado por

ĤI = eiĤ0tĤ1e
−iĤ0t, (3.7)

al desarrollar el hamiltoniano ĤI encontramos que

ĤI = eiω0Ŝzteiωn̂tĤ1e
−iω0Ŝzte−iωn̂t, (3.8)

donde aparecen términos al expresar Ĥ1 explicitamente como los siguientes

eiωn̂tâ2e−iωn̂t eiωn̂tâ†2e−iωn̂t (3.9)

eiω0ŜztŜ+e
−iω0Ŝzt eiω0ŜztŜ+e

−iω0Ŝzt , (3.10)
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que al utilizar el Lema de Hadamard,

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + · · · (3.11)

y la relación

â†f(n̂+ 1) = f(n̂)â† âf(n̂) = f(n̂+ 1)â, (3.12)

podemos transformar las relaciones (3.9) y (3.10) en

eiωn̂tâ2e−iωn̂t = â2e−i2ωt eiωn̂tâ†2e−iωn̂t = â†2ei2ωt (3.13)

eiω0ŜztŜ+e
−iω0Ŝzt = Ŝ+e

iω0t eiω0ŜztŜ−e
−iω0Ŝzt = Ŝ−e

−iω0t , (3.14)

con estos resultados el hamiltoniano de interacción (3.7) se convierte en

ĤI = g(â2Ŝ+e
i(ω0−2ω)t + â†2Ŝ−e

−i(ω0−2ω)t). (3.15)

En resonancia, es decir ω0 = 2ω, el hamiltoniano de interacción se reduce a

ĤI = g(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−). (3.16)

Al regresar a la ecuación de Schrödinger (3.6), podemos integrarla ya que
que el hamiltoniano ĤI no depende expĺıcitamente del tiempo, por lo tanto

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ(t = 0)⟩ , (3.17)

donde Û(t) es el operador de evolución del sistema átomo-campo de un áto-
mo de dos niveles interactuando con un campo electromagnético cuantizado
emitiendo o absorbiendo dos fotones respectivamente, y está dado por

Û(t) = e−iĤI t. (3.18)

Ahora tenemos la posibilidad de encontrar la evolución del vector de estado
|ψ(t)⟩, aplicando el operador de evolución Û(t), al vector de estado al tiempo
t = 0. Pero primero tenemos que encontrar una expresión mas detallada del
operador de evolución. Esto se hace al tomar la serie de Taylor del operador
de evolución Û(t) de la siguiente manera,

Û(t) =
∞∑
k=0

(−1)k(gt)2k(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−)
2k

(2k)!
−i

∞∑
k=0

(−1)k(gt)2k+1(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−)
2k+1

(2k + 1)!
.

(3.19)
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Al revisar la propiedades de las matrices,

Ŝ+ =

(
0 1
0 0

)
, Ŝ− =

(
0 0
1 0

)
, (3.20)

nos lleva a relaciones del siguiente tipo,

(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−)
2k =

(
(â2â†2)k 0

0 (â†2â2)k

)
, (3.21)

(â2Ŝ+ + â†2Ŝ−)
2k+1 =

(
0 (â2â†2)kâ2

(â†2â2)kâ†2 0

)
. (3.22)

Utilizando estas dos relaciones en la ecuación (3.19), el operador de evolución
del sistema toma la forma

Û =

 cos(gt
√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) −i sin(gt

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) 1√

(n̂+1)(n̂+2)
â2

−i sin(gt
√
n̂(n̂− 1)) 1√

n̂(n̂−1)
â†2 cos(gt

√
n̂(n̂− 1))

 .

(3.23)
Tomando la expresión de los operadores de Susskind-Glogower encontramos
finalmente, una expresión para el operador de evolución,

Û =

(
cos(gt

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) −i sin(gt

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2))V̂ 2

−iV̂ †2 sin(gt
√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) cos(gt

√
n̂(n̂− 1))

)
.

(3.24)
Ahora tenemos la posibilidad de calcular una expresión de suma impor-

tancia como lo es la inversión atómica, definida como la diferencia de la
población del estado excitado menos la población del estado base, es decir,
W (t) = Pe(t)− Pg(t), y que tiene la siguiente expresión

W (t) = ⟨ψ(t)|Ŝz|ψ(t)⟩ , (3.25)

ya que el vector de estado del sistema está descrito por

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ(0)⟩ , (3.26)

y ya conocemos el operador de evolución del sistema Û(t), entonces, sólo
nos queda saber cuál es la condición inicial para el vector de estado. Como
un caso más o menos general consideremos en el tiempo t = 0, un estado
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Figura 3.3: Inversión atómica para un estado coherente con n̄ = 1.

como combinación lineal de estados de número que se encuentra en el estado
excitado del átomo de dos niveles, es decir,

|ψ(0)⟩ =
∞∑
n=0

Cn |n⟩ |e⟩ , (3.27)

entonces el vector de estado queda expresado a cualquier tiempo t como

|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

Cn cos(gt
√

(n+ 1)(n+ 2)) |n⟩ |e⟩

− iV̂ †2
∞∑
n=0

Cn sin(gt
√
(n+ 1)(n+ 2)) |n⟩ |g⟩ , (3.28)

y al calcular la inversión atómica se encuentra la siguiente expresión,

W (t) =
1

2

∞∑
n=0

|Cn|2 cos(2gt
√

(n+ 1)(n+ 2)), (3.29)

donde |Cn|2 es la probabilidad de encontrar al estado inicial en un estado
número |n⟩. Por lo tanto al tomar un caso particular como lo son los estados
coherentes, que corresponden a una superposición de estados número de una
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forma particular, se encuentra que para los estados coherentes como ya hemos
estudiado en caṕıtulos anteriores, la probabilidad P (n) = |Cn|2 es

P (n) = e−n̄ n̄
n

n!
. (3.30)

Con este resultado podemos obtener la inversión atómicaW (t) para un estado
que al tiempo t = 0, es un estado coherente, por lo tanto para este caso
particular pero significativo, la inversión atómica es

W (t) =
1

2

∞∑
n=0

e−n̄n̄n

n!
cos(2gt

√
(n+ 1)(n+ 2)) (3.31)
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Figura 3.4: Inversión atómica para un estado coherente con n̄ = 4.

3.2. Estados coherentes no lineales de fotones

agregados en un cavidad electromagnéti-

ca

En esta sección trabajaremos en uno de los objetivos principales de este
texto, tomaremos por un lado el hamiltoniano de Jaynes-Cummings en el caso
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de resonancia (3.15) y, por consiguiente, el operador de evolución encontrado
en la sección anterior

Û(t) =

(
cos(gt

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) −i sin(gt

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2))V̂ 2

−iV̂ †2 sin(gt
√

(n̂+ 1)(n̂+ 2)) cos(gt
√
n̂(n̂− 1))

)
.

(3.32)
En está sección utilizaremos el operador de evolución para poder mostrar

cómo agregar fotones a un estado que inicialmente al tiempo t = 0 es un
estado coherente y esto nos llevará al concepto de estados coherentes no
lineal con fotones agregados.

Partiendo de la relación (3.17) la evolución del estado |ψ(t)⟩ esta determi-
nada, salvo consideraciones del estado |ψ(t)⟩ al tiempo t = 0. Para nuestro
caso tomaremos como estado inicial un estado coherente y, como estamos
trabajando en un átomo de dos niveles, el estado inicial al tiempo t = 0 es

|ψ(t = 0)⟩ = |α⟩ |e⟩ = e−|α|2/2
∞∑
k=0

αk

√
k!

|k⟩ |e⟩ , (3.33)

que quiere decir que el estado inicial del sistema es un átomo de dos niveles
que se encuentra en el estado excitado y la cavidad tiene un campo electro-
magnético inicial descrito por un estado coherente.
Con esta consideración inicial el vector de estado al tiempo t es según (3.26)

|ψ(t)⟩ = Û(t) |α⟩ |e⟩ , (3.34)

que al tomar la expresión del operador de evolución (3.32), el vector de estado
al tiempo t se convierte en

|ψ(t)⟩ = cos(gt
√

(n̂+ 1)(n̂+ 2)) |α⟩ |e⟩−iV̂ †2 sin(gt(
√

(n̂+ 1)(n̂+ 2)) |α⟩ |g⟩ ,
(3.35)

ya que,

|e⟩ =
(
1
0

)
, |g⟩ =

(
0
1

)
, (3.36)

el vector de estado que describe al sistema a un tiempo t, también se puede
representar por

|ψ(t)⟩ =
(

cos(gt
√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) |α⟩

−iV̂ †2 sin(gt(
√

(n̂+ 1)(n̂+ 2)) |α⟩

)
, (3.37)
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realizado la serie de Taylor del argumento de las funciones seno y coseno y
tomando los dos primero términos de dicha serie, tenemos que√

(n̂+ 1)(n̂+ 2) ≈ n̂+
3

2
, (3.38)

entonces

|ψ(t)⟩ ≈
(

cos(gt(n̂+ 3/2)) |α⟩
−iV̂ †2 sin(gt(n̂+ 3/2)) |α⟩

)
. (3.39)

Podemos notar de la expresión anterior que las funciones seno y coseno tienen
el mismo argumento. La función seno cumple con sin(a+ b) = sin(a) cos(b)+
sin(b) cos(a), por lo tanto,

sin(gt(n̂+ 3/2)) = sin(gtn̂) cos(3gt/2) + sin(3gt/2) cos(gtn̂), (3.40)

y para el tiempo t = π/g la función seno es máxima y la función coseno
evaluada en este tiempo es cero. Entonces,

sin(π(n̂+ 3/2)) = − cos(πn̂) = −(−1)n̂ y cos(π(n̂+ 3/2)) = 0. (3.41)

Con este resultado encontramos una expresión para el vector de estado (3.39)
al tiempo t = π/g,

|ψ(π/g)⟩ ≈
(

0

iV̂ †2(−1)n̂ |α⟩

)
= iV̂ †2 |α⟩ |g⟩ , (3.42)

mientras que proyectando el vector de estado en el estado base del átomo de
dos niveles conseguimos la siguiente expresión

|η1(π/g)⟩ = iV †2 |α⟩ . (3.43)

Moya-Cessa y colaboradores en [8] proponen un método para agregar fotones
a un estado coherente, donde depositan el estado |η1(π/g)⟩ en la condición
inicial al tiempo t = 0, es decir, ahora el vector de estado es

|ψ(t)⟩ = Û(t) |η1(π/g⟩ |e⟩ . (3.44)

Recordando la forma expĺıcita del operador de evolución (3.32), podemos
hacer las mismas aproximaciones para los argumentos de las funciones seno y
coseno, ademas de nuevamente evaluar el vector de estado al tiempo t = π/g,
lo cual nos lleva a tener el vector de estado como:

|ψ(π/g)⟩ ≈ iV̂ †2(−1)n̂(iV̂ †2(−1)n̂ |α⟩) |g⟩ = −V̂ †4 |α⟩ |g⟩ . (3.45)
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Entonces al proyectar el vector de estado sobre el estado base, se consigue
un nuevo estado coherente con 4 fotones agregados

|η2(π/g)⟩ = −V̂ †4 |α⟩ . (3.46)

El proceso se vuelve recursivo y nos lleva a la siguiente relación, después de
haber realizado m repeticiones,

|ψm(π/g)⟩ ≈ (iV̂ †2(−1)n̂)m |α⟩ |g⟩ , (3.47)

que al proyectar sobre el estado base del átomo obtenemos

|ηm(π/g)⟩ = (iV̂ †2(−1)n̂)m |α⟩ . (3.48)

Este resultado representado por la ecuación (3.48) significa que, el estado
coherente no lineal con fotones agregados es realizable dentro de un marco
experimental al agregar 2, 4, 6, · · · , 2m, al estado coherente |α⟩. Recurriendo
a la expresión (2.56), se puede ver que esto no es más que un estado coherente
no lineal que nace de agregar 2m fotones a un estado coherente. Comparando

|α,m⟩ = V̂ †m |α⟩ (3.49)

y
|ηm(π/g)⟩ = (−iV̂ †2(−1)n̂)m |α⟩ , (3.50)

encontramos cómo generar estados coherentes no lineales dentro de un ámbito
realizable experimentalmente.

Para finalizar podemos recurrir a la matriz de densidad ρ̂, para darnos
cuenta que las aproximaciones hechas en los argumentos de las funciones
seno y coseno traen consigo una aproximación que aumenta el rango de error
conforme agregamos fotones al estado coherente inicial. Es decir, ahora com-
pararemos la matriz de densidad sin ninguna aproximación y la llamaremos
matriz de densidad ideal. Esta matriz de densidad ideal es construida de la
siguiente manera, el operador de evolución del sistema es al tiempo t = π/g
el siguiente

Û(π/g) =

(
cos(π

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) −i sin(π

√
(n̂+ 1)(n̂+ 2))V̂ 2

−iV̂ †2 sin(π
√
(n̂+ 1)(n̂+ 2)) cos(π

√
n̂(n̂− 1))

)
,

(3.51)
con esto es posible calcular la matriz de desidad ρ̂1, considerando la matriz
de densidad inicial como
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Figura 3.5: Fidelidad, F (m) = Tr[ρ̂RAmρ̂Rm] para m = 20.

ρ̂0 = |ψ(t = 0)⟩ ⟨ψ(t = 0)| ,
= ρ̂0f ⊗ |e⟩ ⟨e| , (3.52)

entonces, ayudados del operador de evolución tenemos que

ρ̂1 = Û(π/g)ρ̂0Û
†(π/g), (3.53)

lo cual nos permite poder escribir una matriz de densidad reducida para el
campo como

ρ̂R1 = cos(πf(n̂))ρ̂0f cos(πf(n̂)) + V̂ †2 sin(πf(n̂))ρ̂0f sin(πf(n̂))V̂
2, (3.54)

donde f(n̂) =
√

(n̂+ 1)(n̂+ 2), que, al acumular m repeticiones la matriz
de densidad reducida, resulta ser

ρ̂Rm = cos(πf(n̂))ρ̂R(m−1) cos(πf(n̂)) + V̂ †2 sin(πf(n̂))ρ̂R(m−1) sin(πf(n̂))V̂
2.

(3.55)
Es importante señalar que esta matriz de densidad reducida no contiene
aproximaciones en el argumento de las funciones coseno y seno. Por esto
compararemos esta matriz de densidad con la matriz de densidad que se
obtiene a partir de la expresión (3.47), que llamaremos matriz de densidad
reducida en aproximación, y la denotamos aśı

ρ̂RAm = |ψm(π/g)⟩ ⟨ψm(π/g)| . (3.56)
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Ahora tomamos un concepto de suma importancia como lo es la traza
de una matriz, en mecánica cuántica podemos encontrar el valor esperado
de un operador calculando la traza de la matriz densidad que representa al
ensamble multiplicada por el operador del cual queremos conocer su valor
esperado. Es decir, el valor esperado de un operador Â se define como

Â = Tr[ρ̂Â], (3.57)

por lo tanto utilizando este mismo concepto podemos comparar las dos ma-
trices de densidad ρ̂Rm y ρ̂RAm, para poder verificar cuanto nos alejamos de
los resultados sin aproximación de los resultados con aproximación, y a la
traza del productos de estas dos matrices la llamamos, fidelidad. Es decir

F (m) = Tr[ρ̂RAmρ̂Rm], (3.58)

y, como podemos notar en la figura 3.5, la fidelidad disminuye de acuerdo
al número de fotones agregados al estado coherente |α⟩, pero la disminución
de la fidelidad es mı́nima, y por tanto nuestro método para agregar fotones
resulta ser eficiente.
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4
Conclusiones

Los estados coherentes con fotones agregados, |α,m⟩ son un tipo de es-
tados coherentes no lineales. Es importante decir que los estados coherentes
con fotones agregados son un tipo, o una sub-familia de estados coherentes no
lineales, desafortunadamente las caracteŕısticas que cumplen los estados cohe-
rentes |α⟩, no son heredadas a los estados coherentes con fotones agregados,
ya que estos estados por ejemplo, no minimizan el principio de incertidumbre
de Heisenberg, y tampoco sirven como base para otros estados a diferencia de
los estados coherentes. Es decir, los estados coherentes con fotones agregados
no son los estados cuánticos más clásicos posibles a diferencia de los estados
coherentes.

Por otro lado, la realización experimental de los estados coherentes con
fotones agregados lleva consigo aproximaciones en el operador de evolución
del sistema, y estas aproximaciones tienen el mismo número de repeticiones
que el número de fotones agregados al estado coherente, sin embargo la fi-
delidad muestra que aún agregando 20 fotones al estado coherente nuestro
método resulta confiable, ya que la fidelidad disminuye de 1 a 0,99975.
Por ultimo, los fotones que se agregan dentro de un marco experimental al
estado coherente sólo pueden ser en pares de fotones, es decir, el método
propuesto agrega 2, 4, 6, 8, · · · , 2m fotones.
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