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Resumen

La fase de una onda luminosa, que se obtiene luego de incidir sobre una superficie, nos pro-
porciona informaciéon acerca de la forma de la superficie y con ello la calidad de fabricacién de
la misma. Las técnicas que se utilizan para medir esta fase se pueden dividir en dos grupos prin-
cipales: técnicas interferometricas y técnicas geométricas (capitulo 1). Sin embargo, las técnicas
interferometricas requieren que los instrumentos utilizados se encuentren bien alineados y que
cuenten con una fuente altamente coherente, mientras que las técnicas geométricas estdn limita-
das por la aproximacion Eikonal. Afortunadamente, existen también técnicas de pruebas épticas
que reconstruyen la fase a partir de la medicién de distribucidénes de irradiancia en dos o mas
planos perpendiculares a la direccién de propagacién del frente de onda. Estas técnicas tienen sus
bases tedricas en la resolucién de la ecuacién de transporte de irradiancia (ETI). En sus inicios,
se ha estudiado la propagacién de la radiacion electromagnética en distintas regiones del espectro
y sobre distintos medios. Es por esto que existen diferentes formas de la ETI. Sin embargo, la
ecuacion presentada por Teague en 1983 es la mas utilizada en el campo de la dptica. En 1988
Ichicawa et al. propusieron por primera vez un método deterministico de la resolucién de la ETI,
asi como una demostracidon experimental de la recuperacién del frente de onda. Para entender
el intervalo de validez de la ETI es necesario saber como se deduce esta ecuacién (capitulo 2).
Es importante hacer notar que la deduccién de la ETI se puede lograr tanto por conceptos de
la dptica fisica como por conceptos de la dptica geométrica. Para llegar a la ETI mediante la
Optica fisica partimos del hecho de que la luz es una onda electromagnética y que por lo tanto
satisface la ecuacién de onda. Si elegimos una onda monocromatica que tenga la forma de una
multiplicacién entre dos funciones, espacial y temporal-armonica respectivamente, y la sustituimos
en la ecuacién de onda, obtendremos entonces una ecuacién diferencial puramente espacial que es
conocida como la ecuacién de Hemholtz. Después elegimos una onda que tenga una propagacién
preferencial en el eje z y que mantenga una forma que presente radios de curvatura locales gran-
des (superficie suave) durante su propagacién. De esta manera lo que obtenemos es la ecuacién

de onda paraxial. Si sustituimos la ecuacion de propagacién de Fresnel dentro de la ecuaciéon de



onda paraxial , esta se satisface completamente. Esta forma modificada de la ecuacién de Fresnel
sustituida en la ecuacién de onda paraxial da como resultado la ecuacién de onda parabdlica, por
lo que hacemos notar aqui que las ondas utilizadas que satisfagan la ETI| deben de ser ondas que
cumplan con la aproximaciéon de Fresnel. Por dltimo, se elige que el campo que describe a estas
ondas sea producto de una funcién espacial de intensidad modulada por una funcién arménica
de fase y después de combinarla con la ecuacién de onda parabdlica obtenemos la ETI propuesta
por Teague. Por parte de la dptica geométrica, la ETI se obtiene partiendo de que el promedio
del vector de Poynting es proporcional a la intensidad de las ondas electromagnéticas. Se modela
una regién donde se propagan estas ondas y se realiza una suma de los flujos que entran y salen
de esta region. Se concluye que la ETI es una forma de la ecuacién de conservacién de energia
y se identifican dos términos de acuerdo a lo que la fase provoca a las distribuciones de intensi-
dad: término de pendientes y término de curvaturas. Otra forma de la ETI es la obtenida por M.
Fernandez Guasti et al. [1] en donde considera una onda monocromdtica linealmente polarizada
viajando en un medio lineal isotrépico, pero inhomogéneo. Hemos mencionado antes que existen
dos grandes grupos de técnicas de recuperacién del frente de onda. Algunos patrones obtenidos
con estas técnicas pueden ser relacionados rapidamente con aberracidnes tipicas de los frentes
de onda (esférica, coma, astigmatismo, etc.) Sin embargo, esta relacién entre los patrones de
intensidad y las aberracidnes (frentes de onda) que los originan, no existen para las técnicas que
utilizan a la ETI. En el trabajo de tesis se desarrollard una herramienta que nos permita resolver de
manera numérica la ETI para las distribuciones de intensidad y con ello obtener estas distribucio-
nes en cualquier plano perpendicular a la direccién de propagacién del frente de onda. Para esto
se plantea cubrir objetivos particulares tales como analizar los métodos numéricos para resolver la
ETI (capitulo 3) y desarrollar el algoritmo capaz de hacerlo y corroborar los resultados arrojados
por este algoritmo mediante el estudio de intensidades-frente de onda de haces conocidos y bien

comportados, tales como frentes de onda esféricos o haces gaussianos (capitulo 4).



Abstract

The phase of a light wave that has been illuminated after striking a surface gives us information
about the shape of the surface and with it the manufacturing quality of it. The techniques used to
measure this phase can be divided into two main groups: interferometric techniques and geometric
techniques. However, interferometric techniques require that the instruments used are well aligned
and that they have a highly coherent source, while geometrical techniques are limited by the Eikonal
approach.

Fortunately, there are also optical testing techniques that reconstruct the phase from the
measurement of irradiance distributions in two or more planes perpendicular to the propagation
direction of the wavefront. These techniques have their theoretical basis in the resolution of the
irradiation transport equation (ITE). Previously, the propagation of the electromagnetic radiation
in different regions of the spectrum and on different media has been studied. That is why there are
different forms of the ITE. However, the equation presented by Teague in 1983 is the most widely
used in the field of optics. In 1988 Ichicawa et al. They proposed for the first time a deterministic
method of the resolution of the TIE, as well as an experimental demonstration of the recovery of
the wavefront.

To understand the validity interval of the ITE, it is necessary to know how this equation is
deduced. It is important to note that the deduction of the ITE can be achieved both by concepts
of physical optics and concepts of geometric optics. To arrive at the ITE by means of physical
optics we start from the fact that light is an electromagnetic wave and that therefore it satisfies
the wave equation. If we choose a monochromatic wave that has the form of a multiplication
between two functions, spatial and temporal-harmonic, respectively, and substitute it in the wave
equation, we will obtain a purely spatial differential equation that is known as the Hemholtz
equation. Then we choose a wave that has a preferential propagation on the z axis and that
maintains a smooth shape during its propagation. In this way what we get is the paraxial wave
equation. If we substitute the Fresnel propagation equation within the paraxial wave equation,

it is completely satisfied. This modified form of the substituted Fresnel equation in the paraxial



wave equation results in the parabolic wave equation, so we note here that the waves used that
satisfy the ITE must be waves that comply with the Fresnel approximation.

Finally, it is chosen that the field that describes these waves is the product of a spatial function
of intensity modulated by a harmonic phase function and after combining it with the parabolic
wave equation, we obtain the ITE proposed by Teague. On the part of geometric optics, the ITE
is obtained on the basis that the average of the Poynting vector is proportional to the intensity of
the electromagnetic waves. A region is modeled where these waves are propagated and a sum of
the flows that enter and leave this region is made. It is concluded that the ITE is a form of the
energy conservation equation and two terms are identified according to what the phase provokes
to the intensity distributions: prism term and lens term. Another form of the ITE is obtained by M.
Fernandez Guasti et al. [1] where it considers a linearly polarized monochromatic wave traveling
in an isotropic linear medium, but inhomogeneous.

We have mentioned before that there are two large groups of wavefront recovery techniques.
Some patterns obtained with these techniques can be quickly related to aberrations typical of the
wavefronts (spherical, coma, astigmatism, etc.). However, this relationship between the intensity
patterns and the aberrations (wave fronts) that originate them, do not exist for the techniques
that use the ITE. The thesis work aims to develop a tool that allows us to solve numerically the
ITE for intensity distributions and thus obtain these distributions in any plane perpendicular to the
direction of propagation of the wavefront. For this purpose, specific objectives are presented, such
as studying the numerical methods to solve the ITE, developing the algorithm capable of doing so,
and corroborate the results retrieved by this algorithm through the study of wavefront intensities

of well-known and well-behaved beams, such as spherical wave fronts or Gaussian beams.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En el desarrollo de algunas ciencias, tal como la biologia y la astronomia, el poder obtener
imagenes lo mas parecido posible a un objeto que se esté estudiando es muy importante, debido a
que esta imagen puede conducir a interpretaciones adecuadas de los fendmenos que se estudian.
Por ejemplo, el tener una buena imagen de una galaxia distante permitiria a los astrénomos, de
una manera eficiente, poder estudiar el comportamiento de éstas y/o conocer su estructura. Sin
embargo, en la realidad se encuentra que estas imagenes son deterioradas o confusas, debiéndose
principalmente a errores en los sistemas épticos empleados para obtenerlas, como pueden ser:
aberraciones en lentes o espejos, errores en angulos de prismas, desalineaciones, defectos de
fabricacion, etc. También esta degradacion en las imagenes puede deberse a factores externos al
sistema como las vibraciones y la turbulencia atmosférica[2]. Esto nos indica que la calidad en la
imagen o imdagenes esta limitada por la dptica de los sistemas empleados para obtenerlas. Por lo
que para controlar y conocer la calidad éptica de los sistemas y no tener una interpretacion errénea
de la imagen estudiada, es necesario contar con métodos de pruebas épticas cuya instrumentacién
sea simple y precisa [3]. En una prueba dptica, generalmente al sistema se le hace interactuar con
un haz luminoso cuyo frente de onda W' puede tratarse de un frente de onda plano o esférico.
Posteriormente emergera del sistema éptico un frente de onda deformado W, que es el parametro
(o es la cantidad) que se desea conocer, ya que a partir de éste es posible saber cuales son los
tipos de errores del sistema dptico. Por lo anterior se hace importante contar con un método
adecuado y eficiente para conocer el frente de onda. Sin embargo, por la rapidez con la que se
mueven estos frentes de ondas luminosos, es imposible con la tecnologia con la que se cuenta
actualmente, medir directamente su forma. Lo que si podemos es utilizar de alguna manera la
intensidad luminosa que provocan estos frentes de onda, la cual puede ser capturada sobre un

plano de deteccién, tal y como se muestra en figura 1.1, en la cual se observa cémo una onda



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

plana se deforma al pasar por un sistema 6ptico.

D 0,

Figura 1.1: Esquema general de una prueba dptica

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Debido a la rapidez con la que cualquier frente de onda se propaga, actualmente es imposi-
ble medir su forma de manera directa. Es por eso que se pueden utilizar las mediciones de las
concentraciones de intensidad para medir las curvaturas del frente de onda de manera indirecta.

En este sentido, la ecuacién de transporte de irradiancia (ETI) cobra relevancia, ya que con
ella es posible obtener la forma de una onda luminosa a partir de mediciones de intensidad en
dos 0 mas planos. Sin embargo como se verd mas adelante,la solucién analitica de esta ecuacién
solamente es facil de obtener para frentes de onda bien conocidos. Es por eso que se pretende
verificar la pertinencia de dar solucién numérica a la ecuacién. Sin embargo, la revisién bibliografica
realizada nos arroja los problemas que se plantean a continuacion:

1.-Actualmente, no se cuenta con un programa que resuelva la ETI mediante el método de




1.2. OBJETIVOS GENERALES

elementos finitos (FEM) el cual haya sido contrastado con las pruebas pticas convencionales.
2.-Algunas deformaciones tipicas de la superficie pueden ser reconocidas mediante patrones

caracterizados en una gran cantidad de trabajos previos (ej. Ronchigramas, Patrones de Hartmann,

Interferogramas). Sin embargo, no se tiene idea de cuales serian esos patrones para las técnicas

de pruebas épticas que utilizan a la ETI como base tedrica.

1.2. OBJETIVOS GENERALES

Se pretende desarrollar una herramienta computacional que nos permita resolver la ETI para
obtener el frente de onda proveniente de un sistema dptico aberrado, mediante la adquisicién
experimental de patrones de intensidad provocados por este sistema 6ptico. Los resultados seran
contrastados con los de un interferémetro comercial. Se desarrollard también una herramienta
que calcule de manera aproximada las distribuciones de intensidad provenientes de un frente de
onda, para conocer cuales serian los patrones caracteristicos y Utiles para reconocer las principales

aberraciones.

1.2.1. OBJETIVOS PARTICULARES

1.-Estudiar intensidades y frentes de onda de haces conocidos y analizar si estos cumplen con
la ETI y si no, bajo que situaciones lo deben hacer. Casos: frente de onda Esférico, Parabdlico,
Gaussiano.

2.-Estudiar métodos numéricos para resolver EDP. En particular la ETI.

3.-Desarrollar un algoritmo que permita recuperar el frente de onda de un sistema utilizando
datos experimentales de la distribucién de intensidad luminosa de un haz después de pasar por un
sistema Optico.

4 -Desarrollar un algoritmo que nos permita encontrar las distribuciones de intensidad a partir

de un frente de onda conocido.

1.3. PRUEBAS OPTICAS

Actualmente existen gran variedad de métodos para obtener el frente de onda proveniente de
un elemento dptico bajo prueba (Figura 1.2), los cuales se pueden clasificar segiin pertenezcan al

régimen de la dptica geométrica, por ejemplo, el método de Ronchi, o al régimen de la dptica fisica,
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por ejemplo, los algoritmos de recuperacién de fase. Estos a su vez se pueden clasificar en interfe-
rométricos, por ejemplo, el método de desplazamiento lateral, o no interferométricos, por ejemplo,
el método de Shack-Hartmann [4]. También hay métodos cualitativos o semi cuantitativos, como

el método de la navaja de Foucault, o cuantitativos como el método de Roddier[5].

‘ Ronchi

_ Hartmann
Pantallas Nulas
Etc.

Geométricas

Pruebas Opticas ——

‘ Fizeau

- Newton

‘ Tyman-Green
Etc.

Interferométricas

Sensores de | Roddier
Curvatura ] Recuperacién de
: Fase,etc.

Figura 1.2: Clasificacién de una prueba dptica por su método de
obtencion del frente de onda

En una prueba dptica, factores tales como el tamaiio del sistema, el tipo de fuente luminosa
empleada , la complejidad o el costo de la instrumentacién del sistema o la rapidez con la que
se desea recuperar el frente de onda, pueden determinar la precision del resultado de la prueba.
En este trabajo consideraremos sélo aquellos métodos de medicién del frente de onda que sean
cuantitativos, ya que desde un punto de vista tecnoldgico, es importante conocer de manera
cuantitativa la magnitud de las aberraciones o errores del sistema dptico que se esté probando,
para asi poderlo corregir. En lo que resta del presente capitulo se revisardn estos métodos, con
el fin de tener una perspectiva general de su aplicacién experimental y las limitaciones y ventajas

que presentan.

1.3.1. INTERFEROMETRO DE FIZEAU

El interferémetro de Fizeau es uno de los instrumentos mds populares para realizar pruebas
sobre elementos dpticos. La figura 1.3 muestra la disposicidon esquematica de un interferometro

de Fizeau que utiliza una lente para colimacion.
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El plano éptico que sirve como referencia, generalmente se monta junto con las lentes, y es
pre-ajustado para que la imagen del orificio (pinhole), reflejada por la superficie de referencia,
caiga sobre el propio pinhole. Ya sea que la parte posterior del plano tenga un recubrimiento
antirreflejante, o mas convenientemente que el plano dptico de referencia sea hecho en forma de
cufia (aproximadamente 10 a 20 min de arco) tal que se pueda aislar el reflejo de la superficie
posterior. Para ver las franjas, un divisor de haz se encuentra cerca del pinhole. La superficie bajo
prueba se mantiene debajo del plano de referencia, y el espacio de aire se ajusta al valor mas
pequeio posible; luego la cuna de aire se reduce gradualmente manipulando el plano bajo prueba.
Cuando la cuia de aire es muy grande, se pueden ver dos imagenes distintas del pinhole a través
de las dos superficies en el plano P.

Haciendo uso de los tornillos provistos para inclinar el plano bajo prueba, se puede observar
el movimiento de la imagen del pinhole y se puede detener cuando coincida con el del plano
de referencia. Entonces el observador (formador de imagen) coloca su ojo en el plano P y ve,
localizados en el espacio de aire, las franjas debido a la variacidon en espesor del espacio de aire.
Se pueden hacer mas ajustes, mientras se observan las franjas, para alterar el nimero y direccién

de las franjas [4].

Interferograma

|
Formador 72

Colimador

Superficie bajo Prueba

de imagen =
o= -

Fuente puntual de

luz monocromatica

Divisor de Haz

Plano de referencia

Figura 1.3: Arreglo experimental del interferémetro de Fizeau
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En este caso, cuando dos superficies pulidas de cuerpos transparentes igualmente pulidos se
acercan, se forma una pelicula de aire. Esta pelicula se comporta como una placa de caras, que
generalmente no son paralelas. Con luz incidiendo de manera normal a la superficie de prueba se
generan franjas de igual espesor. Estas franjas se comportan como curvas de nivel. Los anillos
de Newton son un ejemplo de este tipo de franjas, que son formadas por dos superficies, una
curva y otra plana [7]. Para una pelicula en forma de cufia con dngulo « entre dos superficies
planas d =~ x«, donde z es la posicion de observacién. La separacidon entre maximos adyacentes
es Ar = \/2«a . Para una superficie de radio R enfrente de otra plana, se cumple que 22 =
R?* — (R — d)?> ~ 2Rd si R>> d, entonces el radio del anillo (franja) de orden m es

T = (mAr)*/? (1.1)

1.3.2. INTERFEROMETRO DE TWYMAN-GREEN

Es un interferémetro tipico en el cual interfieren dos frentes de onda. El primero de ellos,
con forma idealmente plana, llega desde la superficie o lente de prueba, pero muy probablemente
tiene algunas deformaciones debido a las imperfecciones en la superficie. El segundo frente de
onda no pasa a través de la superficie o lente de prueba, su forma también es plana, y sirve como
superficie de referencia en la prueba. Si las franjas son rectas, paralelas y equidistantes una de la
otra, el frente de onda bajo prueba es plano semejante al frente de onda de referencia. En este
caso el elemento bajo prueba es perfecto. Entonces, si se tiene una superficie dptica perfecta,
sin ningln error y bien enfocada, las franjas obtenidas debido a la interferencia seran paralelas y
equidistantes.

Si la superficie bajo prueba no tiene una forma perfecta, las franjas no seran rectas y sus
separaciones serdn variadas. Las deformaciones del frente de onda se pueden determinar por

medio de un analisis matematico de la forma de las franjas.
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5 -

Superficie de prueba

Fuente

Wz, y) v[,rp ( 2,1 j)

Superficie de referencia

Figura 1.4: Interferometro de Twyman-Green

En la figura 1.4 se ilustra el interferémetro de Twyman-Green, el cual es un instrumento de
gran importancia en el terreno de las pruebas dpticas modernas. Entre sus caracteristicas fisicas
mas sobresalientes son una fuente puntual cuasimonocromatica y una lente L; que asegura una
fuente de entrada de ondas planas, y por tltimo "Beam Splitter’(BS) que es el divisor del haz del
interferémetro.

Se observa que W,.(z, y) es la funcién que representa a la superficie de referencia, W, (x,y) es
la funcién que representa a la superficie de prueba, y la funcién I(x,y) es el patrén de interferencia
resultante.

Asumiendo que tiene componentes perfectos y una fuente de luz colimada, las expresiones

generales para frentes de onda de referencia y prueba son, respectivamente:

Wz, y) = a,(z,y)elr @l (1.2)

Wp('ra y) = ap(ﬂf, y>€i[¢P(z7y)] (13)

donde a,(z,y) y a,(z, y) son las amplitudes del frente de onda, ¢,(x,y) y ¢,(z,y) correspon-
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den a las fases del frente de onda. El patrén de intensidad es el siguiente

I(z,y) =| Wiz, y) + Wy(a,y) [ (1.4)

](fl),y) = ],(l’,y) + 17 ($7y)COS[¢p(I,y) - ¢T<x7y)] (15)

donde I'(x,y) es la intensidad promedio y es la suma del cuadrado de las amplitudes del
frente de onda; I”(z,y) es la modulacién de las franjas o a la intensidad que corresponde a la
raiz cuadrada de la multiplicacién de ambas amplitudes por dos.

Si se define a ¢(x, y) como la diferencia entre ambos frentes de onda: de prueba y de referencia,

se obtiene

Ia,y) = I'(e,y) + I’ (x, y)cosd(z, y) (16)

siendo la ecuacién fundamental que describe un patrén de franjas en la mayoria de las prue-
bas dpticas. Como ya se menciond, ¢(z,y) contiene la informacién deseada, I'(z,y) y I”(x,y)
representan variaciones de irradiancia indeseadas debido a la no uniformidad de los rayos de luz
reflejada o transmitida por el objeto a prueba.

En el caso de tener dos ondas con longitudes de onda muy cercanas entre si, y de viajar en
el mismo medio, sus frecuencias también seran ligeramente diferentes. Entonces, las fases de las
ondas son (k,z —w,t) y (k,x —w,t), por lo tanto, la suma de estas ondas en la direccién x tendrd
una diferencia de fase dada por

o(z) = (Ak)x — (Aw)t (1.7)

donde Ak =k, — k, y Aw = (w, — w,), sustituyendo la ecuacién 1.7 en la 1.6 obtenemos:

I(z,y) = I'(z,y) + I" (z,y)cos[(Ak)z — (Aw)t] (1.8)

donde k, y k, son los vectores de propagacién, y w, y w, son las frecuencias angulares de los
frentes de onda de referencia y de prueba respectivamente.

La distribuciéon de la fase en el interferograma es el objetivo principal de las medidas interfe-
rométricas. En las técnicas para determinar la fase del interferograma primero se adquieren los
datos del interferograma, después la fase se modula temporal o espacialmente, una vez enviados

los datos a una computadora se calcula la fase para realizar un analisis posterior, tanto cualitativo
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como cuantitativo [8].

1.3.3. PRUEBA DE RONCHI

La configuracién de la prueba consiste en iluminar con una fuente extendida la mitad de la
rejilla de Ronchi colocada cerca del centro de curvatura paraxial de la superficie bajo prueba y
observar la imagen producida por la superficie a través de la otra mitad de la rejilla [9]. Lo anterior
produce un patrén de franjas que puede ser observado sobre la pupila de salida del sistema 6ptico

bajo prueba (ver figura 1.5).

] Fuente de Iluminacion

Eje

\ CL. & ff)pticc

a
L O

Superficie bajo Prueba Relﬂh de RUﬂChl @ '

Figura 1.5: Arreglo Experimental de la Prueba Ronchi

La formacién de las franjas en la prueba de Ronchi es usualmente estudiada con teoria geo-
métrica, donde las franjas en el ronchigrama son el resultado de las desviaciones de los rayos de
su camino ideal, esto provocado por los errores en las pendientes de la superficie bajo prueba. La
relacion entre la diferencia del frente de onda y las pendientes del frente de onda estd dada por

oW (z,y)
ox

donde «a(x,y) son las pendientes del frente de onda. Tomando la ecuacién 1.6 que, como ya

AW (z,y) = Az ~ a(z,y)Ax (1.9)

se menciond, aparece en el desarrollo matematico de la mayoria de las pruebas dpticas, para el

caso de la prueba de Ronchi se obtiene

M] + c(z,y) (1.10)

I(a,y) = I'(e,y) + I (2, y)eos| =
eq

donde )\, es conocida como la longitud de onda equivalente y esta definida como A’\ , mientras

que el factor Az estd dado por la relacién
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Ar
Ar = — 1.11
p== (111)
donde r es el radio de curvatura paraxial de la superficie bajo prueba, d es el periodo de la

rejilla cldsica de Ronchi y X es la longitud de onda utilizda.

1.3.4. METODO DE HARTMANN

La técnica de este método consiste en dividir el frente de onda en pequeias regiones, colocando
una pantalla opaca con perforaciones. Cada una de las perforaciones dejara pasar luz en linea recta,
cuyas pendientes estardn relacionadas con la posiciéon en donde éstas lineas cruzan el plano de
deteccidn. Las ecuaciones 1.12 y1.13 describen matematicamente estas pendientes [3][10].

oW (x,y) TA,

= — 1.12
ox r ( )

8W(x7 y) TAy
= — 1.1
9y . (1.13)

Donde W (z,y) representa las deformaciones del frente de onda , T'A, y T'A, son las aberra-
ciones transversales en los dos ejes, y r la distancia del vértice al plano de observacién (ver figura
1.6 ).

Frente de Onda Real Frente de onda Ideal

T bR
Wixy) [/ W T
L S
OPD(x,y) i i
1 Oy \\ =
i A ~~] , Posicidén del rayo real
~. TAy
™~ Posicién del rayo ideal
" Plano de
\ r Observacién

Figura 1.6: Modelo grdfico de las aberraciones transversales en
el método de Hartmann
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1.3.4.1. METODO DE SHACK-HARTMANN

El método de Shack- Hartmann [10] es una derivacién del método de Hartmann y es comtin-
mente empleado por la comunidad astronémica para probar la éptica de telescopios astronédmicos.
Este método pertenece al régimen de la dptica geométrica y se emplea en aplicaciones de éptica
activa [3].

Al igual que en estos se colocan unos pequenos lentes, detrds del sistema dptico de prueba.
Cada perforacién actiia como una abertura a través de la cual pasa la luz produciendo un arreglo

de puntos luminosos como imagen en el plano de deteccidn (ver figura 1.7).

Puntos Luminosos

Lentes Pequenas en el Detector
\./\
°
° ° ° L4
.
INEED
° o ° °
° °
~_ |
a) [))

Figura 1.7: a)Pantalla de Shack-Hartmann. b) Puntos luminosos
en el plano de deteccion

Con una calibracién adecuada, la posicién de los puntos luminosos es proporcional a la in-
clinacién (pendiente) del frente de onda local en cada perforacién, proporcionandonos esto una
descripcion de la calidad del sistema de prueba.

En la figura 1.8 se muestra el sensor de Shack-Hartmann, el frente de onda es dividido por una
pantalla que puede ser un arreglo de lentes; cada rayo luminoso en cada una de las subaberturas

es enfocado hacia un detector de posiciéon de cuadrantes.

11



1.3. PRUEBAS OPTICAS

Arreglo de Lentes
I'rentes de Onda

Haz Incidente

Plano Imagen

Perfecto Distorsionado

Figura 1.8: Sensor de Shack-Hartmann

Como es facil observar, para que el sensor de Shack-Hartmann sea eficiente es necesario contar
con una pantalla que tenga una alta calidad éptica y con un sensor de posicion que sea eficiente;
esto, en cuanto a disefio se refiere representa un gran reto para la ingenieria. Sin embargo, atn
cuando se reunen las caracteristicas anteriores, existen ciertos inconvenientes si el sistema no
estd calibrado perfectamente. Esto significa que, si los puntos luminosos no caen en el centro
del detector de posicién cuando se quita el objeto o sistema dptico de prueba, la medicién de
la iluminacién (pendiente) del frente de onda local obtenida serd errénea. Es decir, no se podra
saber qué tanto se han desviado los puntos luminosos respecto a una posicién de referencia una
vez que es colocado el sistema de prueba. El método mas fundamental para remover los errores
de alineacién es la introduccién de un haz de referencia. Este haz suele ser una onda plana cuya
longitud de onda es diferente a la del haz que tiene el frente de onda desconocido; esto es debido
a que no se desea ningun tipo de interferencia entre los dos haces. Con lo anterior lo que se logra
es tener un patrdn incial de puntos , respecto a los cuales se mediran los valores de la desviacién

longitudinal utilizados en este método y por lo tanto evitar cualquier error sistematico.

12
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1.3.5. METODO DE RODDIER

Como ya se menciond en la introducciéon, el método de Roddier y el método de Shack-
Hartmann son no interferométricos y pertenecen al régimen de la dptica geométrica [3], ademas,
segtn Roddier [5] ambos tienen la misma sensibilidad. Sin embargo, una de las mayores ventajas
que nos da el método de Roddier es que su instrumentacién es mas sencilla que la del sensor
Shack-Hartmann. Otra ventaja se encuentra en el hecho de que es mas facil, experimentalmente
hablando, el medir un campo escalar, como lo es la irradiancia (el laplaciano o curvatura del frente
de onda local) en el método de Roddier, que en un campo vectorial (la inclinacién o pendiente
del frente de onda local) del método de Shack-Hartmann, donde se tienen que hacer el doble de
mediciones Az, Ay (una por cada componente de cada punto de prueba ).

Otra ventaja mds se encuentra en aplicaciones de dptica activa [11], donde el uso de un espejo
bimorfo o un espejo de membrana puede utilizarse como dispositivo analégico para recuperar
automaticamente el frente de onda y asi corregir el sistema de prueba durante el tiempo de
operaciones. De acuerdo a lo anterior, el método de Roddier parece ser un serio candidato para
sustituir al método de Shack-Hartmann.

El método de Roddier [5][12] es un método de medicién de la curvatura del frente de onda,
estd basado en las observaciones cuantitativas de imagenes desenfocadas cuyas variaciones en
la intensidad reflejan cambios en la curvatura del frente de onda. Dichas variaciones pueden ser
empleadas principalmente para la alineacién de telescopios [13]. Beckers [14] da una interpretacién
sobre las imagenes desenfocadas obtenidas en un telescopio de espejos mdiltiples, en términos de
la curvatura del frente de onda.

El método de Roddier consiste basicamente en efectuar mediciones de la distribucién de
irradiancia en dos planos desenfocados simétricamente colocados en ambos lados del plano focal
del sistema éptico que se desea probar (Ver figura 1.9).

La diferencia en las mediciones de la distribucién de irradiancia son una medida de la curvatura
del frente de onda o el Laplaciano de la superficie del frente de onda (previamente Teague [15]
[16] habia propuesto como aplicacién obvia e inmediata la medicién del frente de onda basada
solo en mediciones de irradiancia).

Roddier demuestra que la diferencia de las mediciones de irradiancia, consisten en una ecuacién
de dos términos: el primero es proporcional a las pendientes radiales del frente de onda en el borde
de la pupila y se localiza en el borde del haz. El segundo término esquematiza el Laplaciano del

frente de onda a través del haz (ecuacién 1.14).

13
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i
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1
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Figura 1.9: Esquema de prueba de Roddier.En el espacio imagen
(arriba), las intensidades 11 e 12 aparecen como imd&-
genes desenfocadas del objeto. En el espacio objeto
(abajo), aparecen como las imagenes desenfocadas
de las pupilas.

S = f(fl_ ) (%Vgéc—zﬂv?vv) (1.14)

1.3.6. RECUPERACION DE FASE

La recuperacién de fase [3] consiste en obtener el frente de onda o fase dptica de un haz
luminoso a partir de su factor de difraccién. La formulacién matematica del patrén de difraccién
se encuentra en la férmula de difraccién de Rayleigh- Sommerfeld, la cual describe los efectos de
la fase en la propagacién de la luz de acuerdo al principio de Huygens- Fresnel [18]. Desafortuna-
damente, no hay manera directa de medir la fase de un solo fotdn; no hay forma de interactuar
con el haz luminoso para determinar la direccidn instantanea de su vector eléctrico. Sin embargo,
de acuerdo a los principios de interferencia y difraccion, es posible relacionar la fase éptica con la
distribucién de irradiancia, cantidad que, si puede ser medida, para obtener el frente de onda o
fase del haz luminoso que se estudia. El problema de recuperacién de fase ha sido abordado por
muchos investigadores los que han desarrollado miiltiples algoritmos; Fienup [19] hace una revisién

y comparacién de algunos de ellos. Algunos emplean métodos para evaluar el patrén de difraccidn

14
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de Fraunhofer, otros calculan los momentos de irradiancia a partir del patrén de difraccién [15] y
otros mas, efectéian multiples mediciones de irradiancia para extraer la informacién del frente de
onda [16]. Sin embargo, el problema no es trivial debido principalmente a la no unicidad del patrén
de difraccién [17]. Teague [15] [16] desarrollé dos algoritmos de recuperacién de fase que tienen
implicaciones directas con el método de Roddier. En estos, Teague propone como aplicacién obvia
y directa la medicién del frente de onda a partir de las mediciones de irradiancia en minimo dos
planos para medir aberraciones de primer orden. Si se desean medir aberraciones de mayor orden
se tienen que tomar las irradiancias en mds de dos planos. Uno de los algoritmos [15] consiste en
la determinacién de la fase dptica a partir de mediciones de los momentos de irradiancia medidos
en planos miiltiples; sin embargo, en principio, dos planos son suficientes para obtener la fase (ver
figura 1.10). En el otro algoritmo [16] se determina la fase a partir de mediciones de irradiancia
en dos planos; se derivan ecuaciones de propagacion para las fases y la irradiancia y se da una
solucién en términos de las funciones de Green para la fase, que estd dada en términos de la
irradiancia. De estas lltimas ecuaciones se obtienen las ecuaciones de transporte de irradiancia
(ETI), fundamental para la descripcién de la teoria del método de Roddier, el cual puede ser
considerado un caso particular de los algoritmos de recuperacion de fase . Esta ecuacién puede

ser presentada en una de sus formas de la manera siguiente:

oI(x,y,z)
0z

Donde podemos ver que se encuentran involucradas la funcién de irradiancia de un campo

=V [I(z,y,2)VW(z,y,2)]. (1.15)

luminoso que se propaga en el eje z y su correspondiente frente de onda. La tabla 1.10 muestra
las diferentes técnicas que se utilizan para resolver dicha ecuacién, considerando sus ventajas y

desventajas [20].

Detectores

Algoritmos de Forma del

| . recuperacion de la fase | frente de
! . onda

Figura 1.10: Esquema general de los algoritmos de recuperacion
de fase
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Técnica Ventajas Desventajas

Funciones de e - Célculo extenso y demanda
Anilisis Tedrico i

Green de memoria.

Polinomios de
Zernike

Simple y rapida. Representa
de manera precisa las aberra-
ciones Opticas.

Ruido en baja frecuencia. So-
lo para regiones circulares.
Dificultad para encontrar de-
talles.

FFT
(Transformada Répida, facil de implementar, : ..
. . . Implica condiciones de fron-
Rapida de Fou- | incorpora regularizacién en la .
. - tera periodicas.
rier) reconstruccion
DCT
(Transformada Répida. Condiciones de fron-

Coseno Discreta)

tera de Neumann inhomoge-
neas.

Aperturas Rectangulares

DCT Iterativo

Condiciones de frontera inho-
mogeneas. Aperturas de for-
ma arbitraria.

Necesita varias iteraciones.

Tabla 1.1: Comparacion de las distintas técnicas de recuperacion

de fase.
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1.4. POLINOMIOS DE ZERNIKE

Los polinomios de Zernike se utilizan a menudo para expresar datos del frente de onda en
forma polinomial, ya que estdn constituidos por términos cuyas graficas se parecen a los tipos de
aberraciones que se observan en las pruebas 6pticas [21]. En coordenadas polares, estos polinomios

se expresan de la siguiente manera:

Zy'(p, ) = Bl (p)cos(myp), (1.16)

donde los polinomios radiales R} se definen como

3

En coordenadas cartesianas se consideran las siguientes transformaciones [22]

T = peosp;y = psing. (1.18)

La siguiente tabla muestra los primeros siete polinomios de Zernike y el nombre de la aberracion

correspondiente[4].

n | m | R | Coordinadas Cartesianas | Coordinadas Polares Nombre
0]0 (1 1 1 Piston
11012 Y pSIN Inclinacién en el eje y
113 x pPCOSP Inclinacién en el eje x
2104 2zy psin2e Astigmatismo Primario, a 45°
1[5 —1 4 22% + 292 2p° — 1 Defoco
216 y? — 2° pcos2p Astigmatismo Primario, a 0° o 90°
31017 3ay? — 3 p>8in2¢p Astigmatismo Triangular,30°,150°,270°

Tabla 1.2: Los primeros siete polinomios ortogonales de Zernike

1.5. CONCLUSION

En este capitulo se han revisado tedricamente algunas técnicas de pruebas dpticas. Esto con
el fin de tener un panorama general de las diferencias entre estas técnicas y aquellas que utilizan

a la ETI como base tedrica. También se ha revisado a los polinomios de Zernike, los cuales seran
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1.5. CONCLUSION

utilizados para caracterizar las principales aberraciones del frente de onda. Sumado a lo anterior,
esta ultima revisién también nos proporcionard las herramientas necesarias para entender como

las técnicas que utilizan a la ETI se pueden implementar tanto tedrica como experimentalmente.
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Capitulo 2

LA ECUACION DE TRANSPORTE DE
IRRADIANCIA Y SU ANALISIS
TEORICO

2.1. INTRODUCCION

La teoria basica de los métodos de recuperacién de fase se describen a partir de calculos
directos de la irradiancia en dos planos simétricamente desenfocados. Sin embargo, se puede
establecer una descripcidn alternativa de esta teoria, desde un punto de vista mas fisico, si se
parte de la Ecuacién de Transporte de Irradiancia (ETI). La ETI se obtiene de argumentos de
optica fisica. En particular, surge de trabajos efectuados sobre recuperacién de fase basados en
la teoria de la difraccién. Sin embargo, se puede mostrar que la ETI también puede obtenerse
partiendo de argumentos de dptica geométrica. En este capitulo abordamos la deduccién de la

ETI mediante argumentos sustentados en ambas areas de la éptica.
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2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMENTOS DE OPTICA FiSICA.

2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMEN-
TOS DE OPTICA FiSICA.

2.2.1. TEORIA BASICA
2.2.1.1. ECUACION DE HEMHOLTZ

Consideremos que W (z,y, z,t) representa una perturbacién dptica en el tiempo ¢t y en la
posiciéon P(z,y, z), y la cual puede ser la magnitud del campo magnético o del campo eléctrico.

Supongamos que W (x,y, z,t) es una onda arménica monocromética escalar de la forma

W (z,y,2,t) = e “u(w,y,2). (2.1)
Donde w = Kc es la frecuencia angular, K = 27” es el nimero de onda, c es la velocidad de

la luz en el vacio y u(x,y, 2) es una funcién compleja que depende sélo de la posicién. Como

W (z,y, z,t) representa una onda 6ptica debe satisfacer la ecuacién de onda

v L > W ( t)=0 (2.2)

—_ X ya g .
2 0P Y %

Donde V2= 2 + —5’;2 + 2 es el operador Laplaciano. Si sustituimos (2.1) en (2.2) y

desarrollamos, obtenemos una ecuacién independiente del tiempo

(V?+ K*)u(z,y,2) =0 (2.3)

que recibe el nombre de Ecuacién de Helmholtz . En lo que sigue supondremos que la onda

monocromatica que dependa sélo de la posicién deberd obedecer esta ecuacion.

2.2.1.2. TEORIA DE LA DIFRACCION

Los efectos de la propagacion de frentes de onda épticos que pasan a través de planos que contienen
aberturas requieren de la evaluacién de la férmula de difraccién de Rayleigh- Sommerfield [23],1a
cual describe matematicamente el principio de Huygens- Fresnel, el cual establece que cada punto
del frente de onda se puede considerar como una fuente puntual de ondas esféricas (fuentes
secundarias), y que la envolvente del conjunto de las ondas secundarias representa el frente de

onda resultante en los momentos posteriores:
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2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMENTOS DE OPTICA FiSICA.

A eiK(r-‘,-r’) NN
u(a:,y,z):a//ZTcos(n, r) da'dy’ (2.4)
donde
r=24(x -2+ (y —y)? (2.5)

es la distancia desde un punto P’ sobre el plano de la abertura hasta un punto P sobre la regién
del plano de observacién, > es la abertura, (z,y) son las coordenadas en plano de observacién,

(2/,y') son las coordenadas en el plano de la abertura, cos(T, T') es el factor de oblicuidad, y

T es un vector unitario perpendicular al plano de la abertura (figura 2.1). La ecuacién 2.4 se
considera exacta; es decir, es valida en todo el espacio de propagacién para encontrar la funcién
compleja u(z,y, 2).

Sin embargo, a pesar de exacta, su evaluacién directa impone algunas dificultades numéricas.
Primero, es no separable, debido a que r contiene a 2’ y 3/ en una raiz cuadrada comun; y segundo,
el factor de fase en el integrando Kr es grande debido a lo pequeiio de las longitudes de onda

opticas, lo que implica que el integrando oscile rapidamente.

P'

/- P

y' y /
o Nyl
r - =
et /v

Pz
.
L. Apertura )| Plano de Observacion

Figura 2.1: Geometria de Difraccion
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2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMENTOS DE OPTICA FiSICA.

Algunas de estas dificultades pueden resolverse mediante algunas aproximaciones. Estas apro-
ximaciones se basan en la suposicién de que la distancia z , entre el plano de la abertura ) y el
plano de observacién, sea mucho mayor que la maxima dimensién de la abertura y que la maxima
dimensién de la imagen de la abertura en el plano de observacién, (figura 2.1). Basados en estas
suposiciones el factor de oblicuidad de la ecuacién 2.4 puede aproximarse por cos (_> _>) =1
y el término 7 en el denominador puede sustituirse por z. La cantidad r en el exponente no se
sustituye por z debido a que estd multiplicado por una cantidad grande que es K y esto podria
generar errores de fase mayores de 2 7 radianes. Sin embargo, este problema se puede resolver si
efectuamos una expansién binomial al término raiz cuadrada de la ecuacién 2.5, es decir

2 2 2 2
OO Gt Ml el R et Ml ' RO (26)
2z 8z4

Reteniendo los primeros dos términos de esta expresidn y sustituyéndolos juntos con las otras

suposiciones, la férmula de difraccién de Rayleigh- Sommerfeld (2.4) se reduce a la férmula de

difraccion de Fresnel

[(w*z’)2+(y*y')2]

ZKZ l: e L
ur (x, y, 2 = // u(z',y',0)e dz'dy (2.7)

donde u (', 3, 0) = Ae’S" /1’ Para que la aproximacién a primer orden sea valida, es suficiente

que los errores en fase que producen los términos cuadréticos de la ec. (3.30) (tercer término en

la expansién) sean mucho menores que un radian.

2.2.1.3. ECUACION DE ONDA PARAXIAL Y ECUACION PARABOLICA

Sea ¥(z,y, 2) la parte espacial de una perturbacién dptica que se propaga en la direccién de
2y que puede describirse por una onda escalar, que obedece a la ecuacién de Helmholtz de la

forma

U (2,y,2) = u(z,y,2)e " (2.8)
Sustituyendo esta perturbacién dptica en la ecuacién de Helmholtz (2.3) y desarrollando,
obtenemos
2 & e = 2
VT+W_22 5 u(x,y,z) =0 (2.9)

2 2 . T . .
Donde V2 = e?? + 5’? es el operador Laplaciano bidimensional. Si suponemos que u(x,y, 2)
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2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMENTOS DE OPTICA FiSICA.

varia muy lentamente en z, esto es, u(z,y, z) puede considerarse como casi lineal en z entonces

327;‘ puede ser depreciada y (2.9) se convierte en
2 q a
VT—2ZK8— U(ZE,y,Z) =0 (210)
z

que es la llamada ecuacién de onda paraxial. Nétese que la suposicién hecha en (2.9) para

obtener la ecuacién paraxial (2.10) es equivalente al requerimiento de que

0%

022

en todas partes de la regidon de propagacién. Puede mostrarse que la ecuacién de onda pa-

< | Viu| + ‘—22’[(%‘ (2.11)

raxial (2.10) y sus soluciones pueden conducir a una descripcién de la difraccidn equivalente a
la formulacién de Fresnel [23]. Feiock [24] muestra que mientras que la férmula de difraccién de
Rayleigh- Sommerfield (2.4) es una solucién exacta a la ecuacién de Helmholtz (2.3), la férmula
de difraccién de Fresnel (2.7) sin el término e'X* es una solucién exacta de la ecuacién de onda
paraxial (2.10).

Considerando lo anterior, supongamos una perturbacién de Fresnel (2.7) (sin el factor et%%,

—iKz

de la forma ¢ (zy, 2) = ur (z,y,z) e "%, es decir

[(z—o")?+(v-4")?]

. 1 .
¢ (r,y,2) = ur (z,y,2) e = — // u(x',y,0) e dd/dy’. (2.12)
1Az 5
Si la sustituimos en la ecuacién paraxial (2.10) y desarrollamos resulta

2
<2v—[€_ — K — z%) ur(z, y, 2) =0 (2.13)

que es llamada ecuacién parabdlica [16][25]. Teague [16] muestra que la férmula de difraccién

de Fresnel (2.7) satisface exactamente a (2.13). Esto se basa en los resultados numéricos efec-
tuados por Southwell [26] sobre la validez de la aproximacién de Fresnel en el campo cercano. La
ecuacién parabdlica (2.13) es la ecuacién fundamental por medio de la cual se obtiene la Ecuacién

de Transporte de Irradiancia .
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2.2. OBTENCION DE LA ETI MEDIANTE ARGUMENTOS DE OPTICA FiSICA.

2.2.2. ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (OPTICA
FiSICA)

Representemos por w(x,y, z) a una perturbacidn dptica que se propaga en la direccién de z.
Supongamos que w(z, y, z) satisface aproximadamente la ecuacién parabdlica (2.13), de acuerdo
al resultado de Teague [16], es decir

v2 0 B

Supongamos también que la normalizacién de w(z,y, z) es tal que

|w(x7 Y, Z)|2 - I(CL‘, Y, Z)

nos proporciona la irradiancia en el punto P(z,y, z); y finalmente supongamos que w(z,y, 2)
puede expresarse en términos de cantidades reales como la fase ¢(z, y, z) y la irradiancia
I(z, y, z) mediante la expresién

w($7 Y, Z) — [[ (I’, Y, Z)]l/Qe_id)(xv%z)

Si sustituimos esta expresion en (2.14), resulta

V—% — K — 12 [ (z, y z)]1/2 e @Y:2) — () (2.15)
2K 0z T

Multiplicando el lado izquierdo de (2.15) por w * (z,y, 2) es decir

) 2 0 .
I(w,y,2)]"/? ei?rw) (Z_f? K- ia—) [I(z,y, 2)]/? emi¢@w:2) = @ (2.16)
z

Y multiplicando el lado izquierdo del conjugado de (2.15) por w(z,y, z), es decir

) V32 0 )
o) 20 (FE - K il ) Uy o) eensl =0 an)
z

Restando (2.16) de (2.17) y desarrollando, obtenemos

I (z,y,2)

LA gy =0 (218)

0 1
@I (Jf,y,Z) + ?qub ($,y,2’) : VT[ (x7ya Z) +

Si hacemos ¢ (z, y, z) = KW (z, y, z), donde W(z,y, z) es el frente de onda geométrico
de la perturbacidn, (2.18) se convierte en
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oI (x, y, z)

P + VW (z, y, 2). Vol (2, y, 2)+1(z, y, 2)VaW (z, y, 2) =0 (2.19)

Esta ecuacién obtenida por Teague [16] y de manera alternativa por Streibl [27] recibe el
nombre de Ecuacién de Transporte de Irradiancia.

La interpretacion fisica, asi como la validez experimental de la Ecuacién de Transporte de
Irradiancia (2.19) fueron hechas por Ichikawa y otros [28]. Para ellos el término VI - VoW
representa las variaciones de irradiancia causadas por el desplazamiento transversal del haz in-
homogéneo (VI # 0) debido a la inclinacién (pendiente) del frente de onda local cuya normal
estd dada por VW . El término IVZW representa las variaciones de irradiancia causadas por
la convergencia o divergencia del haz cuya longitud focal es inversamente proporcional a V4V
(curvatura). El término % expresa las variaciones en irradiancia del haz causadas por pendiente
y curvatura conforme W se propaga a lo largo del eje z, véase figura 2.2).

La Ecuacién de Transporte de Irradiancia (2.19) se puede escribir como

ol
0z
Haciendo una analogia con la ley de conservaciéon de masa o densidad de carga expresada por

Vi (IVeW) = — (2.20)

dp
V- (p¥V)=—-2 2.21
(V) = =3, (2.21)
donde p es la masa o densidad de carga y V es la velocidad de flujo. De esto se deduce que
la Ecuacién de Transporte de Irradiancia representa la ley de conservacién de energia luminosa.
En resumen, se puede afirmar que la Ecuacién de Transporte de Irradiancia es valida sélo en

la regién paraxial y representa la ley de conservacidn de energia luminosa.
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> VI- VW

e IVew

LX Z1 72

Figura 2.2: Los dos términos de la ETI representan respectiva-
mente efectos de pendiente y de curvatura en el frente
de onda
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2.3. OBTENCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE
DE IRRADIANCIA MEDIANTE ARGUMENTOS DE
OPTICA GEOMETRICA.

2.3.1. ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (OPTICA
GEOMETRICA)

Supongamos que tenemos un frente de onda aberrado W proveniente de un sistema 6ptico
el cual se encuentra inmerso en un medio homogéneo, y que incide sobre la superficie de algin
detector. Como los rayos representan la direccién de flujo de energia radiante y son perpendiculares
al frente de onda, se observaran sobre la superficie del detector, zonas mas iluminadas que otras
debido a la convergencia o divergencia de los rayos en cualquier punto sobre la superficie del
detector, (figura 2.3).

SISTEMA OPTICO DE
UNA MUESTRA TRANSPARENTE Detector

RAYOS GPTICOS

; @ AUMENTO DE
<" INTENSIDAD

DISMINUCION DE
INTENSIDAD
.
>

AUMENTO DE

[ &
l;/s INTENSIDAD

HAZ INCIDETE FRENTE DE ONDA

Figura 2.3: El frente de onda W produce zonas de mayor ilumi-
nacion que otras sobre el detector

Lo anterior nos hace suponer que debe existir alguna relacion entre la distribucion de irradiancia
y la curvatura del frente de onda. Para conocer esta relacién iniciaremos considerando una pequeia
porcion O0W de este frente de onda donde supondremos irradiancia uniforme. Aqui los rayos
marginales M, el drea 6WW y una pequena adrea A sobre el detector limitan una pequeiia region

cerrada del espacio {2 como se ilustra en la figura 2.4.
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Ifl

Figura 2.4: Flujo de energia radiante en la region €

Dentro de esta regién cerrada €2 hay un flujo de energia radiante cuya direccion esta dada por

v
V|

Donde s es un vector unitario perpendicular a la superficie del frente de onda W. En ausencia

S =

(2.22)

de carga dentro de la regién €, encontramos que el flujo de energia ¢sy que cruza el drea OW
hacia adentro, sera igual al flujo de energia ¢4 que cruza el area A hacia afuera; esto significa

que el flujo total de energia radiante que entra o sale de la regidén €2 es cero. Es decir,

3
Ié-ﬁ1d5+/ Ié-ﬁgds—Ir/ Ié-ﬁgds—Z/ Ié-ﬂids_/ 1§ - nds
Q o0 o0 i=1 o0 o0

(2.23)

Donde 02 = 6W + A + M es la superficie que envuelve a la regién {2 y n es un vector

0—¢5w+¢A—/

7]

unitario perpendicular a la superficie 0€). La dltima integral del tercer miembro es cero debido a
que s - = 0 por tratarse de rayos marginales.

Si aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss [29] a (2.23) se obtiene que

/ﬂ V- (18)] dv — / (18) - hds (2.24)

o0

Y como la superficie de integracidn es arbitraria, para que se cumpla (2.24) es necesario que

V- (I8) =0 (2.25)
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Esta ecuacidn significa que en esta region la energia radiante se conserva, en otras palabras,
se tiene que el flujo neto que entra o sale de la regién (2 es cero. Usando la ecuacién Eikonal
VIv? = n?, o, equivalentemente, VI¥ = ns , donde n es el indice de refraccién del medio, y

sustituyendo en (2.25), resulta

n

v. (IVW) _0 (2.26)

Desarrollando y considerando que se trata de un medio homogéneo, obtenemos
VI - VW +V*W =0 (2.27)

Esta ecuacién puede considerarse como una ecuacién de transporte de irradiancia generalizada
la cual nos da una relacién entre la distribucién de irradiancia y el frente de onda geométrico y
ademds representa la ley de conservacién de energia luminosa. Es posible, partiendo del teorema
de Poynting de la teoria electromagnética , obtener la misma ecuacién (2.27), [1].
Si ahora, reescribimos a (2.27) como
oPW ol oW

F Vol - VW 4 =2 =0 (2.28)

IVTW+18 5% 92

Y suponemos las siguientes condiciones sobre el frente de onda W

)I | ~ 1

82

)\ | < [IVIW| + |Vl - VW] + ] \ (2.29)
2

|Ia |~ 0

la ecuacién de transporte de irradiancia generalizada (2.27) se convierte en

I
IVZW + Vol - VW = —% (2.30)

que es la Ecuacién de Transporte de Irradiancia (ver seccidén 2.2.2) y representa la ley de
conservacioén de la energia radiante, en concordancia con los resultados obtenidos por K. Ishikawa y
otros [28]. Todo este analisis demuestra que la Ecuacién de Transporte de Irradiancia no pertenece
al dominio especifico de la dptica fisica.
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2.4. LIMITES DE VALIDEZ DE LA ETI

En trabajos previos se ha mostrado la distribuciéon de intensidad de un campo luminoso y
el frente de onda asociado a dicho campo, los cuales se relacionan mediante la ecuacién de
transporte de irradiancia (ETI). Sin embargo, los resultados de dichos trabajos, no contemplan la
verificacion del cumplimiento de la ecuacidon de transporte de irradiancia. Con el fin de obtener
una interpretacién mas clara sobre el significado fisico de la ETI, se verifica su cumplimiento para

un frente de onda, esférico, parabdlico y su correspondiente distribucién de intensidad.

2.4.1. FRENTE DE ONDA ESFERICO CON DESPLAZAMIENTO

Recordemos que la ecuacién de transporte generalizada tiene la forma

VI(z,y,2) VW (x,y,2) + I(z,y,2) V*W(2,y, 2) = 0. (2.31)

Analicemos la figura 2.5, la cual corresponde al frente de onda que provoca una fuente luminosa

puntual desplazada del origen.

&

//_\-\

W(zy,z)=(z—z0)2 + (y—vo)2 + (2 — z0)2

Plx=x0,y-y0,2-20)

Figura 2.5: Frente de onda desplazado fuera del origen

Si el centro del frente de onda esférico es el punto P(z — zo,y — Yo, 2 — 20) (2.5) entonces

Wiz, y,2) =/ (x —20)2+ (y — 10)2 + (2 — 2)? (2.32)
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y el gradiente de W(x,y, 2)

(z —20)i + (y — 90)7 + (2 — 20)k

VW (z,y,z) = (2.33)
V(@ —20)% + (y — y0)? + (2 — 20)?
y el laplaciano de W (z,y, 2) es
9 2
VW (2,y,2) = (2.34)

V@ =20+ (y —y0)? + (z — 20)*
Ahora bien, de acuerdo a la ley del inverso al cuadrado, tenemos que la irradiancia emitida

por una fuente puntual desplazada del origen viene dada por

1
I(z,y,2) = 2.35
(@::2) ( —20)? + (y — v0)* + (2 — 20)? (2.33)
y su gradiente serd
(2 —20)i + (y — y0)] + (2 — 20)k
Vi(z,y,z) = -2 2.36
) = e ) (=) + = PP (2:39)
Entonces el primer termino de la ecuacién 2.31 es
Vi(z,y,2) - VIV (z,y,2) 2 (2.37)
x,Yy,z)- xr,Yy,z) = — .
[(z — 20)2 + (y — 90)* + (2 — 20)2"/7
y el segundo término
1@y, 2)V2W (z,y, 2) = - - (2.38)
[z = ) + (y = 90)* + (= — 20)2)”/
Sustituyendo en la ecuacién (2.31)
2 2
— + =0. (2.39)

3/2 3/2

(2 —20)* + (y — y0)? + (2 — 20)?] (2 —20)? + (y — v0)* + (2 — 20)?]

Lo cual demuestra que la ETI generalizada se cumple para un frente de onda esférico desplazado

en el origen.
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2.4.2. SOLUCION DE LA ETI PARA UN FRENTE DE ONDA PARA-
BOLICO

Consideremos un frente de onda parabdlico como el que se modela mediante la funcién si-

guiente

22 4 g2
Wp==z|1 2.40
p=:[1+ L] (2.40)
Su correspondiente distribucién de intensidad viene dado por la funcién
1 2 + 2

Ip = = {1 - (2.41)

Recordemos que la ecuacién de transporte de irradiancia (ETI) tiene la forma
VWp -Vip+ IpV-Wp+ — =0 (2.42)

0z
Vamos ahora a desarrollar todos los términos de la ecuacién 2.42. Si primero desarrollamos la

divergencia del frente de onda ésta nos queda como sigue

VWp = é [:E% + yj] , (2.43)

y la divergencia de la intensidad seria

1 o o
Vip=—= [21:2' + 2yg} (2.44)
z

Por lo tanto, el producto punto entre estas dos divergencias resulta

2
VIP . VWP = —; [1‘2 + yQ] . (245)

Ahora bien el laplaciano tranversal del frente de onda W es

2
VWp=V- -VWp= 2 (2.46)

y entonces el segundo término de la ETI queda

(2.47)

2 2 .2
IpV2Wp = —2 [H#] ‘
z

Finalmente el tercer termino queda
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ol 4(x? 2y — 9222
p_ [t 4y) =2 (2.48)
0z 25
Introduciendo todos los términos en la ecuacion 2.42 obtenemos
2 (o x? 4y — 22 4(z? + y?) — 222
~3 [° +y7] — 2 { " + > =0, (2.49)

lo cual demuestra que la ETI se cumple para un frente de onda parabdlico.

2.4.3. FRENTE DE ONDA GAUSSIANO

Comenzaremos por tener una idea aproximada de la representacion matematica de las ondas
de luz en haces gaussianos. Usaremos el eje z como la direccién de propagacién del haz, dejando
las direcciones x e y para describir la direccién transversal del mismo. Los tipos mds simples de
ondas en tres dimensiones son ondas planas. Una onda plana que se propaga a lo largo de la

direccidén z estd representada por la funcién de onda

U(x,y,2,t) = Ae'kz—wt) (2.50)

La amplitud A es constante. Esta ecuacién no puede describir un rayo ldser porque la amplitud
se extiende infinitamente en la direccién transversal. Una amplitud mds apropiada seria una que
disminuya en los puntos alejados sobre el eje z.

Podemos proponer algo simple, como una funcién gaussiana:

_ (22442

A=Az,y)=e v (2.51)

donde w es proporcional al ancho del haz, también conocida como la mancha del haz. Eso se
define como la distancia desde el eje del haz donde la amplitud ha disminuido en %

La expansién del haz puede ser contabilizada por una mancha que aumente a medida quenos
desplazamos en el eje z, aunque la dependencia exacta esté aun por determinarse. Si el haz se
expande entonces su "frente de onda"debe tener una forma esférica. Esto porque una onda siempre
se propaga en una direccién perpendicular a su frente de onda (por ejemplo, ondulaciones en un
estanque). El frente de onda se define como la superficie que contiene todos los puntos de la
onda que llevan la misma fase (por ejemplo, la cresta de las ondas). Este frente de onda esférico
ikz

no estad contabilizado totalmente por el término de fase de onda plana e€"#, por lo que debemos

usar una expresién modificada. La parte espacial de un frente de onda esférico tiene la forma e’

donde r = /22 + y2 + 22
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Supongamos que estamos examinando la onda lejos del origen pero cerca de la eje z , tal que

r < zyy < z. Entonces podemos aproximar r usando la aproximacién binomial

%+ y2
222

Por lo tanto, una mejor aproximacion para la fase de la onda incluird una fase similar a la de

x? 4 y?

r=2z\/1
2

~ z(1+ ) (2.52)

una onda esférica. Nuestra mejor respuesta para la expresion de la funcién de onda de un frente
de onda gaussiano es

@) ) i Ey)
U(z,y,z) e w2 ekemweih™; (2.53)

El primer factor contiene el perfil gaussiano, el segundo factor tiene el perfil unidireccional de
onda, y el tercer factor tiene la correcciéon al factor anterior que toma en cuenta la curvatura del

frente de onda.

2.4.3.1. SOLUCION FORMAL A LA ECUACION DE ONDA PARA HACES GAUS-
SIANOS

De manera obvia, la expresién para la descripcién de la luz de un rayo laser no es trivial. De-
bemos encuentrar la solucién resolviendo la ecuacién de onda. La ecuacién de onda tridimensional
estd dada por

2
VAU — %a—\y =0 (2.54)
v? Ot?
donde V? = % + a%? + % es el laplaciano. Si introducimos una solucién de prueba de la

forma.

U(z,y,2,t) =c(x,y, z)e ™" (2.55)

Aqui € es la parte de la funcién de onda que depende solo de las coordenadas espaciales.

Sustituyendo la ecuacién 2.55 en la ec. 2.54 se obtiene la ecuacién de Helmholtz:

Vi + kK’ =0 (2.56)

Tenga en cuenta que también podriamos haber elegido utilizar e™™* en la ecuacién 2.55. En
ese caso la solucién representaria una onda que se mueve hacia la direccidn negativa de z. Asi, la

solucién es independiente de la direccién de propagacion.
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2.4. LIMITES DE VALIDEZ DE LA ETI

Ahora debemos simplificar esta ecuacidon dado que la restringiremos para describir el haz

Gaussiano. Comenzamos requiriendo que la solucién tenga la forma
€($,y,2) - SO(xayvz)eikZ (257)

Reemplazando la ec. 2.57 en la ec. 2.56 y simplificando obtenemos

0260 8260 8250 . 850
52 + e + 5. +22k§ =0 (2.58)

El término e** de la ec. 2.57 explica la oscilacién de la onda a lo largo de la direccién de
propagacién. La dependencia de ¢y con z es de una naturaleza diferente. Es posible tomar en
cuenta la disminucién lenta en la amplitud de la onda a medida que la onda se propaga. Asi

. 7 . i . 2
podemos decir que ( varia lentamente con z, y por lo tanto podemos ignorar el término %;20 de

la ec. 2.58. La ecuacidn resultante

8260 6280 . 880

es llamada ecuacién de onda paraxial.

Para esta ecuacidn se propone la solucién mostrada en la ecuacién 2.60

ik(z?+y?)

co(x,y,2) = Ae” 2t P, (2.60)

Se debe notar aqui como se separan las dependencias =,y y z. Al reemplazar la ec. 2.60 en la
ec. 2.59 obtenemos ecuaciones separadas para ¢(z) y p(z). Para ¢(z) tenemos que es una funcién

compleja

q(z) =z —izp (2.61)

donde zg es una constante llamada constante de Rayleigh. Como ¢(z) aparece en el deno-
minador de una fraccién en el exponencial de Ec. 2.60, entonces una forma mas apropiada de
expresarlo es mediante
1 1 i

— 2.62
q(z) 2+ % " i + zp ( )

Insertando la ec. 2.62 en el primer término exponencial de la 2.60 obtenemos

k(22492  —(2?44?)

e 2R(z) e w(z) (263)
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Estos factores tienen la forma a la que se llego en la ecuacién 2.53. R(z) es conocido como

el Radio de curvatura del frente de onda y viene dado por

R(z) = 2+ 2 (2.64)

Para el segundo término de la ec. 2.63 vemos que lo que interpretamos antes como la mancha

del haz tiene ahora una dependencia z

52
w(z) = wy (1 + —2) (2.65)
donde la constante

wy =4/ — (2.66)

es llamada la cintura del haz. Antes de analizar qué significan estos términos, veamos la

solucién para p (z):

ip(z) _ WO —ip(2)
e w(z)e (2.67)
donde
z
©(2) = arctan(—) (2.68)

ZR
Es conocida como la fase de Gouy. Concatenaremos ahora estos resultados en la funcién Psi
que se propuso para satisfacer la ecuacién de onda:
ik(:l;2+y2)

Wo_ ~=H ifk—uwt) i (2)
U(zr,y,z,t)=A e wx? W eToRG) T e TR 2.69
(52,0 = AL (269)

Los tres primeros factores especifican la amplitud de la onda y los tres factores siguientes

definen la fase de la onda incluida en los factores exponenciales.

2.4.3.2. SOLUCION DE LA ETI PARA UN FRENTE DE ONDA GAUSSIANO

El haz gaussiano de la ecuacién 2.69 es una distribucién simétrica radial en la cual la variacién

de su intensidad esta dada por

2:62+y2

2
Wo _
I = [ —_— w2(z)
(x,y,z) 0 (w(2>> ETp

(2.70)
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donde wy es el radio de cintura del haz, w(z) es el radio del haz en una distancia z, y z e y

son las coordenadas espaciales transversales.

Figura 2.6: Haz Gaussiano

El frente de onda del haz gaussiano es

?+y* £(2)

Wi(z,y,z)=z+ 2R(2) 2

(2.71)

donde £(z) = arctan <Z—ZO> . Al igual que en la seccién anterior, haciendo las operaciones

correspondientes

2240252
4zz§(m2+y2) _o @ 4yT)=g

Vol VW = — =05 =2 Zepp G +40) 2.72

el segundo término de la ecuacién 2.42 resulta

9y 52 _ (122+y2)223
VAW = ——Dseap  F5) (273)
(22 + 23)
Finalmente tercer término de la ecuacion 2.42 queda
q
40,2 2 (2244?23 2 (2249?23
al('x7y7 Z) — 4’Z’ZO (‘%‘ + y )exp72wg(22+280) _ 2220 exp72w8(22+z80) (2 74)
0z (22 + 22)3w? (22 + 23)?
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2.4.3.3. RELACION ENTRE FRENTE DE ONDA GAUSSIANO Y PARABOLICO

Consideremos ahora la ecuacién 2.71. Introduciendo las equivalencias hechas en esta seccién

se llega a que el frente de onda gaussiano se puede escribir

(z° +y%)z
2(22 + 22)

donde k = 21 /\. Vamos a considerar que se desea que la cintura del haz gaussiano sea lo

W(x,y,z) =z + — krarctan(z/ z) (2.75)

mas pequeia posible, es decir, z; — 0. Entonces la ecuacién 2.75 se puede escribir como

2?2 +y? A
|44 R - — 2.76
(0p2) et o = (276)
Siendo A muy pequefia comparada con las dimensiones espaciales entonces
2?2 + y?
w ~z|1 2.77
e~ 1+ 55 .1)

La cual es la expresidn aplicada para un frente de onda parabdlico.

2.5. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha mostrado que la Ecuacién de Transporte de Irradiancia se puede obtener
tanto a partir de argumentos de dptica fisica como apartir de argumentos de dptica geométrica.
Se comprobd también la validez de la ecuacidn para frentes de onda cuya funcién de irradiancia
es conocida (esférico, parabdlico y gaussiano.)

De la deduccién analitica para obtenerla se concluye que:

1. La direccién de propagacién del frente de onda debe ser preferente en la direccidn de z.

2. Las curvaturas presentadas durante la propagacion del frente de onda deben de ser suaves

y de magnitud mucho menor que el nimero de onda.

3. El frente de onda debe ser casi lineal en z.

También, se encontrd, independientemente de los argumentos seguidos para obtenerla, la
Ecuacién de Transporte de Irradiancia representa la ley de conservacién de energia luminosa y

s6lo es valida en la regién paraxial.
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Capitulo 3

ANALISIS NUMERICO DE LA
ECUACION DE TRANSPORTE DE
IRRADIANCIA

3.1. INTRODUCCION

Con el propdsito de obtener informacidén cuantitativa sobre el frente de onda a partir de
mediciones de irradiancia en planos distintos, se han propuesto algunos métodos numéricos [5]
[28] mediante los cuales, a partir de la diferencia entre las mediciones de irradiancia en dos o mas
planos, que son una medida de la curvatura del frente de onda y de la derivada radial del frente
de onda en el borde de la pupila, se puede recuperar el frente de onda resolviendo la ecuacién ETI
que, como veremos, puede derivar en una ecuaciéon de Poisson con condicién de Neumann a la
frontera. En este capitulo presentaremos las herramientas matemdticas necesarias para entender
el desarrollo de los algoritmos propuestos al final de este trabajo de investigacion. Como ya se
mencioné en el capitulo 2, la ecuacién de transporte de irradiancia es una ecuacién diferencial
del tipo parcial. Un método muy cominmente usado para la solucién aproximada de ecuaciones
parciales es conocido como método de elementos finitos (FEM). El frente de onda puede ser
reconstruido mediante métodos numéricos de solucién de la ETI. De hecho, Thibbos et. Al. [34]
han implementado ya una solucién numérica utilizando el método de elementos finitos. Nosotros
sugerimos aqui la utilizacidon de este método debido a la sencillez con la que se comprende y se

implementa.
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3.2. TRANSFORMACION DE LA ETI EN LA ECUACION
DE POISSON

3.2.1. METODO DE CAMBIO DE VARIABLE

Como ya se mencioné en el capitulo 2, la ETI puede presentarse en su manera compacta como

Vr-[(z,y,2)VrW(z,y,2)] = —W. (3.1)

Ishizuka et. al. [30] propusieron un cambio de variable de manera que
I(I,y7Z>VTW(ZE,y,Z) = va(I,y,Z) (32)

y entonces la ecuacién (3.2) se convierte en

oI(x,y, z)
0z

la cual es una ecuacién diferencial parcial (EDP) de tipo eliptica llamada ecuacién de Poisson

V%ﬂﬁ(l”ya Z) = - (33)

en dos dimensiones.Un primer paso seria resolver numéricamente dicha ecuacién y encontrar la
funcién intermedia 1. Ahora, tomemos en cuenta que la ecuacién (3.2) da como resultado una
funcién vectorial. Debido a su complejidad, lo mejor seria de alguna manera convertirla en escalar.
Si despejamos VW (x,y, z) nos queda

VrW(x,y,z) = Vr(z,y, 2) (3.4)

I(x,y,2)
Tomemos en cuenta que V7 - VW (z,y, z) = VaW (z,y, 2), por lo que la ecuacién (3.4) se

convierte en

1
I(z,y,2)

La cual ya es una ecuacién de una funcién escalar. Utilizando la ecuacién (3.5) obtenemos

VHW () = V- | Vrlo 0,9 (35)

una solucién formal para W de la siguiente manera

1

Wiz.y,2) = Vo'V lm

vT¢(£ay7z>:| (36)

Donde V;2 se le conoce como operador Laplaciano inverso.
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3.2.2. ECUACION DE POISSON: ECUACION EN DERIVADAS PAR-
CIALES

Una ecuacidn diferencial en derivadas parciales (EDP)[31], puede describirse como una relacién
donde aparece una funcién incégnita U junto con al menos una derivada parcial. Dado que en
una EDP deben aparecer derivadas parciales, se sobrentiende que U depende de al menos dos
variables independientes.

De manera general las EDP’s con dos variables se pueden escribir como

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G = 0. (3.7)

Nétese como la ecuacién 3.7 tiene parecido con la ecuacién general de las cénicas

Ax* + Bry +Cy* + Dz + Ey + F = 0. (3.8)

Estas EDPs pueden ser clasificadas en tres grupos segtn la tabla 3.1 [31]:

Grupo Discriminante

EDP Eliptica B? —4AC <0
EDP Parabdlica | B? —4AC =0
EDP Hiperbdlica | B2 —4AC > 0

Tabla 3.1: Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales.

Particularmente,la ecuacion de Poisson tiene la forma

o*U 09U
2 = - _— =
o
Augy + Cuyy =G (3.10)

La ecuacién de Poisson en dos dimensiones se trata precisamente de una ecuacién diferencial
parcial Eliptica, puestoque A=1,C=1y —4AC < 1

3.2.2.1. CONDICIONES DE FRONTERA DE NEUMANN

En general, cada ecuacién diferencial parcial tiene varias soluciones. Por lo tanto, para plantear

problemas que tengan solucién tnica, es necesario complementar el planteamiento con condiciones
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de frontera adecuadas y con condiciones iniciales. Un problema se considera bien planteado cuando
éste posee una solucién tnica.
Para el Laplaciano consideremos el dominio €2 € R" con frontera 0f) el caso general de

problemas con valores en la frontera es: dada las funciones fq y go (fq definida en Q y gy definida
en 0Q)

{ ViU = fo (3.11)

U _
ag, + U = gs
donde a y [ son funciones. Este tipo de condiciones son llamadas condiciones de frontera
de Robin. Los casos particulares para esta condicidon ocurren y han sido estudiados con mucha

atencién.Si oo = 0, lo que se tiene es el problema de Dirichlet [32]

VU =
Jo (3.12)
pU =90
y cuando 3 = 0 se obtiene
ViU =
- fa (3.13)
O, = Yo

la cual es la condicién de frontera de Neumann y corresponde cuando en el problema se espe-
cifican los valores de la derivada direccional de U(x,y) en la direccién perpendicular al contorno
o0 [32].

3.2.3. METODO EXPERIMENTAL
3.2.3.1. SENAL DE SENSOR PARA 2 IMAGENES

Vamos ahora analizar el término de la derecha de la igualdad 3.3 y considerar la situacion
experimental general, donde tenemos que evaluar la intensidad y su derivada,(ver Fig. 3.1).

Con esta consideracién, el lado derecho de la ETI se calcula al medir las distribuciones de
intensidad en dos planos perpendiculares a la direccidon de propagacion z y separados por Az. Se
denotan como I} = I(z + Az) y I, = I(z — Az). Asi, por una expansién de Taylor alrededor de
z = zo0, las intensidades estan dadas por

ol 0PI AZ?

I(z+Az):I(z)+£-Az+@-7 (3.14)
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Figura 3.1: Estimacion de la derivada de la distribucion de inten-
sidad

ol 0?1 A2

De la diferencia de las ecuaciones (3.14) y (3.15) la derivada de la intensidad alrededor de

(3.15)

z=0es

oI _ I(z+ Az)—I(z — Az)

5, N = F(z,y) (3.16)
Sustituyendo la ecuacién anterior en la ETI obtenemos
Vi = —F(z,y) (3.17)

donde F'(z,y) es conocida como sefial del sensor, y es obtenida experimentalmente con un
arreglo plano de pixeles de una cdmara (dos imdgenes en dos planos desenfocados a la misma
distancia Az).

3.2.3.2. SENAL DE SENSOR PARA 4 IMAGENES

Si queremos usar mas de dos imagenes para estimar la derivada de la intensidad con una

mejor precision, entonces debemos utilizar la expansién de Taylor para las intensidades que se
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encuentran en planos mas alejados (en este caso, el doble de Az) y considerar mas términos en

esta expansion. Aqui se utilizara la expansion de Taylor hasta el cuarto término para encontrar la

derivada de la intensidad con 4 imagenes (este cuarto término se elige para relacionarlo con el

cuarto término de la expansién en Taylor para dos imagenes), es decir

ol 0?1 4AzZ2 931 8Az3
I(Z+2AZ)=[<Z)+&'2AZ+@' 2! +%' 3‘
ol 0’1 4AzZ2 031 8Az3
I(Z—2AZ)—I(Z>—$2AZ+@T—$ 3'
Restando 3.18 de 3.19 nos queda
(24 202) — I(2 —202) = 2L an 0L 1647
S e e R

Haciendo lo mismo para cuando se tiene solamente Az

I(z—l—Az)—](Z—Az):&-QAZ—@~T

Combinando las dos ecuaciones anteriores llegamos a

oI  I(z—2Az) —I(z+2Az) +2[(2+Az)—1(z—Az)

0z 12Az 3Az

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

La cual es la derivada de la intensidad calculada desde la informacién obtenida de cuatro

imagenes desenfocadas (ver figura 3.2). Lo anterior nos indica que, bajo un criterio que conduce

a un limite de desenfoque, se pueden utilizar mas de dos imagenes desenfocadas para calcular la

sefial de sensor [30].
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liz — 24z) I{z — Az) I(z) (z + Az) liz + 24z)
-« > > 4 >
Az Az Az Az
¢ b -
20z 20z

Figura 3.2: Estimacion de la derivada de la distribucion de inten-
sidad utilizando 4 planos

3.2.4. CONSIDERACIONES EXPERIMENTALES SOBRE LAS CON-
DICIONES DE FRONTERA

Como ya se discutid, la técnica mas utilizada consiste en obtener las intensidades I e I5 en
dos secciones transversales del haz incidente.

Ahora, supongamos que sobre el sistema de prueba incide una onda plana sobre el plano de la
pupila (z=0)(figura 3.3).
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Figura 3.3: Perfil de la distribucién de irradiancia y su primera
derivada en dos planos distintos: a) z=0, b) z>0

Entonces en este plano se tiene que

(3.23)

VI 0 En todas partes de la pupila menos el borde
=) -1 |.—o nd(r —a) En el borde de la pupila

Donde §(r — a) es una delta de Dirac (es cero en todos lados menos en el borde de la pupila
donde vale uno), —n es un vector unitario normal al borde de la pupila que apunta hacia adentro
en direccién radial, e I |,—o es la intensidad uniforme sobre el plano de la pupila. Sustituyendo

(3.23) en la Ecuacién de Transporte de Irradiancia (2.30), resulta

ol

o (3.24)

_ (—Id(r - a)%—VZ + P(?)IV%W)

z=0 2=0

Donde P(?) es la funcién de transmitancia de la pupila (es igual a uno dentro de ella y a
cero afuera) y n - VIV = %—VX es la derivada direccional del frente de onda.

Mediante una aproximacién a primer orden de Taylor, la irradiancia I; en el plano z; cercano

al plano 2z =0, es
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0l

Si hacemos la diferencia de intensidades entre el plano z = 1 y el plano z = 0 y dividimos el

resultado por la irradiancia en el plano z = 0, resulta

IL—1, 10l
= —— 3.26
Az - IO [0 0z ( )
Si sustituimos (3.24) en (3.26), obtenemos
L -1, oW ,
_ _ _Pp 27
A b - @) — Pl VAW (327)

Los dos términos de la ecuacién 3.27 se encuentran ubicados en dos regiones distintas dentro

de la pupila, por lo que no se traslapan, por lo que podemos escribir de manera general que dentro

de la pupila

I — I,
2 1— o

= — 2

\A 14 As o (3.28)
y en el borde

ow I — I

=— 2

lo cual representa una vez mas la ecuacién de Poisson, pero con condicién de Neumann a la
frontera. Esta forma de representar la ETI tiene la ventaja de que se calculard dnicamente una
sola vez el Laplaciano V2 W de manera numérica para encontrar el valor del frente de onda W,
lo cual reduce significativamente el tiempo de computo si se pretende determinarlo por el método

de elementos finitos como se vera en el siguiente capitulo.

3.3. TECNICA NUMERICA DE RESOLUCION DE EDPs

3.3.1. DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE POISSON

En la bisqueda de una descripcién cualitativa de un determinado fenémeno, por lo general se
plantea un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, vélidas para cierto dominio
y donde se imponen sobre este, una serie de condiciones en la frontera y de condiciones iniciales.
Después de esto, el modelo matematico se considera completo, y es aqui donde aparece la mayor

dificultad, dado que solamente en la forma mds simple de la ecuacidn, con fronteras con geometria
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regular, puede ser resuelta en forma exacta con los métodos matematicos que disponemos.

La idea de estos métodos consiste en aproximar las derivadas que aparecen en los problemas
de ecuaciones diferenciales de forma que se reduzca a resolver un sistema algebraico de ecuaciones
que representa la solucién de la ecuacién diferencial en algunos puntos. Una vez teniendo el sistema
lineal AX = B, se procede a resolver dicho sistema, utilizando las técnicas de élgebra lineal que
nos ofrezcan mejor desempefio computacional.

Por ejemplo, en los problemas fisicos a menudo se necesita calcular el Laplaciano V? =
2+ 2

Utilizando una férmula de diferencias centradas [35] para la segunda derivada, obtenemos la

forma del laplaciano en diferencias finitas

u(xo + Az, yo) — 2u(xo, Yo) + u(xo — Az, yo)
_|_
Ax?
w(xo, yo + Ay) — 2u(xo, yo) + u(xo, yo — Ax)
Ay?

Vzu(l”o, Yo) ~
(3.30)

A menudo suele tomarse Az = Ay = hy asi se obtiene la aproximacién estandar de diferencias

finitas de cinco puntos para el Laplaciano. Estos cinco puntos son mostrados en la figura 3.4

U(i,j+1)

Ui —1,7) U(i+1,7)

U(i,j)

U(i,j—1)

Figura 3.4: Esquema de cinco puntos de discretizacion de EDP'’s

Ahora bien, si decimos que, de acuerdo a la figura 3.4

2
o0“u ~ Uij—1,5 — QUZ‘J + Uiy1,5
Ox? h?

(3.31)

Yy que
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2
Fu wij1 — 25+ Ui

~ 3.32
O 2 (3.32)

entonces la ecuacién (3.30) se puede escribir como
Veu, ~ Ui+ Wir1j + Wi j—1 + Ui j1 — AU (3.33)

12
la cual se puede utilizar para transformar en ecuaciéon discreta el Laplaciano de una funcién.
Supongamos por ejemplo que el problema involucra a una malla de 16 puntos como el que se

muestra en la figura 3.5

Uos @ * ¢ _— ® U,

Figura 3.5: Malla de 16 elementos. Los valores de los puntos del
borde son conocidos como condiciones de frontera.

Trabajando con la primera columna de los puntos interiores de la malla, y sustituyendo k por

J, resulta

i=1Lk=1:4U11 - U2 — U1 =h*f11+ U0+ Usa
i=2k=1:4U1 —Uy,1 —Us1 —Uzo =hfo1 + Usyp
i=3,k=1:4Us1 — Uz — U3z =h’f31+Us o+ Ui

Arreglando estas ecuaciones en la forma de matriz-vector se llega a
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3.3. TECNICA NUMERICA DE RESOLUCION DE EDPs

4 -1 0 Ui -1 0 0 Ui fia [ Ui+ U |

-1 4 -1 Ugp |+ O -1 0 Usey | =h° | faa Uz

0 -1 4 1L U371 | 0 0 -1 L U372 | U371 | L Ug,o + U4,1 ]
(3.34)

La segunda columna de los puntos interiores de la malla nos da

7 = 1,k =2: 4U1,2 — Uz,z = U1,1 — U1,3 — h2f1,2 + U0,2
i= 2,k =3 ¢ 4U2,2 — U1,2 o U3,2 = Uz,l — UZ,B — h2f2,2
i=3,k=2:4Us2 —Usa—Us1 —Us3 = h®f3 2+ Us2

De igual manera, arreglando estas ecuaciones en la forma de matriz-vector se llega a

—1 0 0 U1,1 4 _1 0 U1,2
0 -1 0 Uy |+ -1 4 -1 Us o
O O —1 U3 1 O —1 4 U3,2
. L. _ S - (3.35)
-1 0 0 Uis fiz2 Up 2
+1 0 -1 0 Ups | =h*| foz | +] 0
| O 0 _1 | L U33 | L U32 i L U472 i
Por dltimo, la tercera columna nos da

i=1,k=3 4Ui3—Us3—Ur2=h’fi3+Ups+ Ui
1 = 2, k=3 4U2,3 — U1’3 — U3,3 — U2,2 = h,2f2,3 = U2’4
i=38,k=3:4Us3 —Us3 —Usa=h*fs3+ Usz+Usys

y la forma de matriz-vector seria
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3.3. TECNICA NUMERICA DE RESOLUCION DE EDPs

[ -1 0 0 |[ U] [ 4 —1 0 | [ U] [ fis ] [ Ups+ Uy |
0 -1 0 Uso |+ -1 4 -1 Uss | =0 | faz | + | Usa
L 0 0 -1 1L U372 | L 0 -1 4 1L U373 | L U373 ] | U4,3 + U374 ]
(3.36)

Finalmente el arreglo matricial completo,incluyendo condiciones de frontera (CF), se muestra

a continuacién

() CFDERECHA CF SUPERIOR
() cFizQUIERDA () CF INFERIOR

| =

—

[y |
N

| o

L

o |
—

| o

—

)
= =
S5
£ o
mhoh
= ™

—
[ =

|
—
W
|
—
-
%)
[N
—
w
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%]

I
L
[
|
L
|
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=
[
: ; W

0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 Usz | =h?| fan [+
0o 0 -1 0o -1 4 o0 -1 U faz

000 -1 0 0 4 -1 0 Uys fia U4
[ 000 l 0o -1 0 -1 4 -1 Uss fa Us 4
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e
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3.4. CONCLUSIONES

3.3.1.1. DISCRETIZACION DE LA CONDICION DE FRONTERA TIPO NEUMANN

Como ya se mencioné en este capitulo, esta condicién se da cuando se especifican los valores

de la derivada normal en el contorno del problema. De tal manera que

@
on

La ecuacién discreta de derivaciéon numérica para la primera derivada es

=g(z,y) (3.37)

8U - un-l—Lj — un_w
5 = o (3.38)

Donde el valor de u,,_; ; es desconocido pues estd fuera del dominio de R". Pero combinando
la ecuacién (3.33) con (3.38) se obtiene

4uw~ — un,jﬂ — umj—l — 2h . g(n,j) — 2un+17]~ = th(TL, k’) (339)

La cual es una ecuacién que relaciona a u, ; con sus valores adyacentes.

3.4. CONCLUSIONES

La Ecuacién de Transporte de Irradiancia (ETI) puede convertirse, considerando la configura-
cién experimental de su aplicacién préctica, en una ecuacién en derivadas parciales conocida como
ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera. Esto tiene la ventaja de que este
tipo de ecuaciones ha sido resuelta de manera numérica en otras areas de la fisica por métodos
en donde se discretizan estas derivadas. Si se quisiera obtener la fase resolviendo la ETI es posible
tambien discretizar la derivada direccional de la Intensidad con respecto al eje de propagacién.
Lo anterior da como resultado métodos de recuperacién de frente de onda donde se utilicen dos,
cuatro o mas imagenes de intensidad. El ndmero de imdgenes utilizadas disminuird el error entre

el frente de onda real y el recuperado.
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Capitulo 4

SOLUCION NUMERICA DE LA ETI
(RESULTADOS SIMULADOS Y
EXPERIMETALES)

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se procedera a dar solucién a los problemas inicialmente planteados: Por una
parte, resolver numéricamente la ETI nos ayudard a validar un algoritmo que pueda recuperar
frentes de onda cuya funcién de intensidad sea conocida. Luego con la ayuda de este algoritmo
y los datos experimentales de patrones de intensidad provenientes de un arreglo experimental
implementado para probar una lente, se recuperara la funcién de frente de onda y se caracterizaran
sus principales aberraciones. Por otro lado, utilizando el método de conteo de rayos, se construira
una algoritmo capaz de obtener una funcién de intensidad propuesta, a partir de un frente de

onda conocido.

4.2. CALCULO DE LA INTENSIDAD DE UN FRENTE
DE ONDA PARABOLICO UTILIZANDO EL METO-
DO DE CONTEO DE RAYOS

La ecuacidn de transporte de irradiancia (ETI) utilizada en dptica, es una ecuacién que relacio-

na la funcién espacial que describe un frente de onda éptico W y la correspondiente distribucion
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UTILIZANDO EL METODO DE CONTEO DE RAYOS

de intensidad I en cualquier sistema de coordenadas [16]. En algunos trabajos se ha sintetizado
esta ecuacion y se ha propuesto que, bajo condiciones especificas, la ETI puede derivar en una
ecuacién de Poisson con las condiciones de frontera de Neumann([5]. La recuperacién del frente de
onda dptico se reduce con ello a un problema numérico y que ofrece la ventaja de conocer com-
pletamente la forma de las superficies dpticas sometidas a prueba y no solo en lugares especificos,
como en el caso de franjas localizadas, que son el producto de pruebas interferométricas.

Las principales limitaciones de los métodos que utilizan a la ETI son: las superficies a prueba
deben ser superficies suaves (sin cambios bruscos de forma) y el nimero de pixeles del detector
debe ser tal, que la prueba obtenga la resolucién que se quiera lograr. Ademas de eso, el calculo
del frente de onda debe realizarse de forma numérica, y si el nimero de datos es grande, el
célculo requiere algoritmos computacionales sofisticados [36]. Este método ha sido ampliamente
estudiado en trabajos anteriores. Recientemente Campos et al. [37] han propuesto un algoritmo
para resolver la ET| de manera numérica y recuperar el frente de onda con distribuciones de
intensidad conocidas (por ejemplo, superficie parabdlica). Por otro lado, se ha desarrollado un
método general para calcular la intensidad de la luz que se propaga en un medio cuyo indice
de refraccién n (r) varia lentamente con la posicidn, basidndose en una ecuacién diferencial de
la curvatura de los frentes de onda [38]. Ademads, existe un método de conteo de rayos para
determinar la PSF de un sistema dptico, contando los rayos que impactan en una cuadricula
hipotética [39].

En esta seccién desarrollamos un algoritmo (Anexo 1), que calcula la distribucién de intensidad
causada por un frente de onda éptico mediante el método de conteo de rayos. El algoritmo tiene
soporte tedrico en la propagacion de los rayos de luz producidos por cada punto sobre el frente de
onda: Para un medio isotrépico y no conductor, los rayos de luz geométricos se definen como las
trayectorias ortogonales al frente de onda W (x, y); coinciden con la direccién del vector promedio
de Poynting. En un plano perpendicular a la propagacion del frente de onda, se obtiene una
distribucién espacial de la intensidad debido a la divergencia y convergencia de los rayos a lo largo
del plano de observacion.

La concentracién de estos rayos es un parametro que nos da una idea de la intensidad luminosa
que existe en un plano de deteccién dado.

Tal y como sucede en otros métodos (ver figura 4.1), esperamos que este algoritmo sea una
herramienta que proporcione datos que nos lleven a obtener patrones de Intensidad caracteristicos

en las superficies épticas probadas bajo los métodos de recuperacién de fase.

54



4.2. CALCULO DE LA INTENSIDAD DE UN FRENTE DE ONDA PARABOLICO
UTILIZANDO EL METODO DE CONTEO DE RAYOS

3

W
2 N

)

Figura 4.1: Patrones tipicos de pruebas dpticas a)Ronchigramas
b)Hartmanngramas

4.2.1. PROCEDIMIENTO DEL CALCULO

Considere la siguiente figura, la cual muestra el andlisis geométrico de un frente de onda, para

encontrar la posicién x4 de cada rayo éptico en un plano de deteccién.

AW

Zq

Figura 4.2: Proyeccién de rayos sobre un plano de deteccion

A continuacién se describen los pasos que constituyen este algoritmo:
Paso 1: Definir una distancia Z; del origen al plano deteccidn.
Paso 2: Calcular la diferencia de la distancia de todos los puntos del frente de onda al plano

de deteccién (Representado graficamente en figura 4.3).

55
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Yi=[Za—W(xi)/

-H.’(m')

L — b =

Figura 4.3: Distancia entre el plano de deteccion y el valor de W
en el punto seleccionado

Paso 3: Trazar rayos normalmente al frente de onda en cada punto; es decir calcular el valor

de la pendiente numérica en esos puntos (Representado graficamente en figura 4.4).

" A

aw

L = m=—- > .

Figura 4.4: Valor de la pendiente de W en el punto seleccionado

Paso 4: Proyectar esos rayos para conocer sus posiciones en el plano de deteccidn; en la figura
4.5 se observa que se forma un tridngulo rectdngulo que tiene por hipotenusa al rayo trazado, y

que sus catetos son Y; y x; — y;.

W A

g

Xi

Figura 4.5: Trazo de tridngulo auxiliar para calcular la posicion
en donde caen los rayos
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El primer cateto viene dado por

Yi = Za— Wi (4.1)

Por otro lado sabemos que tanf = xid por lo que
1 T

Y;

¢ tant (42)
Y finalmente, sabiendo que el valor de la tangente del dngulo 6 corresponde a la pendiente
calculada por — (%)_1, tenemos que
oW,

en donde se puede apreciar que la posicion del rayo en el detector queda en funcién de valores
todos conocidos.
Paso 5: Redondear estas posiciones a su valor entero préximo tal que todos los rayos que sean

adyacentes coincidan en esa posicidn, tal y como se muestra en la figura 4.6.

Punto exacto donde cae el rayo

O Qi)
l\

Punto hacia donde se
aproxima el rayo en la malla

Figura 4.6: Ajustes de posicion de rayos a su valor entero préximo
en una malla

Paso 6: Hacer el conteo de rayos que tengan la misma posicién, para asi obtener un histograma
de intensidad.
Paso 7: Hacer un ajuste polindmico de la funcién discreta de intensidad obtenida en el paso

anterior.
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4.2.2. CALCULO DE DISTRIBUCION DE INTENSIDAD PARA UN
FRENTE DE ONDA PARABOLICO

. . - 2,2 ,
El algoritmo fue aplicado a un frente de onda parabdlico W = z [1 + xz’:%’ ] en una cuadricula

(malla) de 2000x2000 datos, contandose un rayo por dato. El resultado de este algoritmo se

muestra a continuacion:

FRENTE DE ONDA PARABOLICO REAL

W [Normalizado]

0.5

0

X [mm] -05 05 Y [mm]
Figura 4.7: Frente de onda parabdlico en z=1.

Se selecciond una distancia normalizada del origen al detector z; = 1. La grafica correspon-
diente al conteo de rayos que caen en un mismo punto en ese plano se muestra en la figura 4.8.
Noétese que la mayor cantidad de rayos caen cerca del centro de la gréfica, lo cual resulta légico

para un frente de onda céncavo, como es el caso de un frente de onda parabdlico.
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Mumero de Rayos por Punto

16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000

2000

Figura 4.8: Conteo de rayos que caen en la misma posicion para
un W parabdlico.

Se realizé un ajuste polindmico con el método de minimos cuadrados a la funcién anterior. La
siguiente figura muestra la comparacién visual entre la funcién de intensidad ajustada y la real

1= z% [1 — ‘”1%7’2} para un frente de onda parabdlico.

(a) (B)

Figura 4.9: Comparacién visual entre (A) el patrén de intensidad
real y (B) el patron de intensidad ajustado

La raiz del error cuadrado medio entre estas dos funciones numéricas es de rmse = 2.44e—15.
Nétese sin embargo la similitud de la forma geométrica entre las dos funciones. En la figura 4.10

se muestra una grafica de diferencias entre la intensidad real y la calculada
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Figura 4.10: Diferencia entre el patron de intensidad real y el
patrén de intensidad ajustado

Hasta ahora, existe un método de simulacién de recuperacién de frente de onda (dadas dos
distribuciones de intensidad en el eje z, el frente de onda T se recupera). El algoritmo propuesto
aqui también esta disponible: proporciona la distribucién de intensidad | para un frente W y una
posicién z dada.

Por lo anterior, se propone aqui un algoritmo completo para el célculo iterativo de las distri-
buciones de intensidad correspondientes a un frente W (x, y).

Paso 1.- Calcular dos funciones de intensidad I; e I, en dos posiciones distintas zy y 21
respectivamente, usando el algoritmo presentado en este trabajo, para un mismo W(x,y) dado.
Lo anterior es vélido puesto que, como ya se argumentd anteriormente, los cambios en W (x,y)
a medida que se propaga en el eje z no son considerables. Por lo tanto , podemos usar la misma
W (z,y) para calcular estas dos distribuciones de intensidad.

Paso 2.- De la formula de diferencias centradas para la primera derivada discreta de la ETI se

tiene que:

In+1_In—1
ol el v (L,VW 4.4
Y (LYW) (+4)

donde Az = z; — 2. Por lo tanto, se pueden calcular las siguientes distribuciones de intensidad

a lo largo del eje z como sigue

Liyy = =202 [V - (IL,VW)] + I, (4.5)
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Paso 3.- Se repite el paso 2 parra siguientes valores de z, hasta que la diferencia entre el lado

izquierdo y derecho de la ecuacién 4.5 sea la minima deseada.

4.2.3. CALCULO DE DISTRIBUCION DE INTENSIDAD PARA PO-
LINOMIOS DE ZERNIKE

Con el fin de probar que el método de conteo de rayos propuesto en la seccidén anterior puede
generalizarse para otros frentes de onda, seleccionamos como ejemplo el polinomio de Zernike

correspondiente al astigmatismo a 90° (W = Y? — X?), el cual se grafica en la figura 4.11.

FRENTE DE ONDA ORIGINAL

-

o
oo

<
(o]

o
=

e
[N

Frente de Onda Normalizado

-O
W

0 0.5

0
-0.5

Y[Unitario] -1 X[Unitario]

Figura 4.11: El frente de onda W tomado como la aberracion
astigmatica en polinomios de Zernike

Ahora, con el método de trazo calculamos la intensidad en tres planos distintos para poder
calcular la derivada numérica presentada en la ecuacién 3.16. En la figura 4.12 se muestra la

grafica que describe este calculo para el primer plano.
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INTENSIDAD 1

Intensidad Normalizada

Y[Unitario) =1 X[Unitario]

Figura 4.12: Patrén de intensidad calculado con el método de
conteo y trazo de rayos para el astigmatismo de
Zernike

Después de esto, se utilizd el algoritmo de solucién numérica de Poisson en coordenadas
rectangulares para obtener un frente de onda recuperado.

FRENTE DE ONDA RECUPERADO

Frente de Onda Normalizado

0

0

-0.5
Y[Unitario] -1 X[Unitario]

Figura 4.13: Frente de onda recuperado con el método de conteo
y trazo de rayos

Por dltimo se calculo la funcién de diferencias entre el frente de onda de entrada y el frente

de onda recuperado.
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FUNCION DE ERROR

Diferencias

-0.5
-1 X[Unitario]

Y[Unitario]

Figura 4.14: Patrén de intensidad calculado con el método de
conteo y trazo de rayos

Con el fin de darnos una idea de la eficiencia del método para otros términos de los polinomios
de Zernike, en la siguiente tabla se muestran los resultados tanto como para el valor rms y el

coeficiente de correlacion entre el frente de onda real y recuperado de 12 polinomios de Zernike.

R Nombre Término Correlacién RMS

4 Astigmatismo Primario, a 45° 21y 0.9776 7.117e-04
6 Astigmatismo Primario, a 0° o 90° y? — a2 0.9947 4.353e-04
7 | Astigmatismo Triangular,30°,150°,270° 3xy? — 23 0.9627 8.162e-04
9 Coma a lo largo del eje y —2y + 3y3 + 3%y 0.6952 11.618e-04
15 Cenicero a 0° y* — 62%y% + 24 0.9868 5.077e-04

Tabla 4.1: Célculo de correlacion y RMS entre los frentes de onda
de polinomios de Zernike contra los recuperados con
el método desarrollado

4.3. SIMULACION NUMERICA DE RECUPERACION DE
FASE

Recientemente, Campos et al. [37] han propuesto un algoritmo para resolver la ecuacién ETI

utilizando un algoritmo iterativo. Utilizando la teoria de los métodos numéricos revisada en el
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capitulo anterior, en esta seccién desarrollamos una herramienta computacional que recupera un
frente de onda W (z, y) conocido, a partir de dos distribuciones de intensidad también conocidas,

pero en dos posiciones de z distintas.

4.3.1. SOLUCION NUMERICA DE LA ETI: FRENTE DE ONDA PA-
RABOLICO

El problema directo de la ETI consiste en los siguiente: conocidas las distribuciones de intensi-
dad en dos planos separados una distancia Az, encontrar el frente de onda que las originan. Por lo
anterior, hemos desarrollado un algoritmo de recuperacién de fase (Anexo 2), basado en la teoria
del método de elementos finitos, y en la derivacién de la ETI en una ecuacion de Poisson con
condiciones de frontera tipo Neumann, lo cual fue revisado en el capitulo anterior. El algoritmo
quedaria como sigue:

Paso 1.-Seleccionamos primero un frente de onda parabdlico como el mostrado en la seccién
2.4.2, de el cual se conoce exactamente su funcién de intensidad real. Seleccionamos también la
distancia zg y la distancia Az de separacion entre los dos planos en los cuales se desea calcular la

distribucién de intensidad. De tal manera que

—(:0 ;Ayi)g] J(z0 + Az)? (4.6)

Estas funciones de intensidad se calculan numéricamente mediante una malla plana cuyos

separaciones Ax y Ay se elijen de acuerdo a la precisién que se requiera.

Paso 2.- Se calcula la funcién de sensor F'(z,y) revisada en la seccién 3.2.3.1.

Paso 3.- Se aplica el método de solucién numérica de matrices AU = F revisado en la seccién
3.3.1.

Paso 4.- Se compara el frente de onda obtenido con este método con el frente de onda original.

4.3.2. SIMULACION NUMERICA

El frente de onda parabdlico normalizado W (z,y, z) = 2[1 + (2% + 4?)/22] para un z = 100

con una rejilla de 100x100 elementos y un Az = 0.001 se muestra a continuacidn:
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FRENTE DE ONDA PARABOLICO REAL

W [Normalizado]

0.5
0

X [mm] -05 05 Y [mm]

Figura 4.15: Frente de onda parabdlico W en z=100

La sefal del sensor simulada con las intensidades obtenidas mediante la ecuacién (4.6) se

muestra en la figura 4.16

FUNCION DEL SENSOR

0.8
0.6 4

0.4

F[Normalizado]

0.2

O) .
0.5

0.5

0

0

X [mm] -05 .05 Y [mm]

Figura 4.16: Sefal de sensor simulada

Y finalmente, el frente de onda recuperado mediante el método de elementos finitos para la

onda parabdlica propuesta se muestra en la figura 4.17
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FRENTE DE ONDA RECUPERADO

o o
[+>] 2] -
L

Wr{Normalizado]
o
i

0.5

0

0

X [mm] -05 05 Y [mm]

Figura 4.17: Frente de onda recuperado con diferencias finitas

Haciendo un anélisis puramente cualitativo de la grafica anterior y comparandola con la ob-
tenida para el frente de onda parabdlico (figura 4.15), podemos concluir que son parecidas en su
forma, por lo que se sospecha que el frente de onda se pudiera recuperar con alguna cantidad
de error. La siguiente grafica muestra las diferencias entre el frente de onda parabdlico origi-
nal y el recuperado. El valor de la raiz cuadratica media para esta funcién de diferencias es de
rms = 2.0453x10~ %mm.

DIFERENCIAS

X [mm) 05 .05 Y [mm]

Figura 4.18: Error de diferencias ente elfrente de onda parabdlico
original y recuperado
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4.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

En la figura 4.19, se muestra un esquema de la configuracién experimental. Utilizamos una
fuente de laser con una longitud de onda de 632.8 nm. Se colocé un objetivo de microscopio con
el fin de provocar frentes de onda esféricos y dirigirlos hacia el sistema de prueba. El sistema se
separa una distancia que es muy proxima a su distancia focal. Dicha distancia es medida desde la
salida del objetivo de microscopio hasta el vértice del sistema, tal que, si éste tuviera una forma
perfecta, el haz se encontraria colimado a su salida. Es decir, tendriamos un frente de onda plano
a la salida del sistema. Sin embargo, si el sistema tiene deformaciones o aberraciones, el frente de
onda se deformara. Para obtener las mediciones de intensidad usamos un sensor CMOS. Como
se muestra en esta misma figura 4.19, las mediciones de intensidad se realizan en dos planos

diferentes.

Laser ; CMOS »

Objetivo de Lente de prueba

Microscopio Zo

Zo-fz Zo+iz

Figura 4.19: Esquema del arreglo experimental

El sistema evaluado fue un doblete acromético de la empresa Edmund Optics (eo®)) de 12.5
mm de didmetro y de 50 mm de distancia focal efectiva . El sensor CMOS que se utilizé fue el
contenido en la cdmara Pixelink@®) PL-B776 de 3.1 megapixels. El experimento se muestra en la
figura 4.20.
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Figura 4.20: Implementacion del experimento

4.4.1. APLICACION DE ALGORITMO PARA RESOLVER LA ETI

En la figura 4.21 podemos observar dos patrones de intensidad, correspondientes al haz lumino-
so que atraviesa una lente plano-convexa de 13.82 mm de didmetro y 26mm de radio de curvatura,
capturados con el arreglo experimental de la figura 4.20. Dichas imdgenes se encuentran separadas
25.4 micrémetros una respecto de la otra. Esta distancia se eligié por ser la distancia alcanzada
con el minimo desplazamiento que permite el micrémetro que utilizamos. Martinez-Carranza et.
al. [40] han estudiado los factores que influye en la seleccién éptima de dicha separacién cuando
se utiliza el método FFT para la solucién de la ETI. Sin embargo, este tipo de estudio no se

encuentra reportado para el caso del método de elementos finitos.

68



4.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Figura 4.21: Intensidades Experimentales capturadas a Az =
25.4um

Ahora bien, se utilizé el algoritmo propuesto en la seccién anterior , sobre las distribuciones
de intensidad experimentales de la figura 4.21, tomando una distancia Az de 25.4 micrémetros
para esta lente. La sefal de sensor obtenida es la que muestra en la figura 4.22. Note como la

informacién til sobre la forma de la lente solo se encuentra en una regién del sensor.

FUNCION DEL SENSOR

0.2

x5000 gm

1y T %5000 m

Figura 4.22: Sefial de sensor para un doblete de 50mm de dis-
tancia focal efectiva

Ahora bien, tal como lo muestra la figura 4.19, la funcién de frente de onda W de referencia

debe de ser idealmente un plano si el frente de onda no estuviera aberrado. Este frente de onda
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se muestra en la figura 4.23

FRENTE DE ONDA DE REFERENCIA

04

0

x5000 p:m 04 04 - x5000 pzm

Figura 4.23: Frente de onda de referencia para un doblete de
50mm de distancia focal efectiva

La funcién resultante después de aplicado el algoritmo a los datos experimentales es la que se

muestra en la figura 4.24.
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FRENTE DE ONDA (LENTE DE ¢=13.82 mm)

2.5 -

6000

Y [um] ‘ -6000  -5000 X [pm]

Figura 4.24: Frente de onda experimental para un doblete de
50mm de distancia focal efectiva

En la figura 4.25 se muestra la aproximacién en polinomios de Zernike de la funcién anterior.
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OPD: AJUSTE EN POLINOMIOS DE ZERNIKE,SIN LOS TERMINOS 1,2,3Y 5

0

-05 -05
Y [Unitario] -1 -1 X [Unitario]

Figura 4.25: Frente aproximado en polinomios de Zernike para
un doblete de 50mm de distancia focal efectiva

El error pico valle obtenido fue de p-v=1.5018\ y el error rms=0.5752\. La tabla 4.3 muestra

los coeficientes para los primeros 15 polinommios de Zernike con los que se construyé la funcién

anterior
R Nombre Valor
4 Astigmatismo Primario, a 0° o0 90° -0.027
6 Astigmatismo Primario, a 45° -0.197
7 | Astigmatismo triangular a 0°,120°,240° | -0.094
8 Coma en x -0.013
9 Comaeny 0.440
10 | Astigmatismo Triangular,30°,150°,270° | 0.056
11 Cenicero -0.010
12 | Astigmatismo de 5° Orden a 0° 0 90° | 0.053
13 Aberracion Esférica 0.104
14 Astigmatismo de 5° orden a 45° 0.232
15 Cenicero 22.5° 0.281

Tabla 4.2: Valores de Coeficientes de Zernike obtenidos con el
algoritmo desarrollado
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Finalmente la figura 4.26 muestra los coeficientes de Zernike para dicha funcién.

COEF. DE ZERNIKE OPD ALGORITMO DESARROLLADO

-02

L I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numero de coeficiente

Figura 4.26: Coeficientes de Zernike obtenidos con el algoritmo
desarrollado

4.4.2. APLICACION DE METODO INTERFEROMETRICO

Estos mismo doblete fue probado con el interferémetro Zygo®). El arreglo experimental para
realizar esta prueba se muestra en la figura 4.27, donde f es la distancia focal de la lente y R
corresponde al radio de curvatura de un espejo auxiliar, el cual se coloca a una distancia tal que
el radio de curvatura medido desde el vértice del espejo coincida con el punto focal de la lente de
prueba. Lo anterior se realiza para que los rayos provenientes la lente de prueba regresen por la

misma trayectoria y pueda observarse los interferogramas en la pantalla del Zygo®).

73



4.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

LENTE A
PLANO PROBAR

DE REFERENCIA ESPEJO

ESFERICO

:

INTERFEROMETRO
ZYGO =

Figura 4.27: Arreglo experimental interferométrico para realizar
las pruebas sobre los dobletes acromaticos.

El interferograma obtenido para la misma lente utilizada en la seccién anterior se muestran en
la figura 4.28

Figura 4.28: Interferograma de sobre lente plano-covexa de
26.36mm de radio de curvatura.

El interferograma capturado fue sometido a un andlisis interferométrico con un método con-
vencional, incluido en el programa Durango. La figura 4.29 muestra la grafica obtenida para la

lente plano-covexa de 26.36mm de radio de curvatura con los coeficientes arrojados por el software
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4.4. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Durango. El error pico-valle para el andlisis de este doblete es de p-v= 2.0273)\ y el rms=1.2236
A

DURANGO

0

-0.5
Y [Unitario] -1 1 X [Unitario]

-0.5

Figura 4.29: Grdfica del frente de onda recuperado para lente
plano-covexa de 26.36mm de radio de curvatura.
(software Durango)

Finalmente la figura 4.30 muestra los coeficientes de Zernike obtenidos con el software Du-

rango.
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R Nombre Valor
4 Astigmatismo Primario, a 0° o 90° 0.056
6 Astigmatismo Primario, a 45° 0.103
7 | Astigmatismo triangular a 0°,120°,240° | 0.006
8 Coma en x -0.153
9 Comaeny 0.675
10 | Astigmatismo Triangular,30°,150°,270° | -0.014
11 Cenicero -0.006
12 | Astigmatismo de 5° Orden a 0° 0 90° | -0.069
13 Aberracion Esférica -0.052
14 Astigmatismo de 5° orden a 45° -0.058
15 Cenicero 22.5° 0.003

Tabla 4.3: Valores de Coeficientes de Zernike obtenidos con el
software Durango

- COEF. DE ZERNIKE OPD SOFTWARE DURANGO

06

05

04r

03

02

017

-01 |

‘0.2 | I N I N I U I R R R R S U S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Numero de coeficiente

Figura 4.30: Coeficientes de Zernike obtenidos con el software
Durango
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4.5. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un algoritmo para obtener una funcién numérica de la distribucién de
intensidad que causa un frente de onda éptico parabdlico. Esta funcién se comparé con la funcién
real y se obtuvo el error cuadratico medio, el cual se puede utilizar como parametro de convergencia
para encontrar la funcidon numérica de la intensidad de frentes de onda no convencionales, mediante
el algoritmo completo propuesto en este trabajo.

Para resolver numéricamente el ETI, se propone un algoritmo que utiliza un frente de onda
parabdlico y una distribucién de intensidad numérica. EI medir las distribuciones de intensidad en
dos planos simétricos permite escribir el ETlI como una ecuacién de Poisson con condiciones de
frontera de Neumann. Por lo tanto, utilizando el método de diferencias finitas, de la ecuacién de
Poisson obtenemos una sistema de ecuaciones lineales que pueden resolverse mediante el algoritmo
propuesto. Se logré mediante este algoritmo realizar una analisis de frentes de onda calculados y
los reales conocidos.

Por ultimo se realizd un procedimiento experimental en donde se comprobé por comparacién
que este algoritmo puede ser Util en el andlisis de las formas geométricas de un sistema éptico.
Una comparacién visual entre la imagen del ajuste en polinomios de Zernike con el algoritmo de
recuperacién de fase desarrollado y la obtenida con el analizador Durango (figura 4.29), permite
ver como los frentes de onda obtenidos con estos dos métodos presentan semejanzas notables.

Los valores de rms y p-v también demuestran que si lo son.

r



Capitulo 5

CONCLUSIONES GENERALES

En este trabajo se lograron construir los dos algoritmos planteados en los objetivos : el primero
resuelve de manera numérica la ecuacién de transporte de irradiancia mediante el método de
elementos finitos en coordenadas cartesianas, teniendo como datos de entrada las mediciones
de intensidad provenientes de un haz luminoso, el cual previamente ha pasado por un elemento
optico; el segundo utiliza el método de trazo y conteo de rayos, para encontrar una funcién
aproximada de intensidad, utilizando como datos de entrada una funcién de frente de onda, la
cual cumple con las condiciones donde la ecuacidn de transporte es valida. Con el primer algoritmo
se encontraron los valores de error entre la funcién de frente de onda calculada contra el frente
de onda original. Se encontré que el error tiene valores bajos a medida que nos acercamos al
centro de la pupila, lo cual indica que el algoritmo tiene un comportamiento que es coincidente
con la funcionalidad paraxial de la ecuacién de transporte. Después, se realizd el contraste entre
una prueba dptica convencional contra los resultados obtenidos con el primer algoritmo aplicado
sobre una lente de prueba. Segtn la literatura revisada, esta seria la primera vez que se realiza
este tipo de comparacién cuando se utiliza esta técnica cuando han sido utilizadas coordenadas
cartesianas. Se pudo comprobar que la forma de los frentes de onda obtenidos con ambas técnicas
son similares de manera cualitativa. Sin embargo se necesita trabajar en la interpretacién de
las escalas, para poder comparar cuantitativamente las deformaciones con las dos técnicas. No
obstante, el hecho de contar con este algoritmo y poder contrastarlo con las pruebas épticas
convencionales, representa un avance importante en estd area de las pruebas dpticas, ya que esta
técnica no requiere de Optica adicional, es rapida de montar y resulta comparativamente mds
barata de implementar.

Con el segundo algoritmo, lo que se encontré es que, por lo menos para el frente de onda

parabdlico, la funcién de intensidad calculada es, segln la funcién de error, muy similar a la co-
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rrespondiente funcién de intensidad real, lo cual nos hace suponer que el método propuesto puede
servir para encontrar los patrones de intensidad que caracterizan a las principales aberraciones en

las técnicas basadas en la ETI.

5.1. TRABAJO FUTURO

1.-Realizar una comparacién cuantitativa entre los frente de onda obtenidos con un software
comercial y los obtenidos con nuestro algoritmo de recuperacion de frente de onda.

2.-Desarrollar un algoritmo iterativo con el fin de verificar que algoritmo de conteo de rayos
obtiene funciones de intensidad que satisfacen la ecuacién de transporte.

3.- Encontrar los patrones de intensidad caracteristicos de aberraciones dpticas.
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Apéndice B

Programa de trazo de rayos en 3D

Listing B.1: Codigo Matlab

clear all
radio=42;
% Define domain
a=-1,b=1;
c= -1 d = 1;

% Define grid sizes

M =101; % number of points

N =101; % number of points

hx = (b—a)/(M=1); % length of sub—intervals in x—axis
hy = (d—c)/(N-1); % length of sub—intervals in y—axis
% Generate 2D arrays of grids

[X,Y] = meshgrid(a:hx:b,c:hy:d);

% es la distancia donde se desea conocer el patron de intensidad
%6ebe ser muy grande para que z"2 sea mucho mayor que x"2+4y"2
z=100;

delta_z=0.001;

zl=z—delta_z;

z2=z+delta_z;
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%RENTE DE ONDA
W=z +(X."24Y.72) /(2% z) ;

Y%calculo de las intensidades en tres planos
1=(1/z2"2)%x(1—(X."24+Y."2) /(z2"2));
11=(1/21"2)x(1—(X."24Y."2) /(z1"2));
12=(1/22"2)%(1—(X."24+Y."2) /(z2"2));

% % %efial del sensor

%=delta_z " —1x((11—1)./(1));

%=delta_z "1x((11—12)./(11+12));
F=(1/(2xdelta_z)).x(11—-12);

%rafica de la sefial del sensor
figure (2)
surf(X,Y,F, "EdgeColor’, "none ")

% % %Werivada direccional

% Radio=sqrt (X."2+Y."2);

% unitariox=(X./Radio);

% unitarioy=(Y./Radio);

% [Fx, Fy]=gradient (W, hx, hy);

% direccional=(Fx.x unitariox+Fy.x unitarioy);
%Boundary conditions
G=zeros(size (W));

G(:,1)=F(:,1); %left
G(: M)=F(: ,M); %right
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G(M,:)=F(M,:); % bottom
G(1,:)=F(1,:); %top

%convertir en un vector para compatibilidad con programa de

poisson
F=(reshape(F',1,(M)*(N))) ";

% Build matrix B

r2 = 2xones(M,1);

r = —ones(M—1,1);

B = diag(r2,0) + diag(r,1) + diag(r,—1);
B(1,2)=—2;

B(M,M—1)=—2;

% Sparse matrix B

B = sparse(B);

V=Ffull (B);

% Build sparse identity matrix

| = speye(M);

% Build tridiagonal block matrix A
A = kron(B, 1) + kron(I|,B);

O=full (A);

%ondicion de frontera en las cuatro esquinas
G=2+G;
for i=1:N
for j=1:M
if i=—1&&j==1
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G(i,j)=2.%G(i,]);
elseif i=—1&&j=—M
G(i,j)=2.«G(i,]);
elseif i=\MR&j==1
G(i,j)=2.%G(i,]);
elseif i=M&j=—M
G(i,j)=2.%G(i,]);
end

end

end

G=(reshape(G',1,(M)x(N))) "’
F=hx"2.%F+hx.xG;

x=zeros (size(F));

% A=0;

[ u, err, iter, flag | = sor(A, x,F,0.001, 1el0, le-—5);
u=reshape (u,M,N);

%ALIDA

%

%nascara para pupila circular

[R,S]=size (W) ;

for i=1:R
for j=1:S

if sqrt (((R/2)—i)"2+((S/2)—j) "2)<=radio %qui va la palabra radio
Wi, J)=W(i b))
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else
W(i,j)=NaN;
end
end

end

% condicionando y normalizando la grdfica
WAN-min (min (W) ) ;
WAW. /max(max(W) ,[], 'omitnan');

figure (1)
surf(X,Y,W, "EdgeColor’, "none ")

%nascara para pupila circular

[R,S]=size(u);

for i=1:R
for j=1:S
if sqrt(((R/2)—i)"2+((S/2)—j) "2)<=radio
u(i,j)=u(i,j);
else
u(i,j)=NaN;
end
end
end

u=u—min(min(u));
u=u./max(max(u) ,[], 'omitnan’');

figure (3)
surf(X,Y,u, 'LineStyle’', 'none’', 'EdgeColor’ ,[0 0 0], FaceColor’',

interp )
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shading interp

error=u-\W,;

% %

% % figure (4)

% % surf(X,Y,error, LineStyle ', ’'none’, EdgeColor’',[0 0 0],’

FaceColor ', "interp ')
% % shading interp
% %

%
%uncion que calcula el rms
c=0;
meanse=0;
[R,S]=size(error);
for i=1:R
for j=1:S
if isnan(error(i,j)) =1
meanse=error (i, j) 2+ meanse;
c=c+1;
end
end
end

meanse=meanse/c;
rr=|[1;

0.900000000000000;0.800000000000000;0.700000000000000;,0.60000000000000

yy=[0.00119224903678732;
0.000767707451060122;0.000471842429787704;0.000275119041683516;0.000146!
e—05;2.94868784482393e—05;9.95899650532569e—-06;2.22023312691972
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e—06;2.66846413915054e—07,0];

% yy=yy./max(max(yy));

figure (6)

plot(rr,yy);
xlabel("Pupila_Unitaria_Adimensional ")
ylabel ( "Error_Cuadratico_Medio")

y=rr." 2;
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Apéndice C

Programa de recuperacion de frente de

onda

Listing C.1: Codigo Matlab
clear all
hx=0.01;
hy=0.01;
x=(—1:hx:1);
y=(—1:hy:1);
[X,Y]=meshgrid (x,y);

zo=0.01;

W=zo +((X."24Y.72) /2xz0) ;
WAW. /max(max(W) ) ;

figure (1)
surf(X,Y W, "LineStyle', 'none');

Wasol: Encontrar el gradiente numérico para cada punto de W
[FX,FY] = gradient (W, hx, hy);

% Waso2: Seleccionar una distancia z (zd para el plano de

deteccién) mayor que el
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% maximo valor de W'y definir la diferencia de longotiud vertical
Yi entre esta

% distancia y el valor de W para cada uno de los puntos W(x,y)

z_d=max(max(W) ) ;
Yi=z_d-W;
Wota: cuidar que Yi sea positivo siempre

% %aso3: Encontrar las pendientes de las rectas normales a cada
uno de los

% puntos en las direcciones x e y

mx=1./FX;
my=1./FY;

[M,N]=size (mx) ;
Intensity=zeros(M,N);

xdi=zeros (M,N);
ydi=zeros (M,N);

xi=Yi./mx;
yi=Yi./my;

Waso4: Proyectar esos rayos para saber su posicién en el plazo
zd

xdi=(X—xi)=10;
ydi=(Y—yi)=10;
%
%
%

% %asob: Redondear esas posiciones a su valor entero préximo
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para que rayos adyacentes coincidan en esa posicidon
redondeox=round ( xdi);

redondeoy=round(ydi);

vuxp=unique (redondeox);

vuyp=unique (redondeoy);

m=length (vuxp) ;
n=length (vuyp);

Wasob6: Hacer el conteo de rayos tienen una misma posicién, para
obtener una funcién discreta de intensidad

conteo=zeros(m,n);

for i=1m
for j=1:n
for k=1:M
for h=1:N
if redondeox(k,h)=—=vuxp(i) && redondeoy (k,h)=vuyp(
j)
conteo (i, ]j)=conteo(i,]j)+1;
end
end
end
end
end
for k=1:M
for h=1:N
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for i=1:m

for j=1:n
if vuxp(i)==redondeox(k,h) && vuyp(j)=redondeoy(k
h)
Intensity (k,h)=conteo(i,j);
end
end
end
end

end

prueba=cat(3,X,Y, Intensity);

Intensity = smooth3(prueba);

Intensity = squeeze(Intensity (:, :, 3));
figure (2)

surf(X,Y, Intensity , 'LineStyle’, "none’)

zlabel ( 'Nimero_de_Rayos_por_Punto ")
hcb=colorbar

title (hcb, 'Ndmero_de_Rayos _por_Punto’)
%

RN XXX

Waso7: Ajuste polinomico de la funcién discreta obtenida en el

paso anterior

[xData, yData, zData]| = prepareSurfaceData( X, Y, Intensity );
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% Set up fittype and options.

ft = fittype( 'poly22" );

opts = fitoptions( ft );

opts.Lower = [—Inf —Inf —Inf —Inf —Inf —Inf];
opts.Upper = [Inf Inf Inf Inf Inf Inf];

% Fit model to data.
[fitresult , gof] = fit( [xData, yData], zData, ft, opts );

coeficientes=coeffvalues(fitresult);

|=coeficientes (1) + coeficientes(2)xxData +coeficientes(3)xyData +
coeficientes (4)*xData.”2 + coeficientes(5)*xData.xyData +
coeficientes (6)xyData.”2;

|=reshape (| ,M,N);
|=I—min(min(1));

I=I./max(max(1));

figure (3)
surf(X,Y,l, LineStyle ', 'none’)

Y%ntensidad real reportada

IR=(1/z0"2)%(1—(X."24+Y."2) /(z0"2));
%
IR=IR—min(min(IR));

IR=IR . /max(max(IR));
%
figure (4)

surf(X,Y, IR, "LineStyle ', "none’)

Y%error
figure (5)
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error=|—IR;

surf(X,Y, error, 'LineStyle’

SQE = error."2;
MSE = mean(SQE(:));
RMSE = sqrt (MSE) ;

, "'none ")
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