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RESUMEN

Este trabajo presenta el analisis de las estructuras y caracteristicas de
desempeiio de los codigos LDPC (Low-Density Parity-Check Codes), los
cuales son una clase de cédigos lineales de blogue que proporcionan un

rendimiento cercano a la Capacidad utilizando decodificacion iterativa.

En principio se presenta la idea general de un sistema de comunicaciones
y por medio de un diagrama de blogues se muestra coOmo esta
conformado tal sistema. Después se sigue con la explicacion del concepto
de codificacion y la razén por la cual se necesita de ésta para la
transmision o almacenamiento de informacién. Ademas se dan las
definiciones de algunos parametros utilizados en este campo, incluyendo

el gran aporte de Shannon con sus teoremas.

Posteriormente se realiza una revision general de las familias de codigos
de correccibn de error presentes en la literatura, definiendo sus
estructuras y diferencias. Luego de esta revisién se da una introduccion a
los cédigos LDPC, en donde se explica la forma de codificacion y los

distintos algoritmos de decodificacion para estos codigos.

Finalmente, se realiza el analisis del tipo de codigos LDPC basados en
arreglos y se muestran los resultados de las simulaciones realizadas. Se
presenta la definicion del fendmeno de error-floor y conjuntos absorbentes
los cuales afectan el rendimiento de los codigos LDPC en las regiones de
bajo BER (Bit-Error Rate). Se estudia el efecto de la cuantizacién en el
rendimiento de los decodificadores de los cédigos LDPC basados en
arreglos. Asi mismo, basados en el estudio anterior se analiza el resultado
de la variacion de los pesos de las columnas de las matrices de

comprobacion de paridad para dichos codigos.

Al final de la tesis se incluyen los codigos de los programas realizados,
junto con una breve descripcion de ellos, y se detalla un programa
interactivo basado en MatLab para la enseflanza de comunicaciones
digitales.



ABSTRACT

This thesis presents the analysis of structures and performance
characteristics of LDPC codes (Low-Density Parity-Check), which are a
class of linear block codes that provide performance close to Capacity

using iterative decoding.

We first present the overview of a communications system and by means
of a block diagram we show how such system is formed. Then the concept
of coding is explained, along with the reasons of why this is required for
transmission or storage of information. Moreover, we give the definitions of
some the parameters used in this field, including the great contribution of

Shannon with his theorems.

Additionally, we perform a general review of the families of error correcting
codes in the literature, defining their structures and differences. After that,
an introduction to LDPC codes is presented, where the coding and
decoding algorithms for these codes are explained.

Finally, the analysis of the array-based LDPC codes is performed and the
results of the simulations are shown. It is introduced the definition of error-
floor phenomenon and absorbing sets which affect the performance of
LDPC codes in the regions of low BER (Bit-Error Rate). Quantization
effects in the performance of decoders of array-based LDPC codes are
also studied. Then, based on the previous study we analyze the result of
variations of the column weights of the parity check matrices for these

codes.

At the end of the thesis, the codes of the implemented programs are
included and an interactive program based on Matlab for teaching of
digital communications is described.
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PREFACIO

Desde el primer sistema de comunicaciones digital disefiado a principios
de los afios 40, el cual se basé en la modulacion de pulsos codificados
(PCM), se asumié que la informacién podia transmitirse eficientemente en
forma digital sobre canales de comunicacion afectados por ruido, solo si la
transmision no se viera comprometida por dichos canales. Es asi que se
creyd que los efectos del ruido Unicamente podian contrarrestarse al
aumentar la potencia de la sefial transmitida, asegurando que la relacion
sefal a ruido fuera lo suficientemente alta. Shannon con su trabajo
revolucionario, cambio el punto de vista que en ese entonces tenian las
comunicaciones digitales, mostrando que era posible transmitir datos
digitales con una confiabilidad arbitrariamente alta, sobre canales
afectados con ruido, lo cual se obtenia mediante el uso de la codificacion
de los datos digitales a transmitir, utilizando un codigo de correccion de
error. Grandes esfuerzos de investigacion en este campo han traido
consigo importantes resultados, como lo son los codigos LDPC (Low-
Density Parity-Check Codes) propuestos por Gallager en 1962 en su tesis
doctoral; pero que solo recibieron la atencion adecuada hasta finales de
los afios. Este tipo de cddigos de blogue presentan excelente rendimiento
y su uso en diferentes aplicaciones ha aumentado notablemente, su
andlisis y el disefio de sus decodificadores han atraido una gran atencién

actualmente.

El objetivo de esta tesis es analizar la estructura y caracteristica de
desempefio de los cédigos LDPC basados en arreglos (array-based
LDPC codes) realizando modificaciones a su matriz de comprobacion de
paridad para observar el efecto en el rendimiento del decodificador del

caodigo.

Para lograr el objetivo de la tesis, primero se estudiaron los bloques que
conforman un sistema de comunicaciones digital, los cuales se presentan
en el Capitulo 1, en donde se define cada bloque y su funcién dentro del

sistema. En el Capitulo 2 se estudia especificamente el bloque de
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codificacion, en donde se explica la necesidad de la codificacion y como
surgid la investigaciéon en este campo. En el Capitulo 3 se presentan
algunos caodigos de correccion de error, mostrando la estructura de cada
uno de ellos. Posteriormente en el Capitulo 4 se realiza el estudio de los
cédigos LDPC, empezando con sus fundamentos, codificacion y los tipos
de algoritmos de decodificaciéon utilizados para estos codigos.

En base al estudio realizado en los capitulos anteriores, en el Capitulo 5
se desarrolla el andlisis de los cédigos LDPC. Se inicia con la
representacion de los codewords pertenecientes a una familia especifica
de codigos de bloque. A continuacion se inicia el estudio de los cédigos
LDPC basados en arreglos, presentando su estructura y los parametros
que definen este tipo de codigos. Se introduce los conceptos de error-
floor, conjuntos absorbentes y se explica el efecto que producen en el
rendimiento de los decodificadores iterativos. Posteriormente se presenta
el analisis de la eleccion del esquema de cuantizacion para los mensajes
transmitidos. Asi mismo se realizan simulaciones del efecto de la
variacion del peso de columna en las matrices de comprobacion de

paridad.

Al final de la tesis se presentan las conclusiones y el trabajo futuro. Por
altimo, en el Apéndice se incluyen las descripciones de las funciones
realizadas en MatLab y la descripcién de programa interactivo basado en

MatLab para la ensefianza de comunicaciones digitales.



Capitulo 1
INTRODUCCION

En el presente capitulo se dara una revision de la idea general de un
sistema de comunicaciones y por medio de un diagrama de bloques se
mostrara como estéd conformado tal sistema, realizando el estudio de cada
blogue. Por ultimo se presentaran tres diferentes tipos de canales (BSC,

BEC y BI-AWGN) y se estudiaran sus principales caracteristicas.

Recientemente, se ha visto un aumento en la demanda por los sistemas
de transmisién y almacenamiento de datos digitales que sean eficientes y
confiables; esta demanda se ha acelerado por la emergencia de redes de
datos de gran escala y de alta velocidad en cuanto el intercambio,
procesamiento y almacenamiento de informacion digital en diferentes
campos de aplicacién. Por tal motivo, se presentd la necesidad de una
fusidn entre los sistemas de comunicaciones y la tecnologia de la
informacion, en donde una de las preocupaciones mayores del disefiador
de un sistema es el control de los errores, de forma que los datos se

puedan reproducir con una alta fiabilidad.

En 1948, Shannon en un documento trascendente e historico [1],
establece que por medio de una correcta codificacién de la informacion,
los errores provocados por un canal con ruido o algun medio de
almacenamiento pueden reducirse a un nivel deseado sin la necesidad de
sacrificar la tasa de transmision o el almacenamiento de la informacion,
siempre que la tasa de la informacion sea menor que la capacidad del
canal. A partir del trabajo presentado por Shannon, el disefio de métodos
eficientes de codificacion y decodificacion para el control de errores en un
canal con ruido, se ha convertido en un tema de investigacion importante.
Investigaciones recientes han logrado contribuir en la confiabilidad
requerida en los sistemas digitales de alta velocidad, siendo la
codificacion para el control de errores parte integral del disefio de los

sistemas modernos de comunicacion y almacenamiento digital.
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La transmisién y el almacenamiento de informacién tienen mucho en
comun. En los dos procesos se transfieren datos desde una Fuente de
informacion a un destino (o usuario) [2]. La Figura 1.1 representa un

sistema caracteristico de transmision o almacenamiento.

E d Codificad u Codificad \ Modulador
_ fuente .,e > doll |fca or > ((j) I| ical cl)r > (unidad de
informacior e la fuent el cana escritura)

Canal (medio de
almacenamientt

Ruido ——— »

A 4

>
-

Decodificad Decodificad Demodulador
Destinc < ecoaincador | ecodliricaaor < (unidad de

de la iente D del canal \
lectura

Figura 1.1 Sistema de comunicaciones tipico.

La Fuente de informacion puede ser una persona o0 una maquina (un
computador digital o un terminal de datos), mientras que la salida de la
fuente puede ser una onda continua 0 una secuencia de simbolos
discretos. El Codificador de la fuente (source encoder) convierte la salida
de la fuente en una secuencia binaria de digitos (bits) llamados la
secuencia de informacion U. En el caso de una fuente continua, el
proceso involucra una conversiéon analégica-digital (A/D). El codificador de
la fuente es idealmente disefiado de forma que (a) se minimiza el nUmero
de bits requeridos por unidad de tiempo que representan la salida de la

fuente; y (b) la salida de la fuente puede ser inequivocamente

reconstruida a partir de la secuencia de informacion U. El codificador del
canal transforma la secuencia de informacién U en una secuencia discreta

codificada vV conocida como codeword. En la mayoria de casos V es una

secuencia binaria, aunque en algunas aplicaciones se utilizan codigos no

binarios. La tarea de la codificacién de canal es combatir al ambiente con
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ruido, en el cual, los codewords seran transmitidos o en su caso
almacenados. El modulador (0o unidad de escritura) convierte cada

simbolo de salida del codificador del canal en una forma de onda de
duracion T segundos, la cual es apropiada para la transmisiéon (o
grabacion); la forma de onda entra al canal (0 medio de almacenamiento)

y es afectada por el ruido. El demodulador (o unidad de lectura) procesa
cada forma de onda de duracién T segundos y produce una salida
discreta (cuantizada) o una salida continua (no-cuantizada). La secuencia

de salida del demodulador corresponde a la secuencia codificada Vv, la
cual es llamada la secuencia recibida r. El decodificador del canal

transforma la secuencia recibida I en una secuencia binaria U llamada la
secuencia de informacidon estimada. La estrategia de decodificacion se
basa en las reglas de codificacion del canal y en las caracteristicas del
ruido del canal (o medio de almacenamiento). Idealmente la secuencia de
informaciéon U estimada sera una réplica de la secuencia de informacion
U, teniendo en cuenta que el ruido puede afectar y causar algunos errores
de decodificacion. El decodificador de la fuente convierte la secuencia de
informacién estimada U en un estimado o una aproximacién de la salida
de la fuente y lo entrega al destino. En el caso de una fuente continua, el

proceso presenta una conversion digital-analogica (D/A).

Este trabajo se enfoca especificamente en la codificacion y decodificacion

de canal. Es posible combinar la fuente de informacion y el codificador de
la fuente en una fuente digital con salida U. De la misma forma el

modulador (o unidad de escritura), el canal (o0 medio de almacenamiento)

y el demodulador (o unidad de lectura) se combinan para tener una
codificacion del canal con entrada V y salida r. Por ultimo el decodificador
de fuente y el destino pueden combinarse para obtener un sumidero

digital con entrada U. La Figura 1.2 muestra el diagrama de blogues que

representa esta simplificacion.
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Fuente u v
.. »| Codificador
digital
A\ 4
) Codificador
Ruid¢c —»
de canal
. a r
Sum .|dero < Decodificador |e
digital

Figura 1.2 Modelo simplificado de un sistema de codificacion.

Los codigos iterativos de correccion de error han encontrado una amplia
aplicacion en las comunicaciones celulares, radiodifusion digital,
comunicaciones de espacio profundo y en redes LAN inalambricas [3].
Este tratamiento autbnomo de la correccion iterativa del error presenta
todas las ideas claves necesarias para comprender, disefar, implementar

y analizar estos cédigos poderosos.

Basados en el estudio de los bloques que conforman un sistema de
comunicaciones digital, paralelo a este trabajo se desarroll6 una
herramienta basada en MatLab para la ensefianza y visualizacion de

fundamentos de comunicaciones digitales [4].

A continuacion se introducen las ideas basicas detras de la correccion de
errores. Es importante describir algunos de los canales frecuentemente

utilizados para el analisis de un sistema de comunicaciones.

1.1 Canales sin memoria con entrada binaria

Un canal discreto es aquel en el cual se transmite un simbolo X de un

conjunto discreto {Xl, X2,...,X|}, conocido como el alfabeto fuente, y
retorna un simbolo Yy de otro (posiblemente diferente) alfabeto discreto,
Y={\i, %,..., \ﬁ]}. Un canal de entrada binaria transmite dos simbolos

discretos, usualmente 0, 1, o 1, -1. Es posible que el canal entregue

13



simbolos binarios, pero igualmente puede dar salida a simbolos de un
gran alfabeto discreto o wun rango continuo de valores [3].
Desafortunadamente, los canales no siempre hacen el mapeo de un
simbolo transmitido dado al mismo simbolo recibido (por lo cual es

necesaria la correccion de error).

Un canal de comunicacion puede ser modelado como un proceso

aleatorio. Para un determinado simbolo X, el cual es transmitido en un

tiempo i, tal que X es uno de los simbolos del conjunto X, es decir,

Xi=Xj D{ X4 Xz,...,)ﬁ}, la probabilidad de transicion del canal

p(y| X)= dy=Yj| = )f) entrega la probabilidad que el simbolo
retornado Y; en un tiempo i sea el simbolo Y; del conjunto Y, es decir,

Yi =Yj D{ Y %, }4]} Se dice que un canal es sin memoria si la salida

del canal para cualquier instante de tiempo depende solamente de la
entrada en ese instante de tiempo, no de simbolos previamente

transmitidos. Mas precisamente, para una secuencia de simbolos

transmitidos X=[X1, X2,...,)q\]] y simbolos recibidos y=[y1, y2,...,yN}:

IO(YIX)=I|iIO(M|>F)- (1.1)

Un canal sin memoria es por lo tanto completamente descrito por sus

alfabetos de entrada y salida y la distribucion de probabilidad condicional

p( y| X) para cada par entrada-salida.

Ejemplo 1.1

En el canal binario simétrico BSC (Binary Symmetric Channel) mostrado

en la Figura 1.3 se transmite uno de dos simbolos, los digitos binarios
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XD{O, ]} , Y retorna uno de dos simbolos yD{O, ]} . Este canal invierte el

bit transmitido con una probabilidad de ¢, es decir,

1-¢
0 0
€
X y
€
1 1
1-¢

Figura 1.3 Canal binario simétrico (BSC).
con una probabilidad € el simbolo de salida Yy entregado por el canal no
es el simbolo que fue enviado y con probabilidad 1-¢, el simbolo Yy es el

simbolo que fue enviado. El parametro €, es llamado la probabilidad

cruzada (crossover probability) del canal. De esta forma se tiene que para

el canal las probabilidades de transicién son:

(E.1.1.1)

Un canal de entrada binaria es simétrico si ambos bits de entrada son

afectados igualmente por el canal. Se puede ver facilmente que el canal

BSC es simétrico, debido a que p(y=0|x=0)= p(y:1|x:; y
p(y=0[x=1= g y=1]> Q

En el decodificador, el simbolo Yy recibido del canal es usado para
decodificar el simbolo X que fue enviado. En este caso el interés esta en

la probabilidad p(X| y), es decir, dado que se recibe Yy ¢Qué tan
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probable fue que X se envido? Se asume que cada bit tiene la misma
probabilidad de ser transmitido. Asi, para el canal binario simétrico, Si

y =1, la probabilidad que X=1 es la probabilidad que no ocurrié un error,
es decir, p(x=1| y=])= l-¢, y la probabilidad que X=0 es la
probabilidad de que el canal invirtio el bit transmitido p(x=0| y=])=e.

De la misma forma, p(x=l| y= 0) =cy p(x=0| y= 0) =l-¢.

Para una variable binaria X es facil encontrar p(x=1) dado p(X= O), ya

que p(x=1)=1— p(x=0) y asi solamente es necesario almacenar un

valor de probabilidad para X. Las relaciones logaritmicas de funciones de
verosimilitud LLR (Log likelihood ratios) son usadas para representar las
meétricas para una variable binaria por un unico valor. La LLR esta dada

por:

LA S (1.2)

donde en este documento se utiliza l0g para indicar el logaritmo en base
e, o loge. Si p(x=0)> p(X=1) entonces L(X) es positivo. Ademas
cuanto mayor sea la diferencia entre p(x= O) y p(x=1), es decir, tanto
mas seguros estamos que P(x) =0, el valor positivo para L(X) es mayor.
Por el contrario, si p(x=1)> p(x= O) entonces L(X) es negativo v,
ademas, cuanto mayor sea la diferencia entre p(x=0) y p(x=l), el

valor negativo para L(X) es mayor. Por lo tanto el signo de L(X)

proporciona una decision fuerte. Convirtiendo de regreso las LLR a
probabilidades, se obtiene:
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p(x=1)/p(x=0) _ ¢ w3

p(X=1)=1+ p(le) / p( X= o) _1+e—L(x)

p(x=0)/ p(x=1) _ ¥
1+ p(x=0)/p(x=1 14g-’

p(x=1)= (1.4)
Un beneficio de la representacion logaritmica de las probabilidades es
gue cuando estas probabilidades necesitan ser multiplicadas, las razones
de log-likelihood necesitan Unicamente ser sumadas; esto puede reducir

la complejidad de la implementacion.

Ejemplo 1.2

Dado que las probabilidades p(X| y) para el canal BSC son:

p(%=1ly)=1-¢ yp(x=0ly)=e siy=1
_ (E.1.2.1)
p(x=1ly)=e yp(x=0ly)=%e siy=0
las LLR recibidas para el i —€Sima bit transmitido son:
p(% =0ly)
=L /| = |lo0g—
R=L(x|y)=log o[ =11y
(E.1.2.1)

:{Ioge/(l—e) si v =1,
log(1-¢)/e siy =0.
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Ejemplo 1.3

El canal binario de borrado BEC (binary erasure channel) el cual se

muestra en la Figura 1.4 transmite uno de dos simbolos, usualmente

digitos binarios XD{O, ]} . Sin embargo, el receptor, recibe el bit correcto

o recibe un mensaje “€" de que el bit no se recibié (este fue borrado). El
canal BEC borra un bit con probabilidad &, llamada la probabilidad de

borrado del canal. Asi las probabilidades de transicion de canal para el
BEC son:

p(y:0|x:0):1—5,
p(y=¢ x=0)=¢,
p(y=1| = O) =0 (E.1.3.1)
p(y:lez]): 0’
p(y=¢el x=1=¢,
p(y=1Ix=1=1-=¢.
1-¢
0 > 0
£
e
&
1 > 1
1-¢

Figura 1.4 Canal de borrado binario (BEC).
El canal BEC no invierte los bits, de esta forma si Y es recibida como un

1 o un O el receptor puede estar completamente seguro del valor de X:
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p(x=0]y=0=1
p(x=1ly=0=0,
(E.1.3.2)
p(x=0]y=1=0,
p(x=1ly=1) =

Sin embargo, si el canal ha borrado el bit trasmitido el receptor no tiene
informacion acerca de X y puede solamente usar las probabilidades a
priori de la fuente. Si la fuente es equi probable (es decir, los bits 1 y O
tienen la misma probabilidad de haber sido enviados) el receptor solo

puede hacer una adivinanza del cincuenta-cincuenta:

p(x=0]y=¢=0.5

p(x=1]y=4 =05 (F1:33

Asi que, para este canal se tiene que las LLRs recibidas para el i —€sima

bit transmitido son:

p(% =0ly)

R=L(x|y)=log (=1l

0 .
Iogiz—oo sl y; =1, (E.1.3.4)

= Iog%zoo si y; =0,

Iogg—:gzo si y; =1.

Ahora se considera el canal, el cual es comunmente utilizado para la
mayoria de estudios de la teoria de codificacion, éste canal presenta una
entrada binaria con ruido aditivo modelado como muestras de una

distribucion de probabilidad Gaussiana.
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Ejemplo 1.4

El canal de entrada binaria con ruido aditivo blanco Gaussiano BI-AWGN
(Binary-Input Additive White Gaussian Noise) puede ser descrito por la

ecuacion:
Yi=HX T 1, (E.1.4.1)

donde XiD{—l,+ZI} es el i—ésima simbolo transmitido, Y; es el
| —ésima simbolo recibido y 7 es la muestra de ruido aditivo de una

variable aleatoria Gaussiana con media 0 y varianza 02, la cual algunas

veces se escribe como z = AWGI\(O, U). La funcién de densidad de

probabilidad para zZes:

p(2)= 1 gz120? (E.1.4.2)

Cuando se transmite un codigo binario sobre el canal BI-AWGN, los bits

del codeword G D{O, ZI} pueden ser mapeados a los simbolos
X; D{—l, +]} en uno de dos caminos: {0 -1 1- —1} 0 {0 --11- i}
Aunque la convencién tradicional es {0 -1 1- —Z} , debido a que la
aritmeética modulo-2 sobre {O, ZI} mapea directamente a la multiplicacion

sobre {—1, +]} cuando se usa este mapeo.

Las LLR recibidas para el canal BI-AWGN son:
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donde se ha utilizado la regla de Bayes

POt 1y)=Hx.¥)/ AM)= b}y OX @Y

(1.6)

para sustituir p()q =1 y) y p()q =-1] y). Si la fuente es equiprobable,

entonces p()q =1| y)= p{ x=-1] ‘,y) ,y Se tiene:

p(¥ 1% =1
p(%1%x=-1

Ri=L(x%|y)=log

Para el canal BI-AWGN:

p(}’||)f=1)= 1 exc{_(Yi _,U)ZJ

\V2mmo?

de esta forma
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Jor? 20° (1.10)

Ri=L(x|y)=log

A ()
20% 202

=logex

[—[y.z—Zﬂy +ﬂ2]+[ y2+2ﬂy+u2jj

wy-

R

Vi

El valor de LLR para un bit G es algunas veces llamado la decision suave
para G. Una decisién fuerte para G entregard C =0, lo cual es
equivalente a X =1, si R es positivo y ¢ =1, lo cual es equivalente a

X =—1, si R es negativo.

Cuando se considera el nivel de ruido relativo de un canal BI-AWGN, es

conveniente asumir que (=1 y ajustar g para reflejar la calidad del ruido

del canal. En este caso R puede ser escrita como

R=5Y. (1.11)
o

Frecuentemente el nivel de ruido se expresa como la razon de la energia

por simbolo transmitido Eg, y la densidad espectral de potencia de ruido

Np:

E_2u
Ne = 52 (1.12)

y (E.1.4.1) se escribe algunas veces en la siguiente forma

Y =JEsX + 7. (1.13)

22



Cuando se usa la codificacion de correccion de error sobre un canal Bl-

AWGN, una fraccion Kk de los bits transmitidos corresponde a los bits en el

mensaje y los restantes son bits extra agregados por el codigo

‘redundancia’. Para canales que usan correccion de error, el nivel de ruido

es frecuentemente expresado como la razén de la energia por bit del

mensaje, B, y Ng. La relacion Sefial a Ruido SNR (Signal-to-Noise

Ratio):

y la LLR recibida es frecuentemente dada como

Ri=L(>ﬁ|y)=4Ey=4LEb 'z
No No

0, cuando se asume (=1,

La SNR también puede ser expresada en dB:

E (dB)=10log b = s
b (dB)=10l0g .- = 10l0g - 4
No( ) 40 No gi0202
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Capitulo 2
CODIFICACION

En este capitulo se explicara el concepto de codificacion y la razon por
la cual se necesita de ésta para la transmision o almacenamiento de
informacion. Se daran las definiciones de algunos parametros utilizados
en este campo. Por ultimo se presentan los teoremas de Shannon y se
mostrara la importancia de estos en la teoria de los sistemas de

comunicaciones.

La publicacion de Shannon [1] plante6 una pregunta importante: ¢Como
se puede transmitir informacion de una forma confiable y eficiente?, a esta
pregunta el mismo Shannon dio una respuesta sencilla: “mediante la

codificacion”.

El avance llegé con un cambio del paradigma fundamental en el area de
la codificacion que tuvo lugar a principios de los afios 90. En la teoria de
codificacion moderna, los cddigos son vistos como grandes sistemas
complejos descritos con modelos gréaficos dispersos y aleatorios (random
sparse graphical models), y la codificacién, asi como la decodificacién se
obtienen mediante algoritmos locales eficientes. Las interacciones locales
de los bit de codigo (codebits) son simples, pero el cédigo en general es
sin embargo complejo (y por lo tanto suficientemente potente como para
permitir una comunicacion confiable), debido al gran numero de
interacciones. La idea de los codigos aleatorios esta en el espiritu de la
formulacion original de Shannon. Los que es nuevo es la diseminacién de
la descripcion y la naturaleza local de los algoritmos. Debido a esto la
mayoria de los sistemas de comunicaciones inalambricos han ya

adoptado la codificacion moderna [5].

El objetivo principal de la codificacion estd enfocado en el problema
clasico de Shannon. Se desea transmitir un mensaje a través de un canal

con ruido de modo que el receptor tenga la capacidad de determinar el
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mensaje con una alta probabilidad sin importar el ruido del canal. Por
consiguiente, los esquemas de baja complejidad que introduzcan un
pequefio retardo y permitan una transmision confiable para el limite

extremo (capacidad de Shannon) son los de mayor interés.

2.1 Comunicaciones punto a punto

La Figura 2.1 muestra el caso practico con el cual se puede iniciar el
analisis de los sistemas de comunicaciones mas complejos, el escenario
de las comunicaciones punto a punto. En este caso, una fuente transmite
su informacion (voz, audio, datos, etc.) al destino. Se desea una
transmision confiable, es decir, la informacion transmitida debe llegar con
la menor distorsién posible al destino (nUmero de bits errados, error medio

cuadratico de distorsion, etc.)

Destinc

Y

Cana

Y

Fuente

Figura 2.1 Problema bésico de las comunicaciones punto a punto.

Shannon formalizé el problema de las comunicaciones y mostré que el
problema punto-a-punto puede ser descompuesto en dos problemas
separados como se muestra en la Figura 2.2. El codificador de la fuente
convierte la fuente en una secuencia de bits. Idealmente, el codificador de
fuente remueve toda la redundancia de la fuente de manera que la
secuencia de bits resultante tiene el menor nimero posible de bits, y aun
asi, representa la fuente con la suficiente precision. El codificador de
canal procesa la secuencia de bits y le agrega redundancia. Esta
redundancia es cuidadosamente elegida con el fin de mitigar el ruido

introducido por el canal.
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Fuente Destino

A 4

Codificador Decodificador
de la fuent de la fuent
7'y
A\ 4
Codificador > Canal > Decodificador
del cana del cana

Figura 2.2 Problema basico de comunicaciones punto-a-punto desde el punto de vista
del teorema de separacion fuente-canal.

El teorema de codificacion de fuente de Shannon afirma que, para una

fuente y medida de distorsion dadas, existe una tasa minima R= R( d)

(bits por simbolo de fuente emitidos), la cual es necesaria (y suficiente)
para describir esta fuente con una distorsién que no exceda d. La gréafica
de esta tasa R, como una funcion de la distorsion d, es usualmente

llamada la curva tasa-distorsion (rate-distortion).

En la segunda etapa una cantidad apropiada de redundancia es agregada
a estos bits de la fuente para protegerlos de los errores en el canal. Este
proceso es llamado codificacién de canal (channel coding). El teorema de
codificacion de canal de Shannon afirma la existencia de una tasa
maxima (bits por uso de canal) para la cual la informacion transmitida es
confiable, es decir, la disminucion de la probabilidad de error sobre un
canal dado. Esta tasa maxima es llamada la capacidad del canal y se
denota por la letra C. En el receptor primero se decodifican los bits
recibidos para determinar la informacion transmitida, luego se usan los
bits decodificados para reconstruir la fuente. El teorema de separacion

fuente-canal de Shannon afirma que la fuente puede reconstruirse con

una distorsion maxima d en el receptor, cuando R( d)< C es decir, sila

26



tasa requerida para representar la fuente dada con la distorsién permitida
es mas pequefia que la capacidad del canal. Por el contrario, ningan
esquema de codificacion puede hacerlo mejor. Un gran beneficio del
teorema de separacion es que un enlace de comunicaciones puede ser
usado por una gran variedad de fuentes: una buena solucion de
codificacion de canal puede usarse con cualquier fuente. Actualmente

todos los sistemas se basan en este principio.

Este trabajo no se enfoca al problema de la codificacion de fuente y se
considera que la codificacion de fuente esta realizada. La fuente emite
una sucesion de bits independientes e idénticamente distribuidos, los
cuales tienen la misma probabilidad de ser cero o uno. Bajo esta
suposicién, se vera como afrontar el problema de codificacion de canal en

una manera eficiente.

2.2 Transmision de informacién sobre canales con

ruido

Como ya se ha recalcado anteriormente, para transmitir informacion
confiablemente sobre un canal con ruido a una tasa dada, es necesario
agregar redundancia al mensaje, lo cual puede explotarse para combatir
la distorsion introducida por el canal. Con el fin de aclarar algunos
conceptos acerca de los canales con ruido presentados en el capitulo
anterior, es necesario empezar con un caso especial como el que se

presenta en el Ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.1

Considerando nuevamente el canal simétrico binario con probabilidad

cruzada ¢ de la Figura 1.3.

La entrada Xy salida Y en este caso son elementos del conjunto {i]} Un

bit transmitido es recibido correctamente o es invertido; esto Ultimo ocurre
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con una probabilidad ¢, y los bits diferentes son invertidos o no invertidos

independientemente. Considerando que 0<€<% sin pérdida de
generalidad.

El canal BSC es el modelo genérico de un canal de entrada binaria sin
memoria, en el cual se hacen decisiones fuertes en el extremo frontal del
receptor, es decir, en donde el valor recibido es cuantizado en dos

valores. A continuacion se consideran dos casos especificos:

(@) Se considera la transmision sin codificar sobre el canal BSC(¢).

Se supone que los bits transmitidos son independientes y que

P{x=+1} = x=4} =%. Asi que, se envian los bits de la fuente a

través del canal sin agregar bits de redundancia. En el receptor se estima

el bit transmitido X con base en la observacion de y. Como se vera mas

adelante, la regla de decision que minimiza la probabilidad de error de bit,

~MAP . .
lamada X (y), es elegir el elemento del conjunto {i]}, el cual

maximiza leY(X| y) para una Y dada. Puesto que la probabilidad a

priori sobre X es uniforme, una aplicacion de la regla de Bayes muestra

que esto es equivalente a maximizar leX(y| X) para una Yy dada. Ya

1 . . o ~MAP
que €<§ concluimos que el estimador Optimo es X (

y)=y La

probabilidad de que el estimado difiera del valor real, es decir
~MAP

R, =P{X

informacion que se quiere transmitir enviamos exactamente un bit sobre el

(Y);t X, es igual a €. Dado que para cada bit de

canal, se dice que este esquema tiene tasa igual a 1. Esto permite
concluir que con una transmision sin codificar se puede alcanzar un par
(tasa, B,) de (1, €).
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(b)  Cuando la probabilidad de error ¢ es demasiado alta para una
aplicacién especifica. La estrategia de transmisibn mas simple para
disminuir esta probabilidad, es la codificacion de repeticion. Se asume
que cada bit se repite Kk veces. Por simplicidad se elige Kk impar.
Entonces, si X el bit a transmitirse, tiene valor X entonces la entrada al

canal BSC(¢) es la K-tupla X,...,X. Las K observaciones asociadas se
denotan por Yl,...,Yk. Es intuitivo y facil de probar que el estimador que

minimiza la probabilidad de error de bit esta dado por la regla de mayoria

~MAP

X (Moo o0 W)= Mayori@ y..., M- (2.2)
De lo anterior la probabilidad de error de bit esta dada por

~MAP

R, =P{Xx

(Y)% % X gddIE{’al menos ocurran k /2 errorre:

Zdfea

(2.2)

Ya que por cada bit de informacion que se quiere transmitir se envian k
bits sobre el canal, se dice que el esquema tiene una tasa de % Asi que

con coOdigos de repeticion se alcanzan los pares (tasa, Pb),

K) i
(%’Zbklz(i jc' (1—€)k I]. Para que B, se acerque a cero se tiene que

elegir una K muy grande y como consecuencia de esto la tasa se

acercara a cero a medida que incremente K.

2.3 Parametros de un codigo
La informacién es inherentemente discreta, es natural y conveniente usar

campos finitos para representarla. EI campo mas importante de este

trabajo es el campo binario IE‘Z, el cual consiste de {O, Z} , CON suma en
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modulo dos (mod-2) y multiplicacion en mod-2
(0+ 0=1+1=0;0r E 1, Q6 OO O;EL=1) - En otras palabras, al usar
IFZ, la informacion se representa en términos de bits (secuencias de bits),

una representacion natural y conveniente para el propésito del
procesamiento de datos. Se utiliza ‘IF‘ para indicar el namero de
elementos del campo finito [F, por ejemplo ‘]FZ‘ =2. Como se verd mas

adelante, mediante el uso de las operaciones algebraicas en el
codificador y en el decodificador se puede reducir significativamente la

complejidad.

Definicion 2.1 Un cédigo C de longitud n y cardinalidad M sobre un

campo [, es una coleccién de M elementos de F", es decir,
C(nM)=08, My kM OF 1sme M (23)

Los elementos del codigo son llamados codewords. El parametro N es

llamado la longitud del bloque.

Ejemplo 2.2

Teniendo F=1F,. El cédigo de repeticién binario de longitud 3 se define

como C(n=3, M =2)={000,111}

En este ejemplo se introducen los codigos binarios, es decir, codigos

cuyos componentes son elementos de IF2={ O,]} , pero algunas veces es

mas conveniente pensar en los dos elementos del campo como {i]} . El

mapeo estandares O - 1y 1 « —1.Es util usar ambas notaciones.
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1

Definicién 2.2 La tasa de un cédigo C(n, |\/|) es R=—|Og|F| M. Es
n

medida en simbolos de informacion por simbolo transmitido.

Definicion 2.3 EIl conjunto de soporte de un codeword X[C es el

conjunto de localizaciones | D[n] ={1,... ,n} tal que X # 0.

Definicion 2.4 Considerando un coédigo binario C, es decir, un codigo
sobre 5. Se dice que un codeword XUJC es minimo si su conjunto de

soporte no contiene el conjunto de soporte (distinto de cero) de cualquier

otro codeword.

La distancia de Hamming y su derivacion la distancia minima de un
codigo se introducen en las siguientes definiciones, son los parametros
centrales en toda la codificacién clasica. Para nosotros ellas solo juegan
un papel minimo, asi que no se hace una gran profundizacion de estas.
Este es probablemente uno de los mayores factores que diferencian la

codificacion clasica y la codificacion moderna.

Definicion 2.5 El peso de Hamming de una palabra u, el cual se denota
por W(U), es igual al nimero de simbolos diferentes de cero en u, es
decir, la cardinalidad del conjunto de soporte. La distancia de Hamming

del par (u,v), la cual se denota como d(u, V), es el nimero de posiciones
en las cuales U difiere de V. Se tiene que d(u, v): d( U \(0)= wW U Y,
de tal forma que d(u,v): d( \ L) y d(u, V)ZO, con igualdad si y solo si

u=v. Ademas, d.,)satisface el triangulo de desigualdad:

d(uvsdud+dty, (2.4)

en donde las variables para la definicion del peso y la distancia de
Hamming u, v, t 0 F". En otras palabras, d(.,) es una distancia
verdadera en el sentido matematico.
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Definicion 2.6 (Distancia minima de un cédigo). Siendo C un codigo, su

distancia minima d(c) se define como:
d(c)=min{d(u,\):u\D C W }/ (2.5)

permitiendo que XOF" y tON. Una esfera de radio t centrada en el

punto X es el conjunto de todos los puntos en FM que tienen una

distancia a lo maximo t desde X. Si, para un cédigo C con distancia

minima d, se colocan esferas de radios t{dT_lJ alrededor de cada

codeword, entonces estas esferas estan separadas. Esto se deduce del

triangulo de desigualdad: si U y V son codewords y X es cualquier
elemento en F" entonces d(c)<d(uy< d y X+ ¢ v X Si X estaen
la esfera de radio t alrededor de U entonces esto implica que

d(v, X)Z d( (j— C{ uy ))ZdTJrl> 1 Es decir, X no esta en la esfera de radio

t alrededor de V. Ademas, por definicion de d, t es el mas grande de

estos radios.

El radio t tiene un importante significado operacional que explica por qué
la mayoria de la codificacion clasica esta centrada en la construccion de

codigos con una gran distancia minima. Concretamente, considerando el

caso binario. Asumiendo un codigo C(n, M,d), es decir, un codigo con

M codewords de longitud N y de distancia minima d, es transmitido
sobre un BSC y asumiendo que se emplea un decodificador de distancia

d-1

limitada con radio de decodificacion t, ts{
2

J. Mas precisamente, para

una y dada, el decodificador elige ?(BD(y) definida por

error, Si no existe tal
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donde por “error’ el decodificador declara que no puede decodificarlo.

Como se acaba de discutir, puede existir como maximo una XLIC tal que

d(x, y)st Por lo tanto, si el peso del error no excede t, entonces tal

combinacion encuentra la palabra correcta transmitida. A partir de esto,
una gran t implica una gran resistencia en contra de los errores del canal.
Permitiendo a d=d/ n denotar la distancia normalizada y considerando

una tasa fija r,0<r <1,

d (r)=lim sup m @ cDC(n ,E‘”J 2.7)

n— oo

donde C[n,in”} denota el conjunto de todos los codigos de bloque

. . : nr
binarios de longitud N que contienen al menos 2L J codewords.

2.4 Teorema de codificacion del canal

La presencia de ruido en el canal provoca errores entre las secuencias de
datos de salida y entrada de los sistemas de comunicacion digital. Si se
tiene un canal de comunicacion inalambrico, como ejemplo de un canal

con ruido; la probabilidad de error puede alcanzar un valor tan alto como
10_1, lo que quiere decir que en promedio so6lo 9 de 10 bits transmitidos
seran recibidos correctamente. Aunque en muchas aplicaciones, este
nivel de confiabilidad es inadmisible. Probabilidades de error de 107 o
menores, frecuentemente son un requisito necesario. Por este motivo, con

el fin de alcanzar tales niveles de alto desempefio se recurre al uso de la

codificacion de canal [6].

Se utilizan los cddigos de bloque para introducir algunas definiciones, los
cuales se estudiaran mas detalladamente en el capitulo siguiente. La
secuencia del mensaje de este tipo de cddigos se subdivide en bloques

secuenciales cada uno de longitud de K bits, donde cada bloque de K bits
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se mapea a un blogue de n bits, donde n>Kk. Asi que, el nimero de bits
de redundancia adicionados por el respectivo codificador a cada bloque

transmitido es igual a N—K bits. Por consiguiente la tasa de cédigo R es:

R:E
n

(2.8)
Es obvio que para una K definida, la tasa del cédigo Ry la eficiencia de

codificacion del sistema, tienden a cero cuando la longitud de bloque n

tiende a infinito.

Una reconstruccion exacta de la secuencia de la fuente original en el
destino requiere que la probabilidad promedio del error de simbolo sea

arbitrariamente baja. Se supone una fuente discreta sin memoria con

alfabeto de fuente L y entropia H (L) bits por simbolo fuente. A su vez la
fuente emite simbolos una vez cada Tg segundos. Por lo tanto, la tasa de
informacion promedio de la fuente es H(L)/TS bits por segundo. El

decodificador entrega simbolos decodificados al destino provenientes del
alfabeto fuente L a la misma velocidad de la fuente de un simbolo, cada

Ts segundos. El canal discreto sin memoria tiene una capacidad igual a C

bits por uso del canal. Se supone que el canal es capaz de utilizarse una

vez cada T; segundos. Asi que, la capacidad del canal por unidad de
tiempo es C/T. bits por segundo, lo cual representa la tasa maxima de

transferencia de informacion por el canal.

De esta manera, el teorema de codificacion de canal (Segundo Teorema

de Shannon) para un canal discreto sin memoria se enuncia en dos partes

[6]:

a) Se considera una fuente discreta sin memoria con un alfabeto L

que tiene entropia H (L) y produce simbolos cada Tg segundos. Sea un
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canal discreto sin memoria con capacidad C, que se usa cada T;

segundos. Si

HL)
Ts

C
STC (2.9)

existe un esquema de codificacion para el cual la salida de la fuente
puede transmitirse a través del canal y reconstruirse con una probabilidad

de error arbitrariamente pequefia. El parametro C/T; es llamado la tasa

critica. Cuando se satisface la ecuacion (2.9) con el signo de igualdad, se

dice que el sistema transmitira sefiales a la tasa critica.

b) Inversamente, si

H(L) ¢
T, >Tc (2.10)

no es posible transmitir informacion por el canal y reconstruirla con una

probabilidad de error arbitrariamente pequefia.

2.5 Teorema de la capacidad de informacion

Se recurre a la informacion mutua para formular el teorema de la
capacidad de informacién correspondiente a canales gaussianos limitados
en potencia y limitados en banda. Para ser mas especificos, se considera

un proceso estacionario de media cero.

Este teorema de la capacidad de informacion es complementario al
Segundo Teorema de Shannon y se aplica a un canal en el cual el ruido
tiene una caracteristica gaussiana, este teorema es conocido como el

Tercer Teorema de Shannon.

En la Figura 2.3 se considera el modelo de un canal gaussiano de tiempo
discreto sin memoria. Las muestras de la sefial transmitida y el ruido
gaussiano blanco aditivo con media cero y densidad espectral de potencia

Np/2, se denotan como X y Ny, respectivamente.
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Xk Yk

Figura 2.3 Modelo del canal gaussiano sin memoria en tiempo discreto.
donde la densidad espectral de potencia de ruidoSN se puede

representar como se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4 Densidad espectral de potencia del ruido AWGN.

La potencia promedio del sistema, la cual esta dada por el area de la
curva que representa la densidad espectral de potencia del ruido es:

_>rNg _
Py =2B-02=BN,. (2.11)

De este modo la capacidad de un canal con ancho de banda B [Hz], con

densidad espectral de potencia de ruido AWGN No/2, esta dada por

(2.12)

Cc= BI092[1+ P Jﬂ

Py Jseq
P es la potencia promedio de la sefial transmitida, Py es la potencia del

ruido y Pi es la relacion sefial a ruido SNR (Signal-to-Noise Ratio).
N
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Se puede notar que en la ecuacién (2.12) se interrelacionan tres
parametros claves del sistema, el ancho de banda del canal, la potencia
promedio transmitida (o equivalentemente, la potencia promedio de la

sefal recibida) y la densidad espectral de potencia del ruido a la salida del

canal. La dependencia de la capacidad de informacion C del ancho de

banda del canal B es lineal, mientras que la dependencia con respecto a
la relacion sefal a ruido SNR es logaritmica. De este modo, es mas facil
aumentar la capacidad de informacion de un canal de comunicacion al
expandir su ancho de banda, en lugar de incrementar la potencia

transmitida para una potencia o varianza de ruido preestablecida.

El teorema implica que para una potencia promedio de la sefal

transmitida P y un ancho de banda de canal dado, se puede transmitir

informacion a la tasa de C bits por segundo, como se define en (2.12),

con una pequefia probabilidad de error mediante el uso de sistemas de

codificacion suficientemente complejos. No es posible transmitir
informaciéon a una tasa superior a C bits/seg por medio de cualquier

sistema de codificacion. Por lo tanto, el teorema de la capacidad de canal
define el limite fundamental sobre la tasa de transmision libre de error
para un canal Gaussiano limitado en banda y potencia. Sin embargo, para
acercarse a este limite la sefial transmitida debe tener propiedades
estadisticas aproximadas a las del ruido blanco Gaussiano. El teorema de
codificacion de canal es el resultado mas importante de la teoria de la
informacion, especifica la capacidad del canal C como un limite
fundamental sobre la velocidad a la cual puede ocurrir la transmision de
mensajes confiables sin errores por un canal discreto sin memoria. Sin
embargo se debe tener en cuenta que el teorema de codificacion de canal
no indica cdmo construir un buen codigo, si se satisface la ecuacién (2.9),
entonces existen buenos codigos. Ademas el teorema no tiene un
resultado preciso para la probabilidad de error de simbolo después de

decodificar la salida del canal. En su lugar, indica que la probabilidad de
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error de simbolo tiende a cero cuando aumenta la longitud del codigo,
siempre y cuando se satisfaga de nuevo la condicion de la ecuacion (2.9).

Por el momento se tiene una percepcion intuitiva del teorema de la
capacidad de informacion, se puede proseguir para explicar sus
implicaciones en el contexto de un canal gaussiano que esta limitado
tanto en potencia como en ancho de banda. Sin embargo, en un ambiente
atil, se necesita un marco de referencia ideal contra el cual se pueda
valorar el desempefio de un sistema de comunicacion practico. Por este
motivo se introduce la idea de un sistema ideal definido como aquel que

transmite datos a una tasa de bits Rb igual a la capacidad de informacion

C. Entonces es posible expresar la potencia promedio transmitida como,
P=EF,C (2.13)

donde Eb es la energia transmitida por bit. A partir de las ecuaciones

(2.11), (2.12) y (2.13), la ecuacion que define al sistema ideal es:

C_ E, C
B log, {1+WO§J. (2.14)

Equivalentemente, se puede definir la relacion de la energia de la sefial

por bit a la densidad espectral de potencia del ruido Eb/ NO en términos

de la razon C/B para el sistema ideal como,

Eb_ZC/B-l
Ny OB’

(2.15)

El diagrama de eficiencia del ancho de banda que se presenta en forma

genérica en la Figura 2.5, muestra la eficiencia del ancho de banda Pb/ B

en funcion de Eb/ NO- Basandose en esta figura se puede observar que:

Para un ancho de banda infinito, la razén Eb/ NO, tiende al valor limite
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Ey) _ o [E)_ _
{N_o ] _|3|an Ne =log2=0.693 (2.16)

El valor de la ecuacién (2.16) se le denomina como el limite de Shannon
para un canal AWGN, suponiendo una tasa de codigo de cero. Este valor

expresado en decibeles, es igual a -1.6 dB. El valor limite correspondiente
de la capacidad se obtiene cuando el ancho de banda B del canal tiende

a infinito, seguidamente se encuentra que:

Co=li C=£Iogze, (2.17)
No

donde ees la base del logaritmo natural.

BANDWIDTH-EFFICIENCY DIAGRAM

Region for which R >C

—
=]
T

T Capacity boundary for which R:=C

[Shannon limit
-1.6

=y
=

Region for which R <C

Bandwidth efficiency R bIB

10'- 1 I I I 1 1 I I
-5 0 5 10 15 20 25 30 35

E,/N, dB

Figura 2.5 Diagrama de eficiencia del ancho de banda [4].

El limite de la capacidad, definido por la curva para la tasa de bits critica

Pb = C, separa las combinaciones de parametros del sistema que tienen

el potencial para soportar una transmision libre de errores (Rb < C) de las

cuales no es posible este tipo de transmision (Pb < C).
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Ademas, el diagrama subraya los compromisos potenciales entre
Ep/ Ny, R,/ By la probabilidad de error de simbolo Fe. En particular, se

observa el movimiento del punto de operacién a lo largo de una linea

horizontal como el intercambio de Pe en funcion de E,/Ngy para una
Pb/ B fija. Por otra parte, es posible advertir el movimiento del punto de
operacion a lo largo de una linea vertical como el intercambio de Ps en

funcion de R,/ B para una B,/ Ny fija.

El limite de Shannon también puede definirse en términos de la B,/ Ny

requerida por el sistema ideal para que sea posible una transmision libre

de error. Especificamente, para el sistema ideal

0 (Ep/No)=In2

P.=
1 (Ep/No)<In2

(2.18)

La Figura 2.6 describe el punto de vista de un sistema ideal. El limite
entre la transmision libre de error y la transmisiébn no confiable con
posibles errores, definido por el limite de Shannon en la Figura 2.5, es

analogo al limite de la capacidad en la Figura 2.6.

[0 _16
S 10 Sb[gp]
o] No
E
(7]
—
S =)
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© &
S 4]
ks g
= 3
2 10°L
o]
o
o

Figura 2.6 Diagrama de tasa de error.
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En resumen los tres teoremas de Shannon proporcionan una informacién
importante en los sistemas de comunicaciones. El teorema de codificacion
de fuente, primer teorema de Shannon, proporciona la herramienta
matematica para valorar la compactacion de datos, es decir, la
comprension sin pérdida de datos generados por una fuente discreta sin
memoria, el teorema dice que es posible hacer que el nUmero promedio
de los elementos de un codigo binario (bits) por simbolo de fuente sea
reducido, sin ser mas pequefio que la entropia de la fuente medida en
bits. La entropia de una fuente es una funcion de las probabilidades de los
simbolos de la fuente que constituyen el alfabeto de la fuente. Ya que la
entropia es una medida de incertidumbre, la entropia es maxima cuando
la distribucion de probabilidad asociada genera maxima incertidumbre. El
teorema de codificacion de canal, segundo teorema de Shannon, es el

resultado mas importante de la teoria de la informacién. Para un canal

binario simétrico, el teorema dice que para cualquier tasa de cédigo R

menor o igual a la capacidad de canal C, existen cédigos, tales que la
probabilidad de error promedio es tan pequefia como se quiera. Un canal
binario simétrico es la forma mas simple de un canal sin memoria discreto.
Es simétrico debido a que la probabilidad de recibir un 1 si un 0 fue
enviado es igual a la probabilidad de recibir un 0 si un 1 fue enviado. La
probabilidad de que ocurra un error es llamada probabilidad de transicién.
La probabilidad de transicion P, es determinada no sélo mediante el ruido
aditivo en el canal, sino también a partir del tipo de receptor usado. El
valor de p Unicamente define la capacidad del canal C. El teorema de la

capacidad de informacion, tercer teorema de Shannon, dice que hay un
maximo para la tasa o velocidad a la cual todos los sistemas de
comunicaciones pueden operar confiablemente (es decir libre de errores)
cuando el sistema es limitado en potencia. Esta velocidad méaxima es
llamada la capacidad del canal, medida en bits por segundo. Cuando el
sistema opera a una velocidad superior a la capacidad del canal, esta

sentenciado a una alta probabilidad de error, sin importar la eleccion del
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conjunto de sefales usado para la transmisién o el receptor usado para el

procesamiento de la sefal recibida.

De este modo la tarea del disefiador de un sistema de comunicacion
digital es proveer un sistema rentable (cost-effective) para la transmisiéon
de informacion desde un emisor (en una terminal del sistema) a una tasa
y nivel de confiabilidad que son aceptables para un usuario (en el otro
terminal del sistema). Los dos parametros claves disponibles para el
disefiador son la potencia de la sefial transmitida y el ancho de banda del
canal. Estos dos parametros junto con la densidad espectral de potencia
del ruido en el receptor, determinan la relacion de la energia de la sefial
por la densidad espectral de potencia de bit-a-ruido. Consideraciones
practicas usualmente colocan un limite en el valor que se puede asignar a

Eb/ NO- En consecuencia, en la practica, frecuentemente se llega a un

esquema de modulacién y se encuentra que no es posible proporcionar
una calidad de datos aceptable (es decir, un rendimiento de error
suficientemente bajo). Para un Eb/NO fijo, la Unica opcidén practica
disponible para cambiar de problemética a aceptable la calidad de los

datos, es usar la codificacion.

Por otro lado, otra motivacion practica para el uso de la codificacion es

reducir el Eb/ NO para una tasa de error de bit fija. Esta reduccién en
Eb/NO puede, a su vez, ser explotada para reducir la potencia

transmitida requerida o reducir los costos de hardware al exigir un tamafio

de la antena mas pequefio.
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Capitulo 3

CODIGOS DE CORRECCION DE
ERROR

En este capitulo se realizara una revision general de las familias de
correccion de error presentes en la literatura. Ademas se presentaran sus

estructuras y se indicara algunas de sus diferencias.

Los codigos de correccion de error ECC (Error correcting codes) son
funciones que mapean una secuencia de datos V en una secuencia de
datos C, usualmente mas larga, conocida como la secuencia de codigo.
Los ECC admiten funciones inversas capaces de recuperar la secuencia
de datos V, independientemente de los posibles errores de transmision en
la secuencia C, siempre que la cantidad de simbolos con error no exceda

la capacidad de correccion de error.

Tipicamente, la codificacion de una secuencia de datos puede realizarse
de dos formas distintas: (a) codificacion de bloque y (b) codificacién de

secuencia (stream coding). La primera consiste en una division de la
secuencia de datos en bloques de longitud K y a cada uno de los cuales
se le aplica una funcién de codificacion que entrega bloques (codewords)
de longitud N, estos codewords obtenidos se unen para formar la

secuencia de codigo. Por otro lado, en la codificacién de secuencia, la
secuencia de datos es alimentada a una maquina de estados finita FSM
(Finite State Machine), la cual da salida a uno o mas simbolos de codigo

para cada simbolo de datos de entrada.

3.1 Cddigos de Blogue

En general, un cédigo de blogue C es una funcién vectorial que asocia un
vector de K elementos que pertenece a un conjunto A, a un vector de N

elementos que pertenece a un conjunto L. Si se asume que la funcion es
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inyectiva, la cardinalidad del conjunto de todos los codewords es igual a

[CarC(A)}k ,donde Carc( A) es la cardinalidad de A[7].

La tasa del codigo F\’C, expresada en bits por unidad de simbolo, se

define como:

_Klog, Card A)
= N _

(3.1)

Un codigo lineal de bloque sobre un campo finito de Galois g-ario,

denotado como GF(q), es una funcion lineal vectorial, la cual asocia un
vector k-dimensional a de elementos (el dato a ser codificado) en GF(q) ,

a un vector N-dimensional X de elementos (el codeword) en GF(q), de

acuerdo con la siguiente regla:

X =Ga, (3.2)

donde G es una matriz en GF(q) ,conocida como la matriz generaciéon del

codigo. Es posible demostrar que el conjunto de todos los codewords

puede caracterizarse mediante la asi llamada matriz de comprobacion de

paridad, usualmente denotada con H, la cual puede obtenerse mediante

la manipulaciéon apropiada de G. Un vector X es un codeword si y solo si
Hx =0, (3.4)

es decir, el conjunto de todos los codewords es definido como el espacio
nulo de la matriz de comprobacién de paridad H. En este trabajo solo se
consideran cédigos binarios; ya que en todos los casos los elementos de

los datos y codewords estaran en GF( 2) .

Varias familias de cédigos importantes pertenecen al conjunto de los

codigos lineales de bloque, entre los cuales se tienen:
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» Cadigos ciclicos, que comprende los codigos Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem (BCH), los cddigos Reed-Solomon, los cdédigos

Hamming;
e Cadigos LDPC.

Existen varias técnicas para la decodificacion de los cédigos lineales de
bloque. En particular, es posible tener dos enfoques: (a) decodificacion de
salida-fuerte, la cual da salida a valores estimados de los codewords o de
los simbolos de dato, y (b) decodificacion de salida-suave, la cual da
salida a las funciones de verosimilitud (likelihood) de cada codeword o
simbolo de dato, es decir, un estimado de cuanto es la probabilidad de
que un codeword o un simbolo de dato asuma cada valor posible. En este
trabajo se considera solamente la decodificacién de salida-suave, ya que
este tipo de decodificacion conduce a la construccion de receptores
complejos basados en bloques de decodificacion de entrada-suave,

salida-suave mas simples.

3.1.1 Codigos Hamming
Los codigos Hamming son cédigos lineales de bloque binarios que

pueden corregir un error o detectar dos errores.

Los codigos Hamming siempre tienen M bits de paridad (m23) y

2™ —m-1 bits de mensaje. Por lo tanto, la tasa de cédigo de los codigos

Hamming es (Zm—m—l)/( 2m_]) Todos los cédigos Hamming tienen

una distancia minima de d =3. La matriz de comprobacién de paridad

min
H de un cédigo Hamming se construye al tomar todos los vectores
binarios diferentes de cero 2™ -1 de longitud M como las columnas de la

matriz. En forma sistematica, las columnas de H estan organizadas en la

siguiente forma:
H=[Im Q], (3.5)
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Donde |y, es una matriz identidad mx m y la sub-matriz Q consiste de

2™M —m-1 columnas que son las M-tuplas o vectores de peso 2 0 mas.

La distancia minima de un cédigo Hamming es exactamente 3. Por tal
motivo, el codigo es capaz de corregir todos los patrones de error con un
solo error, o detectar todos los patrones de error de dos 0 menos errores.

3.1.2 Cadigos Reed-Solomon

Los cddigos Reed-Solomon (RS) fueron inventados en 1960 y siguen
siendo una de las clases de cdédigo mas aplicable y a pesar de su
simplicidad o quizds debido a esto, son la base de las nuevas

generaciones de coédigos. El rango de una matriz de comprobacion de
paridad H del cddigo (n, n-r) con distancia minima d no es menor que
d-1 ya que cualquiera de sus d-1 columnas son linealmente
independientes. Por otro lado, el rango de la matriz no es mayor que el
numero de filas, y por lo tanto para cualquier codigo (N, N-r) se cumple

que:
d<r+1. (3.6)

El limite dado en (3.6) se cumple para cualquier coédigo (no

necesariamente lineal)
Mg(n. d)< a1 (3.7)

El cédigo que alcanza el limite (3.7) es un cddigo 6ptimo y es llamado un
codigo separable con distancia maxima MDS (Maximum Distance
Separable code). Asi que, en la matriz de comprobacion de paridad r xn
de un cdédigo MDS todas las I columnas son linealmente independientes.

El ejemplo de este tipo de matriz de comprobacion de paridad es la matriz

H:[th:[a”’ i=0,..,r=1j=0,.. h—1 dondeay,...,a,—; son

elementos distintos del campo Fq(N<g). En otras palabras, la i —€sima
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fila de la matriz H consiste de los valores del término ZI calculados en los

puntos 4g,...,a—1 del campo Fy:
1 1 1 ... 1 |
z Il a ay o Qe
He= 5| & & Y (3.8)

r-1| Hr—1 -1 -1
i T A

Ahora se verd que todas las I columnas de (3.8) son linealmente

independientes. Inicialmente, se supone que este no es el caso, y las

columnas hjl,...,hjr son linealmente dependientes. Esto significa que el

det( hjl,.. ,I]r)= O Por lo tanto, las filas de su determinante menor

H i1 jr también son linealmente dependientes.

La dependencia lineal de las filas de este determinante menor con
coeficientes Agr- A significa que el polinomio

Ao +/IOH+...Ar_1DZr_1 de menor grado que I tiene r diferentes raices

Hijs---»Hjr 5 y €sto es imposible.

A partir del enunciado sobre la matriz (3.8) es facil de deducir que en

matrices Ha  de forma méas general con las filas definidas por los valores

del termino zJ ( j=aa+l,...,at r—]) en los elementos | DFq\O:

a a
0’0 an—l
Ha’r— . , (39)
atr-1 .. ... at+tr-1
0’0 an—l

todas las r columnas son linealmente independientes. Los cddigos

definidos por las matrices de la forma presentada en (3.9) son conocidos
como los cbdigos (RS) Reed-Solomon. Frecuentemente los codigos RS
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son definidos como codigos ciclicos. Los elementos Q,...,0—1 forman

un subgrupo. Este subgrupo debe ser ciclico debido a que el grupo bajo la
multiplicacion de todo el campo finito es el grupo ciclico. Por lo tanto,

existe un elemento S Fqy tal que a; =3',i=0,..n—1. De esta manera,

la matriz (3.9) puede convertirse en la forma:

1 g .. ,3,?(_:_1)

'1 Igc’il+1 ﬁ(aﬁ)( n-1)

Ha,l’,ﬂ: (3.10)

1 g

Ya que el desplazamiento ciclico de cualquiera de las filas de la matriz

Ha,r,,B (este desplazamiento puede obtenerse mediante la multiplicacion

1

. n- - .
de las filas por ,Ba( ) pertenece al espacio lineal de las filas de esta

matriz, el codigo definido por la matriz Har,&’ es un codigo ciclico. La

condicion para que el vector V sea codeword del cddigo definido por la

matriz Ha,r,,B es la siguiente
Ha’r’ﬁ@'=0, (3.11)
lo cual es equivalente a:

v(ﬂj)=0, j=a,..,atr—-1, (3.12)

donde V(X) es el polinomio correspondiente al vector V. Por lo tanto, el

polinomio generador de este codigo es:

g(x)zM.C.M[ fﬁ,-(x)], j=a...,at+ r-1, (3.13)
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donde M.C.M es el minimo comin mdltiplo y fy(x) es el polinomio

minimo del elemento ). En este caso se considera fy(x) =X—) yporlo

tanto:

at+tr-1

g(x)= H (x—ﬁj). (3.14)

j=a
El caso mas interesante es cuando [ es el elemento primitivo del campo
Fq. Entonces N=(Q-1 y este tipo de cédigos con mayor frecuencia son
llamados codigos RS. El codigo definido por la matriz (3.8) tiene longitud q
cuando {ao,...,an_l} = Fq y es conocido como cédigo RS extendido-1.
Es posible extender este tipo de cddigo por un simbolo mas si se agrega

o al conjunto {ao,...,an_]} =Fq con definicién formal de oo =0 para

j=0,1...r — 2y o 1=1,

3.1.3 Los Cddigos BCH
Para una estimacion de la distancia minima la siguiente descripcion de los

cadigos ciclicos es muy util. Siendo g(X) el polinomio generador del

codigo ciclico (n, k) V sobre el campo Fq. Se asume un cddigo no trivial,
esto es, 2<d <n vy por lo tanto, N es el periodo del polinomio g(X), esto

es, g(X)|X'-1y g(X) no divide x™ =1 para n'<n Siendo el cédigo de

longitud Ny la caracteristica p del campo Fq primos relativos. Entonces el

polinomio X" -1 no tiene raices repetidas ya que el minimo comun

d

denominador, MCD(Xn -1,—
dx

(x” —])J =1. Por lo tanto, el polinomio g(X)

tampoco tiene raices repetidas debido a que es el divisor del polinomio

x"—1. Siendo m el entero positivo minimo tal que N divide a g™M-1.
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Entonces qu es el campo minimo que contiene todas las raices de

g(X). El siguiente teorema llamado limite BCH sostiene la verdad.

Teorema del limite BCH . Siendo @ un elemento del campo qu y
a?,a®l a3 51 |as raices del polinomio g(x). Entonces la distancia
minima del coédigo ciclico V con polinomio generador g(X) no es mas

pequeia que St+1.

Prueba. Cualquier codeword V[V puede considerarse como un

a®l  a@ Sl gon jas raices de

polinomio V(X) y los elementos a?

este polinomio debido a que g(X) es el divisor de V( X), esto significa que
V(a'jj=0 para j=a,...,a+S—1. De acuerdo con (3.12) esto significa

qgue el codeword V pertenece al cddigo RS ciclico con distancia minima

st+1.

Frecuentemente este teorema es usado para el caso particular cuando &

es el elemento primitivo del campo qu. La asignacion correspondiente

dice que la distancia minima de un cdédigo ciclico es mayor a la longitud

del maximo “conjunto de raices consecutivas”, esto es, el nimero maximo
de potencias consecutivas jo,...,js_l, donde a'JO,...,aJS-l son raices del

polinomio g(X). El parametro St1 es llamado usualmente la distancia

disefiada de un codigo BCH.

Existen una gran variedad de codigos de bloque, en este trabajo solo se
da la definicion y se presentan las caracteristicas principales de algunos
de ellos, ya que el centro de nuestro estudio son especificamente los
codigos LDPC. Si se desea realizar un estudio mas profundo puede
consultar [8] y [9], cualquier libro de codificacion de canal o tema

relacionado.
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3.2 Cddigos de secuencia

La codificacion de secuencia es una técnica de correccion de error que se
aplica a secuencias de datos, en lugar de bloques de datos. La longitud
del codeword es ilimitada, de modo que un codificador de secuencia
tipicamente funciona sobre una base de simbolo a simbolo, dando salida
a un simbolo codificado por cada simbolo de dato en su entrada.
Codificadores de secuencia practicos estan implementados por medio de
FSM. En particular, una FSM es definida mediante dos funciones: (a) la
funcién de salida y (b) la funcion del estado siguiente. Estas dos funciones

estan matematicamente descritas como sigue:
o = fo(a ), (3.15)

SERNEWEA] (3.16)

donde Cy denota el simbolo de salida para cada K, S¢ denota el estado

para cada K, a es el simbolo de datos de entrada para cada K, y
fo(LJJy fns(C] I denotan la funcion de salida y la funcion del estado
siguiente, respectivamente. La secuencia de salida es formada por la

secuencia {Ck} Sin pérdida de generalidad, se supone que la secuencia

de cddigo tiene la misma longitud de la secuencia de informacion, la
redundancia introducida por el codificador es explicada por la ampliacion

de la cardinalidad de simbolo.

La codificacion lineal de secuencia es la técnica mas popular de este tipo
de codificacion para la correccion de errores. Tales cédigos son también
conocidos como cédigos convolucionales ya que la secuencia de salida
puede verse como la convolucion de la secuencia de datos de entrada
con una secuencia de “respuesta al impulso”. La convolucion se lleva a

cabo utilizando algebra de campos finitos.
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La decodificacion de cdédigos de secuencia, de la misma forma que los
cédigos de bloque, puede realizarse mediante algoritmos de
decodificacion de salida-fuerte o salida-suave. EI algoritmo de
decodificacion mas importante para los cédigos de secuencia es el bien
conocido algoritmo de Viterbi (VA). El VA es 6ptimo, en el sentido que
este calcula la secuencia de datos transmitida mas probable dada la
secuencia observable recibida. Las técnicas de decodificacion/deteccion
suaves para los codigos de secuencia comprenden el algoritmo de Viterbi
de salida suave (SOVA por sus siglas en ingles soft-output Viterbi

algorithm).

En general, en la codificacibn de secuencia no es posible calcular
exactamente la probabilidad a posteriori (APP) de los simbolos de datos
transmitidos (posiblemente infinitos). Sin embargo, el calculo de la APP es
posible, si se utiliza el codificador de secuencia para codificar una
secuencia de longitud-finita, por medio del famoso algoritmo Bahl-Cocke-
Jelinek-Raviv (BCJR), también conocido como el algoritmo forward
backward (FB) [9].

3.2.1 Codigos Convolucionales

Los cédigos convolucionales fueron introducidos por Elias en 1955 como
una alternativa a los codigos de bloque. El probo que es posible agregar
redundancia a una secuencia de informacién a través del uso de registros
de desplazamiento lineales. Wozencraft y Reiffen propusieron la
decodificacion secuencial como un método de decodificacion eficiente
para los codigos convolucionales con restricciones de longitudes grandes,
y de esta forma estudios experimentales rdpidamente empezaron a
aparecer. En 1967 Viterbi propuso un algoritmo de decodificacion de
maxima verosimilitud (ML Maximum likelihood) que fue relativamente facil
de implementar para la decodificacion de decision-suave de los cédigos
convolucionales con restricciones de longitudes pequefias. El algoritmo de
Viterbi, junto con las versiones de decision-suave de decodificacion

secuencial, llevo a la aplicacion de los codigos convolucionales a
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sistemas de comunicacion de espacio-profundo y satelital en los los afios
70. La importancia del algoritmo de Viterbi es que demostro ser
relativamente facil de implementar, dado que el codificador tiene un
namero pequefio de elementos de memoria. En 1974, Bahl, Cocke,
Jelinek y Raviv (BCJR) introdujeron un algoritmo de decodificacién de
maxima probabilidad a posteriori (MAP) para los cddigos convolucionales
con probabilidades a priori desiguales para los bits de informacion. El
algoritmo BCJR ha sido aplicado en afios recientes para esquemas de
decodificacion iterativos de decision-suave, en los cuales las
probabilidades a priori de los bits de informacién cambian de iteracion a
iteracion. En 1976 Ungerboeck y Csajka introdujeron el concepto

modulacion de trellis-codificada utilizando restricciones de longitud corta

para codigos convolucionales de tasa R= l§/( k+1) junto con la

decodificacion Viterbi de decision-suave. Estos esquemas forman la base
para alcanzar una transmision digital de alta-velocidad sobre canales
telefénicos de banda-limitada. El trabajo de Ungerboeck genero interés en
las propiedades de los codificadores de retroalimentacion para los
codigos convolucionales, ya que los codigos con alta tasa estan
representados mas eficientemente en la forma de retroalimentacion
sistematica. Otra aplicacion de los codificadores convolucionales de
retroalimentacion sistematica, es la llamada codificacion turbo, la cual fue
introducida por Berrou, Glavieux y Thitimajshima en 1993. Este esquema
de codificacion, el cual combina una concatenacion paralela de dos
codificadores de retroalimentacion sistematicos con una decodificacion

iterativa MAP, la cual es capaz de alcanzar moderadamente bajos BER,

alrededor de 10° en un SNR cerca al limite de Shannon [2].

Los cbdigos convolucionales difieren de los cddigos de bloque en que el
codificador contiene memoria, y la salida del codificador en cualquier
unidad de tiempo dada no solo depende de las entradas en esta unidad

de tiempo, sino que también de algun nimero de entradas previas. Una

tasa R=k/n de un codigo convolucional con memoria de orden M puede
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realizarse como un circuito secuencial lineal de k-entradas, n-salidas con
memoria de entrada M, esto es, las entradas permanecen en el
codificador para una unidad de tiempo adicional m después de ingresar.
Tipicamente, n y K son enteros pequefios, K < n, la secuencia de
informacion es dividida en bloques de longitud K, y el codeword es dividido
en bloques de longitud N. En el caso especial cuando kK = 1, la secuencia

de informacion no es dividida en bloques y se procesa continuamente. A
diferencia de los cddigos de bloque, se alcanzan grandes distancias

minimas y bajas probabilidades de error sin incrementar Ky n, pero si se

incrementa el orden mde la memoria.

3.2.1.1 Codificacion de los codigos convolucionales

El diagrama de bloques de la Figura 3.1 Muestra un codificador de
convolucion lineal de tasa binaria de 1/2. La tasa del codificador es
determinada por el hecho de que en la salida del decodificador se

presentan dos bits por cada bit en la entrada. En general, un codificador

con K bits de entrada y n bits de salida, tiene una tasa k/n. La tasa k/n se

define como la tasa de cddigo (RC) del sistema.

N "
{/‘ ) (9 (9
> Y5 Yo

A
V\
A

...X2,X1,Xq

A 4
A 4

Figura 3.1 Codificador Convolucional.

Existe una forma para caracterizar la estructura de los cdédigos

convolucionales, llamada secuencias del generador. Las secuencias del
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. . _ i
generador se obtienen mediante una respuesta al impulso gg) donde la

salida | —€sima del codificador es obtenida aplicando una funcion delta

d =(lOOOO..) de secuencia de datos en la j —€sima entrada.
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Capitulo 4

CODIGOS LDPC (Low-Density Parity-
Check Codes)

A través de este capitulo se presentaran las principales caracteristicas
de los cddigos LDPC. Se mostrard los pasos necesarios para su
codificacion y se realizard un estudio de los principales algoritmos de
decodificacion y se explicara el funcionamiento del algoritmo de suma-

producto mediante un ejemplo.

Los cddigos LDPC son una clase de codigos de correcciéon de error
propuestos por Gallager en su tesis de PhD en 1962 [10], 12 afios
después de que Hamming introdujera los primeros cédigos de correccion
de error (publicados en 1950). Los cédigos Hamming y LDPC son cédigos
de bloque, los mensajes estan divididos en bloques para ser codificados
en el transmisor y de la misma forma decodificados como bloques
separados en el receptor. Por un lado los cdédigos Hamming son cortos,
muy bien estructurados y presentan una capacidad de correccion fija y
conocida, mientras que los coédigos LDPC presentan caracteristicas
opuestas, son usualmente largos y frecuentemente construidos pseudo-
aleatoriamente con solo una nocién probabilistica de su rendimiento de
correccion de error esperado. Después del trabajo de Gallager tuvieron
que pasar treinta aflos para que los cédigos LDPC fueran motivo de
investigacién, esto fue debido a sus altos requerimientos computacionales

y de almacenamiento, dificiles de alcanzar en esa época.

Para iniciar el estudio y entender los fundamentos de los codigos LDPC,
se presentan los bits de paridad como un medio para detectar, seguido
del caso cuando se emplea mas de un bit, el cual sirve para correccion de
errores en datos digitales. Los cédigos de bloque de correcciéon de errores

son descritos como una combinacion lineal de las ecuaciones de
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comprobacion de paridad (parity-check equations) y por lo tanto estan
definidos por su matriz de representacion de comprobacion de paridad
(parity-check matrix).

4.1 Correccion de error usando comprobaciones de
paridad

La idea esencial de la codificacion de correccion de errores es aumentar
los bits del mensaje (message bits) que van a ser comunicados con una
deliberada incorporacién de redundancia en forma de bits ‘extra’ con el fin
de producir un codeword para el mensaje. Estos bits extra son agregados
de tal forma que los codewords son lo suficientemente distintos uno del
otro para permitir que el mensaje transmitido sea deducido correctamente
en el receptor incluso cuando algunos bits en el codeword son afectados

durante la transmisién sobre el canal [3].

El esquema mas sencillo de codificacion es un Unico codigo de
comprobacién de paridad (single parity-check code). Este cédigo envuelve
la suma de un unico bit extra, llamado bit de comprobacion de paridad
(parity-check bit), para el mensaje binario; el valor de este bit depende de
los bits en el mensaje. En un cddigo de paridad par (even-parity code) el
bit adicional agregado a cada mensaje asegura un namero par de 1s en

cada codeword.

Ejemplo 4.1

El vector de 7-bit ASCIl para la letra A es [l 0000 O%[ Un bit de

paridad es agregado como el octavo bit. El vector para A ya tiene un
namero par de 1s (dos) y asi el valor del bit de paridad debe ser 0. Por

consiguiente, el codeword para A es [1 000001 q
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Explicitamente, para el cédigo 7-bit ASCII mas el bit de paridad se define

un codeword C con la estructura: C=[cl GGG GE& %]
donde cada G es 1 0 0y cada codeword satisface la siguiente restriccion

qUcUglcglegl gl ¢l g=0. (4.1)

La ecuacion (4.1) es llamada una ecuacién de comprobacion de paridad.

El simbolo [ representa la suma o adicion en modulo-2.

Ejemplo 4.2

Una letra del codigo ASCII de 7-bit es codificada con el codigo de
comprobaciéon de paridad unico del Ejemplo 4.1. El codeword resultante

es enviado a través de un canal ruidoso y se recibe el vector

y=[l 0000 11@ Para comprobar si Yy es un codeword valido se

prueba con (4.1):

Y20y 0l %ty s
=1000 00 o0 oI 10 11 & 1.

Ya que la suma es 1, la ecuacion de comprobaciéon de paridad no se

satisface y Y no es un codeword valido. Asi que se ha detectado la

presencia de al menos un error durante la transmision.

Mientras la inversion de un unico bit debido al ruido de canal se puede
detectar facilmente con un Unico cddigo de comprobacién de paridad, este
cbdigo no es suficientemente potente para indicar cual bit, o tal vez cuales
bits fueron invertidos. Por otra parte, ya que cualquier namero par de
inversiones de bits produce un vector que satisface la restriccion (4.1),
patrones de nimeros pares de errores no se detectan por este cddigo. La

deteccion de mas que un solo bit de error requiere 0 exige una mayor
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redundancia en forma de bits de paridad adicionales. Estos codigos mas
sofisticados contienen multiples ecuaciones de comprobacion de paridad,
cada una de las cuales debe satisfacerse por cada codeword en el

caodigo.

Ejemplo 4.3

Un cbdigo C consiste de todos los vectores de longitud 6
C=[Cl & GGG Qﬂ, los cuales satisfacen las tres ecuaciones de
comprobacion de paridad

¢ Uc,0cy=0,

¢ U Ul =0, (E.4.3.1)

c, U0 g =0.

Revisando el vector 52[1 0000 Zﬂ vemos que

o lce=1,
¢ o, 0cl =0, (E.4.3.2)
c, U G =0.

Asi que C no es un codeword valido para este cadigo.

Las restricciones de codewords son frecuentemente escritas en forma de

matriz, de esta forma las restricciones en (E.4.3.1) se convierten en:

G

11010 0|2
11100 ?z 4.2)

011010 %

v C5

%6
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La matriz H es llamada la matriz de comprobacién de paridad. Cada fila

de H corresponde a una ecuaciéon de comprobacién de paridad y cada

columna corresponde a un bit en el codeword. La entrada (j, i)—éSima

de H es 1 si el i —€sima bit del codeword esta incluido en la j—ésima

ecuacion de comprobacién de paridad. De modo que, para un codigo

binario con m restricciones de comprobacion de paridad y una longitud de

codeword N, la matriz de comprobacién de paridad es una matriz binaria
mx N. En forma matricial un vector E:[Cl GGG CG} es un

codeword valido para el cédigo con matriz de comprobacion de paridad H

si y solo si este satisface la ecuacién matricial

HET=O(moda, (4.3)

donde O es el vector de todo ceros de longitud-m y ET denota la

transpuesta de C.

Existe mas de una matriz de comprobacion de paridad que puede
describir un codigo particular; dos matrices de comprobacion de paridad
para el mismo codigo no tienen el mismo numero de filas, y deben

satisfacer (4.3) para cada codeword en el cédigo.

Ejemplo 4.4

El codigo C en el Ejemplo 4.3 también puede ser descrito por cuatro

ecuaciones de paridad:

¢ Uc,0c¢y=0,
¢ o0l =0,
c, U0 g =0,
¢y U cg=0.

(E.4.4.1)
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La ecuacién extra es una combinacion lineal de la primera con la segunda
ecuaciéon de comprobacion de paridad y asi es linealmente dependiente
sobre las ecuaciones de comprobacion de paridad existentes. (En la
aritmética de modulo 2 una combinacion lineal de las ecuaciones de
comprobacién de paridad es simplemente la suma médulo 2 de dos o mas
ecuaciones.) Es facil notar que cualquier codeword que satisface
cqlUc,0cy=0 y ¢ Uc,0 g =0, también satisface

¢, Uy U gg=0.

En los Ejemplos 4.3 y 4.4 hay tres ecuaciones linealmente independientes
en seis variables, asi que hay tres variables dependientes (una por cada
ecuacion). Estas son las variables correspondientes a los bits de
comprobacién de paridad. Las variables independientes restantes
corresponden a los bits del mensaje. Entonces, para el codigo del

Ejemplo 1.3, el nimero de bits del codeword es N =6, el nimero de bits

del mensaje es k=3 de esta forma tenemos una tasa de cédigo R=1/2.

Parece razonable que entre mas restricciones de comprobacién de
paridad existan, menor sera el numero de codewords que pueden
satisfacerlas. En realidad, esto es cierto siempre que el numero de
ecuaciones de comprobacion de paridad sean linealmente
independientes. Una ecuacion extra que es linealmente dependiente en
las ecuaciones existentes no afiade ninguna restriccién adicional para el
conjunto de codeword entonces no reduce el namero de variables

independientes.

En general, un cédigo puede tener cualquier nimero de restricciones de
comprobaciéon de paridad pero solo N-—K seran linealmente
independientes, donde K es el nimero de bits del mensaje. En notacion

matricial N —K es el rango de H sobre GF(2)

N-k=rangg H (4.4)
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donde rango,H es el nimero de filas en H que son linealmente

independientes sobre GF(2)

4.2 Codigos LDPC

Como su nombre lo indica, los cédigos LDPC son codigos de bloque con

matrices de comprobacion de paridad que contienen solo un nimero muy
pequeiio de entradas diferentes de cero. Esta escasez en H es esencial

para una decodificacion iterativa compleja que aumenta solo linealmente

con la longitud del cédigo.

Aparte del requerimiento que H sea dispersa, un cédigo LDPC en si no es

diferente de cualquier otro cddigo de bloque. De hecho, cddigos clasicos
de bloque pueden trabajar bien con algoritmos de decodificacion iterativos
si ellos pueden ser representados por una matriz de comprobacion de
paridad dispersa. Sin embargo, generalmente no es practico la busqueda
de dicha matriz para un cédigo existente. En cambio los cddigos LDPC
inicialmente estan disefiados mediante la construccion de una matriz de
comprobacion de paridad dispersa y después se determina un codificador

para el codigo.

La diferencia mas grande entre los cédigos LDPC vy los clasicos cddigos
de bloque es la forma en como se decodifican. Los codigos clasicos de
bloque son generalmente decodificados con ML como algoritmos de
decodificacion y asi son usualmente cortos y disefiados algebraicamente
para hacer esta tarea menos compleja. Sin embargo, los codigos LDPC
son decodificados iterativamente usando una representacion grafica de su
matriz de comprobacion de paridad y por tal motivo son mucho mas
largos, menos estructurados, y disefiados con las propiedades de H como

enfoque [3].

Una matriz de comprobacion de paridad de un cédigo LDPC es llamada

regular-(at, a)r) si cada bit del cédigo es contenido en un nimero fijo ap
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de comprobaciones de paridad y cada ecuacion de comprobacién de

paridad contiene un numero fijo ¢} de bits de codigo.

Ejemplo 4.5

Una matriz regular de comprobacién de paridad, con ax =2 y « =3,

para el cddigo del Ejemplo 4.3 es:

(E.4.5.1)

I

1
OrOor
OO RrRkr
R ORFRO
R OOR

OoOrPFrOo

Para una matriz irregular de comprobacion de paridad se designa la

fraccion de columnas con pesoi por V; vy la fraccién de filas con peso i

por hy. Colectivamente el par V y hson llamados el grado de distribucién

(degree distribution) del codigo. En donde V=[V1 Vs V3---} y

h:[hl h, hs,}

Ejemplo 4.6

La matriz de comprobacion de paridad en (4.2) es irregular con grado de
distribucion vy =1/2, v, =1/3,\3= 1/6,lp= 2/3y ly= 1/:
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El nimero de 1s que tendra la matriz de comprobacién de paridad de un

codigo LDPC regular es ma}p = Ny Mientras que para la matriz de un

codigo irregular m(z h ij = N(Z y iJ.

|
Por lo tanto la tasa de un cédigo de bloque esta dada por:

_k _N-rangg H

RN N

(4.5)

Cuando la matriz de comprobacién de paridad es de rango completo (full
rank), es decir.

rango, H=m (4.6)

la tasa para un cédigo regular puede escribirse como

_k_N-m_N-Na/ar _,_a
=NTN N =1 o (4.7)

y para un cédigo irregular como

_k _ _Zivli
==L SR (4.8)

En todos los casos, salvo algunos especialmente disefiados, las matrices

r

de comprobacion de paridad son de rango completo, o muy cerca a esto,

y asi la tasa de un cédigo LDPC esta frecuentemente dada como

r =1—% (4.9)

1- iVl @10
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incluso cuando el rango de H no ha sido explicitamente medido. En este

caso I es llamada la tasa disefiada del codigo.

Note que las matrices de comprobacién de paridad para los cddigos
LDPC son generalmente no sisteméaticas. De modo que no es
generalmente posible distinguir entre los bits del mensaje y los bits de

paridad en los codewords LDPC.

Frecuentemente las matrices de comprobacién de paridad de los codigos

LDPC son representadas en forma grafica por un grafico de Tanner. El

grafico de Tanner consiste de dos conjuntos de nodos: N nodos para los

bits de los codewords (llamados nodos de bit ‘bit nodes’), y mnodos para

las ecuaciones de comprobacion de paridad (llamados nodos de
comprobacién ‘check nodes’). Un borde (edge) une un nodo de bit a un
nodo de comprobaciéon si este bit esta incluido en la correspondiente
ecuacion de comprobacion de paridad, de tal manera que el niumero de
bordes en el grafico de Tanner es igual al nUmero de 1s en la matriz de

comprobacion de paridad.

Ejemplo 4.7

El grafico de Tanner de la matriz de comprobacién de paridad en el
Ejemplo 4.5 es mostrado en la Figura 4.1. Los nodos de bit son
representados por los vértices circulares y los nodos de comprobacion por

los vértices cuadrados.
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Nodos de
Comprobacion

Nodos de
Bit

Figura 4.1 Representacion en el grafico de Tanner de la matriz de comprobacion de
paridad de (E.4.5.1). Un ciclo de longitud 6 (6-cycle) se muestra en color rojo.

Un ciclo en el grafico Tanner es una secuencia de nodos las cual empieza
y termina en el mismo nodo en el grafico y no contiene otros nodos mas
de una vez. La longitud de un ciclo es el numero de bordes que este

contiene, y el girth de un grafico es el tamafio de su ciclo mas pequefio.

Ejemplo 4.8

Un ciclo de tamafio 6 es mostrado en color rojo en la Figura 4.1. No hay

ciclos mas pequefios en el grafico Tanner, asi que su girth es también 6.

4.2.1 Codificacion de los codigos LDPC
La matriz de comprobacién de paridad define el conjunto de codewords

validos (aquellos que satisfacen cHT = 0), pero no se ha visto atin como

mapear los mensajes a estos codewords.

66



Ejemplo 4.9

Para distinguir entre los bits del mensaje y los bits de paridad en el
codeword del Ejemplo 4.3, podemos reescribir las restricciones de
comprobacién de paridad de manera que cada una se resuelve para cada
uno de los diferentes bits del codeword. Las restricciones del codeword

del Ejemplo 4.3 se reescriben como

qOc=cy
oUG=G, (E.4.9.1)
Ul =g

Los bits del codeword C4, G5 y Cg contienen los tres bits de
comprobacion de paridad mientras los bits del codeword G, G, y C3

contienen los tres bits del mensaje. Los bits del mensaje son

convencionalmente  etiquetados U, Uo,...,4,, donde el vector
u =[u1 u2---q<] es el mensaje que va a ser comunicado. Este codigo es
sistemaético debido a que los primeros K bits del codeword contienen los
bits del mensaje.

Escrito como en (E.4.9.1), las restricciones del codeword muestran como

codificar el mensaje.

Ejemplo 4.10

Usando las restricciones en (E.4.9.1) el mensaje U =[1 OZI] produce los

bits de paridad
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¢, =100=1,
cs=001=1, (E.4.10.1)
Cs=10001=0,

y entonces el codeword para este mensaje es C=[1 0111 q

De nuevo estas limitaciones pueden escribirse en forma matricial:

10010
[01(‘2%%%%}:[%[)2@01011 (4.11)
00101
G
0}
C=UG, (4.12)

donde la matriz G es llamada la matriz generador del cdédigo. La entrada

(i,])—€ésima de G es 1 si el i-ésimobit del mensaje juega un papel en la
determinacion del j-€simo bit del codeword. Por ejemplo, la columna
cuatro de G es 1 en la primera y segunda fila entonces tenemos:

C4 = U:LD Uo. (4.13)
Para cédigos sistematicos la matriz generador contiene la matriz identidad
|, de kK x k como sus primeras k columnas, ya que el i-ésimobit del

mensaje es directamente mapeado al i-€Simobit del codeword.

De (4.12) el conjunto de codewords para el cédigo con generador G es el
conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de las filas de G.
Asi que, si G es la matriz generador para un cédigo con matriz de

comprobacién de paridad H, entonces
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GHT =0 (mod 2), (4.14)
donde O es una matriz K X mde dUnicamente ceros.

Para un codigo binario con mensajes de K bits y codewords de longitud N,

la matriz generador G es una matriz binaria K X N. Un cédigo con K bits

de mensaje contiene oK codewords, los cuales son un subconjunto del

total de las posibles combinaciones de los vectores binarios 2N de

longitud N.

Ejemplo 4.11
Sustituyendo cada uno de los distintos mensajes
Lhu,u3=000, 001,.. , 11 en (4.12) se obtiene el siguiente conjunto de

vectores codewords para el cédigo del Ejemplo 4.3:

(000000 [ 00101, 01013f, 0111D

[100101] [ 10111p[, 110014, 11100 o=ty

En general, una matriz generador para un cédigo con matriz de

comprobacién de paridad H puede encontrarse realizando eliminacion de

Gauss-Jordan sobre H para obtenerla en la forma

H=[A Iy, (4.15)

donde A es una matriz binaria (N - k)x Ky Iy-k es la matriz identidad

de orden (N - k). La matriz generador es entonces

Gz[lk AT}. (4.16)
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4.2.1.1 (Casi) Codificacion lineal en tiempo parac  6digos LDPC
En lugar de encontrar la matriz generador para H, un cédigo LDPC puede

codificarse usando la matriz de comprobacion de paridad directamente
mediante su transformacion en forma triangular inferior y usando
sustitucion hacia atras. La idea es hacer la mayor cantidad de

transformaciones como sea posible utilizando Unicamente permutaciones

de filas y columnas para mantener H dispersa.

En primer lugar, usando solo permutaciones de fila y columna la matriz de
comprobacién de paridad se coloca en la forma triangular inferior

aproximada (approximate lower triangular form)

_|A B T
Ht—{c D E]’ (4.17)

donde la matriz T es una matriz triangular inferior de tamafo

(m-g)x(m- g (esto significa que T tiene 1s en la diagonal desde la

esquina superior izquierda a la esquina inferior derecha, y todas las

entradas por encima de la diagonal son 0). Si Ht es de rango completo

entonces la matriz B es de tamario (m— g)>< g y A es de tamafio
(m-g)xk Las g filas de H en C, D y E son llamadas el “gap” de la

representacion aproximada y entre mas pequefia g, menor es la

complejidad de codificacién para el cédigo.

4.2.2 Decodificacién de los cédigos LDPC

Se supone que un cédigo ha sido enviado bajo un canal binario simétrico
y uno o mas de los bits del codeword pueden haber sido invertidos. La
tarea del decodificador es detectar cualquier bit invertido y, si es posible,

corregirlo.

Cada codeword en el codigo debe satisfacer (4.3), y asi cualquier palabra

recibida que no satisface esta ecuacion debe tener errores. Por lo tanto, la
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matriz de comprobaciéon de paridad H reduce considerablemente la

complejidad de la deteccidn de errores.

Ejemplo 4.12

El codeword C=[O 0000 q del cédigo en el Ejemplo 4.3 fue enviado a

través de wun canal binario simétrico y se recibe el vector

y=[0 000 1q Sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacion (4.3)

se obtiene:

HyT (E.4.12.1)

11
oOr P
e
k)
oor
eke)

OrO0OO0OO0OO0

El resultado no es cero y de esta forma el vector y no es un codeword de
este cddigo. Por consiguiente se concluye que ocurrieron errores de

inversion de bit (bit-flipping errors) durante la transmision.

El vector
s=Hy', (4.18)

es llamado el sindrome de Y. El sindrome indica cuales restricciones de

comprobacion de paridad no han sido cumplidas por Y.

Ejemplo 4.13
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El resultado de (E.4.12.1), es decir, el sindrome S, indica que la tercera
ecuacion de comprobacion de paridad representada en H no es cumplida

por Y. Ya que esta ecuacion de comprobacion de paridad envuelve el

segundo, tercero, y quinto bit del codeword se puede concluir que al

menos uno de estos tres bits ha sido invertido por el canal.

Al utilizar una correccién de errores mediante comparacion directa del
vector recibido con cada uno de los codewords en el codigo garantiza la

devolucion del codeword mas probable. Sin embargo, tal busqueda

exhaustiva solo es factible cuando el nimero de bits del mensaje K es

pequefio. Para cddigos con K en el orden de miles se convierte

computacionalmente demasiado costoso comparar el vector recibido

directamente con cada uno de los 2K codewords del codigo. Numerosas
e ingeniosas soluciones han sido propuestas para hacer esta tarea menos
compleja; que incluyen la eleccion codigos algebraicos, y la explotacion
de su estructura, asi como la aceleracion de la decodificacion o, como
para los cédigos LDPC, la formulacién de métodos de decodificacion que
no son de maxima verosimilitud (maximum likelihood), pero la pueden

realizar muy bien con una complejidad reducida.

La clase de algoritmos utilizados para decodificar los codigos LDPC son
colectivamente denominados algoritmos de paso-de-mensajes (message-
passing algorithms), ya que su operacion puede explicarse por el paso de
mensajes a lo largo de los bordes del grafico de Tanner. Cada nodo en el
grafico de Tanner funciona de forma aislada, teniendo acceso solo a los
mensajes en los bordes conectados a este. Los algoritmos de paso de
mensajes son un tipo de algoritmo de decodificacion iterativa donde los
mensajes pasan hacia atras y hacia adelante entre los nodos de bit y los
nodos de comprobacion iterativamente hasta que se logre algun resultado

(o el proceso sea detenido); ellos son nombrados o designados segun el
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tipo de mensaje que se pasa o por el tipo de operacién realizada en los
nodos.

En algunos algoritmos, tales como la decodificacion de inversién-de-bit
(bit-flipping decoding), los mensajes son binarios y en otros, tales como la
decodificacion de creencia de propagacion (belief-propagation decoding)
0 suma-producto (sum-product decoding), los mensajes son
probabilidades (o el logaritmo de la razén de sus probabilidades ‘log
likelihood ratios’) que representan un nivel de creencia sobre el valor de

los bits del codeword.

4.2.2.1 Decodificacion de paso de mensaje sobre un canal
binario de borrado

Sobre un canal binario de borrado (BEC) un bit transmitido es recibido
correctamente o completamente borrado con alguna probabilidad €. Ya
gue los bits que son recibidos son siempre completamente correctos la

tarea del decodificador es determinar el valor de los bits no conocidos.

Si existe una ecuacion de comprobacién de paridad que incluye un dnico
bit borrado el valor correcto para el bit borrado puede determinarse por la

eleccion del valor que satisface el requisito de paridad par.

Ejemplo 4.14

El codigo en el Ejemplo 4.3 incluye la ecuacién de comprobacion de

paridad
U Ucy=0. (E.1.14.1)
Si el valor del bit ¢; se conoce que es 0 y el valor del bit C, es 1,

entonces el valor del bit C4 debe ser 1, para que C;, C, y C4 sean parte

de un codeword valido para este cadigo.
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En el decodificador de mensaje de paso, cada nodo de comprobacién
puede determinar el valor de un bit borrado si este es el Unico bit borrado
en su ecuacion de comprobacion de paridad. Los mensajes pasados a lo
largo de los bordes del grafico de Tanner son directos: un nodo de bit
envia el mismo mensaje saliente a cada uno de los nodos de

comprobacion a los cuales esta conectado. Este mensaje, etiquetado M;

para el i —€sima nodo de bit, declara el valor del bit como 1 o 0 si el valor

es conocido o € si este es borrado. Si un nodo de comprobacion recibe
solo un mensaje €, este nodo puede calcular el valor del bit desconocido

mediante la eleccion del valor que satisface la paridad.

Los nodos de comprobacion envian de regreso diferentes mensajes a
cada uno de los nodos de bit a los cuales estan conectados. El mensaje

Ej; del j—ésimc nodo de comprobacién al i—€sima nodo de bit

declara que el valor del i —€Sima bit es 1, 0 o € como se determina por el
j —€simc nodo de comprobacion. Si el nodo de bit de un bit borrado

recibe un mensaje entrante 1 o 0, el nodo de bit cambia su valor al valor
de mensaje entrante. En una iteracion del decodificador de paso de
mensaje (message-passing decoding) se envian los mensajes del nodo
de bit al nodo de comprobacion una vez y de vuelta se envian los
mensajes del nodo de comprobacion al nodo de bit una vez. Este proceso
es repetido hasta que todos los valores de bit son conocidos, o hasta que
algun namero méximo de iteraciones del decodificador ha sido alcanzado
y el decodificador se detiene (en la practica el decodificador también
puede detenerse una vez que en una sola iteracidon no se encuentren bits
borrados que se necesiten corregir, ya que no hay nuevas ecuaciones de
comprobaciéon de paridad de Unico borrado para las siguientes

iteraciones).
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Se usa la notacion Bj para representar el conjunto de bits en la

j —€ésima ecuacion de comprobacion de paridad de H. Entonces para la

matriz de comprobacion de paridad en el Ejemplo 4.5 tenemos
B ={124,B,={23p ,B;={ 15/6 .B,={ 3,4¢ (4.19)

De la misma forma se usa la notacion de A para representar las

ecuaciones de comprobacion de paridad para el i —€Sima bit del codigo.

Para el cédigo en el Ejemplo 4.5 tenemos

A=(13. A=(1] . A= 2}
A4, A=(23 . A={ 3}

(4.20)

4.2.2.2 Decodificacion de inversion-de-bit

Un algoritmo de decodificacion de inversion de bit (Bit-flipping
decoding) es el nombre dado a los algoritmos de paso de mensaje de
decision fuerte para codigos LDPC. El detector realiza una decision
binaria (fuerte) entre cada bit recibido y esta es pasada al decodificador.
Para los algoritmos de inversion de bit los mensajes pasados a través de
los bordes del grafico Tanner son también binarios: un nodo de bit envia
un mensaje declarando si este es 1 0 0, y cada nodo de comprobacion
envia un mensaje a cada nodo de bit a los cuales esta conectado
declarando su decision sobre el valor de este bit (basados en la
informacion disponible para el nodo de comprobacién) o un mensaje
indicando si su correspondiente ecuacion de comprobacion de paridad se

satisface.

Para el algoritmo de inversion de bit que se describe aqui, el j —€sima

nodo de comprobacion determina su decision sobre el i —€Sima nodo de
bit asumiendo que el i —€SIimQ bit ha sido borrado y entonces elige el

valor de 1 o 0 que cumple la j—ésima ecuacion de comprobacion de

paridad. (Esto significa que la decisibn que realiza el nodo de
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comprobacion j acerca del nodo de bit i es basada solo en los valores de

los otros bits incluidos en la j—€sima ecuacion de comprobacion de
paridad.) De esta forma el j —€simc nodo de comprobacion determina un

valor para el i —€sSimao bit que estd completamente independiente del
valor del i —€Sima bit que se acaba de recibir (sin embargo, utiliza este
valor en el célculo de los valores para los otros bits en la ecuacion de
comprobacion de paridad). El nodo de comprobacion se dice que es la
creacion adicional, extrinseca, de la informacion sobre el i —€sSima bit.
Sin embargo, note que al contrario del algoritmo de decodificacion de
paso de mensaje para la correccion de errores, los valores de los bits son
proporcionados al nodo de comprobacion y de esta manera los valores de
los bits calculados por el nodo de comprobacién no son necesariamente

correctos.

En el nodo de bit, toda la informacion extrinseca acerca de un bit es
comparada con la informacién recibida del canal para determinar el valor
del bit mas probable. Si la mayoria de mensajes recibidos por un nodo de
bit son diferentes de su valor recibido entonces el nodo de bit invierte
(‘flips’) su valor actual. Este proceso es repetido hasta que todas las
ecuaciones de comprobacion de paridad se cumplidas o hasta que algun
namero maximo de iteraciones del decodificador sea alcanzado y el

decodificador se detiene.

El decodificador de bit invertido se detiene inmediatamente siempre que

un codeword valido ha sido encontrado mediante la comprobacion de si la

ecuacion de comprobacion de paridad es cumplida (es decir, cHT =s=0
es un criterio de parada para la decodificacién de inversion de bit). Esto
es cierto para todos los decodificadores de paso de mensajes de los
codigos LDPC vy tiene dos importantes beneficios: en primer lugar,
iteraciones adicionales se evitan una vez que una solucién ha sido
encontrada y, en segundo lugar, la falta de convergencia a un codeword
siempre es detectada.
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El algoritmo de inversion de bit se basa en el principio que un bit de
codeword incorrecto estard contenido en un nuamero grande de
ecuaciones de comprobacion de paridad sin otros bits incorrectos, cada

uno que sera capaz de calcular el valor correcto para este bit.

La matriz de baja densidad H ayuda a distribuir los bits en las

comprobaciones de modo que es poco probable que dos ecuaciones

contengan el mismo conjunto bits de codeword.

4.2.2.3 Decodificacion Suma-Producto

El algoritmo de suma-producto es un algoritmo de paso de mensaje de
decision suave. Es similar al algoritmo de inversion de bit pero los
mensajes que representan cada decision (si el valor del bit es 1 o 0) son
ahora probabilidades. Mientras la decodificacion de inversion de bit
acepta una decision fuerte inicial sobre los bits recibidos como entrada, el
algoritmo de suma-producto es un algoritmo de decision suave que
acepta como entrada la probabilidad para cada bit recibido. Las
probabilidades de bit recibidas o de entrada al canal también son
llamadas las probabilidades a priori para los bits recibidos, porque se

conocen antes de que el decodificador LDPC sea operado.

Para el decodificador de suma-producto, la informacion extrinseca que
pasa entre los nodos es también dada como probabilidades en lugar de

decisiones fuertes. El mensaje extrinseco E;; del nodo de comprobacion

J al nodo de bit i al cual esta conectado es la opinion del nodo de

comprobaciéon | sobre la probabilidad que ¢ =1, basados en la

informacion disponible para el nodo de comprobacion j. Esto es, Ej,i da

la probabilidad de que G =1, lo que causara que la ecuaciéon de

comprobacién de paridad j se cumpla. (Note que Ej’i , No esta definido si

el bit i no esta incluido en la comprobaciéon | ya que la informacion

extrinseca no es pasada entre los nodos i y | en este caso.) La
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probabilidad de gque una ecuacién de comprobacion de paridad se cumpla

si G =1, es la probabilidad de que un nimero impar de bits en la ecuacién

de comprobacion de paridad sean 1s:

p??(t:%—% D (1—2Pji.), (4.21)
' i 0B, I'#
donde Pji" es el estimado actual disponible para el nodo de

comprobacion j de la probabilidad de que G+ =1. La probabilidad de que

la ecuaciéon de comprobacién de paridad se cumpla si G =0 es de esta
ext
J

dado p(x=0), ya que p(x=1)=1-p(x=0), y asi necesitamos

manera 1— p%". Para una variable binaria X es facil encontrar p(Xx=1)

anicamente almacenar un valor de probabilidad para X. El logaritmo de las

relaciones de verosimilitud (Log likelihood ratios) son usadas para
representar las medidas para una variable binaria por medio de un unico

valor:

L(x)=|og%())((i=%), (4.22)

donde por l0g nos referimos a l0g,. El signo de L(X) proporciona una

decision fuerte sobre X y la magnitud ‘L(X)‘ es la confiabilidad de esta

decision. Convirtiendo de log likelihood ratios nuevamente a

probabilidades,

—L(x
p(x=1)= ) —(L()x)’
1+f(x) (4.23)
e
p(x=0 )

78



El beneficio de la representacion logaritmica de las probabilidades, es
gue, cuando es necesario multiplicar las probabilidades, con el logaritmo
de las relaciones de verosimilitud solo se necesita sumar; esto puede

reducir la complejidad del decodificador de suma-producto.

Expresado como logaritmo de las relaciones de verosimilitud (log
likelihood ratio), la informacidn extrinseca del nodo de comprobacion j al

nodo de biti es:
— ext 1

Ahora sustituyendo (4.23) en (4.24)

Sl TB, ,i # (1_ 2P )

1.1
— a2l 2
Ej,i —|Ogl 1
2 2

ikl 0B, i i (1_ 2P )

1
+

-M
e
1+/).,.. . |1-2—
I_II DBJ. I # l+e_M“'
=log =y
e
-1, ..|1-2—
|_|| DBJ. JE 1+e—M“.
_Mj,i
1+ |_||DB I¢Il+ Mj'i,
=log e—|v| ,
l j
|_||DBI¢Il+eM (425)
donde
A 1_PJ|'
M ji'= L(PJI -)=|ng—’. (4.26)

Jid'
Usando la relacion
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tanh1 |0§{ﬁj= -2 (4.27)
2 p

se tiene

[ ]iog, i# tanH{(M ;. /3

E:: =log : (4.28)
J" — P
1-T]irg = tanH{(M ;. /3
Alternativamente, usando la relacion
-1 _ l+ p
2tanh ~p = Iogl— (4.29)
-p

(4.28) puede escribirse equivalentemente como

— =1
Ej,i =2tanh Hi'DBj,i'ii taniﬁM”- /? (4.30)

Cada nodo de bit tiene acceso a las entradas LLR, R, y a las LLR de

cada nodo de comprobacion al cual esté conectado. El total de LLR

| —ésimc bit es la suma de estos LLRs:

L=L(R)=R+ > Ej. (4.31)
JOA
Sin embargo, los mensajes enviados desde los nodos de bit a los nodos

de comprobacion, Mj no son los valores completos de LLR para cada

i
bit. Para evitar enviar de regreso a cada nodo de comprobacion la
informacion que ya tiene, el mensaje enviado desde el i —€simc nodo de

bit al j —ésimc nodo de comprobacién es la suma en (4.31) sin la
componente E;; acabada de recibir del j-esimc nodo de

comprobacion:

80



Mji= 2 Ej+R (4.32)
PTA %]

El objetivo de la decodificacion de suma-producto es (a) calcular la

probabilidad a posteriori (APP) para cada bit del codeword,
= p{ G =1|s= q , la cual es la probabilidad de que el i —€simc bit

del codeword sea 1 condicional al evento S=0 (es decir, que todas las
restricciones de comprobacion de paridad se cumplan), y (b) seleccionar
el valor decodificado para cada bit como el valor con el maximo de
probabilidad APP. El algoritmo de suma-producto iterativamente calcula
una aproximacion del valor MAP (un decodificador que selecciona el
codeword con maxima probabilidad a posteriori ‘maximum APP
probability’ es un maximum a posteriori decoder ‘MAP’) para cada bit del
codigo. Sin embargo, las probabilidades a posteriori devueltas por el
decodificador de suma-producto son solo probabilidades MAP exactas si
el grafico de Tanner es libre de ciclos. En resumen, la informacion
extrinseca obtenida de una restriccion de comprobacién de paridad en la
primera iteracion es independiente de la informacion de probabilidad a
priori para ese bit (lo cual hace depender de las probabilidades a priori de

los otros bits del codeword). La informacién extrinseca proporcionada al

nodo de bit | en subsecuentes iteraciones permanece independiente de la
probabilidad a priori original para G hasta que esta probabilidad se

devuelve al nodo de bit i a través de un ciclo en el grafico de Tanner. La

correlacion de la informacién extrinseca con la probabilidad original a

priori es lo que impide que las probabilidades resultantes sean exactas.

Las entradas son las razones logaritmicas de verosimilitud (log likelihood
ratios) para las probabilidades a priori del mensaje de cada canal,

p(g=01y)
p(g =1ly)’

R =log (4.33)
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la matriz de comprobacion de paridad H y el maximo ndmero de
iteraciones, | o Las salidas del algoritmo son las probabilidades de bit

a posteriori estimadas de los bits recibidos como el logaritmo de la

relaciones de verosimilitud.

El decodificador de suma-producto inmediatamente se detiene siempre
gue un codeword valido ha sido encontrado mediante una revision del

cumplimiento de las ecuaciones de comprobacion de paridad (por lo tanto

CHT =0 es también un criterio de parada para la decodificacion de

suma-producto).

Ejemplo 4.15

El codigo LDPC del Ejemplo 4.5 es usado para codificar el codeword

C=[10 OlOf]. El vector C es enviado a través de un BSC con

probabilidad cruzada ¢ = 0.2, y la sefial recibidaes y = [1 1010 Z].

Ya que el canal binario es simétrico la probabilidad de que al enviar un 0
se reciba un 1 es la probabilidad ¢ que se produzca un cruce, mientras la
probabilidad de que al enviar un 1 se reciba un 1 es la probabilidad 1—¢
gue no se produzca un cruce. De la misma forma, la probabilidad que se
reciba un 0 cuando un 1 fue enviado es la probabilidad que ocurra un
cruce, mientras la probabilidad que se reciba un 0 cuando un O fue
enviado es la probabilidad que no ocurra un cruce. Por lo tanto, las LLR a

priori para el BSC son:

€ .
log siy =1,
R = 1-e (E.4.15.1)
€ .
Iogl— siy =1.

-€

Para este canal tenemos
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€ _1og22=_1.3863
1-¢ 0.8

log
(E.4.15.2)

€ 0.8
log—— =log— = 1.3863.
gl—e g0.2

y entonces

R=[-1.3863 - 1.3863 1.3863- 1.3863 1.3863 1.38(E.4.15.3)

Para comenzar la decodificacion establecemos el nUmero maximo de

iteraciones a 3 y se alimenta con Hy R En la inicializacion,
M i = R (E.4.15.4)

El primer bit es incluido en la primera y tercera comprobacion y entonces

M1y M3 soninicializados a Ry :
Mq1=R;=-1.386cy M3;=R;=-1.3863 (E.4.15.5)

Repitiendo esto para los bits restantes tenemos:

parai = 2Mj ,=M, ,=R,=~- 1.386:
parai = 3M; 3=M 4 3=R3= 1.3863,
parai = 4Mq 4=M 4 ,=R,=-1.386! (E.4.15.6)
parai = 5M, 5=M 35=Rg= 1.3863,
parai = 6M35=M 4 g=Rg=— 1.386!

Ahora se calculan las probabilidades extrinsecas para los mensajes
comprobacién a bit. La primera comprobacion de paridad incluye el
primer, segundo y cuarto bit y entonces la probabilidad extrinseca del
primer nodo de comprobacién al primer nodo de bit depende de las

probabilidades del segundo y cuarto bit:

83



1+tanr(M1,2 /Q tanIﬁM 14 /)2

1—tanf(M1,2 /% tanl(uML4 /)2

_ 1+tanh(-1.3863/p tarfr 1.3863)

%9 tani(- 13863/} tarfr 13863) (4157

=0.7538.

El,l = |Og

Similarmente, la probabilidad extrinseca del primer nodo de comprobacion
al segundo nodo de bit depende de las probabilidades del primer y cuarto
bit:

1+tanl'(M1,1 /2) tanléM 14 /)Z
1—tant(M1,1 /% tanl(nM 14 /)Z (E.4.15.8)
=0.7538.

El,].: |Og

y la probabilidad extrinseca del primer nodo de comprobacion al cuarto
nodo de bit depende de las LLR enviadas del primer y segundo nodo de

bit al primer nodo de comprobacion:

1+tanl'(M1,1 /2) tanléM 12 /)Z
1—tant(M1,1 /% tanl(nM 12 /)Z (E.4.15.9)
=0.7538.

El,].: |Og

Repitiendo para todas las comprobaciones dadas, obtenemos las LLR

extrinsecas:

0.7538 0.7538 [ 0.7538 [ 0
0 07538 -0.7538 O - 07538 [J
E= . (E.4.15.10)
~0.7538 [ 0 0 07538 - 0.7538
0 0 07538 -07538 O - 0.7538

Para ahorrar espacio las LLR extrinsecas estan dadas en forma matricial,

donde la (j, i)—éSima entrada de E retiene el valor de Ej,i- Una

entrada de punto indica que una LLR no existe paraesaliyj.
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Para verificar si hay un codeword valido, se calcula las probabilidades
estimadas a posteriori para cada bit, mediante una decision fuerte y se

comprueba el sindrome S. El primer bit tiene LLR extrinsecas de la

primera y tercera comprobacion y una LLR intrinseca del canal. El total de

LLR es su suma:

L1=R+E 1+ B3,

(E.4.15.11)
=-1.3863+ 0.7538 0.7538- 1.38t

La LLR del canal es negativa y las LLR extrinsecas se cancelan, lo cual
indica que el primer bit es 1. De esta forma la decision sobre el primer bit

se mantiene. Se repite este procedimiento para los siguientes bits:
L, =R+ E »+ E; ,=0.1213,
L3 =Rg+ Ep 3+ E43=1.3863,
Ly = R4+ By 4+ E4 4= -1.3863, (E.4.15.12)
Ls =Rs+ Ep 5+ E35=1.3863,
Lg = Rg+ Eg g+ E4 6=—2.8939

Al realizar una decision fuerte sobre los bits recibidos (la cual es

simplemente dada por los signos de las LLR) se obtiene

c=[100101] (E.4.15.13)

Para verificar si ¢ es un codeword valido, se tiene

S:(AZH':[:LOOlO:]_ :[000]) (E.4.15.14)

P P O O O BB

O O Fr O R Bk
ORr OFr L O
P O RFr P O O
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Ya que Ses cero, C es un codeword valido y la decodificacion se detiene,

retornando C como la palabra decodificada.

El algoritmo de suma-producto puede ser modificado para reducir la
complejidad de implementacion del decodificador. Esto puede hacerse
alterando (4.30)

— =1
Ej,i =2tanh |_|i'DBj,i »” tanlﬁij' /? (4.34)

de tal manera que se reemplaza el termino de producto por una suma.

Por simplicidad escribiremos

|‘| 2 |‘| , (4.35)
i B, A

de aqui en adelante.

En primer lugar, M i puede factorizarse como:

Miji-=aji B (4.36)
donde
aji =signMy; -,
(4.37)
'BJ,i'z‘MJJ ‘

Usando esta notacion se tiene que
Htanh(Mj,i- /%z |_|a'j 1 |_| tanl(n,Bji - /)Z (4.38)
i' i’ i

Entonces (4.30) se convierte en
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Eji =2tanh‘1(|‘|ilajj |_|I taniﬁ,BJ X /)g)
=(|_|i.aj,i-)2tanh_1|_|i, tanvéﬁ” . /;g

La ecuacion (4.39) puede ahora ser reordenada para reemplazar el

(4.39)

producto por una suma:

Ejj =(|_|i'ajj ')Ztanh'1 log! Iogﬂi, tan@,GJ X /)2
:(Hi,aj,i-)Ztanh'l Iog'lzi. Iogtan(l,Bji : /)Z

Después, se define

(4.40)

e +1

@(x) =-log tanh> = loge—= (4.41)
2 et -1
y note que, dado que
Ax)
e +1
X)) =log————=Xx. 4.42
#(¢(x)) =log o (4.42)

Se tiene que (0_1 = @. Finalmente, (4.40) se convierte en

Eji :(l_li'aji ')¢(Zi'¢('31 i, )) (4.43)

El producto de los signos puede ser calculado utilizando suma modulo-2

de las decisiones fuertes sobre cada M i mientras la funcion @ puede

ser implementada facilmente usando una tabla de consulta (lookup table).

Alternativamente, el algoritmo min-sum simplifica el calculo de (4.39) aun
mas por reconocer que el término correspondiente al mas pequefio

Mj,i" domina el término del producto y entonces el producto puede

aproximarse mediante un minimo:
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Ej,i :HI'SlgnM”'mMJ i ". (4.44)
e

De nuevo, el producto de los signos puede calcularse mediante la adiciéon

modulo-2 de las decisiones fuertes sobre cada M ity asi el algoritmo

min-sum resultante requiere solo sumas y el calculo de minimos.
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Capitulo 5

ANALISIS DE LOS CODIGOS LDPC,
GENERACION DEL CODIGO, EFECTO
DE CUANTIZACION Y VARIACION
DEL PESO DE COLUMNA DE H

En este capitulo se realizara el analisis de los codigos LDPC basados
en arreglos y se mostrard los resultados de las distintas simulaciones
realizadas. Ademas se presentaran las definiciones de error-floor y
conjuntos absorbentes, junto con el estudio del efecto de la cuantizacion
de los mensajes en el rendimiento de los decodificadores de los cddigos
LDPC basados en arreglos.

5.1 Caodigos lineales de bloque

Para iniciar es importante tener claro que es un codigo de bloque. Por

consiguiente, un codigo C es la coleccion de codewords C,
C={C:CDHT =O}. En donde H es la matriz de comprobaciéon de

paridad para tal codigo.

Ejemplo 5.1

Encontrar el cddigo, su respectiva lista de codewords y calcular la

distancia minima para la siguiente matriz de comprobacion de paridad H:

1
(E.5.1.1)

T

1
o O K
o R O
P O O
O R B
L=
o
-
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Utilizando un programa sencillo en MatLab se obtiene que el codigo
correspondiente para la matriz H dada, esta conformado por la coleccién

de codewords siguiente:

codewords =

Donde cada codeword cumple con la restriccion C EHT =0.
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La distancia minima para este codigo es 3, ya que el menor niumero de
bits con valor distinto de cero en cualquiera de los codewords del codigo

es 3 (excluyendo el codeword que contiene solo elementos cero).

El codigo dado por el Ejemplo 5.1 es un codigo de bloque lineal y

representa el codigo lineal de bloque (7,4), donde la longitud del

codeword es N=7 y el tamafio del mensaje es k=4, este codigo también

se puede obtener por medio de la matriz generador G:

(E.5.1.2)

) RO P
O R K
L =)
o o o r
o O r O
O r O O

El cddigo lineal de bloque es representado por su matriz generador G de

dimension kx N, con la cual se realiza una multiplicacion médulo 2 por
los vectores de simbolo de mensaje M de K bits para producir los

codewords de N bits.
donde,
c=mG (E.5.1.3)

Por lo tanto, el codificador y decodificador de un esquema de codificaciéon
lineal de bloque utiliza multiplicaciones de matrices con las matrices

generador/comprobacion de paridad, en lugar de utilizar métodos de

busqueda de tablas (table lookup methods) con todas las 2K><N

matrices de codewords.

5.2 Caodigos LDPC
La construccion de los cédigos LDPC simplemente envuelve reemplazar

un numero pequefio de los valores de una matriz por 1s, de tal forma que
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las filas y columnas tengan la distribucion de grado requerida. En muchos

casos, la asignaciéon de las entradas aleatoriamente en H producira un

codigo LDPC razonable. Sin embargo, la construcciéon de H puede afectar

el rendimiento del decodificador de Suma-Producto, de manera
significativa para algunos codigos, y también la complejidad de la

implementacion del cédigo.

Mientras no hay una formula para un ‘buen’ cédigo LDPC, hay un nimero
de principios que informan y muestran el camino a seguir al disefiador de
cbdigos. Las primeras decisiones obviamente son el grado de distribucion
a elegir y como construir la matriz con estos grados, es decir, pseudo-
aleatoriamente o con algun tipo de estructura. Cualquiera que sea la
construccion elegida, las caracteristicas a considerar incluyen el girth del

grafico de Tanner y la minima distancia del cédigo [3].

El analisis se basa en las propiedades de un cddigo LDPC, las cuales
influyen en el rendimiento de la decodificacion iterativa. La seleccion de
las distribuciones de grado se le conoce comunmente como ‘disefio del
codigo’ y los métodos para asignar las ubicaciones de las entradas de
valor 1 en la matriz de comprobacion de paridad estan referidos
usualmente como ‘construccion del codigo’. Es importante tener en cuenta
que, cuando se consideran las propiedades de un cdédigo LDPC,
frecuentemente en realidad se estan teniendo en cuenta las propiedades
de una matriz de comprobacion de paridad para una eleccién en particular
para este codigo. La elecciéon de una matriz de comprobacion diferente
para el mismo codigo puede comportarse de forma distinta al utilizar la
decodificacion de suma-producto. En contraste a esto, con la
decodificacion ML la probabilidad de una decodificacion incorrecta es
determinada Unicamente por la distribucion del peso de los codewords,
que a su vez es independiente de elegir la matriz generador o la matriz de

comprobacién de paridad para representar el cédigo.
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5.2.1 Construccion del Cdédigo “Codigos LDPC basados en
arreglos ( Array-based LDPC Codes )"

Los codigos Array-based son un tipo de codigos regulares LDPC

estructurados [11], los cuales estan parametrizados por un par de enteros
(p, y), tal que y< p, donde P es ndmero primo diferente de 2 (primo

impar). Este tipo de cédigos se representan por medio de la matriz de

comprobacién H Dy dada por:

I | .
I g 2 Jp_l

H 0.y = 0.2 4 0_2( p—l) ,
| G e

donde O es una matriz de permutacion de dimension pX p de la forma:

00 . 01
10 - 0O
=01 - 00
0 0 1 0
La tasa de este tipo de codigos es R =1_yp——é/+l.
P

A partir de la estructura presentada en la ecuacion (5.1) se construyeron
matrices para los cédigos LDPC basados en arreglos de longitud N=289
con P=17 y N=2209 con p=47. Ademas, se utilizé el mismo procedimiento
para la construccion de una matriz de comprobacién de paridad de
longitud N=1296 con p=36 la cual tiene las caracteristicas compatibles

con el estandar IEEE 802.11n [12].
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Figura 5.3 Densidad de 1s para la matriz del codigo LDPC basado en arreglos de

5.2.2
Los cddigos LDPC son famosos por su rendimiento destacado en

Patrén de dispersion para H

longitud N=1296 con p=36y y=4.

Las Figuras 5.1, 5.2, 5.3 muestra el patron de dispersion (elementos
distintos de cero) para las matrices de comprobacion de paridad de los

cddigos LDPC basados en arreglos con codewords de longitud N=289
con un peso de columna de 3, N =2209 con un peso de columna de 5y

N=1296 con un peso de columna de 4, respectivamente. Se puede

observar una de las caracteristicas principales de este tipo cédigos, la
cual es que presenta una baja densidad de elementos distintos de cero en

Sus matrices representativas.

Error-floor en los cédigos LDPC

regiones de relacion sefial-a-ruido (SNR) moderadas. Sin embargo, para
una SNR suficientemente alta, algunos de estos cddigos presentan un
cambio rapido en la pendiente de la curva que representa la relacion de
error de bit (BER bit-error rate) versus la SNR. Esta variacion en la
pendiente de la curva de la BER es conocida como el error-floor del
cédigo. Para una gran variedad de codigos, incluyendo los codigos LDPC
basados en arreglos, los error-floors aparecen en valores elevados de
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BER. Este fenbmeno impide el uso de este tipo de cbdigos en sistemas
de comunicacion de almacenamiento y espacio profundo que necesiten
enormemente bajo BER. Para muchos cdédigos, los error-floors no se
pueden observar directamente, debido a que estan fuera del alcance de

las técnicas de simulacién estandar.

Se han realizado muchos trabajos enfocados en caracterizar el error floor
en los cddigos LDPC. Se demostr6 que este comportamiento esta
asociado con la suboptimalidad de los decodificadores de paso-de-
mensaje practicos sobre los graficos con ciclos. Mackay y Postol [13]
reconocieron que algunas clases de no-codewords, a los cuales llamaron

codewords-cercanos (near-codewords), pueden resultar en una falla en el

decodificador, particularmente en (@, b) codeword-cercano es una cadena

binaria de peso a cuyo sindrome tiene peso b (para la cadena X recibida,

el sindrome Ses definido como S= H)J)

5.2.2.1 Conjuntos Absorbentes ( Absorbing Sets )
Una representacion conveniente de la matriz de comprobacion de paridad

H de un cadigo binario lineal esta dada en términos de su factor o grafico
de Tanner. [14]. En particular, Gy = (V, F, E) denota un gréfico bipartito,

en el cual el conjunto de vértices V se asocia con los N bits del codigo
(columnas de H) y el conjunto F corresponde a las m comprobaciones del
codigo (filas de H). El conjunto de bordes (edge set) E se define por la

estructura de H: en particular, existe un borde €(i, ])LJE si y solo si
IV y jOF. Los elementos de V son llamados “nodos de bit” y los

pertenecientes a F se les conoce como “nodos de comprobacion”.

Para los codigos LDPC basados en arreglos, el factor grafico asociado

con H p,y NO presenta ciclos de longitud cuatro, y de esta forma el girth

es como minimo seis. Para cualquier subconjunto D de V, Np denota el
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subconjunto de los nodos de comprobacion vecinos a los elementos de D.
Para cualquier subconjunto D de V, E(D) (respectivamente O( D)) son

el conjunto de vértices vecinos D en F en el grafico G con grado par

(impar) con respecto a D.

Definicion 1 : Dado un par de enteros (@, b), un conjunto absorbente

(a, b) es un subconjunto D OV de tamafio a, con O( D) de tamafio b

con la propiedad de que cada elemento de D tiene estrictamente menos
vecinos en O( D) queen F \O( D). Se dice que un conjunto absorbente
(a, b) D, es un conjunto absorbente completo (@, b), si ademas, todos los

nodos de bit en V \ D tiene estrictamente mas vecinos en F \O( D) que

en O(D).

Un ejemplo de un conjunto absorbente (4, 4) est4 dado en la Figura 5.4

donde los circulos oscuros representan el conjunto de bits D, los cuadros

oscuros constituyen el subconjunto O(D), los cuadros blancos
representan el conjunto €(D), E(D,O( D)) esta dado por las lineas

sélidas y E(D,E( D)) por las lineas punteadas. Se observa que cada

elemento en D tiene mas vecinos con grado par, que los que
corresponden al grado impar. Todos los nodos de comprobacion que no
estan en la figura son denotados por cuadros vacios. Para que este
conjunto sea un conjunto absorbente completo, cada nodo de bit que no
esta en la figura debe tener también estrictamente mas cuadros vacios
como vecinos que cuadros oscuros. Notese que D OV es un conjunto

absorbente completo Si y solo Si para todo

vV, Vvt(H)qDAV)>Wt( Hxy)=h donde DAV denota la diferencia
simétrica entre D y {V}, Wt(y) es el peso de Hamming de una cadena

binaria con soporte D.
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Figura 5.4 Ejemplo del conjunto absorbente (4, 4).

El nombre de “conjunto absorbente” indica la naturaleza absorbente de
estos objetos combinatorios, en el sentido que actian como estados de
minimos locales para el algoritmo de decodificacion: al entrar en esta
configuracion el algoritmo de decodificacion es absorbido en ésta. Para el
caso especial del algoritmo de inversién de bit (bit-flipping algorithm), la
configuracion descrita como conjunto absorbente completo, es estable, ya
gue cada nodo de bit recibe estrictamente mas mensajes de los nodos de
comprobacién vecinos que refuerzan su valor, que mensajes que
mensajes que indiquen el valor opuesto del bit. Sin embargo, los
conjuntos absorbentes también controlan el comportamiento de
decodificadores de paso de mensaje mas sofisticados, tales como el
algoritmo de Suma-Producto.

5.2.3 Esquema de Cuantizacion

Con el fin de reducir la complejidad de la implementacién, los mensajes
en un decodificador practico de paso de mensajes MP son cuantizados. El
esquema de cuantizacion es denotado como Qa.b en donde a
representa la parte entera, b la parte fraccional y un bit adicional es
utilizado para la representacion del signo, de tal manera que el nimero
total de bits utilizados para la cuantizacion es a+b+1. El uso del esquema

de cuantizacion conduce a un efecto en el rendimiento, el cual se

analizara con los resultados de las simulaciones.
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Basados en el analisis y los resultados presentados en [15] (efecto de los
conjuntos absorbentes y esquema de cuantizacién), se realizaron las

siguientes simulaciones para observar que tanto influye en el rendimiento

del codigo, la eleccion de los valores a y b para el esquema de

cuantizacion. En este caso se utilizé la matriz de comprobaciéon H Dy

para el cdédigo LDPC basado en arreglos con longitud N=2209 con

p=47y y=5.

Es claro que a medida que se aumentan los valores de a y b, la
complejidad de los célculos es mayor. La Figura 5.5 muestra una
comparacion del rendimiento del decodificador para a+b=6, de la misma
manera la Figura 5.6 presenta la comparacion del rendimiento del

decodificador para el caso cuando a+b =7.

Se puede observar que existe un mejor comportamiento en el rendimiento

cuando el valor de a cambia de 3 a 4, de hecho la diferencia es

significativa. Por otro lado cuando el valor de a cambia de 4 a 5 las curvas
de rendimiento presentan un comportamiento muy parecido, aunque se
presenta un cambio en el perfil de error. Ademas, cabe resaltar que el
tiempo de simulacion necesario para obtener las curvas del rendimiento
fue mayor cuando se utilizé el de a=3, en los casos de a=4 y a=5 el
tiempo de simulacién fue similar. Como se presenta en [15], existen
configuraciones de ruido que causan ciertos errores de conjuntos
absorbentes dependiendo del esquema de cuantizacion elegido. Sin
embargo dichos errores se pueden corregir por completo o convertir en
otra configuracion de conjunto absorbente (por medio de alguna relacion
topologica de estos, la cual se puede analizar en el grafico de Tanner) con

menos efecto negativo en el rendimiento del decodificador.

Teniendo en cuenta que el mejor rendimiento del decodificador se

presenta cuando a=4, el siguiente paso es observar el comportamiento
para distintos valores de b. Para este andlisis inicialmente se utiliza la
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matriz Hp,y gue representa el coédigo LDPC basado en arreglos con

N=2209 con p=47 y )=35. Los resultados de esta simulacién se

presentan en la Figura 5.7.

BER vs SNR, Codigo Basado en Arreglos, N=2209, p=47, y=5

= e =

S=3:== S9s=s=======d===mmeos =

TioC -1 —— Q3.3
IIIIIIIIIAIIIIIIIIN Qa2
i H —+— Q5.1
=== = e e e e e et

I e e

“+1+

BER

- T

L E

TIT

E,/N,[dB]

Figura 5.5 Comparacion del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
cuantizacion.
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BER vs SNR, Cadigo Basado en Arreglos, N=2209, p=47, y=5

BER

E,/N,[dB]

Figura 5.6 Comparacién del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
cuantizacion.

BER vs SNR, Codigo Basado en Arreglos, N=2209, p=47, y=5

BER

E,/N,[dB]

Figura 5.7 Comparacién del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
cuantizacién Q4.b.
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La Figura 5.7 muestra el rendimiento del decodificador para una

cuantizacién Qa.b, donde a=4 y b toma los valores de 1,2 y 3. En este

caso, se observa que la variacion del parametro b no afecta de manera

significativa el rendimiento.

Ahora se utiliza la matriz H p,y due representa el codigo LDPC basado en

arreglos con N=1296 con p=36 y y=3. La Figura 5.8 muestra los

resultados de la simulacion para este codigo.

BER vs SNR, Codigo Basado en Arreglos, N=1296, p=36, y=3

|
—————————— e LY
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””””” — Q4.2
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4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

BER

10"

10°

E/N,[dB]

Figura 5.8 Comparacion del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
cuantizacion Q4.b.

A partir de estos resultados se logra corroborar que una variacion del
valor b que representa la parte decimal de la cuantizacion, no tiene un
efecto predominante en el rendimiento del decodificador, cuando el
parametro a es fijo, en este caso a=4. De hecho se observa en las figuras
5.7 y 5.8 que para los valores de BER y SNR presentados, el rendimiento

mejora levemente a medida que se aumenta el valor de b, aunque en [15]
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este efecto cambia, para regiones muy bajas de BER a medida que

aumenta el valor de b, el rendimiento del decodificador disminuye.

Para nuestro caso no fue posible obtener valores de BER muy bajos
debido al tiempo de simulacion necesario para obtener estos valores y a
la falta de un equipo de coOmputo potente necesario para este tipo de

simulaciones.

5.2.4 Disefio del Cédigo “Variacion del peso de las
columnas de H”

En primer lugar, se busca determinar el papel del peso de una columna
en el rendimiento de decodificacion de los cdédigos LDPC basados en
arreglos, para un esquema de cuantizacion dado. Para este analisis nos

basamos en los resultados obtenidos previamente y en [15]. Por lo cual,

se determina utilizar un esquema de cuantizacion de Q4.2

Se consideran los cédigos LDPC basados en arreglos, se varia el peso de
la columna &) (column weight) y el peso de la fila &} (row weight) se

mantiene en un valor fijo.

A continuacion en la Figura 5.9, se presenta la curva de rendimiento para

el cédigo LDPC basado en arreglos con una longitud N=289, en donde el

peso de columnavaria y=3, y=4y y=5.
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BER ws SNR, Cdédigo Basado en Arreglos, N=289, Q4.2

BER

E,/N,[dB]

Figura 5.9 Comparacién del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
peso de columna.

De la misma forma que en la figura anterior, la Figura 5.10 presenta el
comportamiento del rendimiento de un cédigo cuando se varia el peso de
columna para valores de y=3, y=4y y=5, pero en este caso el
codigo utilizado para las simulaciones es el codigo LDPC basado en

arreglos con una longitud N=1296.
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BER vs SNR, Cddigo Basado en Arreglos, N=1296, Q4.2

BER

A
4]

E,/N,[dB]

Figura 5.10 Comparacioén del rendimiento del decodificador para diferentes valores de
peso de columna.

Las figuras 5.9 y 5.10 muestran la simulacion del rendimiento de cddigos
regulares LDPC basados en arreglos, con una variacion del peso de
columna, sobre un canal AWGN. Para estos codigos se observa que si el
peso de columna aumenta, existe una ligera ventaja en rendimiento para
valores moderados de SNR. Sin embargo, para niveles de alto ruido el
efecto del incremento del peso de columna es reducir el rendimiento de la
correccion de errores. El efecto negativo de pesos de columna grandes en
canales de alto ruido puede explicarse observando que si dos bits del
cbdigo en una comprobaciéon de paridad dada estan en error (0 borrados)
es mas dificil (o imposible) determinar y corregir los bits errbneos usando
esta ecuacion de comprobacion de paridad. En los codigos con un gran
peso de columna, el peso de fila debe también incrementar
proporcionalmente, por lo que cada ecuacion de comprobacion de paridad
incluye mas bits del codeword, incrementando la probabilidad (likelihood)
de que dos bits en cualquier comprobacion de paridad dada estén en

error. Este es un problema menor en canales con alta relacién sefal a
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ruido ‘SNR’ (signal-to-noise-ratio channels), donde solo muy pocos bits
del cédigo son afectados por el ruido. En realidad, en estos canales un
gran peso de columna puede mejorar la velocidad de convergencia de la
decodificacion de suma-producto ademas de mejorar la distancia minima

del cédigo.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

El objetivo principal de este trabajo era el analisis de las estructuras y
caracteristicas de desempefio de los codigos LDPC.

Para cumplir con este objetivo inicialmente se desarroll6 un programa
interactivo basado en MatLab para la enseflanza de comunicaciones
digitales. Con este programa se ilustraron de manera amigable, clara y
concisa los fundamentos basicos relacionados con los sistemas de
comunicaciones digitales, reforzando asi los conocimientos en los
conceptos de modulacion digital, relacion sefial a ruido, probabilidad de
error y el teorema de capacidad de Shannon, debido a que el programa

permite visualizar e interactuar con estos temas.

Posteriormente se realiz6 una investigacion abarcando los temas de
codificacion canal y de los codigos de correccidn de error. En base a esta
investigacion se observé que gracias al uso de la codificacion de canal en
un sistema de comunicacion se reduce la probabilidad de error de manera
significativa, lo cual lleva a la transmision de informacién de manera
confiable en canales con presencia de ruido. De la misma forma es
posible reducir la potencia de transmision para una tasa de error de bit fija
teniendo un sistema cuya informacion esta codificada. Ademas se analizo
la diferencia en la estructura entre los cédigos de blogue y los cédigos
convolucionales. En la codificacion de bloque se entregan bloques de
datos de gran longitud a partir de un bloque con menor cantidad de datos,
mientras que la codificacion convolucional se realiza mediante una
maquina de estados finita que da salida a uno o0 mas simbolos de codigo

por cada dato de entrada.

Continuando con este proceso de investigacion se llegé al analisis de los

cédigos LDPC, estudiando su codificacién y los principales algoritmos de
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decodificacion utilizados. A partir de esto se encontraron las principales
diferencias con respecto a las otras clases de cddigos bloque, por
ejemplo, la matriz de comprobacion de baja densidad, que es de gran
importancia para el proceso de decodificacion. Una de las caracteristicas
mas importantes de los cddigos LDPC es que su rendimiento es muy
cercano al limite de capacidad. Se observaron las ventajas que se tienen
al utilizar un algoritmo de decodificacion suave, estando entre las mas
importantes el hecho de que dicho algoritmo puede utilizar operaciones
logaritmicas basadas en probabilidades en lugar de multiplicaciones. De
esta forma se logré reducir la complejidad de las simulaciones realizadas.
Aunque las simulaciones presentadas en este trabajo tomaron un tiempo
considerable, al utilizar algoritmos que no estén basados en la relacion

logaritmica los resultados tardarian mucho mas tiempo.

Para obtener las curvas de SNR (Signal to Noise Ratio) versus BER (Bit-
Error Rate) se necesitd de un tiempo considerable. Para longitudes de
codigo pequefias los resultados se obtuvieron en un promedio de dos
semanas, para longitudes intermedias alrededor de 3 semanas y para la
longitud de codigo mas grande utilizada (N=2209), las simulaciones
tardaron en promedio un mes. Por tal motivo el tiempo no fue el suficiente
para obtener los resultados para SNR mayores. Por consiguiente no fue
posible obtener valores de BER mas bajos, los cuales permitirian el
analisis del error-floor. Como se muestra en algunas investigaciones
recientes en este campo, para llevar a cabo estas simulaciones se
necesitan equipos de coémputo potentes y/o implementaciones del
decodificador en FPGA, con los cuales se podrian obtener resultados de
BER mucho mas bajos en alrededor de dos semanas para longitudes de
cédigo del orden de 2000.

Durante este trabajo se desarrolld6 un programa para obtener la familia de
codewords de un cédigo para una matriz de comprobacién de paridad
dada, junto con el algoritmo de decodificacion de suma-producto y un

programa para construir y obtener cualquier matriz de comprobacion de
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paridad para un cédigo LDPC basado en arreglos con ( p,y) dados. Este
tipo de codigos se disefian en base a una matriz de permutacién, lo que
permite que su matriz de comprobacion de paridad sea construida

facilmente.

Se estudio el efecto de la eleccién de un esquema de cuantizacién sobre
el rendimiento del decodificador del cdédigo realizando extensas
simulaciones. Es asi que partiendo del mejor resultado obtenido del
rendimiento para un esquema de cuantizacibn y basados en
investigaciones recientes se decidio utilizar una cuantizacion Q4.2 para el
analisis posterior, en donde se utilizan cuatro bits para representar la
parte entera, dos para la parte fraccionaria y un bit adicional para
representar el signo del mensaje transmitido entre los nodos del
decodificador.

Los resultados empiricos obtenidos del andlisis de la variacién del peso
de la columna de una matriz de comprobacién de paridad muestran que al
utilizar una matriz con longitud corta (N=289) esta variacion no influye de
manera significativa en el rendimiento del cédigo. Sin embargo, para una
matriz con una longitud de N=1296 esta variacion es mas significativa,
presentando un rendimiento pobre para un peso de columna de 3 en
regiones de SNR bajas. Para un peso de 6 el rendimiento se ve muy
afectado en regiones de SNR mayores a 5 dB presentando el peor caso
obtenido para esta region. El peso de columna con mejor rendimiento
para esta matriz fue 4, presentando en buen rendimiento para bajos y

altos valores de SNR en comparacion a los otros resultados.

A patrtir de las simulaciones obtenidas y del tiempo requerido para obtener
estos resultados, se puede definir un esquema de cuantizacion (Q4.2)
para futuras implementaciones de decodificadores de paso de mensaje, o
cual reduce la complejidad de tales implementaciones. Ademas, se puede
partir de un valor de peso de columna igual a 4 para el disefio de matrices

de comprobacién de longitud moderada.
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Este trabajo es la base para las posibles investigaciones futuras en el
area de la codificacién y cédigos LDPC, como por ejemplo el andlisis de
los conjuntos absorbentes, culpables del efecto negativo en el rendimiento
de los decodificadores para los codigos LDPC en las regiones de alta
SNR. Asi mismo la implementacion de los distintos tipos de
decodificadores en FPGA podria facilitar la observacién del

comportamiento de los codigos LDPC y su respectivo analisis.
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APENDICES

A.1 Generacion de Codewords

El siguiente cddigo sencillo fue desarrollado en MatLab para generar el
conjunto de codewords pertenecientes a un codigo dependiendo de su
matriz de comprobacién de paridad H adicionalmente se encuentra la

distancia minima del codigo.

%% CODEWORDS
k=7: %NUmero de bits de la secuencia.
M=27k; %NuUmero de filas de la Matriz H.

H=[1001011;0101110;0010111j;
de comprobacion de paridad.

[l,;n]=size(H);
binario=dec2bin(0:M-1 k);
binario2=reshape(binario’,1,k*M);

%%% Para generar todas las posibles combinaciones
for m=1:M*k
vec_binario(m)=str2num(binario2(m));
end
vec_final=vec2mat(vec_binario,k);

11
1

—:
1

—
1]

o

%%% Producto punto entre H y las secuencias binaria
for i=1:l
for renglon=1:M
resultado=vec_final(renglon,:).*H(i,:);
s=0;
for sum=1:k
s=s+resultado(sum);
if mod (s,2)==0
s=0;
else
s=1;
end
end
p(i,renglon)=s;
end
end

%%% ldentificando los codewords
for ii=1:M
suma=0;
for x=1:1
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suma=suma-+p(Xx,ii);
end
if suma==
codewords(j,1:k)=vec_final(ii,:);
=L
end
end

%%% Para encontrar la distancia minima
[12,n2]=size(codewords);
for suml1=1:12
s1=0;
for sum2=1:k
sl=sl+codewords(suml,sumz2);
end
pl(suml)=si;
if pl(suml)~=0
aux1(d)=pl(suml);
d=d+1;
end
end
codewords
minimum_distance=min(auxl);

A.2 Algoritmo de decodificacion Suma-Producto

En [3] se presenta el Algoritmo de Suma-Producto, donde las estradas
son relaciones logaritmicas de verosimilitud para las probabilidades a
priori del mensaje de cada canal. Basados en esto se desarroll6 un
programa en MatLab que realiza el proceso de decodificacion de Suma-

Producto que se muestra a continuacion:

function  vhat=Decodificador_Suma_Producto(H,R)

H=[110100;011010;100011;20111 0]
R=[-1.3863 1.3863 -1.3863 1.3863 -1.3863 -1.3863];
Imax=200; % Numero maximo de iteraciones
[m,N]=size (H); % m=filas de H, N=columnas de H
%Para obtener Bj, conjunto de bits en la jth ecuaci on de
paridad de H (1's de filas de H)
for i=L:m;
auxB=1;
for j=1:N;
it H(,j))==1;
B(i,auxB)=j;
auxB=auxB+1;
end
end
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end
B
[mB,NB]=size (B);

%Para obtener Ai, representa las ecuaciones de pari dad para
el ith bit del codigo (1's de columnas de H)
for j=1:N;
auxA=1;
for i=1:m;
it H(,j))==1;
A(j,auxA)=i;
auxA=auxA+1,
end
end
end
[mA,NA]=size (A);

%% INICIALIZACION
%Para obtener Mji

for i=1:N;
for j=1:m;
M(@,)=R();
end
end

for 1=0:1:Imax ;
%% MENSAJES DE COMPROBACION
for jB=1:mB,;
for iB1=1:NB;
producto=1,
compl=B(jB,iB1);
for iB2=1:NB;
comp2=B(jB,iB2);
if compl~=comp2;
j=iB;
i=comp2;
producto=tanh(M(j,i)/2)*product 0;
end
end
J=iB;
i=compl,;
E(j,i)=log((1+producto)/(1-producto));
end
end

%% PRUEBA
for i=1:N;
suma=0;
for jJA=1:NA;
IFAGA);
suma=E(j,i)+suma;
end
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L(i)=suma+R(i)
if L(i)<=0;
vhat(i)=1,
else
vhat(i)=0;
end
end

%Para comprobar si ¢ es un codigo de palabra valido
s=rem((vhat*H"),2);
if s==0;
disp ( '‘Codeword Valido' )
break ;

%% BIT MESSAGES
else
for IA=1:mA;
for JA1=1:NA;
suma=0;
compl=A(iA,jA);
for jA2=1:NA;
comp2=A(iA,jA2);
if compl~=comp2;
j=comp2;
i=iA,;
suma=E(j, i)+suma;
end
j=compi,
I=IA;
M(j,))=suma+R(i);
end
end
end
end
end

A.3 Algoritmo de decodificacion Min-Sum
Realizando algunas modificaciones al algoritmo de suma-producto se

puede obtener el algoritmo min-sum

function  vhat=Decodificador_min_sum(H,R)

H=[110100;011010;100011;00110 1]
R=[-1.3863 1.3863 -1.3863 1.3863 -1.3863 -1.3863];

Imax=50; % Numero maximo de iteraciones

[m,N]=size (H); % m=filas de H, N=columnas de H

%Para obtener Bj, conjunto de bits en la jth ecuaci on de
paridad de H (1's de filas de H)

for i=1:m;
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auxB=1;
for j=1:N;
it H(i,j))==1;
B(i,auxB)=j;
auxB=auxB+1;
end
end
end
B
[mB,NB]=size (B);

%Para obtener Ai, representa las ecuaciones de pari dad para
el ith bit del codigo (1's de columnas de H)
for j=1:N;
auxA=1,
for i=1:m;
if  H(i,j))==1;
A(j,auxA)=i;
auxA=auxA+1,
end
end
end
[MA,NA]=size (A);

%% INICIALIZACION
%Para obtener Miji

for i=1:N;
for j=1:m;
M(@,)=R();
end
end

for 1=0:1:Imax ;
%% MENSAJES DE COMPROBACION
for jB=1:mB;
for iB1=1:NB;
producto=1;
s=1;
compl=B(jB,iBl);
for iB2=1:NB;
comp2=B(jB,iB2);
if compl~=comp2;
j=iB;
i=comp2;
producto=sign(M(j,i))*producto
iB2
X(s)=abs(M(j,i))
S=s+1;
end
end
j=IB;
i=compl,;
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E(j,i)=producto*min(x)
end
end

%% PRUEBA
for i=1:N;
suma=0;
for jJA=1:NA;
IFAGA);
suma=E(j,i)+suma;
end
L(i))=suma+R(i)
if L(i)<=0;
vhat(i)=1;
else
vhat(i)=0;
end
end

%Para comprobar si ¢ es un codigo de palabra valido
s=rem((vhat*H"),2);
if s==0;
disp ( '‘Codeword Valido' )
break ;

%% MENSAJES DE BIT

else
for IA=1:mA;
for JA1=1:NA;
suma=0;

compl=A(iA,jA);

for jA2=1:NA;
comp2=A(iA,jA2);
if compl~=comp2;
j=comp2;
i=iA;
suma=E(j, i)+suma;
end
j=compi;
I=IA;
M(j,))=suma+R(i);
end
end
end
end
end
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A.4 Generacion de Matrices de comprobacion de
paridad para los cbédigos LDPC basados en

arreglos

7 %% Para crear la Matriz array-based

8 clear all ;close all ;clc;

9

10 p=36

11 y=4

12 r=eye(p+1);

13 r(1,))=r(p+1,:);

14 sigma=r(1:p,2:p+1);

15

16 E(1,:)=zeros (1,p-1);

17 x=0;

18 for i=1l:p

19  E(2,)=x;

20 for m=3:y

21 E(m,i)=(m-1)*x;

22 end

23 X=X+1;

24 end

25

26 H=zeros (y*p,p*p);

27

28 for renglon=1:y

29 for columna=1:p

30 H((renglon-1)*p+1:(renglon-1)*p+p,(columna-
1)*p+1:(columna-1)*p+p)=sigma™E(renglon,columna);

31

32 end

33 End

34

35 %% Para crear la matriz en un archivo .txt

36 flag=1;

37 [r,c,v]=find(H'==1);

38 [M,N]=size(H);

39

40 ft =fopen( 'Longitud1296_6.txt' W),

41 fprintf(ft, '%i %i \n' ,N,M);

42

43 for i=1:M

44 fprintf(ft, '%i \t' P);

45  fprintf(ft, \t);

46 end

47 fprintf(ft, \n" )

48

49 paridad=zeros(p*y,p);

50 for i=1:p*y

51  paridad(i,;)=r(flag:flag+p-1)";

52 flag=flag+p;

53 end
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54

55 for i=1:p*y

56

57 for j=1:p

58  fprintf(ft, '%i \t' , paridad(i,j))
59  fprintf(ft, ),

60 end

61 fprintf(ft, \n' )

62 end

63 fclose(ft);

A.5 Programa Interactivo basado en MatLab para la
ensefanza de comunicaciones digitales

Durante el estudio de los diferentes bloques que conforman un sistema de
comunicaciones digitales se desarroll6 un Demo programa que presenta
el estudio de diferentes temas relacionados con el sistema.

A5.1 Descripcion del Programa

En la pantalla principal del software desarrollado se muestra una breve
introduccién sobre comunicaciones digitales (ver Fig. 1). Ademas, se tiene
un menu en la parte superior derecha en donde se selecciona una de las
siete secciones disponibles. La parte inferior derecha posee los botones
de “OK” y “EXIT”, cuyas respectivas tareas son cerrar el programa o
ejecutar la funcion deseada una vez ingresados los datos. El menua y los
dos botones descritos anteriormente estan siempre disponibles.

Digital Communications

Py

Fig. 1 Pantalla principal.
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A continuacion se describen cada una de las interfaces que conforman
el software.

A.5.2 Diagrama de constelacion

En esta seccion se realiza la representacion de una sefal en un diagrama
de constelacion. Esta seccién posee un submenu para elegir entre dos
opciones de esquemas de modulacion: PSK y QAM. Una vez elegida
cualquiera de las opciones, aparece una nueva interfaz en la que es
necesario ingresar dos parametros:

» SNR. Puede variar en el rango desde 1 hasta 31.

» k. Es el numero de bits y puede variar en el rango desde 1 hasta 11.
A partir de k se calcula el numero de sefiales que se pueden
representar: M= 2k

En la interfaz también aparece un recuadro en el cual se muestran los
siguientes resultados: datos, errores y tasa de error.

Ejemplo 1. Encontrar el diagrama de constelacion para un esquema de
modulacién PSK con SNR=17.4706dB y numero de bits k=4. La Fig. 2
muestra los resultados obtenidos.

Ejemplo 2. Encontrar el diagrama de constelacion para un esquema de
modulaciéon QAM con SNR=17.4706dB y numero de bits k=4. La Fig. 3
muestra los resultados obtenidos.

Seatter Plot
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Fig. 2 Ejemplo 1 a) Interfaz de usuario y b) Diagrama de constelacién.
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Fig. 3 Ejemplo 2 a) Interfaz de usuario y b) Diagrama de constelacion.
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A.5.3 Técnicas de modulacion digital

En esta interfaz se elige el tipo de modulacion digital para realizar su
representacion grafica. Las siguientes opciones se muestran en el
submenu: ASK, FSK, PSK y QPSK. Al seleccionar la opcion, aparece una
nueva interfaz en la que es necesario ingresar una cadena de unos y ceros
para ser representada.

Ejemplo 3. Representar graficamente la cadena de bits 01001110 para
cada uno de los diferentes esquemas de modulacion disponibles. La Fig. 4
muestra los resultados obtenidos.

ko
F AMRANAARARAARAARAAAARRAARAAA
R LA L L

e VW UAUAUA UnUnVn Unlann Unlln\.ln U“UnUﬂUnUnUnU" Uﬂ\ini.'nl
AR AL AR AT R AR AN L A
VAR ERERRITRTIVDIVE VR e
; Uﬂuﬂuﬂ Ty Nuﬂun”ﬂ Uﬂ\fﬂum‘;h";’ ARAAR "hun"ﬂ,VﬂVnVn W wnunuﬂu W ‘ W Uﬂunuﬁunununun Wu
(a) (b)
: AAAAANAAAARAANA

R ATATAVATATAVATATAVAVATATAVATAY

£ AAARA TN AR S AR

() (d)

Fig. 4 Ejemplo 3, a) ASK, b) PSK, c) FSK 'y d) QPSK.
Sefial binaria: azul, sefiales involucradas en la modulacién: rojo y sefial modulada:
magenta.

A.5.4 Ruido Blanco Aditivo Gaussiano (AWGN)

Esta interfaz es muy parecida a la anterior, ya que se presentan las
mismas opciones de esquemas de modulacion en el submenu. El enfoque
en este punto es visualizar la sefial modulada original y la sefial afectada
por el ruido del canal. Al elegir cualquiera de las opciones aparece una
nueva interfaz en la que es necesario ingresar, ademas de la cadena de
bits, la SNR deseada.
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Ejemplo 4. Representar gréficamente cada uno de los diferentes
esquemas de modulacién con y sin ruido para la cadena de bits 01001110.
La Fig. 5 muestra los resultados obtenidos.

Signal transmitted

Signal received

PEK OPSK
ATATATALVATATATTAVAVATA VAYAYAYE

o 1 2 3 4 5 3 7 8 0 0g 1 14 2 25 3 35 4
T T

A

(c) (d)
Fig. 5 Ejemplo 4, a) ASK, b) FSK, ¢) PSK y d) QPSK.
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A.5.5 Teorema de capacidad de canal

Esta interfaz muestra un submenu con dos opciones: FSK y PSK. Al
seleccionar una de las opciones, se muestra una gréafica de eficiencia de
ancho de banda donde se presenta el Limite de Shannon para visualizar
el desempefio de ambos tipos de modulacién, cada uno para valores de
M=2, 4, 8, 16, 32 y 64, donde cada punto corresponde a una probabilidad
de error de simbolo promedio 10®°. La Fig. 6 muestras las gréficas
correspondientes donde también se incluye la curva de capacidad para un
sistema ideal.
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Fig. 6 Diagrama de Eficiencia de ancho de Banda a) FSK b) PSK.

A.5.6 Probabilidad de error

Al igual que la interfaz anterior, el submenu tiene las opciones: FSK y
PSK. Al seleccionar una de estas, una grafica de tasa de error es
mostrada para distintos valores de M, en donde se observa el
comportamiento de los dos tipos de modulacion en términos de la
probabilidad de error. Las respectivas graficas se muestran en la Fig. 7.
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ERROR-RATE CURVES FOR M-ARY FSK
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Fig. 7 Probabilidad de error a) FSK b) PSK.

A.5.7 Modulacion M-aria

Por ultimo, ademas del tipo de modulacién (ASK, FSK, PSK), en esta
interfaz se elige el nimero de bits para representar la sefial en el rango
desde 1 hasta 6.

Ejemplo 5. Representar graficamente la cadena de bits
101111000001010100 con k=3, para cada esquema de modulacién. La
Fig. 8 muestra los resultados obtenidos.
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3 2 T T T T T
= :
< ] i i i i i
0 1 2 3 E) g g
T
W-ary PSK Carrier v ave
8 2 T T T T T
L, : : : : :
0 1 2 3 4 5 [
T
K -ary Hodulation
o 2 T T T T T
E
E
=

(d)
Fig. 8 Modulacion M-aria a) Interfaz b) ASK c¢) FSK y d) PSK.
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