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Resumen

En trabajos anteriormente realizados en el INAOE, se exploraron ideas
de rotacion de agentes espaciales para la orientacion en su Orbita; y, de
manera mas general, el disefio conceptual de un simulador de navegacion
aeroespacial. En este trabajo de investigacion se unen las rotaciones de una
nave espacial (por medio de cuaterniones) con el simulador de navegacion,
gue originalmente era puntual, y que se desarrollaban en el entorno espacial
utilizando las leyes de Kepler. Se realiz6 la programaciéon de un propagador de
Orbitas circulares considerando el disefio e implementacién de la parte nueva
del simulador para tomar en cuenta el acercamiento, encuentro y acoplamiento
de agentes espaciales. Se inicio la descripcion de rotacion y navegacion de un
Unico agente espacial, para posteriormente poder establecer el movimiento
conjunto de dos agentes espaciales en orbita.

Las drbitas predefinidas de cada agente fueron calculadas utilizando la
técnica de un propagador orbital que fue construido a partir de elementos
Keplerianos clasicos y sus correspondientes transformaciones a elementos
cartesianos para obtener finalmente las variables de estado mas faciles de
interpretar. Luego, con base en la misma, se simul6 la puesta en 6Orbita de dos
agentes espaciales obteniéndose el total de las variables de estado. Aunado a
todo esto la orientacion se tratara como una parte clave para el encuentro de
los agentes espaciales por lo que se generaran rotaciones en cada uno de
estos por medio de cuaterniones

Los conocimientos necesarios para el acercamiento, encuentro y
acoplamiento de agentes espaciales se conocen desde hace ya varias
décadas, sin embargo, la cantidad de variables que estos estudios abarcan,
generan una amplia variedad de posibles misiones espaciales; tomando
algunas de estas ideas, el disefiar e implementar un simulador espacial que

ponga en practica algunos de estos conceptos y particularidades es una gran



oportunidad de explorar la investigacion en misiones aeroespaciales a nivel
mundial.

Esta investigacion se inicia con las ecuaciones necesarias para la
descripcion del movimiento relativo de un agente espacial con respecto a otro
gue se encuentra en una Orbita distinta son las ecuaciones Hill-Clohessy-
Wiltshire, asi como las ecuaciones de transferencias de Hohmann que
describen las maniobras necesarias para generar un cambio en la 6rbita
(aumento o decremento en el radio orbital, considerando que ambas estan

limitadas a 6rbitas circulares.



Abstract

In previous work at INAOE, ideas of rotation of space agents for orientation in
their orbit were explored; and, more generally, the conceptual design of an
aerospace navigation simulator. In this research work, the rotations of a
spacecraft are linked (by quaternions) with the navigation simulator, which was
originally punctual, and which were developed in the space environment using
Kepler's laws. The programming of a circular orbit propagator was carried out
considering the design and implementation of the new part of the simulator to
consider the rendezvous, encounter and docking of space agents. The
description of rotation and navigation of a single space agent began, to later be
able to establish the joint movement of two space agents in orbit.

The predefined orbits of each agent were calculated using the technique of an
orbital propagator that was constructed from classical Keplerian elements and
their corresponding transformations to Cartesian elements to finally obtain the
easiest-to-interpret state variables. Then, based on it, the putting into orbit of
two space agents was simulated, obtaining all the state variables. In addition to
all this, orientation will be treated as a key part for the rendezvous of space
agents, so rotations will be generated in each of these through quaternions
The knowledge necessary for the rendezvous, encounter and coupling of space
agents has been known for several decades, however, the number of variables
that these studies cover generate a wide variety of possible space missions;
Taking some of these ideas, designing and implementing a space simulator
that puts some of these concepts and particularities into practice is a great
opportunity to explore aerospace mission research worldwide.

This investigation begins with the equations necessary for the description of the
relative motion of a space agent with respect to another that is in a different
orbit are the Hill-Clohessy-Wiltshire equations, as well as the Hohmann transfer

equations that describe the maneuvers necessary to generate a change in the



orbit (increase or decrease in the orbital radius, considering that both are limited

to circular orbits.



Capitulo 1

Introduccion

Las ciencias espaciales son de gran interés desde hace ya algunas
décadas, especificamente en los tiempos modernos con la puesta en oOrbita del
primer satélite (Sputnik-1) y siendo éste seguido por una gran cantidad de
misiones espaciales, de manera que ahora no sélo se lanzan objetos para
orbitar nuestro planeta, sino que se cuenta con misiones de exploracién
espacial, observacion extra e interplanetaria, encuentro de vehiculos
espaciales (satélites, sondas, naves, etcétera, que en su conjunto llamaremos
agentes espaciales), entre muchas otras aplicaciones. Pero todo esto no
habria sido posible sin la curiosidad de todos los pensadores antiguos que al
mirar al firmamento se preguntaban el cémo y por qué de los cuerpos celestes,
iniciando un gran viaje de conocimiento. Todo inicié con la descripcion del
movimiento de éstos, ¢Seriamos nosotros el centro del universo?,
lastimosamente para el ego del ser humano, no somos mas que uno de varios
cuerpos celestes que se encuentran en nuestro sistema solar, y con los
descubrimientos recientes este antropocentrismo sufri6 ain mas pues, ni
siguiera nuestro sistema solar era el Unico, tiempo después descubrimos la
vastedad del universo en el que nos encontramos sumergidos pues, se han
encontrado miles de sistemas estelares, cada uno con sus particularidades.
Pero si que somos especiales en un aspecto, contamos con vida organica,
evolucionamos y en su mayoria los humanos somos seres racionales y

Curiosos.

He aqui el inicio de nuestro viaje por este tema tan apasionante, con
inquietudes relacionadas con el como se mueven en general los agentes

espaciales, bajo qué principios se rigen, cuales son sus elementos clave,
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etcétera, algo que antes solo podia ser observado; ahora los parametros
asociados a un agente espacial pueden ser calculados y establecidos, y con
esto, pueden ser construidos y controlados. Tan es asi que a través de un
esfuerzo integral de varias naciones, se ha logrado concretar una estacion
espacial internacional que orbita nuestro planeta, a aproximadamente 420 km
sobre el nivel del mar, todo un hito en las ciencias espaciales, que ayuda a la
humanidad a seguir contestando preguntas, y también generando nuevos
retos. El conocimiento se ha adquirido al realizar exploracion espacial ha
permitido avances tecnolégicos en sistemas satelitales de ayuda a la
navegacion terrestre tales como COMPASS en China, GPS por parte de los
Estados Unidos de América, el sistema GLONASS de Rusia, entre algunos
otros sistemas con funciones diversas. Se ha llegado al punto que en iniciativas
privadas se han alcanzado sistemas satelitales como StarLink por parte de la
empresa aeroespacial SpaceX [ (Chang, 2016)], por mencionar alguno. Todos
estos son logros notorios y la interdisciplinariedad de las iniciativas publicas y
privadas refuerzan un objetivo entre varios que es el desarrollo de la
tecnologia.

Pero también han abierto areas de oportunidad en la investigacion espacial,
como en las telecomunicaciones, la observacion de la Tierra, la navegacion
apoyada por satélites, o incluso areas aun en exploracion tal y como lo
menciona (Chavez Barranco, 2012) “En un pais, a la par de la innovacion se
encuentra la tarea de ser artifice de su propia tecnologia, lo que se traduce en
una independencia tecnoldgica de otras naciones, y asi generar oportunidades
de desarrollo y por ende beneficios para el propio pais. Para ello, es necesario
hacerse de herramientas propias, tomar como un apoyo las herramientas de
otros sitios de investigacion y asi darse cuenta de que estos conocimientos
estan al alcance de cualquiera”.

Con esta investigacion se pretende generar herramientas para que aquellos
gue se encuentran interesados en el sector aeroespacial puedan experimentar

los modelos matematicos que son necesarios para la descripcion del encuentro
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de agentes espaciales, una primera aproximacién con los conceptos
primordiales y como es que los eventos espaciales que se buscan desarrollar

se pueden modelar a partir del uso de estos conceptos.

1.1. Objetivo

Estudiar el encuentro, acercamiento y acoplamiento de agentes espaciales
mediante el disefio e implementacion de un simulador que describa su
movimiento orbital relativo a partir de sus 6 variables de estado.

Los objetivos que son necesarios alcanzar a lo largo de la investigacion son

los siguientes:

1.2. Objetivo general

Diseflar un simulador para analizar las intersecciones orbitales de dos
agentes espaciales en un marco de referencia no inercial con el fin de replicar
los conocimientos que otros centros de investigacion aeroespacial poseen para
el encuentro de agentes espaciales, y luego extender este conocimiento para
estudiar el acercamiento y acoplamiento de agentes pequefos, Ssus

orientaciones por medio cuaterniones.

1.3. Objetivos especificos

e Programar y visualizar las ecuaciones cinematicas para 2 trayectorias
circulares

¢ Implementar las ecuaciones cinematicas para 2 cuerpos rigidos rotando

e Disefilo de un simulador de agentes espaciales orbitales de 2

elementos.
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e Generar un simulador de agentes espaciales orbitales de 2 elementos
estableciendo condiciones iniciales de rotacion en cada uno de los
agentes

e Realizar una GUI donde se permita modificar los parametros del
sistema bajo simulacion.

e Desplegar visualizacion animada de los elementos con los parametros

ingresados y permitir modificaciones de los parametros.

1.4. Organizacion de la tesis

Este documento inicia con el Capitulo 1 el cual es la introduccion a la tesis,

se continuara con el Capitulo 2 donde se da una descripcion general del trabajo
y brinda una breve introduccion a varios de los conceptos manejados en este
documento (tales como marcos de referencia, rotacion de cuerpos rigidos,
leyes de Kepler y todo lo necesario para definir los pardmetros del simulador)
aqgui se incluye el estado del arte y antecedentes.
El Capitulo 3, Disefio del Simulador, es la presentacién del trabajo hecho en la
tesis, y aborda la problematica del disefio del simulador, las consideraciones
generales y la descripcion en detalle de los puntos necesarios para el
desarrollo del simulador y la descripcion del prototipo, el Capitulo 4, muestra
los resultados del desarrollo del simulador, tanto en interfaces graficas de
usuario, como en las graficas resultantes de los movimientos orbitales, y por
altimo el Capitulo 5 finaliza mostrando las conclusiones basadas en los
resultados del simulador y plantea posibles proyectos que en un futuro podrian
efectuarse y que estan relacionados a esta tesis. Por ultimo, se enlista la
bibliografia usada.

En la parte de apéndices se anexa informacion matematica referente a la tesis.
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Capitulo 2

Antecedentes y teoria

En este capitulo se presentara el estado del arte y una introduccion tedrica
a los conceptos principales que se emplearan durante esta tesis. Se presenta
el marco tedrico que abarcara los conceptos necesarios para que, partiendo
de los modelos matematicos producto de esos conceptos, se realice la
simulaciébn computacional de un sistema aeroespacial referente a la
construccion de 6érbitas, la descripcién de agentes espaciales moviéndose en

trayectorias orbitales especificas considerando ademas sus rotaciones.

2.1. Estado del arte

En esta seccion se presenta el estado del arte en donde podemos
observar los trabajos de investigacion recientes que se consideraron mas
relevantes para entender el panorama en el que se encuentra el desarrollo
actual de los encuentros espaciales tal y como se puede observar en la
Tabla 2-1. El estudio se dividié en aquellos trabajos de investigacion que
contemplan el problema de encuentro (o por su denominacion en el argot
espacial “space rendezvous”) tales como la descripcion de encuentros
espaciales a partir de ecuaciones diferenciales lineales o no lineales, el
control para evasiéon de colisiones y vuelo en formacion, y aquellos que
contemplan la rotacion del agente espacial como cuerpo soélido. Estos
trabajos proponen distintos métodos para transferencias orbitales ( (Chavez
Barranco, 2012) ; Carter, 2002; Chelnokov, 2007), control de agentes
espaciales, vuelo en formacion (Harleston, 2011; Liang, 2011; Vepa, 2018),
e inclusibn de perturbaciones de tipo gravitacional o de arrastre
(Afanas’eva, 2007; Carter, 2002; Chelnokov, 2007)).
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Existen diferentes ecuaciones y soluciones representativas en el

problema de encuentro, pero las mas exploradas son 2: para Orbitas

circulares, existen las ecuaciones de Hill-Clohessy-Wiltshire (Carter, 2002;

Chelnokov, 2007) mientras que para las Orbitas elipticas, existen las

ecuaciones de Tschauner-Hemphel (Vepa, 2018). Ambos sistemas son

descritos por ecuaciones diferenciales no lineales.

Nombre del articulo

Simulacién /

algoritmos -

Lineal

- [ No linez -

Orbita
coplanar -

Orbita no
coplanar

No especificada -

Matrices de
rotacion

- | Cuaternione -

Angulos de
Euler

A Survey on Formation Control of
Small Satellites

X

X

X

X

Dynamical analysis of rendezvous and
docking with very large space
infrastructures in non-Keplerian orbits

X

X

Heo and p -Synthesis for Nanosatellites
Rendezvous and Docking

X

X

Clohessy—Wiltshire Equations Modifed
to Include Quadratic Drag

Formation flying control of small
satellites

Viability of Angles-only Navigation for
Orbital Rendezvous Operation

The problem of rendezvous of a
controlled space vehicle with an
uncontrolled space vehicle moving
along an elliptical Keplerian orbit in
the central Newtonian gravitational
field

Suboptimal Power-Limited
Rendezvous with Fixed Docking
Direction and Collision Avoidance

The Modeling and Simulation of
Rendezvous and Docking

Finite-time aftitude sef-point tracking
for thrust-vectoring spacecraft
rendezvous

Angular velocity tracking for satellite
rendezvous and docking

A new geometric guidance approach to
spacecraft near-distance rendezvous
problem

Efficient Computation of Optimal Low
Thrust Gravity Perturbed Orbit
Transfers

Survey of orbital dynamics and control
of space rendezvous

Tabla 2-1 Trabajos relevantes de encuentros espaciales en los Ultimos 20
afos.

i) Ecuaciones de movimiento relativo Hill-Clohesy-Whiltshire. ( (Carter,
2002) (Silva, 2012))

Las ecuaciones de Hill-Clohessy-Wiltshire (de aqui en adelante HCW).

se utilizan para representar el movimiento relativo de un satélite alrededor de
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un agente espacial “chaser” (perseguidor), de puntos alrededor del agente
espacial “target” (objetivo). Estas ecuaciones a menudo pueden ser limitantes
porque se derivan del supuesto de pequefas desviaciones de una érbita de
referencia circular y sin perturbaciones orbitales. De acuerdo con Silva (2012)
estas ecuaciones del encuentro espacial s6lo nos sirven para describir el
movimiento relativo a través de una Orbita circular, y Pierre Blanc-Paques
(2010) nos dice que la resolucion de las ecuaciones diferenciales acopladas
del modelo HCW resulta dificil, como se verd mas adelante en la seccion 2.8.
El modelo de ecuaciones HCW se ha convertido en uno de los modelos mas
usados para representar sistemas donde se involucra un agente espacial

perseguidor y un agente espacial objetivo.

i) Ecuaciones de movimiento relativo Tschauner-Hemphel (Vepa,
2018).

Las ecuaciones de Tschauner-Hempel nos ayudan a describir el
movimiento de una particula en una orbita kepleriana, relativa a un agente
espacial primario en Orbita, este sistema de ecuaciones es principalmente
utilizado para estimar la posicion de un agente espacial respecto a otro en
movimiento. Los modelos dinamicos de movimiento relativo de los agentes
espaciales en oOrbita, ambos modelados en términos de ecuaciones de
movimiento relativo independientes, incluyen varios efectos de perturbacion,
donde los mas importantes son: el cambio de potencial gravitacional debido a
la falta de esfericidad de la Tierra a segundo orden denominado comunmente
J», asi como las aceleraciones externas debidas a la atraccion gravitacional de

la Lunay el Sol.
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2.2. Marco teorico.

La simulacion, asi como los modelos, parten de ideas simples e
incrementan su complejidad una vez que las partes mas basicas son descritas,
por ejemplo, el movimiento rotacional de una particula en el espacio ayuda a
comprender las bases de la rotacion y con esto poderlo generalizar a la
rotacion de un cuerpo solido o de la rotacién en una Orbita a partir de sus
elementos orbitales rotacionales.

2.3. Antecedentes y conceptos clave.

Desde tiempos inmemoriales la humanidad ha mirado hacia el cielo y se ha
preguntado “;Qué es lo que hay mas alla del cielo?”, por esta y mas razones
al pasar de los afios han existido cientos de pensadores y filosofos que han
tratado de dar respuesta a todas las interrogantes, desde las dudas mas
antiguas de “; Por qué sale y se oculta el Sol?”, “4 Como sale y se oculta?",
“¢ Como se mueven los planetas?", “; Existe un centro para esos planetas?"”,
etcétera , hasta llegar a nuestros dias, donde, a pesar de haber contestado
muchas de estas preguntas, cada dia se encuentran mas y mas, “;De qué

estan compuestas las estrellas?", “; Cuanto tiempo ha existido un planeta o
estrella?", “; Cuando estos objetos celestes llegaran al fin de su existencia?".
Todo esto tuvo un inicio, pensamientos bellos donde considerdbamos a estos
cuerpos celestes como “objetos perfectos”, por lo cual su movimiento también
tenia que serlo, y justo ahi es donde nosotros iniciaremos nuestro viaje por la
astronomia. Ptolomeo como gran pensador, precedido por grandes mentes,
trataba de explicar los movimientos de los planetas a base de combinaciones
de movimientos circulares y uniformes (véase Figura 2-1), siendo la tierra el
centro de todo, porque, siguiendo los pensamientos de Aristoteles, el
movimiento que convenia a los astros tendria que ser perfecto como él mismo
los denominaba "objetos perfectos" y nosotros tendriamos que ser el centro de
todo esto. La concepcion de un sistema geocéntrico perdurd hasta el siglo XVI,

cuanto todo cambid.
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Figura 2-1 Modelo celeste Geocéntrico.

Durante muchos siglos, el problema de la Astronomia consistia en
encontrar un sistema, que, combinando movimientos circulares y uniformes,
nos definiera las posiciones de los objetos celestes en coincidencia con las
posiciones observadas, para ello hubo que recurrir al sistema de epiciclo y
deferente, a la Orbita excéntrica, al ecuante (Figura 2-1).

Copérnico encontr6 muy complicado el sistema de Ptolomeo y busco
entre los antiguos filésofos griegos alguna luz que le permitiera encontrar una
explicacion mas sencilla; encontr6 que Pitdgoras y sus seguidores habian
admitido ya la posibilidad de que el centro del “cielo” fuera el Sol, a cuyo
alrededor se moverian los planetas, y la Tierra no seria sino un planeta mas.
Con esta hipotesis se suprimian la mitad de los epiciclos que habia sido
necesario introducir en el sistema de Ptolomeo y al seguir también a Pitagoras,
la existencia del movimiento de rotacion de la Tierra se encontraba una
explicacion para el movimiento diurno y simplificaba la dada por Ptolomeo para
el fendmeno de la precesion de los equinoccios, pero seguia manteniendo los
movimientos circulares uniformes (véase Figura 2-2)

Si la Tierra se mueve alrededor del Sol tiene que aparecer un
movimiento aparente de paralaje en las estrellas (que luego se observé en
estrellas cercanas), y los planetas, lo mismo que la Luna, deben presentar
fases, entre otros efectos. Admitir el movimiento de rotacion y traslacion de la

Tierra no fue nada facil, pero el uso del telescopio para observar el cielo
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permiti6 a Galileo comprobar en 1610 la existencia de las fases de Venus.
Descubriria también las manchas del Sol y sus desplazamientos sobre la
superficie solar, lo que le llevaria a afirmar la existencia de un movimiento de
rotacion en el Sol. Y con ésta surge la interrogante de ¢Por qué no puede
hacerlo la Tierra? Descubrié también los satélites de Jupiter, que acompafan
al planeta en su movimiento alrededor del Sol, lo que ayuda a admitir que
también la Luna puede acompafar a la Tierra en su movimiento, también
alrededor del Sol.

El primero en romper con este complicado sistema formado por
combinaciones de movimientos circulares uniformes, y proponer un sistema
novedoso y simple basado en observaciones astronémicas de muchos afios

fue Kepler.

Figura 2-2 Modelo celeste Heliocéntrico. (Tomado de: https://cutt.ly/3ypRXdy))

En el sistema de epiciclos y deferentes aparecian diferencias de hasta
8 minutos con las posiciones de Marte obtenidas por Tycho Brahe a lo largo de
mas de 20 afios, diferencias que considera inadmisibles dada la meticulosidad
de este observador. Era necesario buscar otra solucion y esta basqueda le
llevo al descubrimiento de las leyes que debian regir el movimiento de los
planetas. Kepler sinti6 ademas curiosidad por la causa que pudiera originar
eso0s movimientos de los planetas alrededor del Sol, en la misma forma en que

la Luna se movia alrededor de la Tierra; Kepler llego a pensar que la misma
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accion entre un iman y determinados metales, deberia existir una accion
analoga entre el Sol y cada uno de los planetas; plante6 asi una cuestion que
habria de ser resuelta por Newton con su ley de la gravitacion universal. Para
que un planeta describa una orbita alrededor del Sol, como establecia la
primera ley de Kepler, era necesaria la existencia de una fuerza que modificara
la direccién de su movimiento, compensando la fuerza centrifuga, llegando asi
a la conclusién de que los movimientos de los astros del sistema solar eran,
efectivamente, debidos al hecho de que dos cuerpos cualesquiera estan
sometidos a la accién de una fuerza proporcional al producto de las masas e
inversamente proporcional al cuadrado de sus distancias.

Los movimientos de los cuerpos celestes del sistema solar podrian asi
explicarse con esta ley de la gravitacion universal que Newton dio a conocer
en su obra publicada en el mes de julio de 1687 con el titulo de "Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica". Asi nacia una nueva rama de la Astronomia

que mas tarde habria de llamarse "Mecanica Celeste".

2.4. Leyes de Newton

Issac Newton plantedé 3 leyes fundamentales, pilares de la mecanica

clasica:

1) Toda particula persistira en estado de reposo o de movimiento rectilineo
uniforme a menos que actie sobre él una fuerza externa. (Ley de la
Inercia)

2) El producto de la masa de un cuerpo por su aceleracion es directamente
proporcional a la fuerza externa que actta sobre dicho cuerpo (Ley

Fundamental de la Dinamica)

3) Siuna particula 1 actta sobre una particula 2 con una fuerza F,, en una

direccién a lo largo de la linea recta que une a ambas particulas y si la
particula 2 actia en la particula 1 con una fuerza 17"21, se tiene que

ﬁ21 = —13120 dicho en palabras “A toda accién corresponde una reaccién
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de igual magnitud, pero de sentido opuesto”. (Ley de la Accion y la

Reaccion)

2.5. Leyes de Kepler

Johann Kepler (1571-1630), astronomo, matematico y fisico aleman, fue
discipulo del astronomo Michael Mastlin, seguidor de Copérnico. En 1600 se
traslado a Praga invitado por Tycho Brahe; en 1626 superviso la impresion de
las Tablas Rudolfinas, iniciadas por Brahe y completadas en 1624 por €l mismo
utilizando las leyes relativas a los movimientos planetarios que habia
establecido; Kepler observé que los planetas mas distantes del Sol se movian
mas lentamente que los interiores (los mas cercanos al sol) y propuso que los
planetas eran mantenidos en movimiento por la accién de una fuerza ejercida
desde el Sol, de manera que la fuerza decrecia al alejarse de él. Esta idea fue
la que impulsaria su curiosidad para desarrollar las ya antes mencionadas
leyes relativas a los movimientos planetarios; no hubo con anterioridad a
Kepler ningiin reconocimiento claro de los movimientos del cielo en términos
de una fuerza fisica actuando desde el Sol.
Primera ley:

Kepler intento resolver el problema de las érbitas ajustando estas con una

figura geométrica sencilla; estudié como variaba la velocidad del planeta en

la 6rbita para llegar a conocer la fuerza que producia el cambio de velocidad

y posteriormente intent6 determinar la forma de la 6rbita. Después de varios

intentos traté con formas geométricas excéntricas puesto que la orbita

parecia estar comprimida en una direccion. Al final encontré a lo que pronto

se le conoceria como la primera ley de Kepler.

“La orbita de los planetas alrededor del Sol son elipses con

el Sol en uno de sus focos”

Que ahora podemos generalizar como:
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“La orbita de cualquier cuerpo pequeno alrededor de un
cuerpo mucho mayor siempre sera una elipse, con el centro

de masa del cuerpo mas grande en uno de los focos"

Y esto lo podemos observar en la siguiente figura

152.600.000 km

Figura 2-3 Orbita terrestre con el sol en uno de los focos de la elipse (Tomado de:
https://cutt.ly/uypRHSO0)

Excentricidad: Es una cantidad adimensional que nos indica el grado de

desviacion de una seccién conica (se podria entender como qué tan “achatada

es la seccion coénica), y se define como

(1

donde:

|F,F,| Es la distancia entre los focos de la elipse.

|5§| Es la distancia entre el perigeo y el apogeo.

Seccion conica Excentricidad
Circunferencia 0
Elipse 0<e<l1
Parabola 1
Hipérbola e>1

Tabla 2-2 Tabla de excentricidades de las secciones conicas.
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Segunda ley:

Esta ley empirica descubierta por Kepler en el afio de 1609 surge de la
conservacion del momento angular. Cuando el planeta estd mas cerca del Sol,
se mueve mas rapido, barriendo, la misma area sobre un camino mas largo en

un determinado tiempo.

“Una linea que une a uno de los planetas con el Sol barre

areas iguales en tiempos iguales.”

Que podemos interpretarla de forma general, acorde a la Figura 2-4 como

“El radio vector que une un cuerpo pequerio y otro cuerpo

mucho mayor, recorrera areas iguales en tiempos iguales.”

Figura 2-4 Representacion grafica de la Segunda ley de Kepler

Tercera ley:

De igual forma esta ley fue descubierta empiricamente por Kepler en 1619,
después de una rigurosa observacion de los periodos orbitales de los planetas
en relacion con sus orbitas al rededor del sol, después de 10 afios de haber

obtenido su segunda ley, él llegaria a la conclusién que

“El cuadrado del periodo de cualquier planeta, es

proporcional al cubo del semieje mayor de su orbita.”
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4r?
TZ = G—Ma3 (2)

2.6. Marcos de referencia y sistemas coordenados

Pareceria facil referirse a un punto en el espacio, pero en ocasiones el
escoger un correcto marco de referencia es la clave, ya que como se observo
con los modelos heliocéntricos, en ocasiones el describir un sistema en funcion
de una posicion arbitraria complica los calculos, por eso mismo es que existen
diversos sistemas coordenados con los que podemos orientarnos.

2.6.1.1. Sistema heliocéntrico-ecliptico

El sistema heliocéntrico ecliptico es aquel que se encuentra centrado en
el Sol, aunque aunado al hecho de que el Sol se mueve en el denominado
plano de la ecliptica.

Este sistema coordenado, se define como: el eje Xe que esta apuntando
en direccion al punto vernal, que se encuentra situado en la constelacion de
Aries, el eje Ye es ortogonal al anterior, pero situandose ambos sobre el plano
de la ecliptica mientras que el eje Z, es perpendicular a los anteriores y, por
ende, necesariamente en un plano distinto tal y como se muestra en la
siguiente figura:

Ze

Primer dia

Primer dia -
de primavera

de verano

Primer dia

Primer dia de invierno

i » " de otoiio
Direccién hacia el

Punto vernal

Figura 2-5 Sistema heliocéntrico ecliptico tomado de (Chobotov, 2002).
El eje de rotacion de la Tierra se tambalea ligeramente y cambia de

direccién lentamente a lo largo de los siglos. Este efecto se conoce como
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precesion y hace que la linea de interseccién del plano ecuatorial de la Tierra
y el plano de la ecliptica se desplace lentamente. Como resultado, el sistema
heliocéntrico-ecliptico no es un marco de referencia inercial. Cuando se
requiere una precision extrema, es necesario especificar las coordenadas de
un objeto en funcién de la direccion del equinoccio vernal de un afio o época
en particular. (Chobotov, 2002)

2.6.2. Sistema inercial centrado en la tierra

El sistema de coordenadas geocéntrico-ecuatorial (o ECI por sus siglas
en inglés), por otro lado, tiene su origen en el centro de la Tierra. El plano
fundamental es el ecuador celeste, que es la prolongacién del ecuador terrestre
en la esfera celeste, y el eje X positivo apunta en la direccion del equinoccio
vernal, el eje Z apunta hacia el polo norte y el eje Y es un plano ortogonal a
estos 2.

Es importante tener en cuenta que el sistema X, Y, Z si bien se mueve
con la Tierra alrededor del Sol, no esta fijo al centro de la Tierra. La Figura 2-6
muestra que el eje X apunta hacia el equinoccio vernal, que desde nuestro
punto de vista dentro de la tierra es un punto fijo y de ahi, no rota
conjuntamente con la Tierra respecto a su centro; el eje Z apunta hacia el polo

norte mientras que el eje Y se mantiene ortogonal a los anteriores

Marco de

A
referencia ECI 72 Polo norte

Linea del ecuador
terrestre

- .
Direccién hacia el
Punto vernal

Figura 2-6 Sistema inercial centrado en la tierra (tomado de: https://cutt.ly/mYRX4jv)
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Los dos angulos necesarios para definir la ubicacién de un objeto en
una esfera concéntrica con el globo terrestre; se definen de la siguiente manera
e Ascension recta (a): Es el angulo medido hacia el este en el
plano del ecuador desde un eje inercial fijo en el espacio
(equinoccio vernal) hasta un plano normal al ecuador
(meridiano), que contiene el objeto, este puede tener un valor de
0° < a < 360° (véase Figura 2-7)

e Declinacién (6): Es el angulo entre el objeto y el plano ecuatorial
medido en el plano medido a lo largo de un meridiano (positivo
sobre el ecuador), que contiene el objeto; este puede tener un
valor de —90° < § < 90° (véase Figura 2-7)

Polo

| norte
1 colestial

P ‘T".:----

i Polo
H sur
| celestial

— e
———

-~

Figura 2-7 Descripcion de angulos de ascension recta y declinacién (tomado de
https://cutt.ly/aYRghyl).

Considerando un sistema de referencia esférico como éste, entonces también
es necesario definir una distancia radial entre el origen del sistema coordenado
y la localizacion del objeto

Para un observador fijo en un marco inercial, la Tierra gira alrededor del

sol en una Orbita casi circular en el plano de la ecliptica. La Tierra gira a una
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velocidad esencialmente constante alrededor de su eje polar. Sin embargo,
ese eje de rotacion se inclina lejos de la normal a la ecliptica. Esta inclinacion
hace que los planos ecuatorial y ecliptico formen un angulo diedro (que es el
angulo formado por dos planos) que se conoce convencionalmente como
oblicuidad de la ecliptica y se denota por € =~ 23.5°.

El Sol en el sistema ECI se utiliza con frecuencia para definir las
relaciones celestes. Teniendo en cuenta que el eje X esta dirigido hacia el
equinoccio de primavera (vernal) y que el eje Z se encuentra a lo largo del eje
polar de rotacion de la Tierra; el eje Y completa la triada diestra (es decir que
sigue la regla de la mano derecha), esto es que se completa un sistema de
referencia. Los tres arcos dibujados en los tres planos de referencia delimitan
un octante de la esfera celeste (véase Figura 2-8) que esta centrada en la

Tierra y de radio arbitrario.

Figura 2-8 Octante de la esfera celeste (tomado de: https://cutt.ly/fYRgKoC)

2.6.3. Integrales fundamentales en las 6rbitas de Kepler
2.6.3.1. Ley de la gravitacion universal de Newton
La ley de gravitacion universal de Newton establece que 2 particulas
cualesquiera, de masa m, y m, alejadas por una distancia r, son atraidas una

a la otra con una fuerza
mq *m,
F —_ G —7"2 (3)

donde
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3
G =6.6726 + 0.0005 x 10_11W
= constante de la gravitacién universal
Esta misma ecuacion se puede expresar en términos del gradiente V de
una funcién potencial gravitacional escalar V de un cuerpo, de esta forma
(Chobotov, 2002).
F=-VV

donde.

V=t
r
Por otro lado u es el parametro conocido como parametro gravitacional
estandar y se usa para calculos astrodinAmicos y se determina de la forma
n==GM,
donde
M, = 5.972 x 10**Kg

2.6.3.2. Problema de los dos cuerpos
Una version de la ecuacion ( 3) es la formulacion vectorial de ésta, como
podemos ver en la Figura 2-9: 2 masas m y M se mueven en un sistema inercial
de referencia Ey, E,, E; y se desea determinar el movimiento de m relativo a la
masa mas grande M (Curtis H. D., 2009).
El problema general de dos cuerpos resulta si a # 0. Entonces para la masa M
Mxm=xr

re (4)

y para la masam
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(5

Ey

Figura 2-9 Sistema de dos cuerpos.

Restando la ecuacion ( 5) de la ecuacion ( 4)
M+ m)r
@+ mr
Tr
M +m)r
3 =0
r

En un problema restringido de dos cuerpos, se supone que la masa

r+G (6)

principal M esta fija en el espacio inercial. Esto implica que M >> m, por lo que

m no afecta el movimiento de M. Refiriendo a M en el origen O.
Msmx*r
F==6—53— (7)

O de acuerdo con la ecuacion (5) conp =r

Mxmx*r .
F = —G——F5— =mi
r
Se tiene entonces
. Mxm=*r
mir+G 3 =
r
. Mx*r
r+G 3 =0 (8)
donde
L dPr -, . o
=g = aceleracion de la masa m relativo al marco de referencia inercial
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Nota: La ecuacion ( 8) difiere de la ecuacion ( 6) s6lo en el término
constante gravitacional. El movimiento del problema restringido de dos cuerpos
es, por tanto, similar al del sistema general de dos cuerpos y se ve afectado
por la magnitud del término gravitacional. Este ultimo es un efecto insignificante
cuando m << M, que es cierto para los satélites de la Tierra y otros cuerpos

planetarios.

2.7. Cinemética rotacional de cuerpos rigidos

Al analizar los cuerpos en movimiento en una Orbita, o sobre su mismo eje,
debemos tener en cuenta ademas de las fuerzas que los originan, la
descripcion de estos a través del tiempo, por esa razén se estudiara la
cinematica rotacional.
Velocidad angular

Podemos definir la velocidad como la relacion de cambio que existe
entre la posicion y el tiempo en el que se muestrean estas dos variables. ¢ =
A7

. dar .y - — .
Altlmo—m = _th" Dado que el vector de posicion 7 en un movimiento rotacional
—

significaria que en un tiempo t este recorreria una longitud de arco S descrito

por un angulo 0 < # < 2w como podemos observar en la Figura 2-10

Figura 2-10 Representacion geometroalgebraica del movimiento circular.

Con esta definicion y con ayuda de la Figura 2-10 se deduce ds = Rd6 y al

. ., . - ar d(RO+ dae
sustituirlo en la ecuacion de velocidad v=é=%=RE, donde
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do . S
llamaremos a — 0= velocidad angular, por lo tanto, v = Rw, en un

sistema de referencia propiamente seleccionado se cumple que
6 = wt , y en una vuelta completa el valor de 6 = 2m y el periodo T =t, se

puede representar como la frecuencia (que es cuantas vueltas se completa por
. . 1 .
unidad de tiempo) f = . Por lo tanto, la velocidad angular se puede expresar

como

w = 2—n = 2nf (9)
T
Del mismo modo que definimos la velocidad angular se puede definir una
nueva relacion de cambio entre la velocidad angular y el tiempo, o, dicho de
otro modo:
do  d*6

“Tde T ae

(10)
E igualmente que, con la velocidad angular, dada esta definicion podemos
decir que en un marco de referencia propiamente seleccionado se cumple que

L,
0= w0t+§at (11)

(@)

Figura 2-11 Cambio de direccion en el movimiento circular.

Dado que la velocidad es constante la aceleracion no puede tener ninguna

componente tangencial y describiéndola como el cambio de la velocidad
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T
tr—t;

. o N AV . -
respecto del tiempo, se puede describir como a = = A—: y aproximando Av

a cero, podemos decir que la relacion de la Figura 2-12 se cumple

Ui

Av

Vr

Figura 2-12 Relacién geométrica de las velocidades en un movimiento circular.

Av Ar . ., .
Por lo que —=—y dadas estas relaciones, la aceleracion se puede describir

de la siguiente manera
vAr v?

a, = lim ——=—
T Atsor At 1 (12)

Se define de este modo a la aceleracion centripeta y ésta siempre esta dirigida

hacia el centro de la circunferencia.

Las fuerzas que generan la aceleracion centripeta son

UZ
ZFrszirzmT (13)
Supoéngase por un momento que el movimiento circular se esta dando en un
sistema que no esté referido al centro de la circunferencia.

Definimos la velocidad en la trayectoria como

r=v;=1"+wXr+v, (14)

donde
7' = velocidad del objeto respecto al punto O’
w X r = Velocidad angular
vy = velocidad inicial

Como podemos observar en la Figura 2-13
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Particula p con velocidad r
(Arriba) Relativa al punto O’

e

3

ey (Sur)

Figura 2-13 Movimiento circular en un marco de referencia no centrado. tomado de
(Chobotov, 2002)

dada la ecuacién ( 14) sabemos que la aceleracion es la derivada de la
velocidad, por lo que en este caso desarrollando la derivada tenemos
dr

L. _4d
E=r=vl=—(r+w><r+vo)

dt
d , . d d
vl =E(r’)+a(wxr)+a(v0)

. d
v, = (r’)+d)><r+a)><a(r)+v'o
Ya que el sistema de referencia no se encuentra centrado con la circunferencia

donde se estad produciendo el movimiento tenemos que la derivada del radio

vectorr es
d

%(r):r"-r'
gue sustituyendo
v=(r")+oXxr+wx @ )+,
Por lo tanto
D=7 +OXT+w0X7 +wXF+ 1,
Y de la ecuacion ( 14) sabemos que 7
B=T'toXr+oX7 +oXF +oXr+uv)+

V=T +OXT+0 X +0XF +wXwXT+wXUv,+ v,
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b,=7"+wX1r+2(wX7)+wXx(wX71)+ (15)

donde
r' = aceleraciéon observada desde el marco de rotacién
w X r = aceleracién tangencial
2(w X 7") = aceleracion de Coriollis
w X (w X 1) = aceleracién de Euler
Yy = aceleracion incial
Momento angular
De la segunda ley de Newton se define el momento lineal
p=m-v
gue nos indica la cantidad de movimiento que el objeto contiene.
De igual manera podemos definir para un movimiento circular la cantidad de
movimiento angular que este contiene y lo podemos calcular como (Curtis H.
D., 2009)

L=rXp=mrxv (16)

Recordando que la velocidad puede ser descrita por el vector radial y la
velocidad angular sabemos que la ecuacion ( 16) se puede reescribir de la
forma

L=mrX (rw)

L=mr’‘w
L=mr‘w (17)

Esto es una cantidad vectorial que caracteriza las propiedades de

inercia de un cuerpo, que gira en relacioén con cierto punto.
2.7.1.1. Conservacion de la energia mecanica.

Sustituyendo el pardmetro gravitacional estandar en la ecuacion ( 8), podemos

escribir
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r+ T'_3 =0 (18)
que al multiplicar por r
... MT
T'T+T'r—3=0 (19)
dado que
d(r-r)

=rr+rr=2rr

dt
podemos reescribirlo de manera que

d (r-r udmr-r
Z(F)+ 55 =0 (20)

Al integrar esta ecuacion podemos obtener lo que se conoce como la energia

mecanica especifica (Curtis H. D., 2009)

O _1_, 2
> T 7T (21)

donde

(7)?  v? L L
— =~ =energia cinética especiifica

U , ) s
o= energia potencial especifica
Notese que la energia potencial especifica es igual a la funcién potencial
por unidad de masa.
2.7.2. Conservacion del momento angular.
El momento angular especifico de un cuerpo orbitando a otro puede ser

obtenido por el producto vectorial del vector radial r y la ecuacion ( 18), de

modo que se tendria

r
rX7r+rx ”—3
r

que muestra que
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d
rxi*zd—t(rxi')

. d
rxr—EL—O (22)

donde L es el momento angular especifico, consecuentemente
sabemos que L=cte. Esto significaria que r X 7 estan siempre en el mismo
plano, la solucion de la ecuacién de movimiento para un cuerpo orbital podria
ser obtenida realizando el producto cruz de la ecuaciéon ( 18) y el momento

angular especifico

rXL
r
LXxr
#xp = XD
T

d . U N A
E(T X L) = r—3(1"29)1’9

%(fo):ué}’é:u%(f) (23)
integrando esta
FXL= ur+C
donde C es la constante de integracion, ademas, dado que
r-(rxL)=r-(uf+C)
=(rxr)-L
=L-L
= L2

L? = ur +rCcos @ (24)

despejando r
L?/u
T 1+ (E) cos @
u
donde, se puede observar que se trata de la ecuacion de una seccién conicay

se pueden destacar los elementos (Curtis H. D., 2004)
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LZ
F = semilatus rectum

1

C 2el?\2 .
;: 1+ e = exentricidad

0 = anomalia verdadera

La ecuacion general para el radio de una seccién conica es de la forma

po__ P
1+ ecosf

2.7.3. Elementos orbitales
También llamados elementos clasicos o Keplerianos (véase Figura
2-14), que ayudan a saber el estado de un cuerpo celeste y que son
considerados al observar un cuerpo orbitando a otro cuerpo de mucha mayor
masa. Cuando el objeto mayor es la Tierra, entonces se toma el sistema
coordenado denominado Sistema de Referencia Geocéntrico Ecuatorial o
Sistema de Referencia Geocéntrico Inercial(Chobotov, 2002).
Considerando la Figura 2-14 los parametros orbitales son:
e a: Semieje mayor de la érbita
Dado un objeto orbitando un cuerpo sabemos por la primera ley de
Kepler que su 6rbita siempre sera una elipse donde el objeto de mayor masa
sobre el cual se esta presentando el movimiento orbital, se encontrara en uno
de los focos de la elipse partiendo las distancias hacia el perigeo y afelio en 2
semiejes, el semieje mayor sera aquel en el cual la distancia sea mayor.
e () Ascension recta del nodo ascendente
Nos indica a qué longitud angular se encuentra el nodo ascendente y se
mide de la direccion del punto Aries a la interseccion de los planos ecuatorial
y orbital ascendente; este esta descrito entre 0° < Q < 360°
e i:Inclinacién de la érbita
La inclinacion de la orbita sera el angulo medido desde el plano del
ecuador celeste hasta el angulo del plano de nuestra érbita; este esta descrito

entre 0° < i < 180°
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e : Argumento del perigeo

Permite definir la posicion del perigeo en nuestra Orbita, esta es la
distancia angular entre la interseccion de los planos ecuatorial y orbital hasta
el punto del perigeo y estd comprendido 0° < Q < 360°

e ¢: Excentricidad de la orbita

Define la forma de la elipse sobre la cual nuestro objeto estaré orbitando
y esta determinada por la ecuacion ( 1)

e M:Anomalia media (Se usa mas la anomalia verdadera, la media
es de hecho “intermedia” para calcular la verdadera)

La anomalia media es la fraccion de un periodo orbital que ha
transcurrido, expresada como angulo; también es el &ngulo que forma con el
eje de la elipse un planeta ficticio que gira con movimiento uniforme sobre una
circunferencia cuyo didmetro coincide con el eje principal de la elipse y llamada

circunferencia principal. A partir de ella se determina la anomalia verdadera f.

A Satélite

Perigeo

Plano
orbital

Plano del
ecuador celeste

Tierra

Nodo ascendente

Figura 2-14 Elementos orbitales clasicos o Keplerianos (tomado de https://cutt.ly/iTpqCEl)
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2.7.4. Ecuacion de Kepler

La ecuacion de Kepler es una funcion que permite relacionar la posiciéon
de un objeto con el tiempo, por medio de &ngulos llamados anomalias. Esta
ecuacion de Kepler aplica a objetos cuyos movimientos se limitan a orbitas
representadas por la ecuacion ( 25) (Chavez Barranco, 2012)

Las anomalias que Kepler propone son 3, la anomalia media M, que es
un angulo medido del centro de la orbita hacia un circulo circunscrito a ésta, la
anomalia excéntrica E, que es el angulo medido en funcién de la anomalia
media sobre la Orbita y, finalmente, la anomalia verdadera f, que es el angulo
gue existe desde el foco mostrado en la Figura 2-15.

La relacion funcional entre estas anomalias es la esencia de la ecuacion

de Kepler que se denota como
M =E —esinE (25)

M: Anomalia media
E: Anomalia excéntrica
f: Anomalia verdadera

Figura 2-15 Anomalias verdadera, excéntrica y media en una 6rbita eliptica.

Para la solucion de esta ecuacion debemos introducir el pardmetro temporal y
relacionar la posicion f, al tiempo t,transformando asi la anomalia verdadera
en un tiempo t, en su equivalente en la anomalia excéntrica E,, de forma que
obtendriamos

V1 —e?sinf,

sinE, =
0 1+ ecosf

(26)
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e + cos fy

E,=— 2
€05 o 1+ecosf (27)
E = arct (sinEo)
o — arctan COSEO (28)

de manera que la ecuacion de Kepler describe la relacion entre la anomalia
excéntrica E, con la anomalia media M,
MO = EO - eSIHEO
(29)
finalmente, la anomalia media esta relacionada con el parametro temporal de

la forma
My =n(ty—T) ( 30)

donde
n es el movimiento promedio

T es el tiempo en el Ultimo pasaje por el perigeo.

El movimiento promedio se determina de la forma

_27‘[

n_P (31)

donde P es el periodo orbital dado como

P=2m |— 32
u (32)

2.7.5. Determinacion de Orbita
2.7.5.1. Método de Gibbs
Este método emplea como entrada tres vectores de posicion del satélite
(r;,m5,73) en tres instantes de tiempo sucesivos, t; <t, < t;. Con esto se
pueden obtener los vectores de velocidad asociados a cada uno de los tres
vectores de posicién, aunque uno es mas que suficiente para determinar los

elementos orbitales del satélite o nave (Curtis, 2009)
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Ya que este método trabaja con el problema de los dos cuerpos, se saca
provecho de que los tres vectores son coplanares, y entonces, se debe
encontrar la manera de expresar uno de los tres vectores de posicidbn como

combinacion lineal de los otros dos (Battin, 1999):

ry =yry+pr; (33)

donde y y B son constantes

El vector velocidad se obtiene como
[ (D X r) +
v=Jnp\ 7 (34)

r es cualquiera de los tres vectores radiales

donde

v es el vector velocidad asociado a r
N es la magnitud del vector N = ry(1ry X r3) + 1,(r3 X rq) + r5(r1 X 13)
D=r{Xry+1r; Xr3+r3xnr;
S=11(r; —13) + 12(r5 — 1) + 13(1, — 1)
2.7.5.2. Problema de Lambert

El problema de Lambert es un problema de movimiento kepleriano en el
que, dada una posicién inicial, una posicion final y el tiempo de vuelo entre
ambas posiciones del agente espacial, se puede determinar la velocidad inicial
y con ellos la érbita del objeto.

Si el tiempo de vuelo At =t, —t; con t, > t;se transforma a una
diferencia de anomalia verdadera Af = f, — fymediante la ecuacion de Kepler,
entonces se puede hacer uso de los coeficientes de Lagrange para resolver el
problema de Lambert

Curtis (2004) y Battin (999) presentan métodos empleando los
coeficientes de Lagrange, los cuales requieren modificaciones al
procedimiento en caso de que la Orbita se trate de una elipse o de una
parabola. Una mejor idea es usar la anomalia universal, la cual, también tiene

una relacion con los coeficientes de Lagrange.
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La velocidad del estado inicial en esta dada como:

1
v = 5(7'2 —Fry) ( 35)
donde F y G son los coeficientes de Lagrange y estas se pueden calcular
mediante
0
&1
(z)
G=4 22 (36)
u
donde
o 172
A = sin(Af) /—1 ~cosAf

z5(z) —1
y(z)=r1+r2+Aﬁ (37)
2.7.5.3. Método de Gauss
El método de Gauss se basa en tres observaciones en instantes de tiempo
sucesivos, t; < t, < ts, realizadas en un sistema de referencia ECI, tomemos
por ejemplo el sistema topocéntrico. (Harleston, 2011)

La relacion entre el sistema topocéntrico y el inercial es
ri=4q;+p; (38)

coni=1,23

donde

r; €s el vector de posicion del objeto observado, referido al sistema ECI.

q; es el vector de posicion del lugar de observacién, referido al sistema ECI.

p; €s el vector posicion del objeto observado, referido al sistema topocéntrico.

El problema radica en encontrar los vectores r; o que permitird obtener algan

vector de velocidad y asi determinar los elementos orbitales del objeto.
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Para este procedimiento se supone que se conocen los vectores q; a priori,
pero los vectores p; estdn dados por la ascension recta y la declinaciéon
topogréfica, ademas que el rango es desconocido.

pi = [p1 cos(8,) cos(a;), py cos(8,) cos(a,), py cos(8;) cos(ay)] " (39)

Para este método la ecuacion ( 33) también se cumple y empelando los

coeficientes de Lagrange

=a 1+6 3(t§1_t§2)l
(40)
t12 1u
:3 tar + 6r23 ( 31 12)l
donde
tij = ti - t]
El valor de r, se puede encontrar de la forma
r8 — (A% + 2AE + RO)rf — 2uB(A+ E)r3 — u3B? =0 (41)
donde
[ D12  + Dy, + D32 t_
31 31
B = 6D, [D12(t32 t31) + D3, (t3, — tsz) f ]
E = Rz " P2
Dy = p1- (P2 X P3)
Diyy = q;* (P2 X P3)
Di; = q;* (p1 X P3)
Diz = q;* (p1 X P2)
pi es el vector unitario en la direccion de p;
El rango de las observaciones es determinado con:
1 1 B
p1 = Do [—Dn + ;D21 - ;D31 (42)
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1
P2 = D [V D1, + Dyz — BD3,]
0

1 14
p3s =1/Dy | —D33 + ED23 - ED13]

Usando las ecuaciones ( 38) y ( 39) y los valores obtenidos con las ecuaciones
(42) se pueden encontrar los vectores r;. Dejando asi solo de lado el encontrar

el vector velocidad, y para eso se emplean nuevamente los coeficientes de

Lagrange
1
V2 = G —FiGs (Fir3 — F314)
donde
1u
F; = 1-— Eg tizz
1p
Gi =tip —ggtiz

En el desarrollo de este método se ha hecho la suposicion de que el tiempo
entre observaciones es corto, lo que se traduce en cambios pequefios de
anomalia.
2.7.6. Transferencia orbital
2.7.6.1. Energia orbital
Cualquier maniobra orbital significa un cambio en la velocidad en la 6rbita, la

cual podemos describir a partir de la ecuacion vis viva, la cual nos dice
v2=u[z—l] (43)
r oa
donde
v = magnitud de la velocidad orbital en un punto
r = magnitud del radio vector desde el foco al punto en Orbita
a = semieje mayor de la 6rbita
U = parametro gravitacional estandar

Reescribiendo la ecuacion (43) de manera que tengamos la energia potencial

y cinética explicitamente, tenemos
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=—— (44)
gue proviene de que la velocidad es (Chobotov, 2002)
2 1
2 |2 =
v =ulz-]

2a — r]
ra

]

[MZa - ,ur]
ra

2
(E) vira = p2a — ur

v? pu2a — ur

27T T2

v? r
Sra=ua-—

v? 1 r

7 =rale-3)
v: ouou
21 2a
v o 1
2 r " 2a

donde se identifica facilmente las siguientes cantidades

energia cinética  energia potencial energia total
masa del satélite  masa del satélite  masa del satélite

Si se considera que para una Orbita circula el periodo orbital esta dado por

2w 3

P =—a2 (45)

Vi

con a = r, el radio de un circulo, entonces, sustituyendo en las ecuaciones (
44) y iError! No se encuentra el origen de la referencia. podemos obtener

la velocidad orbital en una 6rbita circular como
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v_H__HK
2 T 2r
2rv?  2ru
7T =
Tv? —2u=—u
Ve = E (46)
r

Y cuando a — o la trayectoria se convierte en una parabola por lo que la

ecuacion ( 44) se puede reescribir para conseguir la velocidad de escape de
una orbita.

v? — 0o
> -

RS

2
v = —# (47)

2.7.6.2. Maniobras de impulso sencillo
Las maniobras orbitales se caracterizan por un cambio en la velocidad
orbital. Si una velocidad incrementa en una cantidad AV, esta es sumada a la
velocidad del satélite V4, entonces la nueva velocidad V, describira una nueva
orbita (véase Figura 2-16) (Chobotov, 2002)

, Z

| Orbita S
I inicial
Orbita
_,-A"'~.iinal

Figura 2-16 Transferencia de impulso sencillo.
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Enla Figura 2-16 se aprecia que el vector AV se puede calcular como un vector
diferencia, de la forma

Av =v, —vq
Por lo que, una maniobra impulsiva o una transferencia entre Orbitas
coplanares que se intersectan se puede llevar a cabo en los puntos en los que
las drbitas se tocan donde incluso, puede realizarse una maniobra de cambio
de plano rota el plano orbital mientras mantiene el tamafio y la forma del semi
eje mayor y la excentricidad de la 6rbita fijos.

En un cambio de plano orbital de una orbita circular a través de un
angulo 6, el impulso Av es aplicado para rotar el plano, el triangulo de velocidad
resultante es un triangulo isésceles, dado que la érbita no cambia de velocidad
orbital, sélo cambia de plano y la velocidad orbital se encuentra definida por la

ecuacion ( 46)

! —-"“_~_\_——
\ /”, \\ e
\% \\ g
7\ ~ N
/ \ N \
I N\ AN il y
\ \ \\ /
\ N /
S N 1 y
-
\\\~\\ Ul ",/ \I
/
N~ 4
— e —
x vy Av

Figura 2-17 Maniobra de cambio de plano en una 6rbita circular.
De donde podemos observar que al partir en 2 el triangulo de velocidades

obtendremos las relaciones
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Otra maniobra de impulsos simples es aplicar un Av tangencial a una
oOrbita circular o eliptica en el perigeo y de esta manera modificar su
excentricidad (o para generar una elipse de transferencia), esto se puede

apreciar mejor en la Figura 2-18

parabola

Av
—=42-1

Vei

hipérbola
Av
—>4Z-1

Vei

Figura 2-18 Relacién geométrica entre Av y v,
2.7.6.3. Transferencia de Hohmann

La transferencia de Hohmann es una maniobra de dos impulsos, y
desde el punto de vista de la energia, se le considera que es la maniobra mas
eficiente (Chobotov, 2002). Se emplea para hacer transferencia entre dos
oOrbitas coplanares y coaxiales, sean estas circulares o elipticas. Dos 6rbitas se
dice que son coaxiales si tienen el mismo semieje mayor, si, ademas, el
perigeo esta del mismo lado, se habla de 6Orbitas coaxiales directas. La Orbita
inicial puede tener un semieje mayor (o radio) mas grande o pequefio que la
orbita final (Chavez Barranco, 2012)

Acorde a la Figura 2-19, trayectoria entre la érbita inicial (en azul) y la
orbita final (en rojo) se llama orbita de transferencia u érbita intermedia (en
verde) y que es la mitad de una elipse. Esta 6rbita de transferencia comienza
en el perigeo o el apogeo de la drbita inicial al aplicarsele un cambio de
velocidad instantaneo al agente espacial. La 6rbita de transferencia finaliza
cuando se llega al apogeo o perigeo de la orbita final, donde se agrega un
segundo cambio de velocidad para colocar al satélite en la érbita deseada
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- = = = Orbita final
= = = = Orbitainicial
SN mmmeee- orbita de transferencia

Figura 2-19 Transferencia de Hohmann.

2.7.6.4. Requisitos de velocidad y tiempos de transferencia

Usando la ecuacién ( 43) con

T
2a=ri+rf=ri(1+—)
ri

Podemos reescribir la ecuaciéon como

, 2 2 2 2
' r,  2a T ri(1+—f)
Ti
2
i =tle-—5
il o14<
Ti
T
AN
z_ﬁz(1+n) 2
T 1421
T
con
_u
Uei = ;

a7



con

i
2 =
Av; _ Vi = Veri i -1
UCT'l UCT'i r—f ( 48)
1+ =
analogamente para vy
2 2 2

VF=H| -7 5~
F=H U 2a

donde ahora

T
2 2
vf=# e
f 1
T
2
Ty 147
Ui
T

48



dado que

2 T
Vf = Vo |2 7 .
?i +
T, T,
2 (—f + 1) 2L
2 _ .2 T T
Vf = Very 71
Fi +
2
vfz = Ugrf T'f 1
7+
PN
crf Tf Ti Tf
r.
2 2 i
Verg = Veri -
Ui

podemos reescribirlo como

v
A‘Uf vCT‘f - Uf crt
Uj Veri
A‘Uf 1
v, |r
T

El requerimiento de velocidad total es

AViorar = AV + AUcrf

de la ecuacion del periodo orbital
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donde P; es el periodo de la orbita inicial.

|
N
NIU‘ll =
/-
—_
+
= |S
~
N

2.8. Encuentro orbital

En muchas ocasiones las maniobras de transferencia orbital son llevadas
a cabo para que los agentes involucrados se encuentren en la misma orbita.
Por facilidad, la descripcion del movimiento relativo de los dos objetos orbitales
se realiza en esta seccion donde se describira el sistema de referencia de Hill.

El sistema de referencia Hill puede apreciarse en la Figura 2-20 para 2

agentes espaciales (Chobotov, 2002)

Agente chaser
: A

Agente target

Figura 2-20 Representacion grafica del marco de referencia de Hill (Chobotov, 2002)
Asi pues, si se considera el movimiento circular bajo la ecuacion ( 15) podemos
reescribirla en términos del marco de referencia de Hill

F=r+p+2wxp)+owxXp+wx(wxp) (50)
donde
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r=g+A (51)

Con g es la aceleracion gravitacional y A es la aceleracion aplicada por
fuerzas externas

Resolviendo las ecuaciones ( 50) y ( 51) para las componentes x,y,z Y
resolviendo las aceleraciones relativas, tenemos como resultado

x
5c'=—g;+Ax+2wy+a')y+w2y

. y+rT . . 2
y=—g( " )+Ay+gT—2wx—a)x+a)y (52)

VA
Z:—g;+Az

Suponiendo que la distancia satélite chaser a satélite objetivo esté en una
distancia mucho menor que la del radio de la Orbita

pr=x?+y?+ 72 L rf (53)

Las siguientes aproximaciones pueden escribirse como

1
r= [x2+y2+zz]§er(1+l>
Tr

r? rr
X X
—g;~ _gT;
Z Z
—9;~ _gT;
y+1r 2y
~9 () =or(1-7)

Y finalmente al linealizar las ecuaciones del sistema de la ecuacion ( 52) se

pueden expresar como

x
v _ . . 2
X = gTrT+Ax+2wy+wy+a)x (54)
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ji=+2gTrl+Ay—2a)5c—d)x+w2y
T

.o Z
zZ = _gTr_+AZ
T

Cuando el satélite objetivo se encuentra en una Orbita circular w = 0 y ademas

w = fr% y Se supone que no existen aceleraciones externas A, = A, = A,, por
T

lo que el sistema de ecuaciones ( 54) se convierte en
¥ —2wy =0

j + 2wx — 3w?y =0 (55)
it w?z=0

Como podemos observar en el sistema de ecuaciones (55) para la ecuacion

de movimiento en x se encuentra una variable de y, y para la ecuacién de

movimiento en y tenemos elementos de x. Y a este sistema de ecuaciones

diferenciales acopladas se les conoce como HCW.

Una solucién a las ecuaciones HCW, es entregada por (Chobotov, 2002)

teniendo como resultado la matriz

r 4 2

1 6(wt —sin(wt)) 0 =3t + Zsin(wt) - (1 — cos (wt)) 0
X 1 X0
y 0 4 —3(cos(wt)) 0 0 Zsin(wt) 0 Yo
z Zo
.| = 1 .
x 0 0 cos(wt) 0 0 Zsin(wt) %o
}z'l 0 6w(1— cos(wt)) 0 —3 + 4 cos(wt) 2 sin(wt) 0 Zg

0 3w (sin(wt)) 0 —2 sin(wt) cos(wt) 0

L0 0 w sin(wt) 0 0 cos(wt) |

2.9. Modelado matematico de rotaciones

Dada la importancia de las rotaciones en los movimientos de un agente
espacial, aqui describiremos las formas de modelarlas tanto para cada uno en

Su propio sistema de referencia, esto quiere decir que los agentes ademas de
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moverse en su Orbita estaran rotando respecto a su centro de masa o, dicho
de otra manera, rotaran en un sistema de referencia local.

2.9.1. Herramientas matematicas de la rotacion de cuerpos

rigidos?
Existen diferentes formas de representar rotaciones en un espacio de tres
dimensiones, ayudandonos de los angulos de Euler, primordialmente se
estudiaron las matrices de rotacién y los cuaterniones como se demuestra
posteriormente en 2.9.3y 2.9.4 y con estos modelar diferentes rotaciones para
seleccionar la mas adecuada. (Harleston, 2011)

2.9.2. Angulos de Euler.

Los llamados &angulos de Euler son un conjunto de coordenadas
angulares que nos ayudan a especificar la orientacion de un sistema de
referencia rotado; este sistema rotado debe ser ortogonal a un sistema de
referencia no rotado. Fueron introducidos por Leonhard Paul Euler en sus
estudios de mecénica de un cuerpo rigido para describir la orientacion de un
sistema de referencia de un cuerpo rigido en movimiento.

Debido a las restricciones de ortogonalidad de las matrices de
transformacién de coordenadas (véase Apéndice A Transformacion de
coordenadas. Cartesianas 3D a Esféricas) solo son necesarios 3 angulos para
describir la matriz de rotacion A. Lo que puede entenderse sistema de
coordenadas esféricas donde solo dos angulos son requeridos para especificar
un punto en el espacio, pero aun asi se requiere un tercer angulo para
establecer la rotacion de coordenadas.

Este tercer angulo debe referirse a uno de los ejes que también
especifican los dos angulos iniciales

2.9.3. Matrices de rotacion.

1 En los apéndices se encuentra la teoria de cambio de coordenadas necesario para angulos

de Euler.
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Las matrices de rotacién son un conjunto de 3 matrices las cuales nos
ayudan a representar matematicamente y calcular un punto en el espacio de
R3, estas mismas observan el cambio de coordenadas no como si el objeto
rotara sobre un sistema de referencia, sino que propiamente el sistema de
referencia es el que rota, es decir, en una analogia podriamos intentar
representar esto como si yo tuviera un objeta cualquiera que este sea, lo puedo
referir a mi mismo, y mateméaticamente tendria la misma representacion si yo
tomara este objeto y lo rotara sobre sus ejes, a que yo rotara sobre mis propios
ejes generando una rotacion equivalente a la que podria tener este objeto.
(Harleston, 2011)

Para el eje Z tenemos que si este lo fijamos y generamos una rotacién
de valor 6 sobre este obtendriamos la matriz

cosf sing 0
R,(6) =|—-sin 8 cos8 0
0 0 1

Como podemos observar, esta matriz de rotacion no afecta al eje Z, pero

genera dos nuevos ejes que llamaremos x' y y'.

De igual manera podemos hacer rotaciones tanto para el eje x, quedandonos
asi
0 0 1

R,(p)=|0 cosp sing
0 —sing coso

Esta matriz hara rotar los planos z y y'. Generando de esta manera un nuevo
eje z'

Y como podemos suponer con lo anterior, cualquier punto en el espacio se
puede alcanzar si se vuelve a rotar sobre el eje z' en un angulo y, cuya matriz
de rotacion seria

cosy siny 0
R,(Y) =|-siny cosy O
0 0 1
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Por lo que al multiplicar las matrices correspondientes para generar una
rotacion al marco de referencia del punto en el espacio tendriamos como

resultado.
cost * cosf — cosq *sinih *sinB,  cos@ *sinyh + cos@ * cosy *sin® sing *sin®
A=|-cosxsin® —cosp *cosfxsin cosg«cosyxcosf —siny+sinh cosf +sing (57)
sin@ * siny —cosy *sing cos @
Llamando a los ejes x, y, z como 1, 2 y 3 respectivamente podemos nombrar
a cada una de las permutaciones posibles como el orden de su permutacion,
por lo que la ( 57) se describiria como matriz de rotacion 313.

No porgue no sea necesario el rotar uno de los 3 ejes para alanzar
cualquier punto en el espacio significa que la matriz de rotacion (en este caso
del eje y), no se pueda realizar; en este caso la matriz de rotacion del eje y en
términos del angulo S nos resultaria

cosB 0 —sinpf
R,(B)=] O 1 0
sinf 0 cosp

Realizando una rotacion en cada uno de los ejes x, y, z para generar un sistema

rotado x', y’, z', la matriz de rotacién 321 equivalente seria
A= R, (@) * Ry(B) * Ry (0)

cosfxcos@ cos@*sinf +sinf *cosf xsing sing *sinf — cose * sin § * cos
A=|—cosf*sinf cos@*cosf —sinfi xsing xsinf cosH *sing + cos¢e *sinf xsin @ (58)
sinf8 —cosf *sing cos S * cos @

Definiendo de este modo las transformaciones pasivas, donde lo que
rota no es el vector (0 punto en el espacio) en cuestion, sino que es el mismo
marco de referencia el que rota, se debe aclarar que para que estas rotaciones
de cuerpo rigido se puedan llevar a cabo, es completamente necesario que el
sistema que desea rotar cumpla con la restriccion de ortogonalidad del sistema
(que ambos sistemas, el rotado y no rotado tengan el mismo origen).

Como podemos observar en la Figura 2-21 un vector cualquiera que este sea,
que vaya del origen a un punto en el espacio (x,y, z), puede ser descrito en el

sistema rotado como un punto en (x',y’,z")
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Figura 2-21 Representacion geometroalgebraica de un vector en R® con un sistema de
referencia ortogonal rotado.

2.9.4. Cuaterniones.

Un cuaternion es una herramienta matemética de 4 elementos donde el
primero es un namero real y los tres restantes son elementos imaginarios, que
puede representarse como se muestra en la ecuacion ( 59) que se describira
luego (Chavez Barranco, 2012)

Los cuaterniones son una extension de los reales que contienen por si
mismos a los numeros complejos (es decir, los nimeros complejos son un
subespacio vectorial de estos, refiérase al Apéndice B Operaciones con
cuaterniones.)

Los cuaterniones tienen la capacidad de representar la orientaciéon o
posicion angular de un cuerpo cualquiera que este sea sin que se tenga que
recurrir al problema de invertir una matriz singular, por lo que su utilidad en

programacion es ideal.

q=[4a] (59)
donde:

A = la parte real del cuaternion (escalar)
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a = xi +yj + zj = parte imaginaria
Y las componentes de esta parte imaginaria del cuaternion pueden
representarse como componentes vectoriales con las bases imaginarias tales
que

it =7 =k =ijk=-1

Los cuaterniones unitarios pueden representar rotaciones en tres dimensiones.
Si g es un cuaternion unitario, este puede pensarse como una esfera de radio
1 en el espacio de R*.Y podemos representaruna rotacion en el espacio R*,
en donde la parte imaginaria del cuaternion son las componentes vectoriales
de cualquier eje arbitrario.
La rotacién alrededor de un vector unitario 4 y un angulo 6 puede pensarse
como un cuaternion.
Sea

ﬁ):nli+n2]‘+n3k

7| = /n%+n§+n§=1

El cuaternion que representa la rotacion alrededor del eje es

Cuya norma es

0 0
q=cosz+sin§(n1i+n2j+n3k) ( 60)

Se puede observar que este es un cuaternion de rotacion dado que su norma

es
9 2 2
lq| = (cos E) + (sini) (n? + n3 +n3)
Con
m?+n3+n3)=1
Tenemos que

2

1= (cos3) +(n3)
ql = cos sin -
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lql =1
Transformacion de puntos
Para rotar un punto p en el espacio alrededor de un vector unitario 7 y un

angulo 6 y encontrar asi un nuevo punto rotado, se realiza la operacién
P =q-p-q (61)

Pudiendo generalizar para versores i, j, k tenemos que las rotaciones alrededor

de estos ejes estarian dados por los cuaterniones de rotacion

a a
qx = cosz+ sinE(li + 0j + 0j)

qy = cos§+ sing(Oi + 1j + 0k) (62)

q; = cosg+ sing(Oi + 0j + 1k)

Dada la no conmutabilidad de la multiplicacion de cuaterniones (véase
Producto de cuaterniones en Apéndice B Operaciones con cuaterniones.)
podremos definir la permutacién de las rotaciones pudiendo generar de la
misma manera que con las matrices de rotacion rotaciones 313, 123 y todas

sus permutaciones y combinaciones posibles.
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Capitulo 3
Diseno basado en las ecuaciones e
Implementacion del simulador

computacional

3.1. Descripcion general

El crear un simulador computacional para el acercamiento y encuentro de
agentes espaciales es una tarea interdisciplinaria que considera aspectos
varios, tales como el disefio de un agente orbital, el propagador de 6rbitas, el
calculo de rotaciones locales y globales, la descripcion del movimiento y sus
variables de estado, etcétera. Asi mismo el emular a través de la programacion
las condiciones reales de ingravidez, perturbaciones del ambiente espacial y
vacio no son tan factibles como el movimiento y orientacion del agente espacial
gue es en lo que este trabajo se enfoca.

Este capitulo planea describir de una forma general el sistema de
simulacién teniendo en cuenta el panorama general del funcionamiento,
iniciando desde lo mas basico y los pasos que se llevaron a cabo y asi llegar
a la culminacion del simulador, recopilando todos estos conocimientos y
uniéndolos en un solo proyecto integral como se observa en la Figura 3-1.

Para iniciar con el simulador se requiere el subdividirlo en sus partes mas
fundamentales las cuales son

e Disefo del agente espacial

e Modelado matematico de rotaciones.

e Propagador orbital

e Transformacién de elementos orbitales a variables de estado

¢ Insercidn de las variables de estado al agente espacial.
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e Transferencias orbitales

e Creacion de interfaz gréafica de usuario

(i w Q) P T 1
Cuaternidn de rotacion orbital 313 ! Transferencia de '
| jr=e— - - Hohmann i
) ) : 1 AV i
Elementos Keplerianos de orbitas + Lmimmimmmmmam i md
chaser y target Variablesde estado  _ _  _  _ .
(a e i w Q) x v z x y 2) ;
| Propagador i Orbita transferida :
orbital e = (inclinaciéno elipse ;
| ! detransferencia) !
| I ___________
> | !
M 0
| 1
|
1
Cuaternion de rotacion CubeSat en su .21
123 de cada CubeSat estado inicial

Estadosiniciales de CubeSat

chaser y target (rotaciones,
unidades y velocidades ﬁ,) CubeSat en
angulares o orbita .
gulares) L

Figura 3-1 Disefio conceptual del simulador
3.2. Diseino del agente orbital

Inicialmente se planted el disefiar el agente orbital de manera sélida, a partir
de un modelo 3d del mismo, generado en algun software de disefio
(SolidWorks) pero la primer limitante que se encontré fue la falta de manejo en
las proporciones, por lo que se plante0 realizar el primer disefio a partir de solo
las aristas del cubo referenciadas a un origen local, teniendo como resultado
un objeto de 12 elementos de linea cuyas longitudes y propiedades (grosor de

linea, color, estilo de linea, etcétera) podian ser modificables.
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300 .
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100 .

0
-100

-200

-300 .

Figura 3-2Primer disefio de agente orbital

Posteriormente la descripcidn de los 12 elementos a considerar se pudo
agrupar por medio de una matriz de vértices, donde los vértices del cubo se
describen a partir de una matriz de acomodo de caras del cubo.

vertices = [vy; Vy; V3; Vy; Vs; Ve V75 Vgl
donde cada elemento v, contiene las coordenadas [x, y, z] de cada vértice
del paralelepipedo observando cada uno de los vértices del cubo se puede

representar como en la Figura 3-3

vy Vg

vz Vg
g vy U3 Uy Vg
Vg vy vy Vs
V3 Uy
Ve Vs

(51

U7 Vg

Ve

V2

Figura 3-3 Descripcion conceptual de un cubo a partir de sus vértices

al asignar a cada uno de estos vértices un numero de la forma

v -1
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v, > 2

v3 = 3

v, >4

vs =5

Vg > 6

v, =7

vg — 8

podemos representar cada cara como una combinacion de los vértices,
esto es

cara, = {1,2,6,5}
cara, = {237 6}
cara; = {3487}
cara, = {4158}
caras = {123 4}
carag = {567 8}

especificamente para un paralelepipedo una matriz de caras donde se
conectan los vértices correspondientes con un arreglo de la forma
caras =[1265;2376;3487;4158;1234;5678]

Figura 3-4 Cubo generado por matrices de vértices y caras.
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Este tipo de arreglos donde se definen los vértices de un paralelepipedo y una
matriz de acomodo de veértices para crear diferentes parches en cada cara se
le conoce como parche multifacético (véase (The MathWorks, 2020)).

Sabiendo que cada uno elemento de la matriz de vértices v,, €s un componente
con la coordenada [x,y, z] del mismo, se puede generalizar y modificarlo de
forma que las unidades del agente puedan ser variables y asi poder construir
paralelepipedos de altos, anchos y largos desiguales (véase Figura 3-5), de

manera que la matriz de vértices queda expresada de la forma

[tcx tcy —tcz)
122" 2 |
tcx tcy tez
27272
[tcx —tcy tcz)
127 2 " 2]
tex —tcy —tcz]
fogi o 2 2 7 2
vértices = [—tcx tcy —tcz]
2 727 2
[—tcx tcy tcz
2 7272
[—tcx —tcy tcz
2 72 72
—tcx —tcy —tcz
2 27 2

donde
tcx = tamanano del cubo en el eje x
tcy = tamafiano del cubo en el eje y

tcz = tamafiano del cubo en el eje z
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2272
_ (tcx —tcy tcz
ez 2
, 7(—tcx tcy —tez > Y
8=\ 22" 2 (—tcx tcy —tCZ)
Vs = )
2 2 2
(tcx —tcy —tCZ)
vy ==

X 222

2727 2
(tcx tcy —tCZ)
v = —_

Figura 3-5 Descripcién del agente espacial

Teniendo definido el agente espacial como un parche multifacético en
Matlab, podemos ahora trabajar con él mas facilmente ya que para generar
una rotacion en él, solo hace falta multiplicar la matriz de vértices por la
herramienta de rotacion seleccionada, que, como ya se ha mencionado para
nosotros a lo largo de este trabajo de investigacion la herramienta son los
cuaterniones;

Apoyandonos de la seccion 2.9.4, de donde sabemos que la rotacién de un
punto en el espacio puede ser calculado a partir de un cuaternion de rotacion
que a su vez puede ser descompuesto en cada uno de los cuaterniones de

rotacion particulares para cada eje
a a
qy = cos—+sin—=i+ 0j + 0k
2 2
B, ... . B.
qy=cosE+01+smE]+0k (63)

q; = cos%+ 0i + 0j +singk
donde

a,f yy: son las cantidades angulares para rotar en cada uno de los ejes

respectivamente.
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Calculando con estos un cuaternion de rotacion total de la forma
Qr = qx * qdy * 4z

Y ayudandonos por el cuaternion conjugado
Q; = conj (Qr)

podemos obtener un punto rotado con el uso de la ecuacion.

Pr=Q,*xPxQ, (64)

donde
Pr = Punto rotado
Q; = cuaternién de rotacion total
P = Punto a rotar
Q. = cuaternién de rotacién conjugado
Es evidente que para nosotros los puntos a rotar son los vértices de nuestro
agente espacial, es aqui donde tenemos que describir nuestro agente espacial
de la Figura 3-5 en un sistema cuaternion.

Cada uno de los vértices ahora se describe de la forma
tcx tcy tCZ)

)

aq qua eTTllOTl( , 5 , 5 , 5

by = . _ (0 tcx tcy tCZ).
q = quaternion )
cq = quaternion T )
dg = quaternion (0,5, £,
q = quaternion T T )
B . ) (0 tcx tcy tcz)_
eq = quaternion |0, > Ty )
B . ] <0 tcx tcy tCZ).
fq = quaternion |0, 2 )
B . ] <0 tcx  tcy tcz>_
gq = quaternion |0, T )
" . ] <0 tcx  tcy tcz>
= r ) T T T T T )
q quaternion > > >

y se agrupa en un arreglo de vértices cuaterniones

a = [aq,bq,cq,dq,eq,fq,9q, hq];
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Que contiene toda la informacion de los vértices de nuestro agente
espacial, en forma de cuaternidn, para asi poder realizar las operaciones de
rotacion pertinentes con el uso de la ecuacion ( 64)

Vr=0Q;*ax*Q;
donde
V. = Matriz de vértices rotados
Q; = Cuaternion de rotacion total
a = Matriz de vertices cuaterniones

¢ = Cuaterniéon de rotacién total conjugado

finalmente, como nuestro parche multifacético no puede ser construido con
puntos cuaterniones, se tiene que extraer la informacion de la matriz de
vértices rotados y transformarlos a una matriz de vértices de 3 elementos,
donde los elementos a seleccionar son aquellos que contienen la informacion

vectorial del agente espacial.

3.3. Propagador orbital

Para la construccion del generador orbital es necesario como ya vimos en
el capitulo 2 un sistema de referencia en el cual podamos basarnos,
especificamente la construccion y/o descripcién de una 6rbita se hace a partir
de los elementos clasicos de Kepler, los cuales son el semi eje mayor de la
oOrbita, la excentricidad, la ascension recta del nodo ascendente, el argumento

del perigeo, la anomalia media y la inclinacion de la orbita. (Chobotov, 2002)
OE =a,e,i,Q, w, M] ( 65)

donde
OE = Matriz de elementos orbitales
a = semieje mayor de la 6rbita

e = excentricidad orbital
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i = inclinacién orbital
Q = Ascencion recta del nodo ascendente
w = longitud del perigeo
M = anomalia media
A partir de estos elementos tendremos descrito nuestro sistema, pero la
descripcion del movimiento a través de la 6rbita no puede ser definido con
exactitud, ya que la anomalia media no indica el cambio de angulo en el foco
orbital, sino que este es respecto al centro de una circunferencia auxiliar como
se observa en la Figura 2-15, y para poder describir con mayor veracidad el
cambio angular en cada momento del periodo orbital se tendra que resolver la
ecuacion de Kepler.
Recordando la ecuacion de Kepler
M = E — esin(E)
donde
M = Anomalia media
E = Anomalia excéntrica

e = excentricidad orbital

que define la relacién entre la evolucién angular en la 6rbita de un cuerpo
celeste en funcion del tiempo medido desde un punto inicial. Al tratarse de una
ecuacién trascendente no podemos obtener su valor al realizar algiin conjunto
de operaciones con la variable ya que por definicidon son un tipo de ecuaciones
gue no pueden reducirse a una ecuacion, de la forma f(x) = 0, para resolver
mediante operaciones algebraicas.

Como nos indica (Chobotov, 2002) en un tiempo t > 0, la anomalia media
es conocida e inclusive puede ser calculada a partir de

M=n=xt
donde

n = Movimiento orbital medio
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n= £
a3

Ecuacion 3-1

Resolviendo la ecuacion de Kepler por medio del método de Newton-Raphson
Primeramente, se despeja la anomalia media de la ecuacion ( 29) y se
define de esta manera a una funcion auxiliar f(E), de la cual se buscaran sus
raicesen f(E) =0
f(E)=E —esin(E) — M
(66)
Por definicién cuando E es negativo, M también lo es, y, para valores
negativos de E y de M, f(E) es una funcion par, o, dicho de otra manera
f(—E)=—E +esin(E) + M
Al tratarse de un valor angular dentro de una elipse, se puede notar que para
0<E<T
f@2nm —E) = 2nm — E) —esin(2nt — E) — (2nm — M)
donden =1,234,5..Yy

fQ@nr —E) = —f(E) (67)

limitando a
0<E<Tm
Por lo tanto, para cada valor de E, se tiene solo que considerar la
solucién en el intervalo de 0 < E <m y ajustar los resultados por signo y
multiplos de 2 segun corresponda.

Considerando la expansion de las series de Taylor de E de la forma

f(E+AE)=f(E)+ [’ (E)AE+f”2(' ) AE? +fm3(' )AE3

Si se descartan los términos de AE? y mayores, tenemos que

(68)
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f(E +AE) = f(E) + f'(E)AE (69)

Cuya interpretacion puede darse si se supone que tenemos E como una
aproximacion de una raiz de la funcion f(E), se tiene que encontrar un AE
apropiado para derivar la funcién en el punto (E + AE) a su raiz o cero de la

funcién, transformando asi la ecuaciéon ( 69) en

0=f(E)+ f'(E)AE (70)
de donde se obtiene
f(E)
YTR® (7

El cual es el termino de correccion en el método de Newton-Raphson de

aproximacion sucesiva.

€n nuestro caso

f(E)=E —esin(E) — M (72)

f'(E) =1—ecos(E) (73)

Dado que nuestro sistema inicia la simulacién desde un punto inicial en t, = 0,
al escoger un valor inicial para E, el mas apropiado sera M, posteriormente se
calcula
f(E)=E -esin(E)-M
f'(E) =1 —ecos(Ey)
_fED
f'(E)

Se determina un nuevo E con E;,; = E; + AE;

AEl' ==

Y se repiten los calculos iterativamente hasta que la condicion de
|AE| < &

donde
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& = constante de ajuste
Esta es una constante apropiadamente pequefia para corresponder al
grado de precision deseado en el célculo.

De igual forma que con la anomalia media, la anomalia excéntrica no es
en nuestro caso, la apropiada para la descripcion angular a través del tiempo,
ya que se trata de la evolucion angular a partir del centro de una circunferencia
auxiliar y no de la evolucion angular en nuestro punto focal de la elipse, por lo
que ahora, con este valor angular tiene que ser calculada la anomalia
verdadera (Chavez Barranco, 2012), la cual facilmente puede ser calculada de

la forma

1+e E
f = 2| arctan T (tan(i)) (74)

donde
f = anomalia verdadera
e = excentricidad de la 6rbita
E = anomalia excéntrica
Y si se evalla f; para cada E; podremos tener muestreada completamente la
anomalia verdadera a través del tiempo gracias a los n valores de la anomalia
excéntrica anteriormente calculada y de este modo observar el cambio del
radio orbital a través del tiempo con la férmula
a(l —e?)
"1 + e cos(f)
donde
a = semieje mayor de la 6rbita
e = excentricidad de la 6rbita

f = anomalia verdadera
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3.4. Transformacion de elementos orbitales a variables

de estado

Como indica (Oliver Montenbruck, 2005) una manera sencilla de
transformar los elementos orbitales clasicos a variables de estado en un marco
de referencia ECI se puede realizar a través de una transformacion de
coordenadas, donde primeramente se obtendran las coordenadas para la

posicion orbital para una 6rbita no rotada por medio de las formulas
x = a(cos(f) —e)
y =a(J1-e?)(sin(f)) (75)
z=0
En tanto que para la velocidad orbital se tienen

_kra) —— (= a(sin(f)))

= WT—“) (V1=e2) (cos(f)) (70
z=0
Con estas transformaciones podemos obtener un plano orbital no rotado,
por lo que el siguiente paso a seguir es el aplicar la rotacion del plano orbital
segun las variables angulares de los elementos clasicos, los cuales son w, Q, i,
los cuales en nuestro caso en el sistema de referencia ECI representan una
rotacion del tipo 313, dado que nuestras herramientas de rotacién con

cuaterniones, la descripcion de cada cuaternion de rotacion sera

Q Q
q, = cos (E) + 0i + 0j + sin (E)k

qx cos(;>+sm(2)l+0]+0k (77)

w
q, = cos(z) +0l+0]+31n(2)k
Por lo que se obtendra un cuaternion de rotacion total 313 de la forma

Qrotorb = Gz * Qx * q
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Agrupando las variables de estado en el plano orbital no rotado mediante
el uso de un arreglo bidimensional, podemos ahora, como con nuestro agente
espacia, agrupar cada uno de los puntos de la érbita no rotada y transformarla
en un cuaternién de posicion orbital, el cual nos describira la 6rbita en un
espacio cuaternion para poder asi aplicar la rotacion con el uso de la ecuacion
( 61) y calcular cada uno de los puntos rotados de nuestra orbita final.

Debe recordarse que como no existe una forma directa de desplegar los
datos visualmente con una matriz de cuaterniones, puesto que el software
Matlab no puede graficar un espacio vectorial de 4 dimensiones, por lo que se
tendra que extraer la componente vectorial del cuaternién de estado ya rotado,

y asi poder agruparlos en una matriz de posicién y en una matriz de velocidad.

Teniendo construido un algoritmo para la creacién de un propagador orbital
gue apoyado de las herramientas de rotacion por medio de cauterniones, nos
ayudaran a calcular las posicion y velocidad a lo largo de la 6rbita, como se

observa en la Figura 3-6

Elementos orbitales clasicos Constantesimportantes
(@ e i w Q) M, = masa del cuerpo a orbitar
l G = constante gravitacional
W= M, * G = parametro gravitacional

Calculo de cuaternién de

Calculo de ]
— rotacion orbital

T = periodo orbital

Qrot = o . n = velocidad media
=% qi* 0 M(t) = anomalia media.
Solucién por método de
Newton ala ecuacion de
Kepler parala obtencion de
la anomalia excéntrica
M =FE +sinkE
Calculo de variables de estado Calculo de
en plano orbital no rotado v(t) = anomalia verdadera
(x y 0 x y 0 r(t) = radio orbital
Calculo de variables de estado Propagador
—» en plano orbital rotado — .
(x y z £ y 2 orbital.

Figura 3-6 Diagrama de flujo de datos para el propagador orbital.
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3.5. Integracion de variables de estado al agente

espacial

Dado que nuestro agente espacial estara viajando a través de la Orbita
generada por el propagador orbital, tenemos que definir ahora un cuaternién
de posicion el cual nos ayudara a describir el origen del cubo desfasado del
origen del sistema de referencia ECI (véase Figura 3-7), el cual lo podemos ver
como

dpos = 0+ Pi+ Pj+ Bk
donde
P, = Punto actual en "x" de la 6rbita

P, = Punto actual en"y" de la 6rbita
P, = Punto actual enz de la 6rbita

b

V4

r =P+ P+ Pk

_——
-
~]

-
e = —

Figura 3-7 Descripcion de agente orbital en la 6rbita
De la misma manera que en los pasos anteriores, la interpretacion de los

resultados que nos entrega la simulacion no nos permite incluir el cambio de
origen de los veértices de una manera directa, por lo que a cada posicion de la
Orbita se le remplaza por un cuaternion equivalente y se asigna al centro del

agente espacial.
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Asi mismo las variables de rotaciones locales se inicializan generando
cuaterniones de rotacion en cada iteracion para notar la progresion del angulo

rotado en cada uno de los ejes del agente espacial.

3.6. Transferencias orbitales

Parte crucial de este trabajo de investigacion son las maniobras de
transferencia orbital, las cuales pueden ser muchas y muy variadas,
dependiendo de la excentricidad de la 6rbita que se tenga seran seleccionadas
las mas adecuadas, pero por ser un trabajo inicial nos limitaremos en este
trabajo de investigacion a oérbitas circulares, en tanto que las maniobras de
cambio de plano y de cambio reduccion de semieje mayor seran las
transferencias de Hohmann, las cuales describen un cambio de inclinacién y
de radio orbital, y que pueden ser implementadas a partir de 2 impulsos
tangenciales en la érbita a modificar, sin embargo, al plantearse el problema
se considera pertinente que estas puedan ser modificables, ya que a menor
namero de maniobras, mayor es la magnitud del impulso tangencial a realizar.
Teniendo asi una transferencia orbital total dividida en 2 pasos (véase Figura
3-8 y Figura 3-9).

e Las maniobras de cambio de inclinacion.

e Las maniobras de reduccién de radio orbital.
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Figura 3-8 Descripcion de las maniobras de cambio de plano orbital.
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Figura 3-9 Descripcion de las maniobras de cambio de radio orbital.

Ambas maniobras de modificacion de orbita se deben a un cambio en la
velocidad orbital del agente espacial, agregando un impulso tangencial en un
punto de su Orbita, sin embargo, el calculo de los impulsos orbitales y la
modificacion de la energia en la 6rbita generan un cambio en la funcion de

velocidad, este a su vez, modifica cada uno de los valores calculados en cada
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instante de la ecuacién ( 75) y dependiendo el sentido en el que cada Av sea
aplicado, esto generara un incremento o decremento en la inclinacion de la
oOrbita o un cambio en su radio orbital, lo que por ende nos llevara a un aumento
o decremento en las variables del semieje mayor de la orbita (a) y de la
inclinacion orbital (i), que al ingresar al generador orbital nos entrega las érbitas
de inclinacion y finalmente la espiral de transferencia orbital (véase Figura
3-10). En este ultimo paso que se aplica el Av calculado a la 6rbita chaser para
poder generar la espiral de transferencia orbital, se describe usando como
centro de un sistema de referencia el centro del agente espacial target,
generando asi un sistema de referencia de Hill que describira el movimiento

del agente espacial (véase Figura 3-11)

Numero de impulsos
para alcanzar la orbita
target

v

Angulo a rotar

Calculoy
Propagador ¥ aplicacion de Av Nueva orbita
orbital. en la orbita rotada.

anterior.

Figura 3-10 Diagrama de flujo de datos para la transferencia de Hohmann
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rendezvous
satellite
——— A

target
satellite

center of Earth

Figura 3-11 Marco de referencia de Hill (Chobotov, 2002)

Usando un propagador de la matriz de soluciones de la ecuacion ( 56) al
movimiento relativo en 6rbitas con el vector que apunta del agente espacial
target al agente espacial chaser durante la etapa de transferencia orbital de
reduccion de radio orbital, se obtienen los datos del movimiento relativo para
el encuentro final de los agentes espaciales, estos aunados a la informacién
obtenida de las rotaciones locales de cada uno de los agentes espaciales nos
define el estado completo de la misibn de acercamiento, encuentro y

acoplamiento de ambos agentes
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Capitulo 4
Realizacion del prototipo simulador y

Sus resultados

En este capitulo se presenta la implementacion del simulador de dos agentes
espaciales orbitales cuya base es la interfaz grafica de usuario (GUI) que
permite se introduzcan las condiciones iniciales de rotacion de cada agente,
asi como las orbitas en las que se operara el simulador espacial de 2 elementos
orbitales estableciendo condiciones iniciales de rotacion en cada uno de los

agentes.

Al final se presentan las pantallas de visualizacion de simulador que permiten
observar una animacion de los agentes como las gréficas de los datos
correspondientes a la navegacion y el como se logra el encuentro de los dos

agentes.

4.1. Creacion de interfaz grafica de usuario

Siguiendo el diagrama de flujo de datos de la Figura 4-1 se crearon las
funciones necesarias para el generador orbital, la configuracion inicial de los
satélites chaser y target y las verificaciones de estados de cada una de las

partes que componen el simulador en el software Matlab
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Figura 4-1 Diagrama de flujo de datos para el simulador.

La interfaz grafica de usuario para la implementacion del disefio del

acercamiento, el encuentro y el acoplamiento de agentes espaciales se realiz6

a través del software Matlab, con el uso de la herramienta de GUIDE en donde

se programaron diferentes ventanas referentes a las variables a considerar en

la simulacion las cuales son

e Generador orbital

e Configuracion inicial de satélites chaser y target

En la ventana principal de la interfaz grafica de usuario (Figura 4-2) se

encuentran las configuraciones tanto de los parametros orbitales de las orbitas

chaser y target como asi también las condiciones iniciales de los agentes

espaciales.
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Simulator configuration

Orbital Parameters

Initial Satellite Conditions

N impulses 4

Cancel Run

Figura 4-2 Interfaz gréafica de usuario principal.

Dentro de la interfaz grafica de usuario del generador orbital se nos permite
ingresar los elementos orbitales clasicos de la oOrbita chaser y la érbita target,
teniendo una vista previa del modelo orbital, para poder asi verificar los datos
ingresados tal como se muestra en la

Figura 4-3.

-

Kapierian Elements Targst Orbit Keplerian Elmants Chaser Orbit

B - T -
o - e -
o - - -

Right ascen:

of the ascer

Argument of Argument of
Paiges

Perigee

Figura 4-3 Interfaz gréfica de usuario del generador orbital
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De igual modo en la interfaz grafica de usuario referente a los agentes
espaciales, se pueden modificar las cantidades angulares por las que se
encontraran rotados, asi como la velocidad angular a la que se moveran en
cada uno de los ejes locales y los tamafios en cada uno de los ejes de cada
agente espacial ademas permite la visualizacion de la orientacion individual de

cada pequeiio satélite (Figura 4-4)

-«

Initial Angles of the Initial Angles of the
arget Cube Chaser Cube

Display cubes

Set initial conditions

deg/sec

Figura 4-4 Interfaz gréfica de usuario de condiciones iniciales de los agentes espaciales.

Con los datos asi introducidos, en el prototipo inicial de simulador, éste
muestra en ventanas de visualizacion de salida en la navegacién mostrando
ademas las intersecciones orbitales. Lo anterior indica que la generacion de
Orbitas por medio del propagador orbital fue exitoso siguiendo la idea de que a
partir de los elementos orbitales clasicos pudimos transformar a coordenadas
[x(t),y(t),z(t)] los puntos de las orbitas de navegacion en el marco de
referencia adecuado.

El simulador en su parte de navegacion, también muestra las transferencias
orbitales de impulso simple, asi como las bi-impulsivas (Transferencias de
Hohmann) al cambiar la velocidad del agente espacial chaser en un punto de
su orbita, mostrando ademas la existencia de la aceleracién correspondiente

en un marco de referencia no inercial.
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Y finalmente, las orientaciones de los agentes espaciales se logran al
tratarlos como arreglos de vértices cuaterniones para poder representar sus
rotaciones de igual manera con cuaterniones. También se muestra éxito al
implementar las ecuaciones respectivas a rotaciones en 3 dimensiones tanto
para cada uno de nuestros agentes espaciales como para el calculo de

rotaciones orbitales en estos mismos.

4.2. Pruebas y resultados

Como primera prueba en la interfaz grafica de usuario, se probo el que el
cambio de inclinacion de la oOrbita chaser cambiara con respecto a la érbita
target, lo cual como se puede observar en la Figura 4-5 se complet6
satisfactoriamente.

4 RUN_gui = X

10° Target Cube
Target Cubs

2z axis
g

Chaser cube

Figura 4-5 Estado orbital inicial y final de inclinacion orbital.

Al observar las variables de posicién del agente espacial chaser, en las
gréaficas correspondientes, se puede comprobar el movimiento orbital y cémo
es que el cambio de inclinacibn se muestra en el eje z donde ocurre la
inclinaciébn como se ve en la Figura 4-6 donde, se muestra el estudio para 4
impulsos correspondientes a la inclinacion de la orbita. Con esto se ha
mostrado satisfactoriamente que la evolucion de la posicion del eje z nos indica

un cambio en la inclinaciéon orbital.
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Figura 4-6 Graficas de posicion durante el cambio de inclinacién de 6rbita chaser.

De la misma manera en la Figura 4-7 se muestra como la velocidad orbital es

modificada partiendo del inicio de la simulacién en su primer periodo orbital con

una velocidad en el eje z igual a cero ya que el movimiento se encuentra

completamente perpendicular al eje z en todo este periodo orbital. Luego, en

las subfiguras de la Figura 4-7 se puede apreciar el cambio sucesivo en la

inclinacion orbital. Lo cual indica que efectivamente existe un cambio en las

velocidades orbitales tal y como se esperaba.
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Figura 4-7Graficas de velocidad durante el cambio de inclinacién de orbita chaser.

Todas estas gréficas, dan como resultado la visualizacién en animacion

presentada en la Figura 4-8 que corresponde a que el satélite chaser,

encontrandose en una Orbita inicial, cambia a su orbita de transferencia para

terminar en la Orbita objetivo del satélite target.
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8]

x10% Target Cube

Chaser cube

z axis

Figura 4-8 Espiral de transferencia orbital

Para finalmente terminar los dos agentes acoplados tanto en la 6rbita como en

la orientacién de cada uno de ellos tal y como se muestra en la Figura 4-9

simulation axis
Target Cube

%108

0 Chaser cube

z axis

5
5
%108 0 0 %108

Continue
yaxis X axis
& |
Delta hohmann ~ 7988.37 ance
[m/s]

Figura 4-9 Encuentro de agentes espaciales después de transferencia orbital®.

1 En la Figura 4-9 el tamafio de los agentes espaciales estd incrementado para que estos

puedan ser visibles en las 6Orbitas.
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Tal acoplamiento de orientacion también puede evaluarse en las graficas
mostradas en la Figura 4-10 en donde se aprecian las rotaciones sufridas por
cada agente espacial para terminar en la orientacion deseada de que las caras

correspondientes en cada cubo coincidan en la simulacion tal y como fue
mostrada en la Figura 4-9.
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Figura 4-10 Gréficas de movimiento relativo durante la transferencia orbital.

Con todo lo anterior puede apreciarse que se lograron los objetivos
especificos propuestos en este trabajo de investigacion.
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo futuro

Conclusiones

1.

2.

Se exploraron los modelos de propagacién orbital para orbitas
circulares, cuasi circulares vy elipticas, terminando con una
implementacion para el simulador de 6rbitas circulares, asi como la
descripcion del movimiento relativo de un agente espacial respecto a
otro en movimiento a través del sistema de ecuaciones HCW,
transfiriendo las orbitas por medio de transferencias de impulso simple
para cambio de inclinacion orbital y de Hohmann para un aumento o
decremento en el radio orbital; esto nos permitié simular por medio de
herramientas de programacion en el lenguaje Matlab como es que se

genera la descripcién de estos modelos

Asimismo, se logré desarrollar los modelos de rotacion a partir de
cuaterniones, tanto para los agentes espaciales como para los sistemas
orbitales (6rbitas generadas por medio de elementos clasicos),
mediante la interpretacion de datos entregados por el simulador; en la
parte de los sistemas orbitales se logré describirlos y transformarlos a
partir de sus elementos orbitales clasicos a sus elementos cartesianos,
es decir cambiar los elementos [a e i w Q] a elementos

[x ¥ Z], referidos al centro de la Tierra

Se creo una interfaz gréfica de usuario que nos apoya en la recabacién
de datos para su interpretacion, ya que se pueden visualizar claramente
las transferencias orbitales, tanto de cambio de inclinacion como de

aumento o decremento en el radio orbital, como se aprecia en la
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simulacién visual y en las graficas a lo largo de cada periodo orbital, lo

gue se traduce en un cambio en su posicidn y en su velocidad.

4. Se lograron realizar las rotaciones de los agentes espaciales mediante
cuaterniones y definir tanto su posicion en un modelo estatico como su
rotacion en un modelo dinamico: la actualizacion de los cuaterniones en
cada momento de la simulacién corresponde a un movimiento orbital
(es decir, como es que los agentes espaciales se mueven a través de
los puntos muestreados de la érbita) y una rotacion local referida al
centro del agente espacial, esto es, como es que dichos agentes

evolucionan, rotacionalmente hablando, referidos a su centro de masa.

5. Se disefi6 un simulador que contempla a los agentes espaciales como
cuerpos rigidos y que analiza las rotaciones de éstos a partir de
cuaterniones, describiendo en su fase final su movimiento relativo por

medio de las ecuaciones HCW

Trabajo a futuro

Este trabajo nos demostré el enorme potencial de expansion que tiene un
simulador de acercamiento, encuentro y acoplamiento de agentes espaciales,
por lo que como trabajo futuro se propone lo siguiente

e Describir por medio de otro tipo de ecuaciones de movimiento
relativo el encuentro de agentes espaciales cuyas orbitas no solo
sean circulares o cuasi circulares

e Implementar otro modelo de transferencia orbital que permita

transferir una orbita a otra sin importar su excentricidad.
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Extender el algoritmo de simulacion para contemplar las épocas astronémicas
en el modelo de generador orbital, esto es t, # 0, es decir que su movimiento

orbital inicie en un punto distinto a su argumento del perigeo w.
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Apéndices

Apéndice A Transformacion de coordenadas.

El presente apéndice fue extraido de las notas de clase de fisica del posgrado
de Ciencia y tecnologia del espacio impartido por el Dr. Rogerio Enriquez
Caldera, investigador y docente del Instituto Nacional de Astrofisica, Optica y
Electronica.

Cartesianas R? a polares

y A

(x,y)
I
Lo
L y=rsing
— g _ y 1
y=sing H_arctan; |
I
> > >
X = C0s 6 X=TrC0sé X

Figura 5-1 Transformacion de coordenadas en R?
Dado un sistema de referencia en un punto de este puede ser visto en como

un par ordenado en (x,y), pero no es la unica forma de interpretarlo, ya que
como se observa en la Figura 5-1 este también se puede describir por medio
de las variables (r, 9)

Al calcular los valores de las coordenadas en (x,y) tenemos que cada
componente se describe en el sistema polar como:

x =rcos(0)
{y = rsin(6)

Y si consideramos la magnitud del vector r como 1, podemos expresar este
sistema como:

{x = cos(0) (79

y = sin(60)
Analogamente podemos realizar de la misma manera estos pasos para la

transformacion de coordenadas hacia el sistema polar, pero podemos observar
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gracias a la Figura 5-1 Transformacién de coordenadas en R? que al volver

unitarios los vectores (r, 8) usando el sistema de ecuaciones
{x = cos(0)

y = sin(60) (78)

1
I y=siné
I

|
X —cosT > > X

Figura 5-2 Transformacién de coordenadas polares
Tendremos que ahora el sistema de ecuaciones para la transformacion de se
constituira por los versores 7 8, los cuales se calculan de la siguiente manera
7 = || cos(6) T + |F|sin (0)]
Para 8 por principio de superposicion lo recorreremos al origen del sistema
coordenado x, y obteniendo asi
0 = |8]|(—sin(8))i + |0|cos ()]
El cual reescribiendo podemos expresar de la siguiente manera:

{ 7 = cos(0) 1+ sin (0)]
6 = —sin (0)1 + cos ()]

Que a manera de matriz podemos reescribir de la forma

o0 el = 1a)
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Cosenos directores

Los &ngulos directores de un vector diferente de cero
7 =xi+yj+zk
son los angulos a, B,y en el intervalo [0, ] que el vector forma con los ejes

positivos x, y, z como se observa en la Figura 5-3 Angulos directores del vector
r

A

o

Figura 5-3 Angulos directores del vector r

Los cosenos de estos angulos cosa,cosf,cosy se denominan cosenos

directores. Y sus valores se calculan de la forma.

7.1 x
CoSA = 5— = —
I71El 17
]y
cosf = — = ==
71171 17
7k
cosy = — = —
[7llkl 7]
17l = V2 4 y2 + 22



Cartesianas 3D a Esféricas

Dado un sistema coordenado de 3 dimensiones como se puede observar en la
Figura 5-4 Sistema coordenado en R*® podemos definir un vector # a partir de

sus tres coordenadas cartesianas (x, y, z) con cada uno de sus versores (i, f, k)

ZA
~ XY,z
z| o (xy,2)
r I{\rsin(QO—w)
90—(/)' =sin90-cos ¢+ c0s90-sin ¢ = cos @
i > Y
IZ
|
0
A (x,y,0)
X r cos(90—¢) =c0s90-cos ¢ +sin90-singp =sin ¢

Figura 5-4 Sistema coordenado en R3
Pero de igual manera que con el plano de R* este no es el inico modo que se

tiene para poder definir un vector ya que auxiliandonos de los angulos
directores podemos describirlos de una manera esférica.
Inicialmente podemos definir los valores de los catetos del triangulo que se
forma al dibujar las proyecciones del vector en cada uno de los planos,
teniendo como resultado asi para el cateto opuesto y el cateto adyacente
respectivamente:

rsin(90 — @) =7+ (sin90 - cos ¢ + cos 90 - sin ) = r cos ¢

rc0os(90 — @) =1 - (cos90 - cos ¢ + sin90 - sin ) = rsing
Cabe aclarar que en este caso solo nos apoyamos del uso de los angulos
directores ¢, 0 ya que al contar con la magnitud del vector r, si usdsemos el

angulo director a nuestro vector estaria sobredimensionado.
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Ya sabemos que se pueden describir los angulos directores a partir de las
relaciones geométricas que existen entre las componentes cartesianas del
vector r tal como se muestra en la Figura 5-5 Relacién entre componentes

cartesianas y angulos directores

7 A
q):arccos[éj r (X’ Y Z)
N
6 = arctan [O

X

Figura 5-5 Relacién entre componentes cartesianas y angulos directores
Que reescribiendo las relaciones podemos determinar que los valores de los

angulos se calculan con
r=+x%+y?+2z?
)
= arccos |\ —
@ T
6 = arctan (X)
X

Y de igual manera podemos escribir cada una de las componentes cartesianas
con la ayuda de los angulos directores como podemos observaren la Figura
5-6 Relacidbn geométrica entre coordenadas cartesianas y coordenadas

esféricas

100



(xy,2)

> Y

X =

. rcosp =12
rsingcosé

Y = rsingsing

Figura 5-6 Relacién geométrica entre coordenadas cartesianas y coordenadas esféricas
Teniendo asi las relaciones

y =rsin¢sinf

{x =rsingcosf
Z=7CoSQ

De la misma forma que con las coordenadas cartesianas 2D podemos volver
los vectores direccionales r, ¢, 8 en versores y poder conseguir la matriz de

cambio de coordenadas.

Definiendo cada versor como:

D)
I
l‘
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SR "
Ezsin<pcos€i+sin(psin0j+cos<pk

SR
‘E = \/(rsing cos )2 + (rsin ¢ sin)2 + (rcosp)? = 1

7 =singcos@i+sinpsin@j+cospk

SR -
50 —rsingsinfi+rsingcosfj+ 0k

SR
‘E = /(~rsingsin0)2 + (rsinpcosf)2 =rsing
0 =—sin@i+coshj

SR

%=rcosgocos@i+rcos<psin9j—rsingol?

SR
‘% = \/(rcos ¢ cos8)? + (rcos ¢ sin )2 + (rsinp)2 =r

® =cos@cosHi+cospsingdj—singpk

Y expresado en forma matricial tenemos

a~ A

sinpcosf singsinf cose ][t 7
cos@cosf cosgsingd —singl||/]|=|@
—sin @ cos 6 0 k ]

De igual forma como se hizo con el caso de las coordenadas en R? las
coordenadas en R3 también pueden rotarse, de manera que al generar un

nuevo sistema de coordenadas uno se puede describir en términos del otro

(véase la figura Figura 5-7 Sistemas no rotado y rotado en R3.
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y
>
v

<

Figura 5-7 Sistemas no rotado y rotado en R3.
Definiendo los angulos a,, B, v, €ntre los versores del sistema

coordenado no rotado y los del sistema coordenado rotado iniciando con 1
gracias a los cosenos directores podemos calcular el angulo entre cada uno de
estos versores de la forma

Ayl = COS

Y estos sera el angulo entre x y x’

Vi ~

, x' -1 Y .
Ay =COSA =X "X =———==17"1
o * [l {] - 112l

x'-j

ay, =cosfr=x""y=——"==1"+]
i * [l 1= 11511

i x,.l’é A1 E
Ay, =COSY, =X "2 =———=1""
o g llc"{] - [l ]l

Por lo tanto
' =cosa, i+ cospf,j+cosy, k

Y andlogamente para las relaciones en los otros ejes coordenados rotados
J' = cosay, T+ cos B+ cosy, k

k' =cosa, i+ cosB, j+cosy, k
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Con esto se ha logrado definir la rotacion del primer eje coordenado x'en
funcién de los 3 ejes no rotados. Ahora analogamente se hara lo mismo para

los otros 2 ejes coordenados, lo que tendra como resultado para los 3 ejes

Ayry =COSAr =X * X
Ayry =COSPyr =Xy
Ay, = COSY, =X' 2
Ayry =COSQy =Y+ x

Ay, =COSPyr =y -y

ayr, =Cosyy =y -z
Ay, =COSQy =2'+ X
az'y = cos B, = z' "y

A, , =COSYy, =2 -2z
Podemos asi entonces decir que los versores del sistema rotado en funcion
del no rotado se expresan de la forma
"= ax/xi + ax/yj + axle?

Al ~ ~ T
=ay,,l+a,,j+a,k

k' =a, i+ azryj +a,,k

Teniendo asi la matriz de transformacion de coordenadas de [x,y,z] -

! ! !
[x',y",2']
Ay'x  Ax'y  Qylz] |1 i
N ~r
Ay'x  Qy'y Qy'z||J|=[J
Az'x  Az'y  Az'z] || k'

Analogamente se puede realizar el mismo proceso para expresar las
coordenadas no rotadas en funcién de las rotadas, realizando el mismo

proceso Yy teniendo como resultado las relaciones
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Ayy! =COSAy =X X
A, =COSPy =Yy X

Ayy! = COSYy =Z°X

Ayyr =COSA, =Xy

Ayyr =COSPy =Yy

azyr = COSYy =2y

Ay, =COSQAyr =X Z

a

~

yz' = cosfy =y z
A,,r =COSY, =2"Z
Podemos asi entonces decir que los versores del sistema no rotado en funcién

del rotado se expresan de la forma

~>

_ ar ar o
= Ayl +ay,j + a,,'k
~ o ~r ~l o
J=ayt +a,,j +a,k

k=a, 17+ ayzrj’ +a,, k'

Teniendo asi la matriz de transformacion de coordenadas de [x',y',z'] =

[x,y,7]
Ayy'  Qyy’  Agyr [T 1
A=Ay’ Qyy' Az '] = |]
Axz'  Ayz' Az’ | || k

Que sorpresivamente es la transpuesta de la matriz de transformacion de
coordenadas A’

Reescribiendo el sistema para su simplificacion, haciendo un cambio de

variable
Ayl Axl'y OAyly a1 42 Qg3
A=|q'x Qyy Qylzl - |0y Gz dp3
Azix  Azly Ayl a3z; dzz 04szs
Por lo tanto
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ay;; Q1 d4zg
AT = (a1 az; as;
i3 Qp3 dszz

Es decir
A= [aij] - AT = [aﬁ]

Dado un vector # expresado de la forma
?=xi+yj+zk
P =x't"+y') + 2’k

La matriz de coordenadas no rotadas resultaria

!
a11 dz1 Qz1] X% X1
A1z Ay Az |x,'| = |x2
Q13 QAz3  Aszl|xj’ X3

Que expresado de manera algebraica

3
_ ’
X; = Z aﬁ .'X'j
i,j=1

Generalizando tenemos
ATx' = x

Y la matriz de coordenadas rotadas seria

!
ai1 Q12 Q13| %1 X1
az1 Azz  Ag3|[x2| = |xy’
az; a3z Aszl|X3 x3'

Para las coordenadas rotadas expresado de manera algebraica
3

LA
X = z aijxi

ij=1
Generalizando tenemos
Ax = x'

Dado que A es una matriz, para despejarla es necesario usar algebra de
matrices, teniendo asi
Ax = A(ATx") = x'

Ya que
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AAT) =1
donde I es la matriz identidad

Ax = A(ATx") = x'
o AAT = I

Demostrando asi que para este caso en particular la matriz transpuesta es la
matriz inversa

AT = A7t
Esto solo se cumple gracias que las matrices 4 y A" son ortogonales
Observaciones en la rotacion

* La matriz de transformacion contiene 9 cosenos directores.

* Pero la magnitud de un vector posicién debe ser el mismo tanto para el
sistema no rotado como para el rotado - incluso si el origen del vector
en observacion es distinto porque la magnitud seria incluye la resta del
vector del origen de coordenadas a la punta del vector en cuestion.
(Harleston, 2011)
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Apéndice B Operaciones con cuaterniones.

En este apéndice se discutira la representacion de las rotaciones en R3 en
términos de cuaterniones. Iniciando con el grupo de rotaciones SO (2), la cual
es isomorfica al grupo U (1) de los nimeros complejos e'® = cos6 + isin 6 de

longitud unitaria, esto se deriva inmediatamente del hecho que el mapeo de

0if s (cosH —sin 9)

sinf cos@

Es isomérfico. Geométricamente se observa que U (1) es un circulo unitario
St. Podemos identificar el plano R? con el plano complejo C, definiendo z =
x + iy € R%. Entonces cada rotacion de plano py en un angulo 6 es
representado por una multiplicacién de nimeros complejos e*® € U(1), en ese
sentido para todo z,z' € C

z' = pgsiysolosiz' =e'z

Se puede decir que, de alguna forma los cuaterniones generalizan los nUmeros
complejos de tal manera que las rotaciones de R3 son representadas por una

multiplicacion de cuaterniones de longitud unitaria.

Ya que el cuaternién estd compuesto por una parte real y otra imaginara, es
de suma ayuda poder definir algunas operaciones basicas con ellos
1. Cuaternion nulo

Es aquel en que los coeficientes tanto de la parte real como la compleja

son iguales a cero, esto es

a=x=y=z=0

2. Cuaternién conjugado

Dado el cuaternién

q=a+xi+yj+zk

Su cuaternion conjugado seria
q=a—xi—yj—zk
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3. Cuaternién opuesto
Dado el cuaternion
q=a+xi+yj+zk
Su cuaternion opuesto es
—q=—-a—xi—yj—zk
4. Valor absoluto o norma de un cuaternion
Dado el cuaternion
q=a+xi+yj+zk

Su norma esta dada por

lql = Va2 + x2 + y2 + z2
5. Cuaternién unitario

Es aquel cuaternidn cuya norma o valor absoluto es uno.

lql =Ja? +x2+y2 +22=1

6. Normalizacion de un cuaternion
Dado un cuaternibn cuya norma no sea igual a uno, podemos
normalizarlo definiendo un nuevo cuaternién, asociado al primero,
mediante la operacion:

q S L
17 ql

7. Inverso de un cuaternion
Dado un cuaternién g definimos el cuaternion inverso, que

Designaremos g~ como

8. Suma de cuaterniones

Dados los cuaterniones
q1=a; +xqi+yj+z:1k
q; = a; +x,i +y,j + 2,k

Se define la suma de cuaterniones como
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q1tqz=a;+a; + (xy +x)i+ (1 +y2)j + (21 + 22)k
8.1.Propiedades de la suma de cuaterniones
Conmutabilidad

Dados los cuaterniones
q1 = aq + xqi+yj+z1k
q; = a, + x,i + y,j + 2,k
q1+qz=a;+a; + (x; +x)i+ (y1 +y2)j + (21 + 2,)k
a2+ q1=az+a; + (xp + x)i+ (y, + y)j + (22 + 2k
Por la conmutabilidad de los nimeros reales podemos decir que:
91t 42 =q2 + q;
Asociatividad
q1 = a + xqi+yj + z1k
q; = a, + x,i + y,j + 2,k
qz = as + x3i + y3j + z3k
q1+(qz +q3) = (91 + q2) + q3
a; +x i+ yj+zik+ (a; + ag + (x; + x3)i + (v, + y3)j + (22 + 23)k)
=ay+a;+ (0 +x)i+ (1 +y2)j+ (21 + )k + a;
+ x3i + y3j + z3k
a;+a, +az+ (g +x, +x3)i+ (1 +y, +y3)j + (20 + 2, + 23)k
=a ta;taz+ (xg+x,+x3)i+ 1 +y, ty3)j+ (2
+2z,+2z3) k
Suma de un cuaternién y su conjugado

Dado un cuaternion

q1 = al + xli + ylj + Zlk
Su conjugado seria
q=a; —xi—yj—z1k
La suma de estos nos daria como resultado
q:+q =2a
9. Producto de cuaterniones

Dados los cuaterniones

110



q1 =a+a,i+ayj+azk
q2=b+b1i+b2j+b3k

Producto de los vectores ortonormales del cuaternion

ixi=i*=-1
ixj=k

jrj=j=-1
jxk=1
kxi=j
k+j=i

k+k=K=-1
q1*qz = (a3 + x18 + y1j + 21 k) * (ay + x20 + y2) + 2, k)
ql*q2=(ab— albl_ azbz_ a3b3)+(ab1+ba1 +a2b3—a3b2)i+(ba2

+a b, +az by-aq b3)j + (b az + abz— a,by + a,by)k

NOTA: Dado el producto de los vectores ortonormales del cuaternion podemos
notar la NO conmutabilidad del producto del cuaternién.
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