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Resumen

El modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas en el cerebro, representa
el problema de salud en el que una poblacién de c’lulas cancerosas ubicadas en el
cerebro empiezan a crecer y expandirse afectando la salud del paciente. En este do-
cumento ha sido resuelto numéricamente dicho modelo representado con Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP). Utilizamos el método de Diferencias Finitas, como
método de discretizacion, y diferentes métodos numéricos, como Descomposicién
LU, Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado, de los cuales tomamos los tiempos que se
tardan en resolver el sistema algebraico correspondiente. Al realizar la comparacién
de los tiempos de solucion de cada caso, determinamos que métodos generan menor
costo computacional. También, se propone utilizar una estategia basada en el uso
de un precondicionador que toma ventaja de las caracteristicas del sistema de ecua-
ciones derivado de la discretizacion. El cual mejora los costos computacionales con
respecto al tiempo de solucién en relacién a los otros métodos aplicados. Esto es de
suma importancia debido a que se pueden realizar més simulaciones con diferentes
parametros en menor tiempo, y asi servir de apoyo a expertos y tener una vision de

diferentes escenarios posibles que puedan ocurrir con los glioblastomas.



Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP) son una herra-
mienta matematica muy utilizada para el modelado de diferentes fenémenos fisicos,
biolégicos, de salud, econémicos, etc. Debido a que mediante la manipulacion de los
parametros y estudio del modelo podemos predecir el comportamiento del fenémeno
estudiado. Un ejemplo en salud, es el modelo de proliferacién-invasion de gliomas
o glioblastomas [14], los cuales son un tipo de tumor de alto grado de malignidad
que afecta el cerebro y/o la columna vertebral. Derivado de este modelo [14], existen
algunos otros que han surgido de la necesidad de estudiar algunas otras caracteristi-
cas especificas sobre estos tumores, como el control del tumor mediante diferentes
tratamientos médicos o el crecimiento de estos en diferentes periodos de tiempo.
Por lo que una vez modelado el fenémeno con EDO o EDP se necesita estudiar el

comportamiento de este mediante el analisis del modelo, solucion o simulaciones.

Del modelo propuesto en [14], podemos encontrar trabajos donde tnicamen-
te se analiza el modelo, y otros donde se resuelve. Para resolver el modelo existen
diferentes formas de hacerlo, como redes neuronales o métodos numéricos [18, 26].
Sin embargo, con métodos numéricos no se necesita un conjunto de entrenamiento

como con redes neuronales, y en cuanto a costos computacionales se pueden reducir



al aplicar un método numérico adecuado al problema. Para la aplicacién de un méto-
do numérico es necesario seguir una metodologia. Primero, debemos discretizar el
modelo, es decir, generar un sistema de ecuaciones algebraicas de la forma Ax = b.
Esto, lo logramos con métodos de discretizacion como elemento finito, diferencias fi-
nitas, u otro método de discretizacion. Luego, los sistemas de ecuaciones algebraicas
se puede resolver mediante métodos numéricos clasicos, como eliminacion gaussiana
o descomposiciéon LU, lo cual nos genera una soluciéon que puede resultar compu-
tacionalmente costosa. Por otra parte, se puede aplicar algiin método iterativo, como
Gauss-Seidel o Gradiente Conjugado, adecuado para resolver el sistema algebraico
que converja a una solucion y sea computacionalmente menos costoso que cualquier

otro método directo.

1.1. Motivacion

El estudio de tumores en el cerebro ha tenido gran relevancia las tultimas déca-
das [8, 13, 14, 15, 16]. Existen diferentes tipos de tumores con diferentes grados de
malignidad, por lo mismo algunos son dificiles de tratar. Por ejemplo, los glioblas-
tomas o gliomas, los cuales son clasificados con grado alto de malignidad, y resultan
dificiles de combatir, debido a que afectan zonas circundantes a donde se desarrolla
el tumor, y al momento de la “eliminaciéon”del tumor pueden quedar residuos o al-
gunas células cancerosas que més adelante desarrollen nuevamente el tumor [14, 17].
Por lo que, el estudio del problema no solo se ha enfocado en la detecccion temprana

de los tumores, sino también en el proceso de tratamiento.

Ciencias como la quimica y biologia han realizado estudios para el tratamiento,
pero también la fisica y matemética se ha involucrado en la investigacién mediante
el desarrollo y andlisis de modelos como por ejemplo, los modelos de proliferacién-
invasién con y sin tratamiento mostrados en [27], los cuales estan representados con

ecuaciones diferenciales parciales. Estos modelos son representativos del problema
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dado que se puede evaluar de forma cuantitativa la infiltracion espacio-temporal del
tumor. Debido a esto, algunos autores se han enfocado en hacer analisis y prediccio-
nes de los modelos (Ver [7, 15, 16]) para tener conocimiento sobre el comportamiento

del glioblastoma una vez que se detecta y/o después de comenzar algin tratamiento.

Una opcién para resolver el problema de proliferacién-invasion de glioblastomas
es utilizando métodos numéricos. Pues, teniendo una solucién numeérica al proble-
ma es posible hacer predicciones sobre la evolucién de los glioblastomas, las cuales
pueden servir de apoyo para los expertos y asi, poder determinar o considerar tra-
tamientos méas adecuados o personalizados para los pacientes. Sin embargo, se han
realizado pocos trabajos donde determinen una soluciéon numeérica [8, 9, 19, 25]. Debi-
do a que, obtener una solucién del sistemas de ecuaciones algebraicos, derivado de un
modelo, mediante métodos numéricos clasicos es costoso computacionalmente, tanto
en memoria como en tiempo de solucion. Es decir, para resolver el sistema se nece-
sitaria mucho espacio en memoria para almacenar los datos generados en cada paso
de la solucién, mientras que, para resolver el problema se llevaria demasiado tiempo
de procesamiento del CPU. Por otra parte, los trabajos enfocados en el estudio de
los modelos de proliferacion-invasién con tratamiento de glioblastomas en el cerebro
se han centrado en el andlisis y predicciones de partes del modelo [7, 13, 15, 16]. Al-
gunos otros autores han apostado por encontrar una solucién numérica para algunos

de los modelos tanto con o sin tratamiento [8, 9, 19, 23].

De estos ultimos trabajos mencionados tenemos que [9, 23] resuelven el modelo
de proliferacion-invasién de glioblastomas utilizando métodos directos. El método de
discretizacién [9] utilizado es diferencias finitas para el espacio y Euler hacia adelante
para discretizar en el tiempo. Otro trabajo, [19] utiliza un método directo para la
solucion del modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas con tratamiento. Por
otra parte, en [8] utilizan el método de diferencias finitas centralizadas como método
de discretizacion para el modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas en el

cerebro. Luego, resuelven el sistema de ecuaciones algebraicas utilizando el método



iterativo de Gauss-Seidel.

Mencionados los trabajos anteriores, detectamos que no se ha aplicado algin
método iterativo para resolver el modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas
en el cerebro. Sin embargo, consideramos que existen estrategias que podemos aplicar

para resolver el mismo, pero con menos costo computacional.

1.2. Descripcion del problema

Los métodos numéricos que ya han sido utilizados para solucionar el modelo de
proliferacion-invasién de glioblastomas en el cerebro tienen grado de complejidad de
O(n?) [18], donde n es el nimero de pasos que se llevan acabo al aplicar el algoritmo
de algin método. Debido a que estos métodos manejan matrices, la complejidad
en tiempo y espacio es alta. Una alternativa son los métodos iterativos, los cuales
pueden reducir su costo computacional con respecto a los métodos directos, ya que
las operaciones que se realizan dependen directamente de los resultados inmediatos
anteriores. Por tanto, para lograr un costo computacional bajo y una buena aproxi-

macién a la solucion, es posible utilizar una estrategia basada en métodos iterativos.

1.3. Objetivos

Objetivo general

Disenar una estrategia numérica basada en métodos iterativos para solucionar

eficientemente el modelo de proliferacién-invasién de glioblastomas en el cerebro.

Objetivos especificos

= Obtener el sistema de ecuaciones algebraicas al aplicar el método de Diferencias
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Finitas al modelo de proliferacién-invasién de glioblastomas en el cerebro.
= Analizar la matriz de coeficientes para identificar sus propiedades.

= Disenar una estrategia de convergencia con un método iterativo para resolver

el sistema de ecuaciones algebraicas.

1.4. Organizacion del documento

En el capitulo 2, se describen los conceptos y temas a utilizar, como lo son el
método de Diferencias Finitas, método numérico directo y método numérico itera-
tivo. Ademas, presentamos los modelos que se utilizaron en el desarrollo de la tesis,
como lo son: el modelo de Poisson, el cual sirvié de apoyo para el desarrollo de

experimentos, y modelo de proliferacion-invasion.

En el capitulo 3, mencionamos los trabajos que se han realizado sobre el andlisis
y solucion del problema de proliferacion-invasién de glioblastomas en el cerebro para

diferentes modelos.

En el capitulo 4, describimos el proceso de solucién de acuerdo a nuestra estra-
tegia para resolver el modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas en el cerebro.

Ademas, describimos los parametros que se utilizaron para las simulaciones.

En el capitulo 5, mostramos los resultados sobre los tiempos de solucién para
el modelo de Poisson y el modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas en el
cerebro. Estos tiempos vienen dados con los respectivos métodos numérico utilizados

en cada caso. También, mostramos algunas de las simulaciones obtenidas.

Por ltimo, en el capitulo 6, damos nuestras conclusiones, productos y trabajos

a futuro que surgieron de este trabajo de tesis.
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Capitulo 2

Mareco tedrico

2.1. Propiedades de matrices

En estes apartado se muestran las definiciones sobre propiedades de las matrices
que son utilizadas para determinar las caractersticas de la matriz que representa el

sistema de ecuaciones algebraicas generado en el paso de discretizacién [11, 18].

Definicién 1 La transpuesta de una matriz A, se escribe como AT, es la matriz
obtenida al escribir las columnas de A, como renglones. Es decir, si A = [a;;] es una

matriz de m x n, entonces AT = [b;;] es la matriz de n x m donde b;; = aj;.

Definicién 2 Se dice que una matriz A es simétrica si es igual a su transpuesta AT

Es decir, A = AT

A continuacién se muestra la definicién de la diagonal principal de una matriz

[11]

Definicion 3 Sea A = [a;;] una matriz cuadrada, es decir, una matriz que tiene el
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mismo numero de filas y columnas. La diagonal o diagonal principal de A consiste

en los elementos con el mismo subindice, es decir, ai1, a9, a33, . . ., Gny.

En seguida, se muestra la definicién de matriz identidad, para posteriormente,

ver cuando se dice que A una matriz n x n cuadrada es invertible[11].

Definicion 4 La matriz identidad n x n, I,,, es la matriz de n X n con unos en la

diagonal principal y ceros en otra parte. I, se denota generalmente por I.
Por lo que, la definicién de matriz invertible [11, 18] es la siguiente.

Definicién 5 La matriz A de n x n es invertible si existe una matriz A~ den xn
tal que
AAT = A"TA=T.

En este caso la matriz A™" se llama la inversa de A.

También es de suma importancia conocer cuando una matriz A es diagonali-

zable, para esto, se tiene el siguiente teorema [11].

Theorem 6 Sea A una matriz diagonalizable si y solo si existe una matriz inver-

tible D, tal que D=*AD es una matriz diagonal.

Ahora, se muestra la definicion de matriz con diagonal estrictamente dominante

11, 18].

Definicion 7 Se dice que la matriz A de n X n tiene diagonal estrictamente
dominante si |a;| > r; parai=1,2,...,n, donde r; estd definido como

n

i = |ai| + [ai] + -+ @i | + @] + - + || = Z |ai;].
=1
i#i
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Por tltimo, se menciona la definicién de matriz definida positiva [11, 18].

Definicién 8 Sea A una matriz real simétrica, es decir, AT = A. Entonces, A se dice

que es definida positiva si para todo vector u en R", tenemos que

u’ Au > 0.

Un tipo de matriz especial con la que se estara trabajando en este proyecto, es
una matriz rala o dispersa (sparse en inglés), es decir una matriz que en la mayoria

de sus entradas son cero [18].

2.2. Meétodo de Diferencias Finitas

El método de Diferencias Finitas es un método de discretizacion que se utiliza
para transformar el modelo de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs) en un
sistema de ecuaciones algebraicas, el cual posteriormente puede ser resuelto con

algin método numérico.
Para describir el método de Diferencias Finitas se ha utilizado la definicién de

la serie de Taylor [5], la cual se muestra acontinuacién [11].

Definicion 9 Si f es infinitamente diferenciable en algun intervalo que contiene a xy,

la serie

i

(i) ,
3y / Sx(’) (z — )’ 2.1)
i=0 ’

es llamada Serie de Taylor de f en xg.

La serie de Taylor se trata de una aproximacién de funciones mediante una
serie de potencias o sumas de potencias enteras de polinomios, donde dicha suma se
calcula a partir de las derivadas de la funcién para un determinado valor g, con el

objetivo de obtener un valor aproximado de una funcién en un determinado punto.
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A partir de la definicion anterior, si se desarrolla la serie de Taylor para xy =

x4+ hy xo=x — h hasta la segunda derivada, se tiene,

f"(x)

flx+h)=flx)+ f(x)h+ Th2+"'
flo—h) = f(z) — f'(2)h + %(f)hz .

Después, si el desarrolo de la funciéon f en x + h y x — h anterior, lo truncamos

hasta su primera derivada se tiene,

[z +h)= f(z) + f(x)h,

Mientras, que hasta la segunda derivada se tiene,

f"(z) B2

fla+h) = fa) + f@h+ L

Si de esta ultima aproximacion despejamos la segunda derivada de la funcién,

es decir, f”(z), obtenemos

F(@) = o e+ 1) = 26 () + S — ).

El procedimiento anterior, muestra de manera general como se genera la apro-

ximacion con diferencias finitas.

Algo similar ocurre cuando se quiere aproximar las ecuaciones diferenciales
parciales, a continuacion se muestra como quedan, para una funcién u con derivadas

parciales con respecto a x, y, y las segundas derivadas con respecto a xx, y yy.

u(z + h,y) —u(z,y)
h

I

Ux('% y)
aa(,4) = 15 [0 + By ) = 2u(e, ) + u(z — hy)]

16



U(l’,y + k) — u<$’y)
uy(,y) L

I

Uyy(2,y) = % [w(z,y + k) — 2u(x,y) + u(z,y — k)]

Haciendo unos cambios en los sub-indices y considerando las definiciones an-
teriores de aproximaciones, para diferencias finitas centradas se pueden representar

de la siguiente manera:

I
&
<.

u(r,y — k) =u; 1,
1
uw(x,y = oh [ui+1,j - uz’—l,j] )
1

uy(2,y) = % [Wije1 — Wi,
Um(% ?J) = 12 [Uz'+1,j — 2u; 5 + Ui—l,j] )
uyy(x, y) =73 [ui7j+1 — 2’I,Li’j + ui,j,l] .

k

Graficamente, esto lo podemos ubicar como se muestra en la figura 2.1, lo cual

se le conoce como la discretizacion de la malla sobre el espacio o region a trabajar.

2.3. Discretizacion para espacio y tiempo

El método de diferencias finitas es un método de discretizacion que transfor-
ma las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales en un sistema de ecuaciones

algebraicas reemplazando las derivadas por sus aproximaciones.
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® : %n > ®ln,m

Un,0 Up,1 +
[ ] [ ]
- ™
. .
Uz, U iU
. 5 122 alz.m
Up,2 U
» L 3 F S » 1.m
W10 Uy,1
s
- - r >
Ug,o to1 Ug,2 Up,m

Figura 2.1: Malla de discretizacion del espacio a trabajar.

Asi como podemos discretizar las ecuaciones con respecto al espacio, para el
caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias. También, se puede hacer una discre-
tizacion con respecto al tiempo y espacio, para el caso de las ecuaciones diferenciales

parciales.

Para este 1ltimo caso, existen métodos de diferencias finitas explicito, los cuales
consisten en la actualizacion de valores para el tiempo k+ 1 utilizando los valores del
paso del tiempo anterior k, para esto no hace falta resolver algiin sistema, de manera
general solo se aplica la sustitucion de valores. Por otra parte, se tiene el método
de diferencias finitas implicito, los cuales consisten en que cada paso de tiempo se
debe resolver un sistema de ecuaciones utilizando el resultado del paso de tiempo
anterior, para esto ademas, existe un parametro que puede ser ajustado de acuerdo
al tamano en el intervalo que se deseé trabajar. Caso particular, cuando A = 0.5, es

decir, cuando se toma el promedio de dos diferencias centrales, se esta hablando del
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método de Crank Nicolson [5].

La diferencia entre los dos tipos de métodos es que para el método de diferencias
finitas explicito se debe cumplir una condicién de estabilidad, ademéds de que el
paso del tiempo debe ser considerablemente pequeno. Mientras, que para el caso del
método de diferencias finitas implicito, el tamano de paso en el tiempo puede ser

mayor que en el caso anterior [5].

Para el modelo de proliferacion-invasién, que se trabaja en este proyecto, re-
presentado en (2.2) cuando se aplica el método de diferencias finitas explicito se

tiene,

k+1 k k k k
Cij —Cij [ Gy — 20 Gy
G5 %5 _ piy. J
At Ax

_|_

C§j+1 QCZJ' Cﬁjfl k k
Ay + Jig = Tiye
Donde Dif es la constante de difusién.

Mientras, que para el caso del método de diferencias finitas implicito, caso

particular, el método de Crank-Nicolson, la discretizacién queda como,

k1 & k41 k41 k+1
Cijg —Cij , Cirtg — 264 Gy
4B — Dif. 2
k1 Lkl ok 9ok 4ok
4 Gt T 20 g, Gy — 265 T Gy (2.2)
YN 2Ax?
k. _ 9.k k
N Cig1 — 2G5 ¢l + fr—Tk
2Ay2 1,7 2,]

Para resolver el modelo de Proliferacion-Invasién elegimos utilizar el método

de diferencias finitas implicito debido a que no tenemos alguna condicién que limite
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la aplicacion de este, ademas de que el paso de tiempo puede ser mayor, lo que es
favorable para reducir el costo computacional. Adicional a esto, aplicando el método
implicito se puede resolver el sistema algebraico con diferentes métodos numéricos

que reducen ain mas el costo computacional.

2.4. Meétodos numéricos

Para resolver sistemas lineales o sistemas de ecuaciones algebraicas se pueden
aplicar métodos numéricos, los cuales mediante evaluaciones numéricas podemos
encontrar la solucion a los sistemas o una aproximacion dependiendo del método
que se utilice. Para esto, los métodos numeéricos se clasifican en métodos directos y

métodos iterativos.

2.4.1. Meétodos directos

Los métodos directos consisten en la factorizacion de la matriz de coeficientes
e invertir los factores, por lo que requieren suficiente memoria para la realizacién
de célculos. Ademas, cuando se utiliza una estructura de datos matriciales disper-
sos se debe tener cuidado en el reordenar de las ecuaciones y las incognitas para
tener el control del llenado de las entradas distintas de cero durante el proceso de
factorizacién [6]. Los métodos directos mds utilizados se basan en la eliminacién
gaussiana. Estos métodos utilizan los elementos individuales de la matriz directa-
mente, a través de operaciones matriciales como la factorizacion LU, QR o Cholesky.
Es posible utilizar métodos directos para resolver ecuaciones lineales con un alto ni-
vel de precisién, pero estos métodos pueden ser lentos cuando se trabaja en matrices

grandes y dispersas [6].
En el pseudocddigo del algoritmo 1, se muestra el algoritmo del método de
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Descomposicion LU, es uno de los métodos numéricos utilizados para resolver el

modelo de Proliferacién-Invasion.

Algoritmo 1 Descomposiciéon LU
Entrada: n, nimero de ecuaciones; A, la matriz de coeficientes del sistema.

Salida: L, matriz triangular inferior y U, matriz triangular superior
Seal;;yurtalquel;jui; = ag.
si l;1u11 =0 entonces
SALIDA (’factorizacion imposible’);
PARAR.
para j < 2,n hacer
Ui = al,j/ll,l
lix=aj1/uis.
para: < 2,n — 1 hacer
Seal;;y u;;, tal que l; ju; ; = a;; — ?;11 li kg 4.
si [; ;u; ; = 0 entonces
SALIDA (’factorizacion imposible’);
PARAR.
para j < i+ 1,n hacer
Uiy = 7 i — Do Lkt

— 1 PR p— /L‘_l . . .
lji = uia | Wi D ket Lkt |3

n—1
Sealy,, Y un, tales que by Unn = Gnn — D5y lnkUip-
(Nota: Si l; ju,,, = 0, entonces A = LU pero A es singular.)
devolver [, jparaj=1,...,iei=1,...,nmu;;paraj =4,...,nei=1,...,n;

PARAR.
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2.4.2. Meétodos iterativos

Por otra parte, los métodos iterativos generan una secuencia de vectores de
soluciones aproximadas {x*)} que converge a una solucién de la forma x = A~'b [4,
6]. Por lo general, la matriz A esta involucrada solo en el contexto de la multiplicacién
matriz-vector y eso es lo que hace que este marco sea atractivo cuando A es grande y
escasa. Los atributos criticos de un método iterativo incluyen la tasa de convergencia,
la cantidad de célculo por paso, el volumen de almacenamiento requerido y el patrén

de acceso a la memoria [6].

Los métodos iterativos clasicos son Jacobi, Gauss-Seidel, sobre-relajacion suce-
siva y Chebyshev. Pero también, existen métodos basados en subespacios de Krylov,
los cuales tienen éxito sélo si existe un precondicionador eficaz [6, 22, 24]. Para un
problema dado Ax = b, esto esencialmente requiere el diseno de una matriz M que
tenga dos propiedades. Primero, debe capturar las propiedades claves de A, y luego,
debe ser relativamente facil resolver sistemas de la forma Mz = r. Un ejemplo de un
método iterativo es el método del gradiente conjugado, CG, que resuelve un sistema

lineal con una matriz definida positiva simétrica [2, 22].

En el pseudocddigo del algoritmo 2, se muestra el algoritmo de Gauss-Seidel,
el cual es uno de los métodos iterativos que se aplican para resolver el modelo de

Prolieracion-Invasion.

Otro de los métodos utilizados en la solucion del problema de Proliferacion-
Invasion de Glioblastomas es el método del Gradiente Conjugado. Recordemos que
el sistema que se resuelve es de la forma Ax = b y pseudocddigo del algoritmo

utilizado se presenta en el algoritmo 3 (ver mas [10]).
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Algoritmo 2 Gauss-Seidel

Entrada: n, el nimero de ecuaciones. a;j con 1 < ¢, < n, elementos de A. b; con

1 < ¢ < n,elementos de b. X0, con 1 < i < n, elementos de X0. TOL, la tolerancia.

N, el nimero maximo de iteraciones.

Salida: X', la solucién aproximada o el mensaje de que se rebasé el ndmero de iteracio-

nes.
k<+1
mientras £ < NN hacer

para: < 1,n hacer

i—1 n
D g = D i X0+ b

T
(7%
si ||x — XO0|| < TOL entonces devolver x = z1,...,x,
PARAR.
E+—Fk+1

para i < 1,n hacer X0; = x;

devolver ’Nuimero maximo de iteraciones excedido’ (Procedimiento terminado sin éxi-

to.

PARAR.
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Algoritmo 3 Gradiente Conjugado
Entrada: x, un vector inicial; b, vector del lado derecho; A matriz de coeficientes del

sistema; T'OL, tolerancia; /N, el nimero maximo de iteraciones.

Salida: x, el vector solucion.

r+—b— Ax
po < |Ir][3
k1

mientras ,/p;_; > TOL||bl|y y k < N hacer
sik = 1entoncesp =r
sinoS = py_1/pr2yp=r+ p
w <+ Ap
a4 pp_1/p'w
X< X+ ap
r<r—ow
p < lIrll3

k+—k+1
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2.5. Modelos de Poisson

Los modelos de Poisson en 2D y 3D se utilizaron como modelos auxiliares para
aplicar el proceso de solucion que se propone para resolver el modelo de Proliferacion-
Invasion. Esto debido a que para el modelo de Poisson se conoce la solucion exacta
y asi, se puede comprobar la eficacia de los métodos que se aplican al modelo de

proliferacion-invasién de glioblastomas en el cerebro.

El modelo de Poisson esta representado por una ecuaciéon en derivadas parciales
que comunmente aparece de forma natural en el estudio de diversos problemas fisicos,

por ejemplo, en problemas de difusién de calor, y de energia potencial [18].

La ecuaciéon de Poisson de forma general se define como:
Vi = f; (2.3)

donde V2¢ es el laplaciano de la funcién ¢ y estd definido como la suma de las se-
gundas derivadas parciales con respecto a cada variable; f, ¢ son funciones definidas

en los niimeros reales o complejos, en el drea a trabajar ) considerando su frontera

8.
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2.6. Modelo de Proliferacion-invasion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP) son una he-
rramienta matematica utilizada para el modelado de diferentes fenémenos fisicos,
biolégicos, de salud, econémicos, etc. Ya que mediante la manipulacién de los parame-
tros podemos predecir el comportamiento del fenémeno estudiado. Ejemplo de esto,
es el modelo de proliferacién-invasién de Gliomas o Glioblastomas [14] !. El modelo
de manera general es

Je(x,t)
ot

= Dif - Vic(x,t) + f(c(x,1)). (2.4)

Donde ¢(x,t) representa la densidad de las células cancerosas. Dif es el coefi-

ciente de difusién. f(c(x,t)) representa el crecimiento del tumor.

Hay que tener presente que ese modelo en (2.4) esta en su forma general. Pues
la funcién f puede ser considerada como crecimiento exponencial, logistico o de

Gompertz, la eleccién va de acuerdo a lo que se desee estudiar del problema.

Por otra parte, es de suma importancia mecionar que si se quiere estudiar el
modelo de prolifecién-invasién de glioblastomas aplicando algtin tratamiento, a la
ecuacién (2.4) se le agrega un término 7'(¢(x,t)) la cual es la funcién que representa
el tratamiento aplicado para su control. Esta funcién T puede representar diferentes
tratamientos como la Quimioterapia, Radioterapia o Cirugia [27]. Agregando este

ultimo término el modelo queda representado como,

Je(x,t)

5 = Dif - Vie(x,t) + f(c(x, 1) = T(c(x,1)). 2.5)

"Los glioblastomas son un tipo de tumor que afecta el cerebro y/o la columna vertebral
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2.7. Modelos de crecimiento

Los modelos de crecimiento se han desarrollado para entender cudl es el com-
portamiento de distintas especies. Por lo que sus origenes los encontramos en la
descripcion de poblaciones en ecologia o biologia. Sin embargo, como los modelos
también sirven para describir el desarrollo de otros fenémenos que tienen comporta-

miento similar al de especies ecoldgicas, también se aplican en estos modelos.

Si consideramos a p(t) la poblacién de una especie dada en el tiempo t y a la
diferencia entre sus tasas de natalidad y de mortalidad. Si esta poblacion esta aislada,
es decir, si no existe migracién, entonces dp/dt, la tasa de variacién o cambio de la

poblacién es igual a ap(t), luego

—= =ap(t). (2.6)

A este modelo se le conoce como modelo exponencial. Este modelo es aplica-
do para periodos cortos de tiempo o cuando se sabe que el comportamiento de su
crecimiento es exponencial, en la vida real pocos fenémenos tienen ese comporta-
miento. En el caso de periodos largos o cuando se conoce que existen limitantes al

crecimiento de una poblacién utilizamos otro modelo llamado logistico.

Al modelo (2.6) se le agrega un término que modela el limite de competencia
que existe entre los individuos de la poblacion, por espacio, alimento o algin otro
recurso vital para sobrevivir. El término agregado es —bp?, donde b es una constante,
y p? es el promedio estadistico del nimero de encuentros de individuos por unidad

de tiempo [3]. Asi, el modelo que como:

dp 2
— = — bp~. 2.7
g —op (2.7)
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Existe otro tipo de modelo de crecimiento como el de Gompertz, el cual perte-
nence a la familia de curvas sigmoidales, o bien conocidas como curvas en su forma
S. Su nombre procede del matematico Benjamin Gompertz, el cual utiliza la curva
para describir el comportamiento de la mortalidad humana. El modelo logistico y el
de Gompertz presentan un caracter de crecimiento similar aunque existen matices
que los diferencian, por ejemplo, sus puntos de inflexién [21]. El modelo de Gompertz

tiene la siguiente forma:

K
= alog (—) p(t). (2.8)

2.8. Precondicionadores

Un precondicionador M es una matriz auxiliar de una matriz A para resolver
sistemas algebraicos que generan matrices sparse. Ademas, la tasa de convergencia
de los métodos iterativos depende de las propiedades espectrales de la matriz de
coeficientes. Entonces, uno puede intentar transformar el sistema lineal en uno equi-
valente en el sentido de que tiene la misma solucién, pero sus propiedades espectrales
son mas favorables. Un precondicionador es una matriz que efectia tal transforma-
cion. Por ejemplo, si una matriz M se aproxima de alguna manera a la matriz de

coeficientes A, el sistema transformado

M 'Ax = M~ 'b (2.9)

tiene la misma solucién que el sistema original Ax = b, pero las propiedades

espectrales de su matriz de coeficientes M~ A pueden ser més favorables.
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Dado que el uso de un precondicionador en un método iterativo genera un costo
adicional, tanto inicialmente para la configuracién como por iteracién para aplicarlo,
existe una compensacién entre el costo de construir y aplicar el precondicionador y
la ganancia en la velocidad de convergencia. La mayoria de los precondicionadores
toman en su aplicacion una cantidad de trabajo proporcional al nimero de variables.
Esto implica que multiplican el trabajo por iteracién por un factor constante. Por
otro lado, el niimero de iteraciones en funcién del tamano de la matriz generalmente
solo mejora con una constante. Ciertos precondicionadores son capaces de mejorar
esta situacién, més notablemente las factorizaciones incompletas modificadas y los

precondicionadores basados en técnicas de redes miultiples [1].

2.8.1. Precondicionadores de factorizaciéon incompleta

Se le llama factorizacion incompleta cuando durante el proceso de factorizacion
se han ignorado ciertos elementos de relleno, elementos distintos de cero en la facto-
rizacién en posiciones donde la matriz original tenia un cero. Tal precondicionador
se da entonces en forma factorizada M = LU con L inferior y U superior triangular.

La eficacia del precondicionador depende de qué tan bien M ~! se aproxime a A~

Las factorizaciones incompletas son precondicionadores, para los cuales existe
una etapa de creacién no trivial. Estas pueden fallar (intento de divisién por pivote
cero) o dar como resultado matrices indefinidas (pivotes negativos) incluso si se ga-
rantiza que existe la factorizacién completa de la misma matriz y produce una matriz
definida positiva. Se garantiza que existe una factorizacion incompleta para muchas
estrategias de factorizacion si la matriz original es una matriz M, precondicionador.
En los casos en que los pivotes son cero o negativos, se han propuesto estrategias
como sustituir un numero positivo arbitrario, o reiniciar la factorizacién en A + [

por algun valor positivo [1].

Las factorizaciones incompletas se pueden dar de varias formas. Si M = LU
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(con matrices triangulares no singulares L y U), la resolucién de un sistema se
realiza de la manera habitual, pero a menudo se dan factorizaciones incompletas
como M = (D + L)D — 1(D + U) (con D diagonal, y L y U ahora son matrices
estrictamente triangulares, determinadas a través del proceso de factorizacién). En
ese caso, uno podria usar cualquiera de las siguientes formulaciones equivalentes para
Mx =y [1]:

(D+Lz=y,(I+D—-1U)x=z

(I+LD-1)z=y,(D+U)x =z

Para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas de la forma Ax = b dada
la matriz de precondicionamiento M~! y la aproximacién inicial x(© aplicamos el
algoritmo del método del Gradiente Conjugado Precondicionado como se describe

en el pseudocédigo del algoritmo 4 (ver mas [10]).
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Algoritmo 4 Gradiente Conjugado Precondicionado
Entrada: x, un vector inicial; b, vector del lado derecho; A matriz de coeficientes del

sistema; M el precodicionador; T'O L, tolerancia; IV, el nimero maximo de iteraciones.

Salida: x, el vector solucion.

r—b-— Ax
po < |[r][3
k1

mientras /p,_; > TOL||b||y y k < N hacer
z < Mr
Tho1 < 2T
sik=1entonces 3 =0yp =1z
sinof = 7,1 /T2 yp =12+ fp
w <+ Ap
a <+ T /plw
X4 X+ ap
r<r—aw
pp —rlr

k+—k+1
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Capitulo 3

Estado del arte

3.1. Modelo de Proliferacion-invasion

Se han revisado trabajos sobre el modelo de proliferaciéon - invasion de glio-
blastomas, en donde algunos autores realizan un analisis cualitativo del modelo.
Mientras, que otros autores buscan la soluciéon con métodos numéricos, dando prio-

ridad al uso de métodos directos.

En [27] se presenta un resumen de algunos modelos de tumores en el cerebro.
Los modelos presentados estan disenados con diferentes herramientas matematicas
como lo son: ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, ecuaciones algebraicas,
modelos estocésticos y modelos deterministas. Dado el enfoque del trabajo a realizar,

nos hemos enfocado en aquellos modelos con ecuaciones diferenciales parciales.

Las ecuaciones diferenciales parciales son adecuadas para modelar este tipo
de fenémenos, pues a través de la ubicacion del tumor en tiempo y espacio se pue-
de estudiar el comportamiento de este para tiempos posteriores. Realizar este tipo
de estudios puede servir de apoyo a expertos para que pueda determinar el mejor

tratamiento para el paciente y tener los mejores resultados, en cuanto a su salud.
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El modelo se ha estudiado en diferentes dimensiones del espacio. Hay autores
que lo manejan en una dimensién (ver [16]), y lo que realizan es buscar una solucién
y analizar el modelo. Algunos otros autores, consideran el estudio del modelo en dos
dimensiones (ver [13]). Mientras que, en la mayoria de los casos los autores trabajan

con la variable x en tres dimensiones, es decir, en R? (ver [19], [9], [7], [20], [23], [15],
8])-

El primer modelo planteado sobre este problema fue propuesto por Murray
en [14], donde el crecimiento del tumor se representa con una funcién exponencial.
Sin embargo, algunos autores han trabajado con el mismo modelo, pero con funcién
de crecimiento del tumor diferente. Por esto, se ha planteado un modelo general

representado como:

de(x, t)

T Dif - V2c(x,t) + f(c(x,1)) (3.1

donde ¢(x, t) representa la densidad de las células cancerosas, Dif es el coeficiente de
difusién, V? es el operador Laplaciano y f(c(x,t)) modela el crecimiento del tumor.
Como ya se mencioné una de las funciones que se ha aplicado para el crecimiento es
la funcién exponencial, tal como lo realizan en [8], [15]. Por otro lado, se tiene que

algunos autores han utilizado la funciéon de crecimiento logistico, tal como en el caso

de [20], [16], [19], [9], [23], [13], [7].

Existen algunos otros aspectos que se han considerado al trabajar con modelos
de Proliferacién-Invasion de glioblastomas. Por ejemplo, para modelar la velocidad
con la que se propaga el tumor en la zona afectada, han utlizado la ecuacion (3.2),

donde p es la tasa de crecimiento constante.

v=2yDif -p. 3.2)

Por otra parte, la ecuacion (3.3) representa la probabilidad de sobrevivencia

de las células cancerosas, en esta ecuacion « y [ son parametros de sensibilidad
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de radio y Dose respresenta la dosis aplicada, como por ejemplo las aplicadas en
radioterapia.

Sury = ¢~ (aDose+f-Dose?) (3.3)

En [27], también encontramos algunos modelos donde a la ecuacién (3.1) agrega
un factor que representa los posibles tratamientos para combatir los glioblastomas.
Como en la ecuacién (3.4) donde el término agregado kg - ¢(x,t) modela el efecto
obtenido por un tratamiento farmacolégico. Mientras, que en la ecuacion (3.5), con el
término agregado (1—Surv)- f(c(x,t)) se espera estimar como influye la radioterapia
al crecimiento de los glioblastomas. Por 1ltimo, para estimar los efectos provocados
por la cirugia tenemos el término G(x,t) que se agrega a la ecuacién (3.1), dando

como resultado el modelo (3.6).

Je(x,t)

00 Dif - Vel t) + Flel ) — by ) (3.4)
86(8)? ) - Dif - Vie(x,t) + f(c(x,1)) — (1 = Surv) - f(c(x,1)) (-3
80(5;, Y Dif ek t) + flelx,) — G, ) (.6)

En relacion a los trabajos realizados con el modelo de Proliferacion-Invasion de
Glioblastomas en el cerebro modelado con ecuaciones diferenciales parciales obtuvi-
mos la Tabla 3.1. En donde se puede observar que Swanson et al. 2008, Murray 2012,
Neufeld et al. 2017, Weis et al. 2013, Hussain et al. 2017, Jaroudi et al. 2020 han
trabajado sobre el modelo (3.1) y su estudio se ha centrado en el analisis del modelo
y simulaciones sobre algunos aspectos de este, como lo han sido el crecimiento del
tumor o sobrevivencia de células cancerosas después de algin tratamiento, para quie-
nes han utilizado el modelo (3.5) como Hathout et al. 2016, Moshtaghi-Kashanian
et al. 2020, Rockne et al. 2010.
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También, se puede observar que Rockne et al. 2010 ha utilizado métodos di-
rectos para resolver el modelo de proliferacion-invasién de glioblastomas con trata-
miento. Mientras que, Weis et al. 2013 y Jaroudi et al. 2020 han utilizado métodos
directos para resolver el modelo (3.1). Y cabe resaltar que, Hussain et al. 2017 ha
sido el tnico en utilizar métodos iterativos para resolver el modelo (3.1). En cual-
quiera de los casos se mencionan los métodos de discretizacion que utilizan para
obtener un sistema de ecuaciones algebraicas, los cuales han sido diferencias finitas,
elemento finito y método de lineas. Para todos estos tltimos trabajos mencionados

se han realizado simulaciones con la solucién del problema para diferentes periodos

de tiempo.

Trabajo Modelo | Andlisis del | Simulaciones | Método | Método
modelo del modelo Directo | Iterativo

Swanson et al. 2008 3.1 v - - -
Murray 2012 3.1 v - - -
Hathout et al. 2016 3.5) v - - -
Neufeld et al. 2017 3.1 v - - -
Moshtaghi-Kashanian | (3.5) v - - -
et al. 2020
Rockne et al. 2010 3.5) - v v -
Weis et al. 2013 3.1 - v v -
Hussain et al. 2017 3.1 - v - v
Jaroudi et al. 2020 3.1 v v v -

Tabla 3.1: Modelos de Proliferacion-Invasion de tumores en el cerebro con ecuaciones

diferenciales parciales.
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Capitulo 4

Metodologia para la solucion del modelo

En este capitulo se describe el trabajo realizado sobre la discretizacién del
modelo y analisis del sistema algebraico generado para la planeacion de la estrategia
eficaz y eficiente que nos ayude a la soluciéon del modelo de proliferacién-invasién de

glioblastomas en el cerebro.

4.1. Estrategia de solucion

Para resolver el modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas en el cerebro,
seguimos el método de solucién (como se muestra en la figura 4.1) que consta de dos
etapas principales, la discretizacion del modelo y la solucién del sistema algebraico

generado en la etapa anterior.

Dado el modelo en Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), aplicamos un
método de discretizacion para transformar el modelo en EDP a un sistema de ecua-
ciones algebraicas, el cual tiene la forma Ac = b, donde A es la matriz de coeficientes,
c es un vector de variables, y b, el vector de valores conocidos. Para el caso particular

de este trabajo, se utiliz6 el método de Crank Nicolson.
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La matriz A, del sistema generado en la discretizacion, se analiza para deter-
minar las caracteristicas con las que cuenta y determinar el o los métodos iterativos

que se pueden aplicar para la solucion del sistema Ac = b.

Una vez identificado el o los métodos que se pueden aplicar, la siguiente etapa
del proceso de solucién consta de la aplicacién de los métodos numéricos. Para el
caso particular de este trabajo se aplicaron: el método de Descomposiciéon LU, como
método directo; mientras, que como método iterativo se aplico el método de Jacobi
(s6lo para el modelo de Poisson), el método de Gauss-Seidel, Gradiente Conjugado
y Gradiente Conjugado Precondicionado (para el modelo de proliferacién-invasién
de glioblastomas en el cerebro). Los resultados de la solucién y tiempos de ejecucién

se muestran en el siguiente capitulo.

EDP
I

Meétodo de diferencias finitas

Método directo
I

Descomposiciéon LU

M¢étodo iterativo

Método de J acob/'v Método de Gradiente Conjugado Precondicionado

Gauss-Seidel | | Método de Gradiente Conjugado

Figura 4.1: Método de solucién del modelo con EDP utilizando métodos numéricos

4.2. Aplicacion del método de Diferencias Finitas

Para la aplicacion del método de discretizacién de Crank Nicolson al modelo de

proliferacion-invasién de glioblastomas en el cerebro (2.4) se sigue el procedimiento
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que se describe acontinuacién.

Reescribiendo el modelo (2.4) con sus condiciones de frontera e iniciales res-

pectivamente, se tiene
dc , 0?c 0%
EZD”( )+f @)

en Q € [0, N] x [0, N].

c(0,y,t) = ai(t),

¢(N,y,t) = bi(t), (4.2)
c(x,0,t) = ay(t),

c(x, N,t) = ba(1),

o 0) — hon) “3)

De acuerdo a las definiciones de Diferencias Finitas vistas en la seccién 2, si
sustituimos las derivadas parciales por sus aproximaciones tanto en tiempo, como

en espacio, obtenemos

dc 1 1
o = ag (Clwut+ AL = ez, 1) = < (e —ely) (4.4)
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2
1
% = gpge @+ An,y,t+ At) = 2c(z,y, t + At) + c(z — Az, y,t + At)]

+ AL [c(x + Az, y,t) — 2¢(x,y,t) + c(z — Az, y,t)] (4.5)
B 2A1:(:2 [y = 265 + i) + ﬁ [chiny — 260+ i)
0%c 1
a_yz = W lc(x,y + Ay, t + At) — 2¢(x,y, t + At) + c(x,y — Ay, t + At)]
+ fgﬁ le(z,y + Ay, t) — 2¢(z,y,t) + c(z,y — Ay, t)] (4.6)
_ QAlyQ [ChH agkH 4 ] flyQ (e —2ck e ]

Sustituyendo (4.4), (4.5) y (4.6) en (4.1), tenemos

1 k+1 k . 1 k+1 k+1 k+1 1 k k k
At (cij —¢iy) = Dif - AL (e — 265" +aliy) + A2 (¢l = 2¢i, + cilry)
1 k+1 k+1 k+1 1 k k k k
+ YN (cin = 265" i) + SINT (cijr — 2605+ cijoa) | + i

o bien,

Lo L - D n DS ey DU g DiS e DU
At T AL T 9RO T Ag2Cia T gAp2imld T QA2 il T A2 i
Dif Dif o  Dif BT Dif st

2Ax2ci_1’j + 2Ay26i’j+1 Ay? iJ 2Ay? =1

Dif Dif Dif
S5 A3l 5Cij + i
2Ay Ay 2Ay

+

+
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Si movemos al lado izquierdo los valores para k + 1 y del lado derecho a los

valores para k, tenemos

1 k+1 Dif L Difc’:ﬁ?l Dif U k1 Dif 1 +D2f E+1 le s
At A2 i+1,5 Ag2 b INAx2 = 1.5 2Ay2 Cij+1 Ay2 Cij 2Ay2 Cij—1
1 o T Dif & Dz’fcl?' Dif & Pif Dif o sz o Dif kg
TN T oA T T A2 T oA S T g a2 it T A2 G T g a2 Gt T i

_|_

Dif 1 Dif ol 1 k+1+ Difck+1+ Difckﬂ_ Dif 44 . Dif R

TOA2 0 T a2t TG T A TR T ga2 s T ap et
Dif & Dif & L Dif ,  Dif ko Dif Dif &
= 212 Ci1,j + QA 2Cii—1 + Eci,j B AIQCi’J - Ay Ci,j IAT A2 Citl,j t ox 3 2A A2 G+l + f

Multiplicando por At, tenemos

_ Dif- AtckH Dif - At k+1 te k+1 Dif - Atc’?fl Dif - Atck{rl

2Az? TN oAy Ag2 Ay2 b
Dif - At g1 _ Dif - At 41 Dif - At Dif-At . Dif - At
T TRA M T AR 9T A T W%—l T T T A G
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Una vez que se tiene la discretizacion como (4.7), hacemos la malla sobre la
region de interés y empezamos a sustituir cada punto dentro de la malla en (4.7)

hasta generar un sistema de la forma

Ao = AF 4 b, (4.8)

donde A*+! es de la forma que se muestra en la figura 4.2.

0 a=1+2r
b a —b 0 0 —b 0 0 0 0
0 -b a 0 0 0 -b 0 0 0
; ; b=1I
: : 2
0 o a 0 0 0 0 0 0
-b o 0 a —b 0 0 0 0
Ak+1 — Dif - At
0 -b o0 0 b a -—b 0o 0 o0 = =
Ax
0 o -b 0 0 -b a 0 0 0
0 o o 0 0 0 0 a —b 0
0 1] 1] 0 0 0 0 —b a —b
0 o 0 0 0 0 0 —b a

Figura 4.2: Forma del sistema algebraico generado con el método de Diferencias Finitas.

4.3. Caracteristicas del sistema algebraico

Derivado del sistema algebraico obtenido en la parte de discretizacion aplicando
el método de Diferencias Finitas, tenemos una matriz A de la forma que se muestra
en la figura 4.2. Para dicha matriz es necesario hacer un analisis sobre las propiedades

de esta.

Primero observamos que la matriz A, es una matriz rala, es decir, que en la
mayoria de sus entradas es cero, solo en la diagonal principal y otras dos de lado

izquierdo y derecho tienen valores diferentes de cero, por lo que de acuerdo a la
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definicién 7 mencionada en la seccién 2.1 tenemos que A es una matriz diagonal

dominante.

Por otra parte, comprobamos que la matriz A cumple con las definiciones 2 y

8, v de acuerdo al teorema 6 menionado en [18], tenemos que A es diagonalizable.

Por ultimo, dado que A es una matriz rala que cumple con las propiedades men-
cionadas, podemos aplicar métodos iterativos como Gradiente Conjugado. Ademas,

de un precondicionador para el método del Gradiente Conjugado [18].

Para el método de Gauss-Seidel que aplicamos para resolver el modelo no se

necesita que la matriz A cumpla algunas condiciones en particular.
Convergencia a la solucion

Debido a la que la matriz A tiene diagonal estrictamente dominante estamos
hablando de que se puede garantizar la convergencia al aplicar el método de Gauss-
Seidel. Por otra parte, ademas de tener diagonal estrictamente dominante estamos
hablando de una matriz simétrica, por lo que se tiene una convergencia para el

método del Gradiente Conjugado[10, 18].
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Capitulo 5

Resultados experimentales

Para poner a prueba los métodos que utilizamos para resolver el modelo de
proliferacion-invasion, primero los aplicamos al modelo de Poisson para asi tener la
certeza de que la implementacién es la correcta. Por lo que en este capitulo, primera-
mente presentamos algunos resultados que se obtuvieron al aplicar algunos métodos
numéricos al modelo de Poisson. Luego, presentamos la descripcién de los pardame-
tros utilizados en la soluciéon del modelo de proliferacién-invasién de Gliobastomas
en el cerebro. Después, mostramos la solucion del modelo de proliferacién-invasion
de Glioblastomas. Por tultimo, reportamos los tiempos de solucién y el ntimero de
iteraciones obtenidos al aplicar los diferentes métodos de solucion al modelo de pro-

liferacion-invasion.

Es importante resaltar que los experimentos realizados en este trabajo consi-
deran principalmente la toma de tiempos de solucién y el nimero de iteraciones al
utilizar diferentes métodos numéricos tanto para el modelo de Poisson en 2D y 3D,

como para el modelo de proliferacién-invasion de Glioblastomas en el cerebro.

Para resolver el problema de Poisson en 2D y 3D utilizamos los métodos de Des-

composicion LU, Jacobi y Gauss-Seidel. Mientras, que para determinar la solucién
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del modelo de proliferacién-invasion aplicamos Descomposicién LU, Gauss-Seidel,

Gradiente Conjugado y Gradiente Conjugado precondicionado.

5.1. Modelo de Poisson

Para resolver el modelo de Poisson en 2D y 3D, primero aplicamos el método
de Diferencias Finitas solo sobre el area de interés, estos modelos se desarrollan sélo
sobre el espacio, no sobre el tiempo. En la etapa de discretizacion se generaron mallas
de diferentes tamanos. Para el modelo en 2D utilizamos mallas que van de tamanos
desde 10 x 10 hasta 160 x 160, las cuales generaron sistemas de ecuaciones que van

desde 100 ecuaciones hasta 25,600 ecuaciones, respectivamente, ver tabla 5.1.

Tamafio del problema Tiempos de solucion en segundos
Descomposion LU | Jacobi | Gauss-Seidel

100 0.0000 0.0469 0.0000
400 0.0000 0.0781 0.1094
900 0.0938 0.4219 0.1875
1600 0.1250 0.8594 0.3938
2500 0.2656 1.3906 0.5625
3600 0.7656 2.0469 0.6875
4900 1.7969 2.7969 0.9531
6400 3.8125 3.7813 1.2188
8100 8.0781 4.7969 1.5938
10000 15.8438 5.9063 1.9219
12100 26.7500 7.3594 2.3594
14400 63.0781 8.4063 2.7813
16900 102.2344 10.0313 3.3281
19600 137.7188 11.7188 3.8906
22500 224.3125 13.4688 4.4219
25600 434.8594 15.5313 4.9844

Tabla 5.1: Resultados para el modelo de Poisson en 2D. Para los métodos iterativos utili-

zamos una tolerancia de 106
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Por otra parte, para el modelo en 3D utilizamos tamanos de mallas de 10 x
10 x 10, 20 x 20 x 20 y 30 x 30 x 30, los cuales nos generan tamanos de proble-
mas de 1,000 ecuaciones, 8,000 ecuaciones y 27,000 ecuaciones, respectivamente.
Sin embargo, la computadora que se utilizdé con las siguientes caracteristicas: 11th
Generation Intel(R) Core(TM) i5-1135G7 @ 2.40GHz, 8GB for RAM, no cuenta con
suficiente memoria de almacenamiento. Por lo que, no pudimos aplicar el método de
descomposicion LU, pues el algoritmo necesita mas memoria de almacenamiento que
la que se tiene. Por lo tanto, no reportamos los resultados obtenido pues no fueron
suficentes para realizar una comporacién sobre los tiempos de solucién del modelo

de Poisson en 3D.

En la tabla 5.1 mostramos los diferentes tiempos de solucién en segundos al
aplicar los métodos de Descomposiciéon LU, Jacobi y Gauss-Seidel, estos ultimos dos

métodos iterativos los aplicamos para una toleracia de 107°.

Ademas, de los métodos ya mencionados que se aplicaron, decidimos aplicar el
método del gradiente conjugado, debido a que para el problema de Poisson se trabaja
con una matriz rala definida positiva, y el método mejora los tiempos de solucion y el
nrhero de iteraciones. En la tabla 5.2 mostramos los tiempos de solucién en segundos
obtenidos al aplicar el método de Gauss-Seidel y el método de Gradiente Conjugado
con condicién de paro de tolerancia de 107%. El tamaiio del problema se tomé desde
100 ecuaciones, hasta 25600 ecuaciones. En las columnas 3 y 5 mostramos el niimero

de iteraciones para los métodos cuya condicién de paro esta dada por la tolerancia.

Con lo mostrado en la tabla 5.2 podemos observar que cuando aplicamos en
método de Gradiente conjugado obtenemos un menor tiempo de solucién y de ite-
raciones de que se obtiene al aplicar el método de Gauss-Seidel. Por otra parte, si
observamos en la tabla 5.1, es claro que, los tiempos de solucién del método de Des-
composicon LU son atin mayores a los reportados en esta ltima tabla. Sin embargo,

cuando tomamos el tamano del problema mas grande a 20, 000 es mas eficiente utili-
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Tamaifio Tiempos de solucién (en segundos)
del Gauss-Seidel (107%) || Gradiente Conjugado (107%)

problema seg Iteraciones seg Iteraciones
100 0.0469 134 0.0141 21
400 0.1406 542 0.0109 49
900 0.5000 1,190 0.0500 77
1600 1.2813 2,060 0.2359 103
2500 3.1094 3,140 0.6703 130
3600 6.4219 4,421 1.6969 156
4900 11.8281 5,896 3.5641 183
6400 19.8906 7,557 6.2875 209
8100 31.8438 9,399 11.1062 234
1000 48.8750 11,418 18.7234 260
12100 | 70.5313 13,610 29.5594 285
14400 | 101.4844 15,969 46.8438 310
16900 | 132.2969 18,493 75.1375 335
19600 | 176.1406 | 21,179 98.9266 359
22500 | 228.9375 24,023 143.0375 384
25600 | 294.0781 27,023 195.0031 408

Tabla 5.2: Resultados para el modelo de Poisson en 2D con dos métodos numéricos itera-

ivos diferentes con condicién de paro de una tolerancia de 107%,

zar métodos iterativos con una mayor tolerancia. Para visualizar mejor los resultados

reportados en las tablas nos podemos apoyar en la grafica de la figura 5.1.
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Figura 5.1: Grifica de los tiempos de solucién para el modelo de Poisson en 2D.

5.2. Parametros para el modelo de proliferaciéon-invasion

Para definir los parametros que dan soluciéon al modelo de proliferacién-invasion
de glioblastomas en el cerebro consideramos los pardmetros utilizados en [8] y a los
que se tuvieron acceso. Para el resto de los parametros propusimos valores que se

ajustaran a los que ya se tenian.

Resolvimos el modelo de proliferacion-invasion en 2D, considerando los siguien-
tes valores: el coeficiente de difusion, Dif = 0.003; para el crecimiento logistico
f = rc(l — (¢/K)), la tasa de crecimiento, = 0.002 y la capacidad de carga,
K =10, 000.

Para el dominio del problema, resolvemos para (z,y) € R? donde 0 < x < N,

0<y<Mcon N=M=200.

Las condiciones de frontera son f(0,y) = 0, f(z,0) = 0 para todo 0 < z,
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y <M.

Las condiciones iniciales se toman como f(xg,yo) = 4000 cell /em? para x/5 <

r<dx/5yy/s<y<4y/>5.

Para el paso de tiempo cuando usamos la discretizacion explicita de diferencias
finitas usamos At = 0.01 para T = 10 dias. Mientras, que para el método implicito
de Diferencias Finitas (método de Crank Nicolson) usamos At = 0.1 para tiempos

T =10 y en algunos casos T = 100 dias.

Los tamanos de malla varian de 10 x 10 hasta 130 x 130, es decir, para sistemas
de 16,900 ecuaciones con 16,900 incognitas, los cuales se aplicaron los métodos de
Descomposicion LU, Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado con una computadora con
caracteristicas: 11th Generation Intel(R) Core(TM) i5-1135G7 @ 2.40GHz, 8GB for
RAM. Mientras que para en una computadora con caracteristicas: de 2 CPU de
12 cores y 128 GB RAM, resolvimos sistemas que van desde tamano 100, hasta de
40, 000 ecuaciones con 40,000 incognitas, donde se aplicé los métodos de Gradiente

Conjugado y Gradiente Conjugado Precondicionado.

Observacion. No consideramos sistemas mas grandes porque teniamos como
limitante el maximo tamano en memoria para resolver los sistemas de ecuaciones

algebraicas.

Por otra parte, cuando aplicamos los métodos iterativos propuestos considera-

mos una tolerancia de 1076, 10712 y 1014,
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5.3. Solucion del modelo de Proliferacion-Invasion de Glio-

blastomas

Después de definir los parametros a utilizar en el modelo de Proliferacion-
Invasion de Glioblastomas, procedemos a resolver el modelo. Asi, mostramos unas
simulaciones logradas al resolver el modelo de Proliferacién-Invasion de Glioblasto-
mas en el cerebro. Estas simulaciones nos ayudan a predecir el comportamiento del

tumor en determinado numero de dias.

En la figura 5.2, podemos observar la evolucion de un Glioblastoma. Inicial-
mente, el tumor se encuentra ubicado en la zona roja de la imagen del lado izquier-
do, donde tenemos 4,000 celulas por unidad. Aplicando la funcién de crecimiento
exponencial, y sin utilizar algin tratamiento, después de un periodo de 100 dias
observamos en la imagen del lado derecho la evolucion de este, donde podemos ob-
servar como empieza a crecer el nimero de células cancerosas llegando a tener 8, 805
celulas por unidad, ademéas de que invade otras zonas circundantes a la zona donde
se ubicaban inicialmente. Para realizar la simulacién mostrada en la figura 5.2 utili-
zamos el método del Gradiente Conjugado para resolver el tamano del problema de

900 ecuaciones con 900 incognitas.

Mientras que, en la figura 5.3, mostramos la simulaciéon obtenida de resolver el
modelo de proliferacion-invasiéon de Glioblastomas en el cerebro utilizando funcién
de crecimiento logistica. Para lograr la solucion se utilizo el método del Gradiente
Conjugado para resolver un sistema de 8100 ecuaciones por 8100 incognitas. Al igual
que en el caso anterior, del lado izquierdo observamos en rojo la zona donde se ubican
las celulas cancerosas en el dia 0, las cuales son 4, 000 celulas por unidad. Mientras,
que del lado derecho observamos el crecimiento e invasion en zonas circundantes

después de 100 dias, donde podemos encontrar a lo més 4,480 celulas por unidad.
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Figura 5.2: Solucién con Gradiente Conjugado para 900 incégnitas. Condiciones de frontera
c(0,y) = 0, ¢(N,y) = 0, ¢(xz,0) = 0yc(x,M) =0para0 <z < Ny0 <y < M.
Condiciones inciales ¢(z,y) = 4000 para 6 < x <24y 6 <y < 24.1 < T < 100, donde T es el

ndmero de dias.
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Figura 5.3: Simulacién del modelo de proliferacién-invasion sin tratamiento con funcién

de crecimiento logistica. Se resolvi6 utilizando Gradiente Conjugado para un tamaio de

problema de 8100 ecuaciones con 8100 incdgnitas. El periodo analizado es de 100 dias.
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5.4. Tiempos de solucion del modelo de proliferacion - in-

vasion de Glioblastomas

Tamaiio del Tiempos de solucion Tiempos | Tiempos
problema | Descomposicion LU | Gauss-Seidel | Gradiente Conjugado | GS/LU | GC/LU
100 0.0000 0.0107 0.0002 - -
400 0.0008 0.0229 0.0010 32 1.25
900 0.0088 0.0364 0.0020 4.14 0.23
1600 0.0387 0.0551 0.0062 1.42 0.16
2500 0.1260 0.0883 0.0149 0.70 0.12
3600 0.3214 0.1214 0.0258 0.38 0.08
4900 0.6435 0.1743 0.0428 0.27 0.07
6400 1.1753 0.2596 0.0658 0.22 0.06
8100 22112 0.4191 0.0985 0.19 0.04
10000 4.5456 0.8221 0.1417 0.18 0.03
12100 8.3655 1.2545 0.1989 0.15 0.02
14400 18.4929 2.5424 0.2736 0.14 0.01
16900 32.5912 3.2981 0.3677 0.10 0.01

Tabla 5.3: Tiempos de solucion para el modelo de proliferacion-invasion sin tratamiento,
con funcidn de crecimiento exponencial. Para un periodo de 10 dias. Para los métodos

iterativos con tolerancia de 1079,

Para el modelo de proliferacién-invasion sin tratamiento con funcién de creci-
miento exponencial, para periodos de 10 dias y tamanos de problema de 100 ecua-
ciones, hasta 16900 ecuaciones, se obtuvieron los tiempos de soluciéon mostrados en
la tabla 5.3 para los diferentes métodos numéricos aplicados. Los métodos numéricos
que se aplicaron fueron Descomposiciéon LU, Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado.
Estos ultimos debido a que el sistema de ecuaciones que se genera en la discretizacion

realizada estd representado por una matriz cuadrada, rala y definida positiva. Para
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los métodos iterativos, se utilizé6 como condicién de paro una tolerancia de 107,

En la primera columna de la tabla 5.3 se muestran los diferentes tamanos del
problema sobre los cuales se experimentd. De la columna 2-4 se muestran los tiempos
de solucion de los métodos de Descomposicion LU, Gauss-Seidel y Gradiente Con-
jugado, respectivamente, donde se puede observar que para tamanos de problemas
menores a b, 000, la diferencia entre los tiempos de solucion de los tres métodos es in-
significante. Sin embargo, cuando el tamano del problema empieza a crecer, es claro
observar que el método de Descomposicién LU tiene un costo computacional mayor
a que los otros dos métodos. En la figura 5.4 se puede percibir de manera grafica los
tiempos de solucion mostrados en la tabla 5.3 para cada método numérico aplicado,
y notar que el método del Gradiente Conjugado tiene el menor costo computacional
entre los métodos aplicados, pues los tiempos de solucién son menores con respecto

a los otros métodos aplicados.

En las columnas 5 y 6 se muestra el cociente de los tiempos de solucién apli-
cando Gauss-Seidel y de Gradiente Conjugado con respecto a Descomposicién LU,
respectivamente. Observemos que para los tamanos de problemas de 100, 400, 900 y
1,600 en la columna 5, se tienen valores mayores a 1, lo que quiere decir, es que es
mas eficiente aplicar Descomposicién LU que Gauss-Seidel. Esto debido a que para
matrices no demasiado grandes lleva menos tiempo hacer operaciones con matrices
que hacer iteraciones por renglones de matrices. De manera similar ocurre para los
problemas de tamano 100 y 400 al comparar los tiempos de solucién de Descompo-
sicion LU y Gradiente Conjugado, como se muestra en la columna 6. Es decir, es
mas eficiente aplicar Descomposicién LU que Gradiente Conjugado, pues los tiem-
pos de solucién de Descomposicion LU son inferiores a los obtenidos con Gradiente

Conjugado.

Sin embargo, para tamanos de problema mas grandes, como los que se mues-

tran en la tabla 5.3, de 2,500 en adelante, en las ultimas dos columnas los valores
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Figura 5.4: Gréfica de los tiempos de solucién para el modelo de proliferacén-invasion de

glioblastomas en el cerebro.

son menores a 1, es decir, es mas eficiente aplicar los métodos iterativos que Des-
composicion LU, en particular, el método del Gradiente Conjugado. Por ejemplo,
para el tamano del problema de 16,900 con Gauss-Seidel se gasta solo el 10 % del
tiempo que se gasta para resolver con Descomposicién, mientras que con Gradiente

conjugado consume solo el 1% de lo que se consume con Descomposicién LU.
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5.5. Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado

Tamaiio del Gauss/Seidel Gradiente Conjugado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Tiempos GS/LU | Iteraciones | Tiempos de Soluciéon | Tiempos GC/LU
100 4 0.0614 - 2 0.0005 -
400 4 0.0658 82.25 3 0.0012 1.50
900 4 0.0738 8.38 3 0.0028 0.32
1600 4 0.1138 2.94 3 0.0136 0.35
2500 5 0.2181 1.73 3 0.0480 0.38
3600 5 0.4149 1.29 3 0.0897 0.28
4900 5 0.8424 1.31 3 0.1713 0.27
6400 5 1.4916 1.27 3 0.2907 0.25
8100 5 2.1431 0.97 3 0.4620 0.20
10000 5 3.7089 0.82 3 0.7019 0.15
12100 5 7.1807 0.86 3 1.0287 0.12
14400 5 10.2090 0.55 3 1.4506 0.07
16900 5 15.4903 0.47 3 2.0048 0.06

Tabla 5.4: Tiempos de solucion del modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas
en el cerebro. Con funcién de crecimiento exponencial sin utlizar algin tratamiento. Ma-
nejado para un periodo de 10 dias. Para los métodos iterativos se usa una tolerancia de

10—12

En la tabla 5.4 se observan los tiempos de solucion reportados al resolver el
modelo de proliferacién-invasion sin tratamiento utilizando funciéon de crecimiento
exponencial, para un periodo de evoluciéon de 10 dias. Los métodos numéricos utiliza-
dos son Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado. Los tiempos mostrados en la tabla 5.4
se obtuvieron utilizando, ahora una tolerancia de 10712 con el objetivo de observar
que tan significativo es el cambio o incremento en los tiempos de solucion al exigir

una mejor aproximacion reduciendo la tolerancia en los métodos iterativos.

En la primera columna se muestran los tamanos de problema que se resolvieron.
En la segunda y quinta columna mostramos el nimero de iteraciones realizadas al

aplicar los métodos iterativos correspondientes, de donde se puede observar que
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el nimero de iteraciones es menor cuando aplicamos Gradiente Conjugado. En la
tercera y sexta columna reportamos los tiempos de solucién obtenidos al resolver el
modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas con los métodos mencionados, los

cuales los podemos ver en la figura 5.5.

Por 1ltimo, en la columna 4 y 7 de la tabla 5.4, se observan los tiempos re-
lativos gastados al aplicar Gauss-Seidel y Gradiente Conjugado con una tolerancia
de 1072 con respecto a Descomposicién LU, respectivamente. De la columna 4, se
puede deducir que para tamanos de problema iguales y menores a 6,400 es mas
eficiente utilizar Descomposicién LU en lugar de Gauss-Seidel. Y para tamano ma-
yores del problema, es mas eficiente utilizar Gauss-Seidel que Descomposicién LU.
Sin embargo, con Gradiente Conjugado sucede algo similar, pero para tamanos de
problemas ain menores, es decir, para problemas desde 900 ecuaciones en adelante,

es mas eficiente utilizar Gradiente Conjugado que Descomposicién LU.

Lo mencionado previamente se puede observar en la gréafica de la figura 5.5,
donde se observa que el tiempo de solucién al aplicar Gradiente Conjugado es menor

que al aplicar Gauss-Seidel.

Por otra parte, en la tabla 5.5 se muestran los tiempos de solucién reportados
al resolver el problema de proliferacién-invasion de glioblastomas en el cerebro sin
tratamiento con funcién de crecimiento exponencial, para un periodo de 10 dias. En
esta ocasién se utilizé una tolerancia de 107!*. La composicién de dicha tabla es

similar a la tabla 5.4.

En la tabla 5.5 se observa que se mantiene el mismo comportamiento con
respecto a los tiempos reportados en la tabla 5.4. Sin embargo, se puede notar que
si utilizamos una toleracién menor los tiempos de solucién aumentan al igual que
el nimero de iteraciones. Dicho aumento no es considerable, pues no afecta en el
comportamiento de los dos métodos aplicados, el cual lo podemos comprobar con la

efectividad obtenida para cada método con respecto al método de Descomposicién

57



Tiempos de solucién

35 ; ; T T T T T T
s Begcompasicion LU ]

a0 | [~ = ~Gauss-seidel (Ta 10714 .

= = =Gradiente Conjugada (Tol 107'%) :

25 |
S0t . _
=
—

: >
- ]
en 16 3 |
5
’
; Fa
10 + o am” |
.l -
."' -
-
oo
5 e 1
e
-r-"""-b# - e T

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
Tamafo del problema

Figura 5.5: Gréfica de los tiempos de solucion para el modelo de proliferacén-invasion de

glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.4
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LU (columnas 4 y 7, de la tabla 5.5).

En la figura 5.6 se observan los tiempos de solucién reportados en las columnas
3y 6 de la tabla 5.5. En la grafica es claro que Gradiente Conjugado consume menor

tiempo de solucion con respecto a Gauss-Seidel.

Tamaiio del Gauss-Seidel Gradiente Conjugado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Tiempos GS-LU | Iteraciones | Tiempos de solucion | Tiempos GC-LU
100 4 0.0688 - 3 0.0001 -
400 4 0.0596 74.50 3 0.0008 1
900 5 0.0595 6.76 3 0.0019 0.21
1600 5 0.1038 2.68 3 0.0143 0.37
2500 5 0.2036 1.61 3 0.0457 0.36
3600 5 0.4478 1.39 3 0.0915 0.28
4900 5 0.7798 1.21 4 0.2077 0.32
6400 5 1.3838 1.18 4 0.3536 0.30
8100 5 2.1082 0.95 4 0.5604 0.25
10000 5 3.7424 0.82 4 0.8470 0.19
12100 5 6.5812 0.79 4 1.2249 0.15
14400 6 11.8969 0.64 4 1.7071 0.09
16900 6 18.0806 0.55 4 2.3619 0.07

Tabla 5.5: Tiempos de solucion para el problema de proliferacén-invasion de glioblas-
tomas en el cerebro. Utilizamos funcion de crecimiento exponencial, no se aplica algtin
tratamiento para un periodo de 10 dias. Para los métodos iterativos se usa una tolerancia

de 10714,
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Figura 5.6: Grafica de los tiempos de solucion para el modelo de proliferacion-invasion

de glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.5
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5.6. Gradiente Conjugado y Gradiente Conjugado Pre-

condicionado
Tamaiio del Gradiente Conjugado Gradiente Conjugado Precondicionado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Iteraciones Tiempos de Solucion

100 3 0.0001 1 0.0006

400 4 0.0007 1 0.0031

900 4 0.0018 1 0.0067

1600 4 0.0152 1 0.0174

2500 4 0.0556 1 0.0430

3600 4 0.1170 1 0.0800

4900 5 0.2439 1 0.1467

6400 5 0.4216 1 0.2354

8100 5 0.6934 1 0.3670
10000 5 1.0395 1 0.5905
12100 5 1.5035 1 0.8169
14400 5 2.1527 1 1.1542
16900 5 2.8917 1 1.5600

Tabla 5.6: Tiempos de solucion del problema de Proliferacion-Invasion de Glioblastomas
en el cerebro con funcion de crecimiento logistica. Observacion para un periodo de 100

dias. Para los métodos iterativos se usa una tolerancia de 102

Como se observé anteriormente, el método del Gradiente Conjugado tiene me-
nor costo computacional que los otros métodos niimericos aplicados, ademas de que
el nimero de iteraciones es menor, para el caso de los métodos iterativos. Por otra
parte, tenemos que debido a que la matriz A, que forma el sistema de ecuaciones
algebraicas es rala, definida positiva y con diagonal dominante, se puede aplcar el
método del Gradiente Conjugado Precondicionado, el cual tiene un costo compu-

tacional menor que Gradiente Conjugado, al igual que el nimero de iteraciones.
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Figura 5.7: Gréfica de los tiempos de solucién para el modelo de proliferacén-invasion de

glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.6

En la tabla 5.6, se reportan los tiempos de soluciéon y nimero de iteraciones
obtenidos al aplicar Gradiente Conjugado y Gradiente Conjugado Precondicionado
al modelo de proliferacion-invasién para diferentes tamanos de problema. Para estos
resultados, el modelo se utilizé con funcion de crecimiento logistica, para un periodo
de observacién de 100 dias, el resto de los parametros se manejaron como se indicé
en la seccién 5.2. En la primera columna de la tabla 5.6 se muestran los diferentes
tamanos de problema. En la columna 2 y 4 se muestran el niimero de iteraciones por
método aplicado, cabe resaltar que para estos métodos se utilizé una toleracia de
107'2. En la columna 3 y 5 se observan los tiempos en segundos, reportados para cada
método y tamano de problema. Para una mejor visualizacion de los resultados, en
la figura 5.7, se observa graficamente el comportamiento de los tiempos de solucién

de acuerdo a los tamanos de problema.
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Figura 5.8: Gréfica del nimero de iteraciones por tolerancia al aplicar método del Gra-
diente Conjugado y Gradiente Conjugado Precondicionado para el tamafio de problema

de 40, 000

En la grafica de la figura 5.7, se puede observar que el tiempo de solucién con-
sumido para resolver el modelo de proliferacién-invasion es menor cuando se aplica
Gradiente Conjugado Precondicionado, que cuando se aplica Gradiente Conjugado.
De manera similar es el comportamiento del nimero de iteraciones, es decir, tene-
mos menos iteraciones con Gradiente Conjugado Precondicionado que con Gradiente

Conjugado tal como se observa en la grafica de la figura 5.8.

En la tabla 5.7, se observan los tiempos obtenidos al resolver el problema
de proliferacién-invasion de glioblastomas en el cerebro, utilizando la funcién de
crecimiento logistico para un periodo de 100 dias, y el resto de los parametros como se
indica en la seccion 5.2. En este caso, se utilizé como condicion de paro una tolerancia
de 107!, La estructura de la tabla es como en la tabla 5.6. Con los resultados de la

tabla 5.7 se puede observar que los tiempos de solucién ahora son un poco mayores
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Tamaiio del Gradiente Conjugado Gradiente Conjugado Precondicionado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Iteraciones Tiempos de Solucion
100 4 0.0002 1 0.0006
400 4 0.0007 1 0.0029
900 5 0.0028 1 0.0071
1600 5 0.01918 1 0.0178
2500 5 0.0692 1 0.0393
3600 5 0.1386 1 0.0805
4900 5 0.2502 1 0.1425
6400 6 0.4366 1 0.2405
8100 6 0.7359 1 0.3757
10000 6 1.2154 1 0.5665
12100 6 1.7803 1 0.8173
14400 6 2.5201 1 1.1460
16900 6 3.4018 1 1.5777

Tabla 5.7: Tiempos de soluciéon del modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas
con funcién de crecimiento logistica, para 100 dias. Para los métodos iterativos se usa una

tolerancia de 10~14
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Figura 5.9: Gréfica de los tiempos de solucién para el modelo de proliferacén-invasion de

glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.7

porque la toleracia es menor con relacién al caso previo. Sin embargo, se debe notar
que el comportamiento sigue siendo el mismo, tal como se observa en la gréafica de

la figura 5.9.

Los resultados que se han mostrado fueron resultados de los experimentos rea-
lizados en la computadora con caracteristicas: 11th Generation Intel(R) Core(TM)
i5-1135G7 @ 2.40GHz, 8GB for RAM. Sin embargo, debido a la limitante que se
tiene con esa computadora,con respecto a la memoria de almacenamiento para re-
solver problemas con matrices de grandes dimensiones, se decidié hacer uso de la
computadora con caracteristicas: 2 CPU de 12 cores y 128 GB RAM, proporcio-
nado por el Laboratorio Nacional de Supercémputo del Sureste de México (LNS).

Los resultados de los experimentos realizados en esta computadora, son los que se
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muestran a continuacion.

Tamaiio del Gradiente Conjugado Gradiente Conjugado Precondicionado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Tiempos GC/LU | Iteraciones | Tiempos de Solucion | Tiempos GCP/LU
100 4 0.000337 - 1 0.000574 -
400 4 0.000178 0.22 1 0.000772 0.965
900 5 0.000317 0.03 1 0.002000 0.22
1600 5 0.000416 0.01 1 0.003881 0.10
2500 5 0.000897 0.007 1 0.006475 0.05
3600 6 0.003782 0.011 1 0.019386 0.06
4900 6 0.008139 0.012 1 0.027386 0.04
6400 6 0.011663 0.010 1 0.036000 0.03
8100 6 0.041545 0.018 1 0.046475 0.02
10000 7 0.071545 0.015 1 0.068495 0.01
12100 7 0.126614 0.015 1 0.086436 0.01
14400 7 0.155426 0.008 1 0.119228 0.006
16900 7 0.187564 0.005 1 0.158317 0.004
19600 7 0.215861 *a 1 0.179465 *
22500 7 0.248832 * 1 0.280238 *
25600 7 0.274238 * 1 0.405129 *
28900 7 0.312515 * 1 0.527307 *
32400 8 0.351881 * 1 0.650099 *
36100 8 0.386198 * 1 0.778396 *
40000 8 0.420812 * 1 0.898970 *

“A partir de este tamafio de problema no se tienen resultados para el método de Descomposiciéon LU,

pues fue dificil obtener estos tiempos por el alto costo computacional.

Tabla 5.8: Tiempos de soluciéon del modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas

con funcién de crecimiento exponencial sin tratamiento para 10 dias. Para los métodos

iterativos se usé una tolerancia de 10~

En la tabla 5.9 se muestran los resultados de los tiempos de solucion para el

modelo de proliferacién-invasion de glioblastomas con funciéon de crecimiento expo-

nencial para un periodo de 10 dids. En esta tabla, ademas de las columnas que se

venian manejando se agregaron dos columnas, la 4 y 7, donde se muestra el cociente

de los tiempos de solucion al aplicar Gradiente Conjugado y Gradiente Conjugado

Precodicionado con respecto al método de Descomposicion LU, respectivamente. Pa-
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Figura 5.10: Gréfica de los tiempos de solucién para el modelo de proliferacon-invasion

de glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.8

ra problemas mayores a 16, 900 no se tiene registro pues para ese tamano de problema
no se aplico el método de Descomposicion LU, por problemas de almacenamiento de

memoria.

Los resultados reportados en la tabla 5.8 se pueden visualizar de manera grafica
en la figura 5.8, donde se puede observar que el comportamiento es muy diferente a
los reportados con anterioridad. Esto se puede deber al hecho que la funcién de creci-
miento es exponencial o a la tiempo que consume en la inicializaciéon o construccion
de un precondicionador. Apesar del comportamiento que tienen estos resultados, el
costo computacional con respecto a los tiempos de solucién se siguen manteniendo
bajos, prueba de esto los resultados obtenidos en las columnas 4 y 7 de la tabla 5.8.

Pues estos valores, quieren decir que es mas eficiente aplicar el método de Gradien-
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te Conjugado o Gradiente Conjugado Precondicionado, segiin corresponda, que el

método de Descomposicion LU.
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Figura 5.11: Grafica de los tiempos de solucion para el modelo de proliferacon-invasion

de glioblastomas en el cerebro, reportados en la tabla 5.9

Los resultados reportados en la tabla 5.9 son los tiempos de solucién del modelo
de proliferacién-invasion con funcion de crecimiento logistico para un periodo de 10
dias. Al igual que en el caso anterior, estos resultados tienen un comportamiento dis-
tinto a los presentados al inicio de esta subseccién. Dados estos resultados se puede
observar que el método de Gradiente Conjugado tiene menor costo computacional
que al aplicar el método del Gradiente Conjugado Precondicionado, la causa de este
comportamiento puede deberse al tiempo que se consume en la inicialzacién o cons-
truccion de un precondicionador, pues con estos ultimos resultados observamos la
funcion de crecimiento no determina este comportamiento como se pensaba inicial-

mente. El comportamiento de estos datos los podemos visualizar en la grafica de la
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Tamaiio del Gradiente Conjugado Gradiente Conjugado Precondicionado
problema | Iteraciones | Tiempos de solucion | Iteraciones Tiempos de Solucion

100 4 0.000297 1 0.000574
400 4 0.000020 1 0.000634
900 5 0.000218 1 0.002099
1600 5 0.000297 1 0.003861
2500 5 0.000812 1 0.006713
3600 6 0.007010 1 0.024436
4900 6 0.008139 1 0.037683
6400 6 0.009149 1 0.045109
8100 6 0.011663 1 0.054950
10000 7 0.051545 1 0.081327
12100 7 0.056614 1 0.097564
14400 7 0.065426 1 0.131465
16900 7 0.077564 1 0.159584
19600 7 0.085861 1 0.173149
22500 7 0.288832 1 0.273208
25600 7 0.304238 1 0.432792
28900 7 0.312515 1 0.612416
32400 8 0.351881 1 0.740396
36100 8 0.386198 1 0.847030
40000 8 0.320812 1 0.982871

Tabla 5.9: Tiempos de solucion del modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas con
funcion de crecimiento logistica para un periodo de 10 dias. Para los métodos iterativos se

usa una tolerancia de 10~
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figura 5.11.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

Se utilizo el modelo de Poisson en 2D y 3D como un modelo auxiliar para aplicar
algunos métodos numéricos y hacer comparaciones sobre los tiempos de solucién
obtenidos en cada caso. Los métodos numéricos aplicados fueron Descomposicién
LU, Jacobi y Gauss-Seidel para el problema de Poisson en 2D y 3D. Los resultados
obtenidos llevan a concluir que los métodos iterativos son més eficientes para resolver
el problema que el método directo utilizado. Esto debido a que, los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel tuvieron menor costo computacional, con respecto al tiempo,
que cuando se aplico Descomposicién LU. Ademas, al resolver el modelo de Poisson
utilizando la metodologia planeada para resolver el modelo de proliferacion-invasion,

comprobamos que dicha metodologia genera una solucién correcta.

Para el modelo de proliferacion-invasion de glioblastomas en el cerebro se de-
finieron algunas caracteristicas y parametros, como la funcién de crecimiento, en
nuestro caso utilizamos la funciéon de crecimiento exponencial y logistica. Se deci-
di6 trabajar con el modelo sin tratamiento, pues primero se quiere conocer lo que
sucede con el modelo original, antes de agregar mas términos y saber como afectan
los términos agregados. Para resolver el modelo, se utilizé el método de Crank Ni-
colson, el cual es un método de discretizacién derivado del método de Diferencias

Finitas. Luego, para resolver el sistema algebraico generado se utilizaron los métodos
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numéricos de Descomposicion LU, Gauss-Seidel, Gradiente Conjugado y Grandiente
Conjugado Precondicionado. Estos dos ultimos se seleccionaron a partir del analisis
realizado para conocer las caracteristicas de la matriz del sistema algebraico, tales

como que son matrices ralas, definidas positivas y con diagonal dominante.

Cabe resaltar que en la aplicacién del método numérico directo tuvimos como
limitante el tamano de memoria en almacenamiento debido a que el método utiliza
mas memoria de la tenida. Por tales motivos, nos limitamos a resolver problemas
de 16,900 ecuaciones tanto con el método directo como con los métodos iterativos,
esto para tener resultados comparables. Se buscaron otras alternativas para poder
resolver problemas mas grandes, tales como tener acceso a computadoras con mas
memoria de almacenamiento. Sin embargo, sélo llegamos a resolver problemas de a lo
mas 40, 000 ecuaciones con los métodos iterativos, y con el método de descomposicién
LU, ya no se obtivieron més resultados pues los tiempos que tardaban en resolver
estos sistemas, eran demasiado altos, comparado con los tiempos obtenidos con los

método iterativos.

Productos generados

Derivado del trabajo de tesis, se realizé un articulo, donde se dieron a conocer
los resultados generados de resolver el modelo de proliferacién-invasion de glioblasto-
mas. Dicho articulo fue presentado en el Encuentro Nacional de Computaciéon (ENC

2022), para después ser publicado en IEEE [12] !.

Ademas, derivado de este trabajo se cuenta con un repositorio en Github con
los codigos en Matlab que fueron desarrollaron por nosotros durante el trabajo de

tesis, los cuales se pueden ser utlizados para reproducir los resultados, y con esto

'https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/9882922

72


https://ieeexplore.ieee.org/abstract/document/9882922

tener un punto de partida para trabajo futuros 2.

Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro, se propone resolver el modelo de proliferacién-invasion
de glioblastomas tomando otras funciones de crecimiento, agregando la funcién que

representa la aplicacién de algin tratamiento para detener el desarrollo del tumor.

En cuanto, al problema de memoria que se tuvo, para resolverlo seria una
opcion considera explorar estrategias de computo en paralelo que nos ayuden en

esto.

Por dltimo, se propone que a futuro se pueda probar la misma estrategia,
utilizada en este trabajo, para resolver otros modelos representados con ecuaciones

diferenciales, que describan algin otro problema en salud, economia o epidemiologia.

’https://github.com/09SandraG/examples.git
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