Propagacion de ondas electromagnéticas
en medios opticos y eléctricos con

modulacion periodica temporal de perfil
cuadrado

Y/

///////._\\{\\\\\

Por:
M.C. José Gabriel Gaxiola Luna

Tesis sometida como requisito parcial
para obtener el grado de

Doctor en Ciencias con Especialidad
en Electronica

En el
Instituto Nacional de Astrofisica, Optica y

Electronica

Febrero de 2023
Santa Maria de Tonanzintla, Puebla, México

Supervisada por
Dr. Peter Halevi

\

(©INAOE 2023 /
<
El autor otorga al INAOE el permiso de reproducir '//,,/4 \\\
Y AN
//_éA_\\\\\\\\

distribuir copias de esta tesis en su totalidad o en partes

mencionando la fuente.



josegabriel
Máquina de escribir
El autor otorga al INAOE el permiso de reproducir 

distribuir copias de esta tesis en su totalidad o en partes

mencionando la fuente.


Resumen

Esta tesis comprende el estudio de un medio dieléctrico con modulacion periddi-
ca temporal de permitividad y/o permeabilidad con perfil cuadrado. También sobre la
propuesta de un protocolo de medicién para una linea de transmisién modulada que
emule el medio dieléctrico propuesto al principio. Se cimientan las bases para la reso-
lucién de la ecuacidn de onda que caracteriza este sistema, empleando una metodologia
de solucidn similar al modelo Kronig-Penney usada en fisica de estado solido. Esta so-
lucién involucra invariablemente el determinante de una matriz finita de cuarto orden.
Esta matriz es resultado de satisfacer las condiciones de frontera a través de las in-
terfaces temporales creadas por la modulacion temporal. La relacion de dispersion del
medio dieléctrico modulado esta formado por multiples bandas permitidas del vector de
onda k intercaladas con bandas prohibidas Ak. Los modos de propagacién dentro de la
relacion de dispersion pueden representar ondas que se propagan por el medio (dentro
de bandas permitidas); ondas estacionarias (dentro de bandas permitidas y frecuencia
de modulacion al doble de la frecuencia de propagacién) y ondas con crecimiento ex-
ponencial en tiempo. Para valores selectos de modulacién de permitividad y/o permea-
bilidad se pueden obtener relaciones de dispersion con todas sus bandas prohibidas del
mismo ancho, pero también se pueden conseguir relaciones de dispersidon con ausen-
cia de bandas prohibidas. La relacién de dispersion del medio modulado es periddica
con respecto a la frecuencia ®, sin embargo existe un criterio matematico para valo-
res selectos de modulacién y T (intervalos de tiempo dentro de la funcién cuadrada de
modulacién) donde también se presenta periodicidad con respecto al numero de onda
k. Los modos de propagacion que estdn dentro de una banda prohibida Ak dan lugar a
frecuencias ® complejas. Esto corresponde a una propagacion con crecimiento expo-
nencial en tiempo. EL modo que se localiza justo al centro de la banda prohibida Ak es

el valor Max[Im(®)]. Bajo ciertas condiciones de periodicidad es posible obtener una

II



Resumen

ecuacion de Max[Im(®)] en funcién de la modulacién del medio. La respuesta ptica
de una placa modulada ante una onda plana incidente esta compuesta por la superpo-
sicion de ondas planas con frecuencias perteneciente a un peine de frecuencias. Este
peine de frecuencias involucra la frecuencia de la onda incidente y multiples arménicos
de la frecuencia de modulacién de la placa. El andlogo eléctrico al medio dieléctrico
modulado es la linea de transmisién modulada en tiempo. Se desarrollo un protocolo
de medicion para este tipo de lineas de transmision a partir de la teoria de redes de dos
puertos. Dos formas de emular una capacitancia con modulacién periddica temporal de
perfil cuadrado han sido propuestas. Los resultados obtenidos de los cdlculos para la

linea de transmision son validados con simulaciones en software comercial.
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1

Introduccion

El interés en un cristal fotonico temporal viene desde el trabajo de F. R. Morgen-
tahler [1] quien consider6é un medio con un cambio abrupto en su indice de reflexion
sin variacion de impedancia. El demostr6é un cambio en la velocidad de onda electro-
magnética; conservacion del momento electromagnético y la posibilidad de incremen-
tar la energia de una onda electromagnética. Otro trabajo temprano sobre cristales tem-
porales fue gracias a T. M. Ruiz et al [2], quienes trataron la propagacion en la presencia
de un cambid abrupto de la permitividad eléctrica y demostraron la conversién de una
onda incidente en ondas transmitidas y reflejadas por una interfaz temporal. El campo
desplazamiento D(t) y el magnético B(¢) son continuos a pesar de un cambio abrupto
de permitividad €(z) y permeabilidad u(z), esto fue demostrado en [3, 4]. En tales in-
terfaces temporales los campos transmitidos pueden incrementarse a la energia que es
suministrada por el mecanismo de modulacién hacia la onda propagatoria [4, 5, 6]. Esos
calculos fueron extendidos por Pacheco-Pena et al [7] a una placa metdlica con permi-
tividad negativa. Zurita-Sanchez et al [8] obtuvieron una estructura de bandas foténicas
con bandas permitidas de k separadas por bandas prohibidas del nimero de onda para
€(t) con periodicidad arménica k, a diferencia de las bandas prohibidas de la frecuen-
cia ® presentes en un cristal fotonico (espacial) ordinario. Tal como fue demostrado
por N.Wang et al[9], tal comportamiento se mantiene igual ain para medios con €(¢)
complejo. La aproximacion WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) [5], el método de ma-
triz de transmision[10, 11] y el andlisis topoldgico [12, 13] han sido aplicados al caso
de modulacién cuadrada de permitividad, todos conducen a un gran nimero de bandas
prohibidas en comparacion a la modulacion armoénica. Los efectos sobre las ondas que

se propagan en el medio debido a la modulacién de permitividad €(¢) y permeabilidad
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u(t) fueron investigados por Martinez-Romero et al [14]. Una modulacién debido a
una onda de la forma €(x — vr) (donde x es la posicion y v es su velocidad de propaga-
cién) también fue investigada [15, 16, 17, 18]. Las repercusiones de esta modulacion
“espacio-temporal” fueron cubierta extensivamente por Caloz y Deck-Léger [3]. En un
cristal temporal los campos son superposiciones de ondas armdnicas con frecuencias

|® — nQ

, donde Q/2m es la frecuencia de modulacién y n abarca todos los ndimeros
enteros; debido a eso la respuesta espectral se manifiesta por un “peine de frecuencias”
[8]. Taravati y Kishk mostraron que en una placa espacio-temporal con modulaciones
iguales de permitividad y permeabilidad no hay reflexiones en las interfaces tempora-
les, a pesar de que se puede obtener un peine de frecuencias en las ondas transmitidas
por la placa [19]. Lo anterior también fue demostrado en un medio no reciproco con
respecto a la direccién de propagacion [20], donde este efecto incrementa con la fuer-
za de la modulacién del medio. Otras publicaciones reportan resonancias paramétricas
en tiempo dentro de un cristal foténico temporal con modulacion de permitividad y
permeabilidad para grosores especificos de la placa modulada (también depende de la

frecuencia de modulacién) [21, 22, 23].

Han sido encontradas propiedades interesantes en sistemas opticos y electronicos
que han generado un interés renovado en los sistemas modulados. Por ejemplo, ha sido
demostrado que la modulacién de un medio puede cambiar y controlar la forma de un
pulso optico [24, 25, 26, 27]. Sistemas Opticos no reciprocos fueron disefiados sin la
necesidad de recurrir a la aplicaciéon de campos magnéticos [28, 29], y Y.Zhang et al
[30] reportaron que la radiacidon desde una antena transmitida sobre un medio débil-
mente modulado puede sufrir un desfase de frecuencia. Es complicado en la practica
modular sustancialmente la permitividad o la permeabilidad, pero existe una analogia
de esos medios con una linea de transmision pasa bajo, aproximacion vélida en el limi-
te de longitud de onda larga [31, 32, 33]. Esto condujo a la observacién de la primera
banda prohibida del niimero de onda k [34]. Lineas de transmision no reciprocas para la
etapa “front end” fueron disefiadas utilizando varactores modulados por una onda mo-
duladora [35, 36, 37]. También fueron disefiados amplificadores paramétricos de bajo
ruido utilizando varactores modulados [38]. Diversas aplicaciones han sido disefiadas
basadas en la modulacién espacio-temporal: Un sistema mixer-duplexer-antena [39] y
mezcladores de frecuencias para modulacion aperiddica [40]. También se ha demos-

trado que el limite Bode-Fano puede ser extendido para pulsos cortos haciendo un

2



1. Introduccion

switcheo ripido de la impedancia de una linea de transmision [41]. La acumulacion de
energia en elementos reactivos ha mostrado potencial en el disefio de osciladores pa-
ramétricos [42]. Los arménicos generados en una linea de transmisién con modulacion
espacio-temporal débil conserva la energia de acuerdo a la relacién Manley-Rowe [39].
Se ha observado que la energia acumulada en un sistema con modulacion temporal
podria provocar un crecimiento sostenido de una sefial emitida, por esa razon un anéli-
sis de estabilidad fue desarrollado [43, 10], basado en la funcién de transmisién del
sistema. L.a modulacién cuadrada esta idealmente preparada para analizarse mediante
el método de Kronig-Penney, introducido por esos cientificos en 1931 para obtener la
estructura de bandas de un cristal [44]. A pesar de ser un modelo muy idealizadado con
respecto al comportamiento de un cristal real, este ha mostrado ser muy sofisticado. Las
secciones constantes tienen soluciones simples y bien conocidas que son conectadas a
través de condiciones de frontera apropiadas. El método Kronig-Penney ha sido im-
plementado en algunas super-redes de: semiconductores [45], metal-dieléctrico [46] y
semiconductor-grafema [47]. La mejora en la eficiencia termogeneradora de una super-
red semiconductora también fue reportada [48]. Una metodologia similar fue utilizada
tedrica y experimentalmente para tratar cambios aleatorios de unas placas dieléctricas
[49]. El método Kronig-Penney también conduce a una interpretacion de la estructura
de bandas en término de los coeficientes de transmision y reflexion [50] y la estructura
de bandas de placas intercaladas de plasma y dieléctrico [51, 52, 53]. Mas alla de eso,
esta metodologia fue empleada en placas con respuesta no lineal dando lugar a solito-
nes en estructuras periddicas 1D [54] y 2D [55]. La propagacion a través de guias de
ondas de placas paralelas [56] y circulares [57] con morfologia Kronig-Penney también

han sido estudiadas para utilizarse como filtros.

El interés en ondas crecientes y sus inestabilidades asociadas puede encontrar su
origen en la interaccion entre plasmas y rayos de particulas cargadas, en esa situacion
las ondas de plasma pueden obtener energia del rayo de particulas [59, 60, 61, 62].
Lineas de trasmision moduladas por una onda de bombeo también fueron estudiadas,
ahi la amplitud alta de la onda de bombeo transmite su energia a la onda que se propaga,
tipicamente esto sucede en la regién de las microondas [63, 64, 65]. Por otro lado, el
desarrollo de Optica no lineal y materiales fuertemente no lineales (como los materiales
ferro eléctricos y ferromagnéticos) ha impulsado las mismas ideas en el régimen Optico
[66, 67, 68, 69, 70].
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En todos esos trabajos la modulacion es espacio-temporal (x — v,t), sin embargo
para un valor suficientemente alto de v, la longitud de onda A, se vuelve mucho mas
grande que la longitud de onda de la onda que se propaga. La dependencia de la per-
mitividad con la posicién en ese caso se vuelve irrelevante y uno puede asumir que la
modulacién del medio es Gnicamente temporal € = €(¢). Holberg y Kunz[71] fueron los
primeros en estudiar la propagacion de un medio dindmico con periodicidad temporal.
Ellos claramente distinguieron entre modos de una banda permitida y modos de bandas
prohibidas de k£ donde la frecuencia de la onda que se propaga ® es real. Los modos
de k dentro de una banda prohibida da lugar a frecuencias complejas, eso significa que
existe un crecimiento exponencial de los campos. Con el interés renovado en este tema
se ha extendido el célculo de los campos para un medio con €(¢) complejo[72]; pa-
ra periodicidad arbitraria de €(7)[73]; para un medio con €(¢) que obedece la simetria
tiempo-paridad [74]; los aspectos topoldgicos [80, 81, 82] y el limite de modulacién
débil investigado con la teoria de ondas acopladas [75]. Por mas de medio siglo la pro-
pagacion de ondas en un medio periddico en tiempo fue de interés puramente tedrico,
sin embargo en 2018 tal medio fue construido experimentalmente para frecuencias en
el rango del infrarrojo. En el experimento se bombardearon placas delgadas de un ma-
terial Epsilon-Near-Zero (ENZ) basado en 6xido de Zinc dopado con aluminio [76].
Recientemente, Lyubarov et al.[77] and Dikopoltsev et al.[78] han mostrado por simu-
laciones el crecimiento exponencial en tiempo de los campos que pueden ser obtenidos
al excitar un cristal foténico temporal por un dipolo o por emisién atémica, respectiva-

mente.

1.1. Objetivos

a) Aplicar el método Kronig-Penney para estudiar la propagacion de ondas elec-
tromagnéticas en un medio con modulacion periddica temporal de permitividad y/o
permeabilidad con perfil cuadrado.

b) Analizar la respuesta Optica de una placa dieléctrica de longitud finita con
modulacién periddica temporal de permitividad y/o permeabilidad con perfil cuadrado.

c¢) Mostrar los modos de propagacion dentro de una banda prohibida que provo-
can crecimiento exponencial en tiempo del campo electromagnético.

d) Demostrar la doble periodicidad de la relacion de dispersion con respecto a la

4



1. Introduccion

frecuencia ® y al nimero de onda k. También determinar las condiciones para que tales
periodicidades sean posibles.

e) Analizar una linea de transmisién con capacitancia variable en tiempo utilizan-
do teoria de redes de dos puertos.

f) Desarrollar un protocolo de medicion para una linea de transmision variante en
tiempo consistente con la teoria de redes de dos puertos.

G) Proponer circuitos que emulen un capacitor variante en tiempo con perfil cua-
drado.

1.2. Descripcion de la tesis

Esta tesis presenta un estudio sobre un cristal fotonico temporal, o cristal tempo-
ral a secas, con una modulacién periddica temporal de perfil cuadrado de la permitivi-
dad €(¢) y/o la permeabilidad u(¢). Se mostrara desde sus condiciones de propagacion
de ondas electromagnéticas en un medio homogéneo e infinito, y también la respuesta
eléctrica de una placa finita ante la incidencia de una onda plana. El capitulo 1 introduce
los trabajos previos en el campo de los sistemas variantes en tiempo.

El capitulo 2 se centra en estudiar la propagacién de ondas electromagnéticas
en un medio con variacion temporal de permitividad y/o permeabilidad a través del
método Kronig-Penney. Este método se utiliza para resolver la ecuacion de onda de
los medios con modulacién cuadrada. Se describe la relacion de dispersion para dife-
rentes casos particulares de modulacion; el primer caso corresponde a modulacién de
permitividad y permeabilidad de igual magnitud y fuera de fase y otro con modulacién
de igual magnitud y en fase. También se afiade un ejemplo del comportamiento de las
bandas prohibidas en funcién de la variacion de los tiempos que forman la modulacién
cuadrada. Por ultimo aparece la respuesta Optica de una placa modulada con grosor
finito.

El capitulo 3 se centra en los modos con crecimiento exponencial en tiempo co-
rrespondiente a los modos de propagacion dentro de las bandas prohibidas del nime-
ro de onda. Ya se demostré que la relacidon de dispersion en tiempo es periddica con
respecto a la frecuencia ®, sin embargo también podria ser periddica con respecto al

numero de onda. Las condiciones de dicha periodicidad estian descritas en este capitulo
3.
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El capitulo 4 es una continuacion directa de la investigacion sobre lineas de trans-
mision variables en tiempo con modulacién periddica de perfil cuadrada publicada en la
tesis de maestria de Gaxiola-Luna [83]. Aqui se analiza la linea de transmision a través
de la teoria de redes de dos puertos. Se propone un protocolo de medicidn para este
tipo de sistemas variables en tiempo. Aqui se propone la creacion de los pardmetros S
variables en tiempo mediante excitaciones iteradas de una linea de transmision con el
fin de obtener la relacion de dispersion de la linea de transmision modulada. Se com-
prueba con resultados de simulacién que este protocolo de medicién permite obtener la
relacion de dispersion de una linea de transmision variable en tiempo, y aunque todo
este estudio esta centrado en una modulacion de capacitancia con perfil cuadrado no se
limita inicamente a este perfil de modulacion.

El capitulo 5 propone el trabajo a futuro y las conclusiones de la investigacion
mostrada en esta tesis doctoral. El trabajo a futuro corresponde a dos propuestas de
circuitos electronicos que hagan el rol de capacitancia variable en tiempo con perfil

cuadrado sin el uso de varactores.
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Cristal Fotonico Temporal

2.1. Soluciéon para una modulacion cuadrada

A continuacién se asumird que el periodo de modulacién 7 (y por lo tanto la
frecuencia de modulaciéon Q/2n = 1/T) de la permitividad €(r) y permeabilidad u(r)
coinciden, como se observa en la Fig.1. Dentro de cada periodo T hay dos intervalos de
tiempo, t1 y t» (donde #; + 1, = T') donde ambos pardmetros se mantienen constantes;
Estos estidn conectados por discontinuidades cuyos flancos de subida y bajada coinciden
simultdneamente para €(¢) y u(¢) en los instantes de tiempot =nT y t =1t; +nT (nes
un valor entero). Las funciones temporales de permitividad y permeabilidad pueden
oscilar en fase (los valores altos de permitividad y permeabilidad coinciden en tiempo)
o fuera de fase (El valor alto de permitividad ocurre al mismo tiempo que el valor bajo
de permeabilidad y viceversa). Las funciones de tiempo €(¢) y u(¢) a lo largo de un

periodo temporal se define segtin las ecuaciones (1) y (2).

(2.1)

u(r) = ] (2.2)

Aqui € y 1 son los promedios temporales de €(¢) y u(¢) en un periodo (ain si
11 # tp), respectivamente. El grado de modulacion temporal se mide a partir de los

coeficientes de modulacién siguientes:
me = (€1 —&)/(e1+€), my=(um—m)/(un+m)

7



2. Cristal Fotonico Temporal

)
< €1 €1 €1
( 251 251 Uq

0 t1 T =t +ts

Fig. 2.1: La permitividad €(¢) y permeabilidad u(z) son funciones periddicas en tiem-

po cuyo periodo es 7', compuestas por dos intervalos temporales #; y ;. Aqui € =
(1/2)(e1 +&2) y = (1/2) (11 + 2).

Los modulaciones m1g , pueden tomar cualquier valor dentro del intervalo [—1,2]
a pesar de que se asumen solamente valores positivos de €5 y uy . Si los valores
maximos de €(¢) y u(t) ocurren durante el mismo intervalo de tiempo (como se ve
en Fig.1) entonces ambas modulaciones pueden tomar valores entre el intervalo [0, 1]
(modulacién en fase). Por otro lado, las modulaciones mg y my, difieren en su signo si
el valor maximo de €(7) y el valor minimo de u(¢) suceden a la par; Aqui se elegira me
en el intervalo [0,1] y m, en el intervalo [—1,0].

Aqui se asume que el medio estudiado esta libre de cargas y corrientes; espacial-
mente uniforme e isotropico. Entonces las leyes de Faraday y Maxwell que caracterizan

el medio son:

0E(x,t)/dx = —0dB(x,t) /ot (2.3)
0H (x,t)/0x = —dD(x,t) /ot (2.4)

Donde D(t) = €(¢)E(t) and B(t) = u(t)H(t). Utilizando las relaciones constitutivas e

igualando las Eq.(2.3) y Eq.(2.4) mediante el campo magnético se puede obtener la
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2. Cristal Fotonico Temporal

ecuacion de onda para el campo desplazamiento D(t):

0?D(x,1) 0 { ()3D(xaf)} (2.5)

a2 ey ju)—,

La solucién a la ecuacion de onda mediante separacion de variables admite que el

campo D(x,1) este caracterizado por una onda plana con numero de onda :
D(x,t) = D(t)e** (2.6)

Esta solucion deja una ecuacion diferencial de segundo orden para la amplitud depen-
diente de tiempo D(t).

c(r)2 [mz)% <D<t>>} RD(1) =0 07

Para resolver la Eq.(2.7) tomaremos ventaja del hecho que €(¢) y u(¢) son constantes
dentro del intervalo 0 <t <t y t; <t < T. El campo D(¢) tomara la forma de la
Eq.(2.8).
Die ™l 4 Dl 0<t <ty
D(1) = | . (2.8)
Dye "™ 4+ Dy n<t<T
Al sustituir la Eq.(2.8) en Eq.(2.7) se encuentra la relacién entre los pardmetros ®; y

@, y el nimero de onda k.

o =k/\/e1u1, o =k/\/en (2.9)

Con la Eq.(2.6) en mente, la Eq.(2.8) ondas propagéndose hacia la izquierda y derecha
de la forma ¢!(K*F@1.21)
El teorema de Bloch-Floquet permite extender la solucién de la Eq.(2.8) para un

periodo temporal T hacia cualquier instante de tiempo arbitrario:
D(t +nT) = D(t)e T (2.10)

La “Frecuencia de Bloch” ® equivale al rol que juega el vector de onda Bloch
en un sistema con periodicidad espacial, y es igual a la frecuencia de excitacion en
presencia de una fuente. Por otro lado, las frecuencias ;> en la Eq.(2.9) describe el

comportamiento local (en tiempo) del campo durante los intervalos de tiempo 1 5.

9
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A partir de Eq.(2.3) y Eq.(2.4) se deduce que el campo magnético B(t) y el campo
D(t) deben ser continuos a través de las interfaces temporales abruptas. La condicion
de continuidad del campo D(¢) es:
D(1;)=D(t)) (2.11)
Donde ¢; es el instante de tiempo donde ocurre la interfaz temporal. La continuidad de
B(t) = u(t)H(t) y la Eq.(2.4) implica la siguiente condicion de continuidad:
u(t7)0D(t; ) /ot = u(t;)oD(t)) /ot (2.12)
Ahora se aplican las condiciones de continuidad en Eq.(2.11) y Eq. (2.12) sobre la
interfaz temporal creada por la modulacion cuadrada en el instante de tiempo #1, como
se muestra en las siguientes ecuaciones:
Dfe ™ 4 D@ = DF =™ 4 i (2.13)
o _D+e—i031t1 _}_D*ei(l)lll —
moy (=D 1 ) | (2.14)
M) (_D2+efl(,021‘1 +D£elm211>

De manera similar se aplican las condiciones de frontera sobre las discontinuidades
temporales t; =0y t; = T. A partir de aqui se puede utilizar el teorema de Bloch-
Floquet de la Eq.(2.10) sobre la interfaz temporal en el instante = 0:

D(T™)=D(T") =D(0")e T (2.15)
Las condiciones de frontera sobre las interfaces temporales ent; =0y t; =T se re-
lacionan entre si, y basta con satisfacer las condiciones de continuidad sobre las dos
interfaces temporales tal y como se observa en las Eq.(2.13), Eq.(2.14), Eq.(2.16) y
Eq.(2.17) para conocer la solucidn a la ecuacién de onda en cualquier instante de tiem-

po a través de Eq.(2.10).
(D} +Dy)e ™ = pye T 4 pyef®T (2.16)

1101 (—Dii_ +D1_) e ol —
@) (_D;—e—i(bgT +D2—ei0)2T)

Las Eq.(2.13)-(2.14) y las Eq.(2.16)-(2.17) puede ser reescrita de manera compacta en

(2.17)

forma matricial:

e—i(,\)ltl ei(l)lll _e—i(l)zl‘l _ei(‘)Ztl D—IF 0
_‘ulwlefl.(l)]l‘l ,lllwleiwltl yzwzefi(k)ztl _IUZ(DZei(.Ozl] D]— B O (2 18)
—ioT —ioT —inT io,T + | )
e '@ e —e '™ —e'™ D 0
2
_,Ul(l)le_i(DT ‘ul(ole—i(,oT ‘l.12(1)2€_i0)2T _,UZ(DQei(DzT D; 0

10
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La solucion no trivial de 1a Eq.(2.18) implica que el determinante de la matriz 4x4
debe ser cero. Estas cuatro ecuaciones determinan tres de las amplitudes del campo D
en términos del cuarto termino restante (En principio, la cuarta amplitud indeterminada
puede estar asociada con una amplitud de excitacién).

Es conveniente normalizar la frecuencia ® ay el nimero de onda k con respecto

a la frecuencia de modulacion Q de acuerdo a la Eq. (2.19):
O =0/Q, k=k/Q\/E0 (2.19)

También se introduce el pardametro T =1#;/T. Para Tt < 0.5, t; < 1, mientras que
para T > 0.5, 1 > t». En un principio nos limitaremos al caso mas simple, | = f2,
donde T = 0.5. Eventualmente se consideran valores diferentes de 7. El determinante
de Eq.(2.18) tiene solucion exacta, y después de igualarlo a cero se puede obtener una el
valor de la frecuencia normalizada ® como una funcion del vector de onda normalizado

A~

k:

cos (2n®) = % (1 —=May)cos {ZTEIAC {% — ML(l —’C)] }
1 . 1
+5 (1 —|—MA)cos{2th {%+M—(l —r)} } (2.20)
M= = /(1 me) (1 £ my) 2.21)
Mp = (1 —mem,) /M M" (2.22)

Esta relacion de dispersion trascendental involucra tres pardmetros: El pardmetro 7, la
modulacién dieléctrica me y la modulacion magnética my,. Esta relacion de dispersion es
periddica en ® con periodo 1 (es periddica con respecto a la frecuencia de modulacién),
sin embargo, en general, no es periédica con respecto al vector de onda normalizado k.
En secciones adelante se analizan las relaciones de dispersion con periodicidad de @y
k. Para my, =0yt =1/21aEq.(2.20) se reduce a resultados previamente reportados en
la literatura.

En este punto es interesante mostrar el comportamiento de la relacién de disper-
sién en el limite de longitud de onda larga y baja frecuencia, es decir ® — 0y k — 0.
En esa condicion la Eq.(2.20) se reduce a Eq.(2.23).
—1

g(1 — 2 (1 —m2
k 1 +me—2meT \| 1+my, —2m,T

11
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Como puede observarse, en este limite la velocidad de fase es constante, y ademds la
relacion de dispersion ®(k) es lineal. El mismo limite fue investigado en [8] (apéndice
D) para modulacién dnicamente de la permitividad (m, =0y €= 1) y £(¢) con un perfil

arbitrario. La permitividad efectiva calculada fue:

1/g = % /O 1 e(0)]dr (224)

De acuerdo a Eq.(2.1), la permitividad efectiva de un medio con modulacién cuadrada

de permitividad y m, = 0 es:

&(1—mg)
14+me —2meT

o
I

(2.25)

Si el medio solo tiene modulacion de permeabilidad cuadrada y me = 0, la permeabili-

o —m2
P \/ A —my) (2.26)

1 +my, —2my,T

dad efectiva es:

Si se observa la Eq.(2.23) se puede ver que para un caso general de modulacién cua-
drada (y el limite de longitud de onda larga) la velocidad de fase es inversamente pro-

porcional a los valores efectivos de permitividad y permeabilidad, @/k = (8f1) .

2.2. Relacion de dispersion y forma de los campos elec-

tromagnéticos

A continuacién se va a considerar el caso cuando 7| = 1, es decir, T = 0.5.

2.2.1. Inequidad entre la modulacion de permitividad y permeabi-
lidad

En la Fig.2.2 se presenta una relacion de dispersion que corresponde a un medio
con modulaciones me = 0.5 y m, = —0.1; Los diferentes signos algebraicos indican
que €(¢) y u(t) oscilan fuera de fase en este ejemplo. Los dos periodos de frecuencia
(correspondiendo de 0 < ® < Q y Q < ® < 2Q) indican que la relacién de dispersion
es periddica con respecto a la frecuencia angular normalizada ®, el periodo aqui es la

frecuencia de modulacién Q. Las primeras nueve bandas de k estin etiquetadas como
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Fig. 2.2: Relacion de dispersion de la frecuencia normalizada @ versus el nimero de
onda normalizado k de acuerdo a la ecuacién 2.19. Aqui t; = (Tt =0.5) y las modula-
ciones de permitividad y permeabilidad estan fueras de fase, estos valores son me = 0.5
y my, = —0.1 respectivamente. Son presentados dos periodos de la frecuencia (periodo
Q =2xn/T) y nueve bandas permitidas de k etiquetadas con el indice p. La relacion de
dispersion esta formada de lineas azules para modos con @ real. El recuadro de la figura
muestra el comportamiento de los modos con baja frecuencia y longitud de onda larga

comparada con la velocidad de fase en el limite de la ecuacién 2.23.

p=1,2,...,9 y estan separadas por bandas prohibidas de k. Estas bandas prohibidas
estdn definidas como Ak, 11 = k41 — kp, que estan limitadas por valores de k reales y
tienen frecuencia ® = (1/2)nQ2 donde n es un entero. El recuadro dentro de Fig.2.2 es
un aumento de la regién de baja frecuencia y longitud de onda larga. La pendiente @/ k
es una recta (linea roja) de acuerdo a lo demostrado por Eq.(2.23).

Es interesante comparar la Fig.2.2 (modulacién cuadrada) con la relacion de
dispersion debido a una modulacién arménica. Ejemplos de modulacién armoénica se
muestran en la Fig.2.3 de la referencia [8] para m, = 0y Fig.2.1 de la referencia [14] pa-
ra mg 7 my,. Hay diferencias cualitativas entre ambos perfiles de modulacién. Para una
modulacién arménica no existen bandas prohibidas apreciables entre las bandas p =2
yp=3,p=4y p=235, etc. Por otro lado, para una modulacién cuadrada si existen
multiples bandas prohibidas, tal como aparece en la Fig.2.2. Se aprecia una diferencia
cuantitativa entre ambos perfiles de modulacion también. Mientras para la modulacion

armoénica Unicamente la primera banda es apreciable, las multiples bandas prohibidas
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debido a la modulacién cuadrada aparecen entre todas las bandas permitidas, ademas
estas bandas prohibidas no disminuyen conforme se incrementa el nimero de la banda
p; Ak, 11 tiene una complicada dependencia con las modulaciones de permitividad y
permeabilidad. Por ejemplo, en la Fig.2.2 la banda prohibida de k mds pequeiia es Aks g,
a pesar de estar flanqueada por las dos bandas prohibidas apreciablemente méas grandes,
Aky 5y Ake 7. Este comportamiento esta relacionado con la presencia de armoénicos de
alta frecuencia que conforman los perfiles cuadrados de permitividad y permeabilidad
de la Fig.2.1.

Regresando al célculo de los eigenvectores de la Eq.(2.18) se muestra que los co-
eficiente D dependen del valor de @ y , por lo tanto para una frecuencia ¢ deben cal-
cularse las amplitudes para dada banda p por separado. En el apéndice A se comprueba
que los campos electromagnéticos calculados como eigenvectores de la Eq.(2.18) son
estables. Solo para un sistema bien definido, excitado por una fuente, existe la posi-
bilidad de determinar las contribuciones relativas de cada banda p al campo D. Una
interpretacién completa del comportamiento de D(¢) puede involucrar oscilaciones con
cuatro frecuencias: La frecuencia de modulacion Q, La frecuencia de Bloch-Floquet
o y las frecuencias auxiliares ®; y @, vistas en la Eq.(2.9). El comportamiento puede
ser entendido por la siguiente formulacion del teorema de Bloch-Floquet [de la cual
puede ser derivada la Eq. (2.10)]: El campo D(¢) es el producto de e~ y una fun-
ci6n periddica cuyo periodo es igual a la modulacién 21t/Q. Para ® < Q, significa que
una oscilacion relativamente rapida de frecuencia 2 esta modulada por una oscilacion
mas lenta, reflejando una envolvente de frecuencia ®. Esto es claramente observada
en la Fig.2.3 para la segunda banda (p = 2) en la Fig.2.2. Ah{ se muestran los perio-
dos T y 10T (correspondiendo a la seleccion de la frecuencia normalizada ® = 0.1).
Por otra parte, el campo D(¢) para la primera banda (p = 1) tiene la forma cos(wt)
con ® = 0.1€Q, lo que seria apropiado para un medio con permitividad y permeabilidad
constante. Esto no es para nada sorprendente si recordamos que este modo de propaga-
cion tiene baja frecuencia, esta dentro de la longitud de onda larga y tiene velocidad de

fase dada por la Eq.(2.23).

No hay indicios de las oscilaciones con frecuencias ®; y ®, en Fig.2.3 dado
que los periodos correspondientes, 7] = 2n/®; = 13.51T y T, = 21/, = 8.62T son
demasiado grandes para visibilizar su efecto dentro de un solo periodo 7. Se espera que

®; y 0, se hagan notar si sus periodos 77 y 7> son mds pequeios que 7. La Eq.(2.9)
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Fig. 2.3: Campo desplazamiento eléctrico normalizado para las primeras dos bandas
permitidas (p = 1 en linea azul y p = 2 en linea roja) en la Fig.2.2. Este campo fue

calculado para ® = 0.1Q y representa los modos de propagacién marcados con los

puntos rosas en la Fig.2.2.

sugiere que eso se puede logar para valores grande de k, es decir para modos localizados
en bandas distantes (p >> 1). En la Fig.2.4 se grafic6 el campo D(t) para la banda
p = 15; ahora 71 = 0.179T y T, = 0.1147T. Ahora, ciertamente, se pueden observar

las oscilaciones de periodo 77 (73) en la primera (segunda) mitad de cada periodo T'.
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Fig. 2.4: Campo desplazamiento eléctrico normalizado para la banda permitida p =
15.Debido al gran valor de k en esta banda, los periodos 77 = 2n/®; = 0.1797T (lineas
azules) y T, = 21/, = 0.1147T (lineas rojas) son notablemente distinguibles dentro
de cada periodo 7T'.

El caso ® = (1/2)Q (puntos naranjas en al Fig.2.2) merece atencion especial. Se
encontré numéricamente en la Eq.(2.8) que D = DT* yD;, = D2+ *. El asterisco signi-
fica “complejo conjugado”. Eso implica que D(t) es proporcional a cos[(1/2)Qt+ ¢ 2],
donde ¢; > son dngulos de fase correspondientes a kj > (0 = Q /2). De acuerdo a la ecua-
cién Eq.(2.6) y sabiendo que Re (D(x,t)) es proporcional a cos(kj2x)cos[(1/2)Qt +
¢12], se determina que para las primeras dos bandas se trata de ondas estacionarias.
Este resultado ya ha sido reportado para modulacién armdinica [58] y explica el com-
portamiento de ambas bandas en la Fig.2.5 dada por una oscilacion simple de frecuencia

(1/2)Q en lugar de ondas de Bloch-Floquet que se propagan.

La continuidad de D(z), establecida explicitamente en la ecuacion (2.11), estd
manifestada en las Fig.(2.3)-(2.5). Por otro lado, se espera que el campo eléctrico E(¢)
sea discontinuo en tiempo debido a las discontinuidades de €(¢) en los instantes de
tiempo 7y = (T /2)n (n siendo un nimero entero). Esto es confirmado por la Fig.2.6

donde se comparan los campos E(t) y D(t).

16
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0 5 10 15 20
t/T

Fig. 2.5: Campo desplazamiento eléctrico normalizado para las primeras bandas per-
mitidas (p = 1,2) en la Fig.2.2 para la frecuencia ® = 0.5Q (Puntos naranjas en la
Fig.2.2).

0 5 10 15 20

t/T
Fig. 2.6: El campo desplazamiento eléctrico D(z) (linea azul) y el campo eléctrico E(t)
(linea roja) para la primera banda permitida en la Fig.2.2 para @ = 0.1Q. Mientras D()

es continuo a través de las discontinuidades de €(¢) y u(t), segin la ecuacién (2.11), el

campo eléctrico E(t) = D(t)/€(t) es obviamente discontinuo.

17



2. Cristal Fotonico Temporal

2.2.2. Modulacion de igual magnitud y fuera de fase

En esta subseccidn se trata con modulaciones de permitividad y permeabilidad de
igual magnitud pero fuera de fase. Esta situacion se describe mediante un solo parame-
tro de modulacion m = me = —m,. La Eq. (2.20) se simplifica bastante bajo este esce-

nario de modulacidn:

2k 2 2 .
cos | ———= | =m"+ (1 —m~) cos (2n® (2.27)

(m ) (1=m7) cos (2n0)
La relacién de dispersion es periédica en k, como se ve en la Fig.2.7. En la siguiente
seccion se analiza en profundidad la condicion de periodicidad. Las soluciones para las
bandas permitidad de k, pares e impares, junto con sus valores limite cuando (0= €Q/2)

se muestran en las Eq.2.28 y Eq.2.29. Con el entendimiento que 0 < |cos ™! (2m? —1)| <

TT.
. cos— (2m2—
k= Y <p—l+w>, p=135... (2.28)
R N lcos™! (2m?—1))|
kprr = Yo (pgr = Bl 135 (2.29)

La separacion entre bandas permitidas adyacentes independientemente del indice p de

la banda es:

. “12m?* -1
Aky pit = /1 —m2 (1—’“” (2 )’) (2.30)

L8

El valor centran de la banda permitida se calcula con Eq.2.31, y por lo tanto el GMGR

estara determinado por la Eq.2.32.

A kp + ki1 1—m?
= = 2.31
kp7p+1 ) p ) (2.31)
Akp pi1 _2 . lcos™! (2m* —1) | (2.32)
kp7p+1 p T

A diferencia de lo mostrado en la Fig.2.2, para este caso de modulacién la Eq.(2.30)
indica que todas las bandas prohibidas Al%p’m_l son iguales. Esto se confirma con la
Fig.2.7 para dos valores de modulacion m. Es de notar que no existen bandas prohi-

bidas entre las bandas p = 2,3, p = 4,5, etc (bandas prohibidas que si aparecen en

18
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3057

2
k

Fig. 2.7: Relacién de dispersion para modulaciones de igual magnitud y fuera de fase:
mg = —my, = m = 0.1 (linea azul) and 0.5 (linea roja). Todas las bandas prohibidas son

iguales para una modulacién dada de acuerdo a la ecuacién (2.30).

Fig.2.2). El GMGR de la Eq.(2.32) esta plasmado en Fig.2.8 para la primera (linea
azul) y segunda (linea roja) banda prohibida de la Fig.2.7 en funcién de la modulacion

m.

2.2.3. Modulacion de igual magnitud y en fase

En esta subseccion las modulaciones de permitividad y permeabilidad seran de
igual magnitud y en fase, es decir, me = m, = m. Aqui el maximo (también el minimo)
valor de €(¢) y u(t) ocurren simultineamente durante el mismo intervalo de tiempo.
En este escenario de modulacion también se reduce considerablemente la Eq.(2.20). La

relacion de dispersion para cualquier banda p es la Ec.2.32.

k= (1—m2){(—1)p16) {g——“r(;l)pl” (2.33)

La relacion de dispersion de la Fig.2.9 para dos valores distintos de modulacion es una
coleccién de lineas rectas con pendiente positiva y negativa que incrementa con el valor
de m. La pendiente de esas lineas rectas son iguales a las calculadas con la Eq.(2.23)
para el limite cuando ® — 0, k — 0, T= 0.5 y me = m, = m. El aspecto mas notable de

la Fig.2.9 es la total ausencia de bandas prohibidas. Este comportamiento también fue
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Fig. 2.8: Gap/midgap ratios entre las bandas 1 y 2 (linea azul), 3 y 4 (linea roja) en

Fig.2.7, como funcion de la modulacion m, ade acuerdo a Eq.(2.32).

encontrado para modulaciones arménicas de €(¢) y u(r) [14]. Con el fin de explicar lo

anterior se analizan los eigenvectores.

Resulta que para ®/k > 0 las amplitudes Dy, =0, mientras que para ®/k <
0 se obtienen las amplitudes th = 0. Esto significa que para pendientes positivas
(negativas) existe solamente ondas que se propagan hacia la derecha (izquierda). En
otras palabras, no hay reflexiones debido a la interfaz temporal #;. Si se analiza la
impedancia caracteristica del medio a través de la interfaz temporal se puede explicar
este comportamiento. Para iniciar se consideran las modulaciones me = m,. Aqui las
impedancias caracteristicas a ambos lados de la interfaz temporal son u;/€; y u /€,
de acuerdo a la Eq.(2.1) y la Eq.(2.2). La impedancia caracteristica Z en los intervalos
de tiempo t1(=T/2) y to(= T /2) son iguales:

zlz,/ﬂ:\/ga/’ﬁ:zz (2.34)
€1 € &

La impedancia promedio Z = +/ji/€ ha sido definida en términos de la permitividad
promedio € y la permeabilidad promedio i (ver Fig.2.1). Esto permite asociar las ban-
das prohibidas de k con las reflexiones del campo en las interfaces temporales cuando

implica una discontinuidad de impedancia caracteristica.
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3057

2
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Fig. 2.9: Larelacion de dispersion para modulaciones iguales y en fase se distingue por
velocidades de grupo constantes (positivas y negativas) y ausencia de bandas prohibi-
das. Dos casos de modulacién son consideradas aqui: m = 0.1 (lineas azules) y m = 0.5

(lineas rojas). Las pendientes estan dadas por la Eq.(2.33).

2.3. Variacionde T

La Fig.2.1 muestra un ejemplo donde los intervalos de tiempo son desiguales,
11 # tp. En términos del pardmetro T =1 /T significa que T # 0.5. En la seccién anterior
se consideraron situaciones donde T = 0.5, siendo este el escenario tipico, sin embargo,
en esta seccion se explora un poco de los efectos del parametro T afectando la primera
bandas prohibida.

La Fig.2.10 presenta la razon gap/midgap (GMGR) como funcion del pardmetro
T para tres casos distintos de modulacion fuera de fase. La razén Gap/midgap es el
cociente entre el ancho de la banda prohibida Ak y su valor central k. Para mg = 0.5
y my = —0.5 (linea negra) se obtiene el mayor GMGR cuando T = 0.5 y va decre-
ciendo simétricamente conforme T se aproxima a los valores limite 0 y 1, donde el
valor GMGR desvanece debido a que €(7) y u(f) se vuelven constantes. En la Fig.2.7
(linea azul) se muestra la estructura de bandas para T = 0.5. Las bandas prohibidas Ak
mostradas en esa imagen corresponden al valor mas ancho que se puede obtener para
las modulaciones n1,, = —me. Por otro lado, cuando se considera |mg| # |m,| (lineas
rojas y azules) los GMGR son asimétricos con respecto a T,teniendo sus maximos en

T=0.6104 para m¢ = 0.5y m, = —0.1, y en T = 0.3896 para me = —0.5 y m, = 0.1.
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Fig. 2.10: Primera GMGR como funcién de t =1, /T (ver Fig.2.1) para tres casos de
modulacién igual y fuera de fase: me = —0.5 y m, = 0.1 (linea azul), me = 0.5y m, =

—0.1 (linea roja); me = 0.5 y m,, = —0.5 (linea negra punteada).

Estos dos valores de T son complementarios en el sentido que ambos suman 1. Es posi-
ble probar que para un valor dado de modulaciones me y my, el valor maximo de GMGR

esta determinado por el valor de T segin la Eq.(2.35).

T= ! (2.35)
(1—mg) (1—my)
Ut e (Tmy)

En secciones siguientes de demostrard la importancia del pardmetro T para obtener

relaciones de dispersion con periodicidad del vector de onda k.

2.4. Respuesta optica

Hasta ahora se consider6 la propagacion de campos electromagnéticos en un me-
dio modulado en tiempo uniforme e infinito. En esta seccion se muestra la respuesta
Optica de una placa dieléctrica cuya permitividad y permeabilidad estin moduladas pe-
riédicamente en el tiempo. La placa finita se extiende desde x = —L/2 hastax=L/2y
estd rodeada a ambos lados por un medio no modulado con permitividad €; y permea-
bilidad y;. El calculo de la respuesta optica de la placa considera tinicamente una onda

plana con incidencia normal, frecuencia angular ® y nimero de onda kg = ®,/€1up; los
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campos eléctrico y magnético incidentes estdn definidos como:

Eine(x,1) =Ege*00+L/2) g=ior (2.36)
€ . .
Hine(x,t) =, | 'u—iEoe’kO(”L/z)e’“” (2.37)

La relacion de dispersion, de acuerdo a la Eq.(2.20), predice que los campos dentro
de la placa modulada son la superposicion de ondas planas con nimeros de onda
kp(®),p =1,2,..., sin embargo, para una frecuencia angular ® todos los arménicos,
o —nQ,n==x1,£2,... pueden ser excitados. Por lo tanto, el campo eléctrico se expre-

sa de la siguiente manera:

slab Xl ZZepne i(@-nQ)r |:A e ikp(x+L/2)
+Bye )] (2.38)

A,y By, son las amplitudes de las ondas parciales que se propagan hacia la derecha e
izquierda, respectivamente. Los eigenvectores del campo eléctrico e, son obtenido de

la ecuacion de eigenvalores para el medio infinito (problema bulk), como en [14]:

m,n
Lmn=0,4+142, .. (2.39)

Los coeficiente de Fourier normalizados /i, y €, deben ser calculados para las funciones
cuadradas de u(t) y €(¢) en Fig.2.1.

El campo magnético Hyp(x,t) tiene la misma forma que Egqp(x,t), Eq.(2.38),
pero con los coeficientes e, remplazados por los eigenvectores /1, correspondientes.
Estos eigenvectores son obtenidos de la ley de Ampére-Maxwell y se muestran en la
Eq.(2.40).

E 8y m(®—
by = Y| Sl @Z) (2.40)
m || M kp

Los vectores de onda reducidos IAcp((b) en Eq.(2.39) y Eq.(2.40) se pueden obtener de

manera conveniente usando la Eq.(2.20). Los eigenvectores e,,(®) pueden calcularse
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mediante el método KP de la Eq(2.18), sin embargo, aqui es mas conveniente emplear
la Eq.(2.39). El resultado del calculo para IAcp((I)) y los eigenvalores e, (®) es practica-
mente el mismo utilizando ambos métodos, la similitud aumenta entre mas armonicos
se consideren en la Eq.(2.39). Se utiliz6 ambos métodos para calcular los eigenvectores
e1,(® = 0.4) para la primer banda permitida (p = 1), y 21 arménicos diferentes de n
para para ilustrar lo anterior. La excelente coincidencia mostrada para las amplitudes
del peine de frecuencias en la Fig.2.11 confirma la equivalencia entre ambos métodos

de calculo.

1 ‘ ¥
&
L 0.8
5 06
-+~
3
S 04
S
= 0
-10 -5 0 5 10

n

Fig. 2.11: Amplitudes del campo eléctrico |e},| para la primera banda k(p = 1) y los
armonicos n desde —10 hasta +10. La frecuencia normalizado es ® = 0.4 y las mo-
dulaciones son mg = 0.5, m, = —0.1. Los eigenvectores han sido calculados con dos
métodos: La representacion en series de Fourier del método de Kronig-Penney (lineas
azules) de la Eq.(2.18); La ecuacion de eigenvalores de la ecuacion Eq.(2.39) para el

problema bulk (puntos rojos).

Los campos eléctrico y magnético que son reflejados y transmitidos por la placa

modulada estan determinados por las siguientes cuatro ecuaciones:
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E,(x,t) :ZErrle—ik,’q(x—O—L/Z)e—i(u)—nQ)t (2.41)
r /€1

H)(x,t) =— M—]E,(x,t) (2.42)

E(x,t) = Y Efe nlL/2) g i(0-nQ)r (2.43)

H(x.t) :\/%E,(x,;) (2.44)

Los campos E y H deben de ser continuos a través de los limites de la placa dieléctrica
x = +L/2 en cada instante de tiempo ¢. Las cuatro ecuaciones anteriores son obtenidas
al utilizar las Eqgs.(2.36)-(2.37) para los campos incidentes, Eqs.(2.41)-(2.44) para los
campos reflejados y transmitidos, y Eqgs.(2.38)-(2.40) para los campos dentro de la

placa modulada:

E] (Ap Bp)
—_— =7, = ——'—- e _60 (2'45)
EO n = EO EO pn n
E! A, 2 B 2
E—Z =1, = (E—ze’kf’v + E—ze_’kf’v> €pn (2.46)
p=1
Enm(®—n)Z A
28}10 - Z epn +Z i ~ epm _p
p=1 m kp Eo
+ epn— Y, - epm | == (2.47)
p=1 m kp EO
O:Z epn—z — e[)m elP I
p=1 [ m kp Eo
Erm(®—n)Z + B
+ e,,,,+Z”’"(A—”)epm e kv L (2.48)

En estas ecuaciones Z es la impedancia caracteristica promedio de la placa \/fi/€ nor-

malizada con la impedancia /g /€y del medio que la rodea. Es decir, la impedancia

7= \/§ \/E (2.49)
o V €
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El grosor de la placa L también es normalizado de acuerdo a lo mostrado en [22]

v =Q\/EiL (2.50)

Las ecuaciones (2.47) y (2.48) permiten calcular las amplitudes relativas del campo
eléctrico A, /Eo y Bp/Ep. Una vez determinadas esas amplitudes relativas, los coefi-
cientes de reflexion r,, y transmision ¢, pueden ser encontradas con las ecuaciones (2.45)
y (2.46), respectivamente. Los campos reflejados y transmitidos también exhiben el ca-

racteristico peine de frecuencias |0 — nQ| (o, en forma normalizada, |® — n|).

A continuacién se muestran los coeficientes de reflexion y transmision parciales,
|72(®)]? ¥ |t,(®)|? respectivamente, para tres casos diferentes de modulacién de me y
my,. En todos esos casos el grosor de placa modulada, v, tendrd valor 1. Aqui se asegura

que el grosor de la placa no induzca resonancias paramétricas.

En Figs.2.12(a)-(b) se muestran los coeficientes de reflexion y transmision par-
ciales |r,,(®)|? and |£,,(®)|? para me = 0.5 y m, = —0.1, este es un caso de modulacio-
nes diferentes y fuera de fase. En Fig.2.12(c) se obtiene la reflectancia total R(®) =
[70(®)|> + |11 (®)|* + ... y la transmitancia total T(®) = |to(®)|> + |t (®)|* + .... El
comportamiento mostrado recuerda al mismo comportamiento de un interferometro
de Fabry-Perot, pero aqui suceden interferencias entre multiples ondas con longitudes
de onda A, (= 2n/k,,p = 1,2,...). Esto obedece a una compleja y no lineal estructura
de bandas, ver Fig.2.2. Esta es la razén por la cual las oscilaciones no son arméni-
cas, y que |r,(®)| y |£,(®)| no llegaran a valores de 0 o 1, sin embargo, se demuestra
que R(®) + T (®) > 1. Lo anterior implica una transferencia de energia desde la placa
modulada [22, 23].
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Fig. 2.12: (a) Reflectancia y (b) transmitancia para los arménicos n = 0,+1,y 42 asu-
miendo una impedancia relativa Z = 0.5, v = 1 y modulaciones me = 0.5 y my =
—0.1. La reflectancia total R(®) (linea roja), transmitancia total 7'(®) (linea azul) y
R(®)+ T (®) (linea rosa) obtenidas al sumar las contribuciones de todos los arménicos

n, aparecen en (C).

En la Fig.2.13 se muestra el caso de modulacién igual y fuera de fase con valores
me = 0.5y m, = —0.5. En la imagen se muestran las reflectancias y transmitancias
para los mismos cinco armonicos n que mostro la Fig.2.12, sin embargo aqui se elige

una impedancia relativa Z = 1. Es interesante que solamente los arménicos n = 1 son
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prominentes en los coeficientes de reflexion, mientras solo el armoénico fundamental

n = 0 es apreciable en los coeficientes de transmision.
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Fig. 2.13: reflectancia y transmitancia tal como en Fig.12 para una modulacién igual y
fuera de fase me¢ = 0.5y my, = —0.5, donde Z=1yv=1.

Esto significa que para una modulacion igual y fuera de fase la luz transmitida
no estd compuesta por un peine de frecuencia, en su lugar, se podria considerar mo-
nocromadtica, con la misma frecuencia del campo incidente. La amplitud de la energia
transmitida es una funcion oscilatorio con la frecuencia. También puede observarse

que |r+1(®)| puede desvanecerse para ciertos valores de @ y |fo(®)| puede llegar al
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valor 1 para algunas frecuencias ®. Para este caso de modulacion vuelve a suceder que
R(®)+ T (®) > 1 para toda frecuencia .

#(

0.5¢

[r(@)I”

5 7.5 10
@
Fig. 2.14: (a) Transmitancia para cinco arménicos n donde se asume v=1,Z=1y

me = my, = 0.5.(b)Reflectancia total (linea roja punteada) y transmitancia total (linea
azul) de la placa dielectrica modulada.

En la Fig.2.14 se muestra la respuesta optica de una placa con modulacion de
igual magnitud y en fase, me = m, = 0.5, e impedancia relativa Z = 1. Este es un caso
especial donde la impedancia no cambia a través de una interfaz temporal provocada
por la modulaciéon de permitividad y/o permeabilidad, de acuerdo a la Eq.(2.34). La
impedancia de la placa modulada es igual a la impedancia promedio, como Z = 1, eso
significa que tampoco habra cambio de impedancia debido a las interfaces espaciales.
Esto asegura que no exista reflexiones del campo electromagnético, es decir, r;, = 0
para todos los arménicos n. Por otro lado, el campo transmitido si esta compuesto por
oscilaciones que contienen todos los arménicos, como se ve en Fig.2.14(a). Al sumar la
contribucion de todos los armoénicos, la transmitancia total 7 (®) es constante (indepen-

diente de la frecuencia), con valor 1.4, aproximadamente. Esto corresponde a una trans-
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ferencia de energia grande entre la fuente de modulacién y el campo electromagnético
transmitido.

Para completar el estudio de la respuesta Optica de la placa modulada se ha in-
vestigado el comportamiento del campo dentro de la placa. De nuevo aqui se considera
una modulacion de igual magnitud y en fase, me = m,, = 0.5 y parametros v =1, Z=1
y ® = 1/2. En la Fig.2.15 se muestran las amplitudes del campo eléctrico normaliza-
do para los primeros cinco armoénicos n en funcion de la posiciéon x dentro de la placa
modulada. En la interfaz espacial del lado izquierdo, colocada en (x = —L/2), las am-
plitudes de todos los armoénicos se desvanecen con la excepcion del arménico n = 0,
esta amplitud coincide con la amplitud del campo incidente. Esto confirma el hecho de
que no existen reflexiones del campo para una modulacién de igual magnitud y en fase
junto con una impedancia normalizada Z = 1, como se ve en la ig.2.14(b, linea discon-
tinua). Las amplitudes del campo correspondiente al peine de frecuencias comienzan a
incrementar conforme se adentran a la placa modulada (x incrementa), y alcanzan su

maximo nivel al llegar a la segunda interfaz espacial ubicada en x = L/2.

1——

—-—-—n=-2

— 0.87--n=-

3 —n=0

= 06’ =1

8 —n=2
5 047 -
= 0.2¢ ’,—” o
- e

0
-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
x/L

Fig. 2.15: Amplitudes de cinco arménicos n del campo eléctrico como funcién de la
posicion x dentro de la placa modulada. Estas amplitudes estin normalizadas con la

amplitud del campo incidente. Tiene los mismo pardmetros que la Fig.2.14.
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Modos crecientes en tiempo y

periodicidad con respecto a k

3.1. Modos crecientes en tiempo

Un medio que posee modulacion periddica temporal de permitividad y/o per-
meabilidad demuestra tener interesantes caracteristicas para la propagacion de campos
electromagnéticos. Se han estudiado los perfiles de modulacién temporal arménico y
cuadrado. Ambos perfiles muestran una relacion de dispersion formada por una estruc-
tura de bandas donde existen bandas prohibidas del vector de onda k. El campo elec-
tromagnético en los medio modulado en tiempo se comporta de tres diferentes maneras

dependiendo de donde se localiza su modo de propagacion:

= El campo corresponderd a una onda Bloch que se propaga por el medio si el
modo de propagacion pertenece a cualquiera de las bandas permitidas (excepto

para una frecuencia ® = NQ/2), siendo N un nimero entero.

= El campo electromagnético estard formado por ondas estacionarias cuando el

modo de propagacion tiene frecuencia ® = N/2 .

= La frecuencia de propagacion serd compleja y el campo electromagnético au-
mentara o disminuird de manera exponencial con el tiempo si el modo pertenece

a una banda prohibida del vector de onda k.

En la seccion anterior se mostraron los campos pertenecientes a los primeros dos

puntos. En esta seccién se abordan los modos con frecuencia compleja y crecimiento
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

exponencial del campo. La modulacion armoénica se caracteriza por exhibir inicamente
una banda prohibida en su estructura de bandas, sin importar un nivel alto de modu-
lacién. Por otro lado, La modulacién cuadrada posee una estructura de bandas con
multiples bandas prohibidas del vector de onda k. Cada banda prohibida puede tener
diferentes modos complejos. Por tanto, la amplificacion del campo varia dependiendo
de cudl banda prohibida pueda excitarse.

La relacion de dispersion general, Eq.(2.20), se reduce a la Eq.(3.1) cuando sola-

mente se considera modulacién de permitividad (m, = 0) y me = m.

MM~ —1 kY MM +1 k
WCOS <ZTEF> + WCOS (27{:?) = CcoS (2756)) (31)

donde K* y M* son definidos como:

MM~

K* =
(M~ +MT)TFM¥|

(3.2)

M*T=V1+tm (3.3)

Esta relacion de dispersion da lugar a bandas permitidas y prohibidas del vector
de onda IAc, como se mostrd en la seccion anterior. Aqui ahora se seleccionan modos
dentro de la banda prohibida. Los valores selectos de k que estan ubicados justo al cen-
tro de una banda prohibida, k = (k, +k,1)/2, tienen una frecuencia asociada compleja
de la forma ® = N /2 + iMax{Im[®(p,m)|}, siendo N un nimero entero. Es importan-
te remarcar que el valor de k justo al centro de la banda prohibida da lugar al valor
maximo de /m(®). En la Fig.3.1(a) se muestra una grafica de barras donde el ancho de
cada barra es proporcional al ancho de la banda prohibida AlAcp,pH. La altura corres-
ponde a Max(Im(®)) y cada barra est4 centrada sobre el valor de k justo al centro de
la banda prohibida (k). Aqui se demuestra que el crecimiento exponencial del campo
dentro de una banda prohibida es mayor conforme la modulacién es mas grande. Las
bandas prohibidas Alzm p+1 No desvanecen progresivamente con el nimero de la banda
p, como en el caso armoénico, y esto sucede para cualquier valor de modulacion m, atin
para modulaciones tan pequefas como m = 0.1. Otra observacion importante es que
a mayor valor de modulacién las longitudes de onda (21/ lAc) correspondientes a cada

banda prohibida son mas largas.
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

Em=0.8 MmM=0.6 ®m=0.3Im=0.1

(a)

Fig. 3.1: (a) Méxima tasa de crecimiento exponencial [/m(®)] del campo electro-
magnético como funcién del nimero de onda normalizado 7 para cuatro valores de
modulaciéon m. El ancho de las barras representa la banda prohibida AlAc,,, p1 que se
encuentra entre las bandas permitidas p y (p + 1). Aqui se nota la periodicidad de una
estructura de tres barras para m = 0.8, y una estructura de dos barras para m = 0.6. No
existe periodicidad para las modulaciones m = 0.1 y m = 0.3. (b)Estructura de bandas,
incluyendo Im(®) (elipses de color rojo) para m = 0.6. Las lineas negras discontinuas
conectan el ancho de las barras en la seccion (a) con el ancho de las bandas prohibidas
en (b). No hay banda prohibida entre las bandas p =3 y p = 4, lo mismo sucede entre
las bandas p =9y p = 10. Esto explica porque el periodo IAcper abarca 4 barras rojas en

(a), y no solo dos como se aparentaria en la imagen.

Hay una caracteristica muy particular e interesante mostrada en la Fig.3.1(a):
La triple estructura de barras para una modulacion m = 0.8 y la doble estructura de
barras de la modulacién m = 0.6 son periédicas en &, sin embargo una estructura de
bandas con periodicidad respecto al numero de onda k es una caracteristica particular de
un sistema con periodicidad espacial. Aqui se ha considerado una variacion periddica
temporal de la permitividad €(¢) pero es uniforme en espacio. Ciertamente los casos de

modulacién m = 0.6 y m = 0.8 son excepcionales pues no existe periodicidad en k para
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

las modulaciones m = 0.3 y m = 0.1. De una manera similar se puede fijar un valor
de modulacion m y considerar diferentes valores de T, como en la Fig.3.2. Se puede
observar que también existe periodicidad (quasi-periodicidad es un mejor término) en
k cuando T &~ 0.2573, pero no para T = 0.5 y T = 0.8. Ademds, la variacién de T tiende
a modificar las bandas prohibidas AIAcp’ p+1 de tal manera que distribuye la estructura de

bandas y no necesariamente aumenta el valor de Max(Im(®)) dentro de ellas.

0.1

mr = 0.8mr = 0.5mr = 0.2573

L

0 1 2 3 4
k
Fig. 3.2: (a) Méxima tasa de crecimiento exponencial [/m(®)] del campo electro-
magnético como funcién del nimero de onda normalizado Z para cuatro valores de
T para un valor de modulacion fija de m = 0.5. Aqui se muestra de nuevo una estructura
periédica formada con cinco barras azules (para k < 2.5) que se repiten periédicamente
(lAcper), esto al considerar T = 0.2573. Para los valores T = 0.5 y 0.8 no sucede periodi-

cidad con respecto a k.

3.2. Periodicidad en &

Para explicar de donde viene la periodicidad en k es necesario partir de la Eq.(3.1).
El lado derecho de esta ecuacion confirma la periodicidad con respecto a la frecuencia
®, siendo el periodo 1. En el lado derecho existen dos términos que, en general, tienen
diferentes periodos en k. El primer término tiene periodo KT (o N;K*), mientras que
el segundo término tiene un periodo de K~ (0 N,K™), donde N; > son nimeros ente-
ros. EL lado derecho de la Eq.(3.1) es periddico en k siempre y cuando N{ K™ = N,K~

(donde cualquier factor comun entre los nimeros enteros N1 y N, se cancelan). A partir
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

de este analisis se concluye que una estructura de bandas tiene periodicidad en frecuen-
cia ® y nimero de onda k cuando la razén entre las frecuencias K~ /K™ es un numero
racional irreducible (N /N, ). El periodo en k de la relacién de dispersién entonces sera
NiKT (oN>K™).

La condicién de periodicidad para la estructura de bandas con periodicidad k debe

satisfacer la Eq.(3.4), donde N; /N, es un nimero racional irreducible.

(V1—-m++1+m)T—+/1+m M (3.4)
Viem—1+mit+VI+m| M '

De acuerdo a la Eq.(3.4), el cociente K~ /K™ es de 1/2 y 1/3 para las modu-
laciones m = 0.8 y m = 0.6, respectivamente, de la Fig.3.2(a). Matematicamente se
demuestra el porqué se hace presente la periodicidad en ambos casos de modulacion.
El periodo lAcpe, para T = 0.5 y m = 0.5 [Barras azules en Fig.3.1(a)] es 1.3416, y para
T=0.5ym=0.6 ¢l periodo es IAcpe, = 2.5898 [barras rojas en Fig.3.1(a)].

El lado izquierdo de la Eq.(3.4) se puede manipular para reescribirlo en un término
que contenga una sola raiz cuadrada, (1 —m)'/? = /c2—a2/c, con m = a/c(< 1),
donde a y ¢ son nimeros enteros positivos (a < ¢). El cociente de frecuencias K~ /K™
serd un numero racional (y por lo tanto habrd periodicidad en k) siempre y cuando
Vc2 —a? = b, siendo b un ndmero entero. La identidad pitagérica”a® + b* = ¢? de-
be satisfacerse con enteros (a,b,c). Ejemplos de enteros que cumplen esta identidad
son: (3,4,5), (5,12,13), (7,24,25), etc. Para cualquier valor de m se puede seleccio-
nar un valor aproximado de T y/o N;/N, para satisfacer la Eq.(3.4) con cierto grado
de precision elegida a conveniencia. En esa situacion la estructura de bandas puede
ser considerada cuasi-periodica en lugar de estrictamente periddica. Un caso de cuasi-

periodicidad se observa en la Fig.3.2 param = 0.5 y T = 0.2573 (barras azules).

Las bandas prohibidas AlAcp, p+1 Yy sus correspondientes tasas de crecimiento ex-
ponencial (Max[Im(®)]) son diferentes para un conjunto de valores dados de m y T.
En la Fig.3.3 se resaltan tres escenarios donde todas las bandas prohibidas AIAcIL p+1 80N
iguales para cualquier banda p. En la Fig.3.3(a) se ilustra la situaciéon donde m = 0.5,
T =10.6340, K~ = 0.9659 y K™ = . El cociente K~ /K* = 0, por lo tanto el pri-
mer termino en Eq.(3.1) se reduce a un valor constante y el periodo de convierte en

kper = K~ =0.9659. La Eq.(3.5) establece el valor de T en funcién de una modulacion

arbitraria m que da lugar a K — oo. Para este caso se puede calcular analiticamente el
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

valor Max[Im(®)] en funcién de la modulacién:

Ln(VT+m/V1+m)
2n

Max[Im(®)] = (3.5)

0.75

3 05

0.25

2
t/T

Fig. 3.3: Estructuras de bandas (?)(IAc) que son periddicas en k y en ®. La modulacién es
m=0.5y (a)T~ 0.6340, (c) T~ 0.7760, (e)t ~ 0.8386. En (a) todas las bandas prohi-
bidas AlAcp’ p+1 tienen el mismo ancho y los modos de propagacion tienen Re(®) = N /2,
donde N es un nimero impar (franja verde). Esta estructura periddica se obtiene cuando
el cociente es K~ /K™ = 0. (¢) Todas las bandas prohibidas AlAcp7 p+1 tienen el mismo
ancho. Los modos de propagacion tienen Re(®) = N/2, donde N es un numero entero
(franja verde para N impar y franja amarilla para N par). Esta estructura periddica se
obtiene cuando el cociente es K~ /K* = 1/3. (e) Las bandas prohibidas Ak con mo-
dos de propagacién que tengan Re(®) = N /2 donde N es un niimero impar son iguales
(franjas verdes) entre si. Lo mismo para los modos donde N es un numero par (franjas
amarillas). Esta estructura periddica se obtiene cuando el cociente es K~ /K™ =1/2. El
campo D(t) que corresponde a (a), (¢) y () se muestran, respectivamente, en (b), (d) y
(f) con valores de k seleccionados justo al centro de la banda prohibida. Las envolven-
tes del campo (lineas discontinuas) describen el maximo crecimiento exponencial. En
(b) y (d) se destaca el hecho de que solo haya una envolvente. Esto se debe a que las
bandas prohibidas para Re(®) = 1 y Re(®) = 1/2 tienen el mismo ancho.
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3. Modos crecientes en tiempo y periodicidad con respecto a k

La Eq.(3.5) determina la tasa de crecimiento dnico, Max[Im(®)] = 0.874, para
el campo D(r) en la Fig.3.3(b) (ver la linea discontinua). En la Fig.3.3(c) se considera
m = 0.5y 1t~ 0.7760. El cociente de periodos es K~ /K* = 1/3. Las bandas verdes
que estdn delimitadas por modos con frecuencia Re[®] = 0.5,1.5,2.5,etc. tienen el
mismo ancho, es decir, AIAq,z = AI}576, etc. Esto también sucede para las bandas prohi-
bidas de color amarillo que estdn delimitadas por modos con Re[®] = 1,2,3,etc.. Es
interesante que las bandas prohibidas verdes y amarillas son todas del mismo ancho:
Al’€172 = AIA<273 = AIA<3,4 = AIA<4’5, etc. Es esperado que exista un solo valor Max[Im(®)] en
toda la estructura de bandas, como se aprecia en Fig.3.3(d). Tal degeneracion no existe
en Fig.3.3(e) y Fig.3.3(f), en esas figuras los pardmetros son m = 0.5y T =0.8386 y
su cociente de periodos es K~ /KT = 1/2. Aqui las bandas prohibidas de color amari-
llo son todas iguales entre si, lo mismo sucede para las bandas prohibidas color verde,
pero las bandas amarillas son mas anchas (y sus valores Max[Im(®)] son mas grandes)
comparadas a las bandas verdes. En resumen se puede concluir que una relaciéon de
dispersion con todas las bandas prohibidas del mismo ancho, y la misma tasa de creci-
miento exponencial Max[Im(®)] se puede obtener para cualquier combinacién de m y

T que satisfaga la Eq.(3.4) con valores 0,1/2 0 1/3.
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4
Linea de transmision con capacitancia

variante en tiempo

Un medio con variaciéon temporal de permitividad y/o permeabilidad puede mo-
delarse como una linea de transmision con capacitancia y/o inductancia variante en
tiempo. La suposicién anterior es valida unicamente cuando la constante de propaga-
cién de la onda que viaja a través de la linea de transmisién es mucho mas grande que

las dimensiones de las celdas unitarias que la conforman.

1.5 2 2.5 3
k, Ba

Fig. 4.1: Relacion de dispersion de un medio con modulacion periddica (linea azul)
y una linea de transmision (linea roja). mec = 0.5, my; ;. = —0.5 'y Q = 0.3. Donde

Q- 05— QVCL.

En esta seccidn se discute el diseilo de una linea de transmision discreta con varia-
cién temporal cuadrada de capacitancia, Fig.4.2. La variacion temporal de inductancia

es dejada de lado porque la variacidn de inductancia requiere de un esfuerzo mayor. En
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

esta seccion también se propone un protocolo de medicion para obtener la relacion de

dispersion de una linea de transicion modulada a partir de mediciones de laboratorio.

L/2 L/2 L/2 L/2 L/2

L/2
“WAOMWW DR
IC(t) Ica) ica)

~ Y,

Fig. 4.2: Linea de transmision discreta con capacitancia variable en tiempo de manera
periddica. Aqui se muestran tres celdas unitarias simétricas separadas graficamente por

los nodos de color rojo.

El método Kronig-Penney ha sido utilizado para obtener la relacion de dispersion
de una linea de transmision con capacitancia variable en tiempo con perfil cuadrado

[83]. Esta relacion de dispersion es:

cos (26) = % (1= My)cos {mm (%) [% _ MLQ —1)} }
+% (1 —I—MA)cos{4nsin (%) L‘% + Mi(l —1)} } @.1)
Donde:
M* = /(1 £mc)(1+my) (4.2)
My = (1—memp) /M~ M* 4.3)

El método de Kronig-Penney es una herramienta poderosa para obtener la rela-
cién de dispersion de la linea de transmisidn con variacién periédica en tiempo, sin
embargo, es poco intuitivo para analizar su respuesta eléctrica (condiciones de fronte-
ra). Por la razén anterior, el interés en esta seccion fue utilizar un enfoque distinto para
estudiar la linea de transmisién modulada. La metodologia de matriz ABCD permite
calcular de manera aproximada la relacién de dispersion de una linea de transmision,
asi como su respuesta eléctrica. Conocer bien la respuesta eléctrica de la linea de trans-
mision es importante para definir un protocolo de medicion que sea compatible con

técnicas utilizadas en la medicién de senales eléctricas en un laboratorio. Todo este

39



4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

esfuerzo fue encaminado hacia la demostracion experimental de la posible existencia
de modos de propagacion dentro de una linea de transmision con pérdidas puramente
reales cuando la modulacién de capacitancia es lo suficientemente fuerte, y la frecuen-
cia de modulacién es el doble a la frecuencia de la onda preparatoria. La demostracion

experimental queda como trabajo a futuro.

4.1. Matriz de impedancias y Admitancias.

En el capitulo 2 se demostré que la solucion a la ecuacién de onda de un me-
dio con permitividad periddica variable en tiempo estd determinada por el teorema de
Bloch-Floquet. La ecuacion de onda para la linea de transmision con capacitancia pe-
riddica variable en tiempo se deduce de las ecuaciones del telegrafista y también tiene
solucién determinada por el teorema de Bloch-Floquet. Esto también implica que la
relacion voltaje-corriente de un capacitor variable en tiempo, Eq.(4.4), también deberia
estar determinada por el teorema de Bloch-Floquet. Aqui el voltaje y la corriente son
ondas planas con amplitud periddica igual al periodo de la funcién cuadrada de capaci-
tancia. Las ecuaciones Eq.(4.5) representan el voltaje y corriente como una sumatoria
de series de Fourier. La variacién periddica de la capacitancia también es conveniente
expresarla en series de Fourier Eq.(4.6), donde los coeficientes de Fourier C,,, contienen

la magnitud de modulacién m,.

oy d
i(t) = o [C(t)v(2)] “4)
v(t) = ZVnei(ernQ)z i(t) = leei(coHQ)t 4.5)
n [
C(t) =Y Cue™ (4.6)

El voltaje, la corriente y la capacitancia deben satisfacer la ecuacion Eq.(4.4) en

todo instante de tiempo, eso conduce al sistema de ecuaciones Eq.(4.7).

L =Y ilo+I1Q)C,_,V, 4.7)

Es conveniente expresar el sistema de ecuaciones Eq.(4.7) como un arreglo ma-

tricial donde las amplitudes de voltaje y corriente forman un vector columna. Los ele-

40



4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

mentos de matriz i[®@+ [Q]C;_, representan admitancias (que a partir de ahora se eti-

quetaran como Y;_,) que contienen al peine de frecuencias (04 /Q) y las amplitudes

de la funcién periddica para la capacitancia. Aqui se destaca que ain no se ha consi-

derado un perfil particular de modulacidn, es decir que este es un método general para

cualquier tipo de modulacion periddica temporal.

I L i(0—Q)C (w—Q)C (0—Q)C_»

Ly | =1]". ioCy inC inC_;

5 (4G ((0+Q)C (w4 Q)G
I=YV

V_i
Vo
Vi

(4.8)

(4.9)

Las amplitudes de corriente eléctrica (vector I) y voltaje (vector V) en un capaci-

tor variante en tiempo se relacionan a través de la matriz de admitancia Y. Del mismo

modo es posible representar la relacion de voltaje y corriente en un inductor y resistor

variables en tiempo a través de una matriz de impedancia.

V_1 (o= Q)Ly i(0—Q)L_;
Vo =" i0WL1 iWLg

Vi (04 Q)Ly (04 Q)L

V=171

Vi . Ry R

W l=]|" R Ry

Vi . R, Ry

i(()) — Q)L_z

IoL_

i(w+Q)Loy

R_»
R
Ro
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V=RI (4.13)

Esta representacion circuital fue propuesta hace afios por Kurth [84] y en afios
recientes ha resurgido para analizar circuitos variantes en tiempo como filtros y circu-
ladores [85, 86, 87].

Las matrices de impedancia Z, R y la matriz de conductancia Y representan una
generalizacion de la ley de Ohm para el andlisis de circuitos variantes en tiempo. Las
condiciones de continuidad para el voltaje y la corriente eléctrica se satisfacen au-
tomaticamente al cumplir con ecuaciones como la Eq.(4.4), entonces, las leyes de Kir-
choff ahora producen ecuaciones matriciales donde las técnicas de andlisis de circuitos
con elementos invariantes en el tiempo son validas también para circuitos variantes en

tiempo de manera periddica.

Las matrices Y,Z y R se reducen a matrices diagonales con elementos Yp,Zp y
Ro cuando no existe modulacién temporal de capacitancia, inductancia o resistencia,

respectivamente.

4.2. Parametros de transmision (matriz ABCD)

Un circuito de dos entradas y dos salidas se puede expresar como una red de dos
puertos. Los parametros de transmision (ABCD) relacionan el voltaje y la corriente
saliendo por uno de los puertos con el voltaje y corriente que entra por el otro puerto.
La Fig.4.4 corresponde al diagrama de una red de dos puertos configurado para los
pardametros ABCD. Los pardmetros A, B, C y D serdn matrices cuadradas, y los voltajes
y corrientes en ambos puertos seran vectores columna si la red de dos puertos representa
una linea de transmision variante en tiempo de manera periddica. La Eq.(4.14) muestra
el sistema de ecuaciones que relaciona el voltaje y corriente del puerto uno con el
voltaje y corriente del puerto dos utilizando los pardmetros ABCD. La representacion
matricial de la Eq.(4.15) indica que, mateméaticamente, al voltaje y corriente de salida
por el puerto dos se le asigna la entrada del sistema de ecuaciones. Esta convencion

esta alineada con lo mostrado en el libro de Pozar [88].
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R @ e | e O ]
Puerto v, 4 B y, Puerto
cC D - 7 2
—0—

Fig. 4.3: Diagrama esquematico de una red de dos puertos configurado para representar

pardmetros ABCD. El puerto 1 es la entrada y el puerto 2 la salida.

Vi1 = AV, +Bl, I; =CV,+ DI, (4.14)

()= 2) ()
I C D I,

La matriz ABCD de dos redes de dos puertos conectados en serie es igual al
producto de sus matrices de transmision ABCD. Las sefiales de salida de la primera
red corresponden a la entrada de la segunda. Esta propiedad de operacidn en cascada
es importante para el andlisis de circuitos. Cualquier circuito que se pueda expresar
como una red de dos puertos puede expandirse en matrices ABCD de cada elemento
individual y operarse en serie. La Eq.(4.16) contiene las ecuaciones matriciales de las
dos redes de la Fig.4.4. Los puertos 1 y 2 corresponden a la primera red mientras los
puertos 3 y 4 son para la segunda red. La sefial que entra por el puerto 1 sale por el
puerto 2, y a su vez entra por el puerto tres. Entonces la senal de salida del puerto 4

estaria relacionada con la sefial de entrada del puerto 1 a través del producto de las

matrices ABCD de cada puerto, tal como indica la Eq.(4.17).

I, I, I, I,

— —_—— — —_—
—c)_ —c)_
e 4, B + + 4, B, e

" ¢, D _P s ¢, D "
. -1 1 — 2 2 =
+ +

Fig. 4.4: Diagrama esquematico de dos redes de dos puertos conectados en serie.

-2 o
13 (C2 Dz I4
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8 I [ R B
I C; Dy Cy, Dy 14 C D 14

4.2.1. Relacion de dispersion a partir de parametros ABCD

El puerto 2 esta relacionado con el puerto 1 a través de la matriz ABCD, sin
embargo, también estin relacionados entre si mediante un avance de fase espacial etba,
Este avance de fase se expresa expresa con la Eq.(4.18) (La matriz diagonal para el
avance de fase es E9). Afiadiendo esta propiedad en Eq.(4.15) es posible obtener una
ecuacion de eigenvalores para el voltaje y corriente sobre el puerto 2. Los eigenvalores

de la matriz ABCD estan relacionados con los modos de propagacion B que permite la

V, ) A2
- , 4.1
)5 ) () o
o) (8 i) ()
= . (4.19)
0 C D—E B )\ 1L,

Es tipico desarrollar el determinante de la matriz para calcular los eigenvalores de
Eq.(4.19) utilizando la ecuacién (A — E~8)(D — E~#¢) _BC = 0, sin embargo, esta

ecuacion no siempre es valida. Para poder hacer el célculo de esa manera es necesario

red de dos puertos.

que las matrices A , B, C y D conmuten entre si. Solo conmutan entre si cuando m, = 0.
Si m, = 0 todas las matrices se convierten en matrices diagonales. Para calcular los
eigenvalores ¢(~P%) de una matriz ABCD con variaciones temporales debe operarse el
determinante a partir de los elementos de las matrices A , B, C y D, tal como en la
Eq.(4.20).

Ay —eBa A Biy Bio V= 0
A Apy — e~ Ba B B vr=l 0
21 2 2 2 270 _ 4.20)
Cn Ciz Dy —e e D> 3= 0
&) C» D», Dy — e~ e 5=l 0

Los eigenvalores de la matriz ABCD representan los modos que forman las ban-
das p de la relacion de dispersion. Aqui hay que notar que si se consideran dos armoni-

cos (n = 0yn = 1) se produce una matriz de 4x4, esos significan 4 eigenvalores, sin
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

30.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Fig. 4.5: Relacion de dispersion obtenida con la Eq.(4.1) del métodos Kronig-Penney
(linea negra) y la matriz ABCD (linea amarilla). Aqui las modulaciones son m, = 0.5

ymp = —0.1

embargo estos representan a las dos primeras bandas (p =1y p = 2) y sus bandas
negativas (p = —1 , p = —1) es decir que salen los valores positivos y negativos del
mismo modo. Ya se ha demostrado que todos los eigenvalores de la matriz ABCD nos
da informacion sobre los modos [, que se propagan en nuestra red de dos puertos. La

matriz ABCD puede factorizar como una matriz diagonalizable (Eq.19).

[ABCD] =T = PUP ! (4.21)

Donde PP es una matriz que contiene los eigenvectores y U es una matriz diagonal que
contiene los eigenvalores. Esta es la solucion obtenida de la funcién eig() de Matlab.
En conclusion, la relacion de dispersion estd contenida en los eigenvalores de la matriz
ABCD. La matriz ABCD de una celda unitaria simétrica de la linea de transmisién con

variacion periddica se muestra en la Eq.(4.22).

A B 1+1lzy z+1zyZ
('t +ﬂ (4.22)
C D Y 1+3YZ

La matriz ABCD de una linea de transmision con n celdas se calcula multiplican-

do n veces la matriz ABCD de una celda unitaria, sin embargo con la factorizacién de
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

Eq.(4.21) solo es necesario conmutar n veces la matriz de eigenvalores.

[ABCD]" = PU"P! (4.23)

En la Fig.4.5 se compara la relacion de dispersion obtenida con la matriz ABCD consi-
derando 200 armonicos contra la solucion de la ecuacion analitica del modelo Kronig-
Penney.

4.3. Respuesta eléctrica

El esquema bésico de las conexiones de una linea de transmisién estd compues-
to por un generador de senal y una impedancia Z; en serie conectados al puerto 1y,
una impedancia de carga Z; conectada en el puerto 2, ver Fig.4.6. Generalmente las
impedancias Z; y Zy son iguales. La matriz ABCD de la Fig.4.6 correspondiente a una
modulacién de perfil cuadrado es igual a Eq.(4.22), pero se re-nombraron los voltajes
y corrientes como Vy = Vp, I} =14, Vo=V y I, =1I3.

% ABCD

Fig. 4.6: Linea de transmision modulada expresada como una red de dos puertos (Pa-

rametros ABCD) con una fuente de excitacion Vj,(¢) y una impedancia de carga Z; .

Los voltajes Vo, VB y las corrientes I y Ig pueden calcularse en funcion del
voltaje de entrada Vj, de acuerdo a Eq.(4.24) y Eq.(4.25).

Va =G Vi Ih=Z,'(1-G ")V (4.24)

Vi =Z1G, Vi It =G, 'Vin (4.25)
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

G =1+Z(C+Dz ) (A+BZ ! (4.26)

Gy =AZ1+B+72,CZ;+ Z;D (4.27)

Las matrices G| y G, contienen los pardmetros ABCD de la linea de transmision,
segin las Eq.(4.26-4.27). El vector columna Vj, representa la sefial de entrada expre-

sada como la sumatoria Vj, = ¥, V(@)

! SnQ, donde Q es un armoénico del peine
de frecuencias. Si la sefial de entrada es de frecuencia ® + QQ las ganancias G| y G»
(y por consecuencia la matriz ABCD) no sufrirdn cambios. Esta es una caracteristica
importante para poder obtener los parametros A , B, C y ID a partir de los voltajes y

corrientes transmitidos y reflejados por la red de dos puertos.

4.4. Parametros S

En la mayoria de las ocasiones es no es practico calcular los pardmetros ABCD a
partir de mediciones eléctricas, pues eso requiere colocar los puertos en corto circuito o
dejarlos flotantes. En el rango de las microondas, la red de dos puertos esta representada
en parametros S. Es posible expresar la linea de transmision variante en tiempo en
parametros S, ver Eq.(4.28). Aqui los pardmetros S también son matrices cuadradas
que contienen matrices de impedancia y admitancia. El voltaje transmitido, V;uem,, y
reflejado, V ,,..1,, €xistente en el puerto 1[2] se calcula a partir de la caida de voltaje
sobre la impedancia Z; [Z; ] de acuerdo a la Eq.(4.29) y Eq.(4.30), respectivamente. El
subindice puerto indica el numero del puerto al que corresponde el voltaje o corriente.
La impedancia Zy corresponde a la impedancia promedio de la linea de transmision
modulada y es deseable que Zg = Z; = Z;.

A vy
— -
B s ¥ aaas—— . s
Puerto 4 S vy Puerto
1 - — 2
—_— e e

Fig. 4.7: Diagrama esquematico de una red de dos puertos configurado para representar

parametros ABCD. El puerto 1 es la entrada y el puerto 2 la salida.
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

Vi~ Si1 S \7N
1_ _ (S Si 1+ 4.28)
Vv, St S/ \Va

1
V;—uerto = E (Vpuerto + ZOIpuerto) 4.29)
_ 1
puerto — E (Vpuerlo - Z()Ipuerto) (4.30)

Si se desea medir los pardmetros S de una linea de transmisién modulada con
un instrumento de medicién (algo similar a lo que haria un VNA) no seria suficiente
excitar la linea con una sefial de una sola frecuencia. Por ejemplo, el parametro S;; de
un circuito invariable en tiempo se calcula de acuerdo a la Eq.(4.31). Este es un cociente
entre dos amplitudes complejas, sin embargo, con el formalismo de la Eq.(4.28) esta
operacion no podria realizarse pues se trataria de una divisién entre vectores columna
cuyo resultado ha de ser una matriz cuadrada. El 4dlgebra de matrices no permite esta
operacion.

78

S = vE
1 v =0

4.31)

Anteriormente se dijo que una sefial de excitacion cuya frecuencia sea ® -+ n€2 no
modificard las ganancias G| y G, que satisface las condiciones de frontera y por conse-
cuencia los pardmetros ABCD. Esta propiedad también estd presente en los parametros
S. Esto permite concatenar los vectores columna fom (®+nQ) para formar una matriz

cuadrada, Eq.(4.32) que permita calcular los pardmetros S con la Eq.(4.33) y Eq.(4.34).

Voor = [ V(@ =Q),V;,,(0), Vi, (0+Q)...] (4.32)
S = VI_(VT)_I}VEL:O Siz =V, (Vi)”!w:o (4.33)
So1 = V5 (V)] R Spp = V5 (V) 7! lvi=o (4.34)

Los pardmetros S en Eq.(4.33) y Eq.(4.34) se convierten a pardmetros ABCD con
las Eqgs.(4.35-4.38) para obtener la relacion de dispersion de la linea de transmision. La
cantidad de bandas permitidas que se obtengan depende de la cantidad de ondas con
frecuencias ® 4+ n€2 que se utilicen. Por ejemplo, si se aprecian 5 armonicos significa-

tivos en la respuesta eléctrica de la linea de transmisiéon como minimo debe excitarse
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

iterativamente la linea de transmisién con 5 sefiales pertenecientes a ® + n€2. Con el
método de matrices de impedancias se analiza el estado estable de la linea de transmi-
sién variable en tiempo de manera periddica. Algunos simuladores de circuitos utilizan
el método de balance armdnico para analizar el estado estable de un circuito no lineal.
A continuacion se demostrara que la matematica desarrollada arriba es consistente con

las simulaciones de balance armonico.

1 .
A= E{Slz+[1+811]8211[1 —822]} (4.35)
1 —1
B= Ezo{(l +S11)S5 (1+S22) —812} (4.36)
1
C= EYO {—812 +[1+S; 1]_1[1 —Snj(1 —|—Szz)§2_11[1 — Szz]} 4.37)

D= {812 + [1 —I—Sll]_l[l —Sll](l —l—Sll)SiI(l +Szz)} (4.38)

| =
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4.5. Simulacion de Balance Armonico

Harmonic Balance Simulation Flow Chart

Sample Points
Start ;::> Number of Harmonics DC analysis
Simulation Frequency always done

Error Tolerance :

-
d

h 4

Linear Component: *__¢ MNonlinear Component

Measure Linear Measure Nonlinear
Circuit Currents Circuit Voltages
in the Frequency-Domain in the Frequency-Domain

v

+ Inverse Fourer Transform: Nonlinear voltage

Now inthe Time Domain I[ l

« Calculate Nonlinear Currents
= Fourer Transform: Nonlinear Currents
Now back in the Frequency Domain

ol Test Errar> Tolerance: if yes, modify & recalculate Kirchoff's Law
if no, then StOﬁl correct answer. satisfied!

Fig. 4.8: Diagrama a bloques de una simulacién de balance arménico segtn Keysight.

El motivo del protocolo de medicion expuesto en la seccion anterior es poder
obtener la relacion de dispersion de una linea de transmisién con pardmetros variantes
en tiempo de manera periddica a partir de mediciones eléctricas. En esta tesis se ha
prestado principal atencion a la modulacién periddica de perfil cuadrado, sin embargo
el protocolo de medicion es valido para cualquier modulacion periddica. Por cuestiones
de tiempo no fue posible realizar experimentos de laboratorio, sin embargo se utilizaron
resultados de simulacién para demostrar que los resultados del protocolo de medicién
son iguales a los obtenidos con los célculos que conducen a la Eq.(4.1). El simulador
ADS de la empresa Keysight permite simular circuitos no lineales mediante el método
de balance armodnico. La teoria de operacion de la simulacién de balance armonico,
tal cual aparece en el centro de conocimientos de Keysight (Empresa fabricante del
simulador ADS), es: “El balance arménico es una técnica de andlisis en el dominio de
la frecuencias para simular distorsion en circuitos y sistemas no lineales. Este método
estd bien adaptado para simulaciones analégicas RF y problemas de microondas. Esto

es asi porque cominmente estos andlisis se hacen en el dominio de la frecuencia. Se

50



4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

|r;‘ﬂi HARMONIC BALANCE I
VART
phi=0 HamonicBaiance
HB1
VART Freq1]=1p MHz
me=06 Fregi2]=Mm MHz
W= Order{1
Order[2}-300
VAR2
Cp=400e-12
\//:F:ia T
-2 - - —
VAR4 Veap
i | Prone : —
VAR VFprobet L1 2
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=8 R=Rcir R=RCir,
[ZZ] VAR R
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el /
A in
VARS o
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L. | s .= . sopi
AR SRG38 1616
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‘Weight=no
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Fig. 4.9: Simulacion de una celda unitaria utilizando el modulo SDD2 como capacitan-
cia variable. Aqui C =400pF, L = 1uL, m. = 0.6y f,,(Q/21) = 2MH?.

puede analizar amplificadores de potencia, multiplicadores de frecuencia, mezcladores
y moduladores bajo el régimen de larga sefial sinusoidal”[89].

“El método de balance arménico es iterativo. Esto se basa en la suposicion que
para excitacion sinusoidal existe una solucion de estado estable que puede ser aproxi-
mada satisfactoriamente mediante una serie de Fourier finita. Como consecuencia, los
nodos de voltaje de los circuitos toman un conjunto de amplitudes y fases para todas
las componentes de frecuencia. La corriente que fluye de los nodos hacia elementos
lineales, incluido todos los elementos distribuidos, son calculados mediante un analisis
sencillo en el dominio de la frecuencia. La corriente de los nodos que fluye hacia ele-
mentos no lineales son calculados en el dominio del tiempo, después se usa un analisis
generalizado de Fourier para transformar el resultado del domino del tiempo al domi-
nio de la frecuencia. De acuerdo a la ley de corrientes de Kirchoff, la suma de todas las
corrientes que influyan en un nodo debe ser cero”[89].

Para emular un capacitor variante en tiempo se ha utilizado el Modulo SDD2.
Este mddulo del simulador ADS se utiliza para modelar componentes a partir de sus
ecuaciones comportamentales de voltaje y corriente. En la Fig.4.9 se muestra el circuito

simulador de una celda unitaria.

EnlaFig.4.10 se compara el resultado de respuesta eléctrica obtenida con Eq.(4.19)
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4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo

(punto rojo) y la simulacion de balance armonico (lineas azules). Se aprecia claramente
que los resultados son iguales. Para el célculo de la relacion de dispersion se midi6 la
respuesta eléctrica ante 20 senales de entrada con frecuencias que iban desde ® — 9Q
hasta @+ 10€Q. Las amplitudes obtenidas se acomodan en un arreglo matricial de acuer-
do ala Eq.(4.32). El arreglo matricial de este tipo implica identificar frecuencias negati-
vas, aqui no hay un sentido fisico para tales frecuencias negativas y solo tienen sentido
matematico. Las amplitudes correspondientes a frecuencias negativas deben convertir-
se a su valor conjugado. Se calcula la matriz de pardmetros S y luego se transforma
a parametros ABCD para por fin poder obtener la relacion de dispersiéon mediante los

eigenvalores de la matriz ABCD.

0.2r 7
o1t ]
0 ° ° L e T | e ? Le ? °
-5 0 5 10 15
1 \
S 0 - ‘ ] T l ? I -
v |
-1 I I I
-5 0 5 10 15

MH:z

Fig. 4.10: Magnitud (arriba) y Fase (abajo) de la respuesta eléctrica calculada con

Eq.(4.19) (puntos rojos) y con la simulacién de balance armoénico (linea azul).
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Ba

Fig. 4.11: Relacién de dispersion (Region de onda larga) de una linea de transmision
con modulacion m,. = 0.6. Solucion de la ecuacion analitica (linea azul). Resultado de
la simulacion de balance armoénico mediante el método de matriz ABCD con excitacion

iterada de 20 sefiales con frecuencias ® -+ n€2 (puntos rojos).

La Fig.4.11 muestra que la relacién de dispersion obtenida a partir de los datos
de simulacién se aproxima muy bien a la calculada con la ecuacién analitica Eq.(4.1).
En esa figura se consider6 una modulacion de capacitancia m, = 0.6. La estructura
de bandas de una linea de transmision con elementos discretos es periddica en f3, y su
periodo es igual al tamafio de la celda unitaria a, sin embargo la Fig.4.11 representa una
aproximacion de longitud de onda larga, y se puede observar el patrén periddico que

ya se habia mostrado en la Fig.3.1 para un medio dieléctrico con modulacién m = 0.6.
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Fig. 4.12: Relacién de dispersion (Region de onda larga) de una linea de transmision
con modulacién m. = 0.6 y resistencia en serie de 3Q2. Solucidn de la ecuacién analitica
(linea azul). Resultado de la simulaciéon de balance armoénico mediante el método de
matriz ABCD con excitacion iterada de 20 sefiales con frecuencias ® + n€2 (puntos

rojos). Aqui las bandas prohibidas se han cerrado debido la presencia de la resistencia.

La estructura de bandas se verd afectada si se afiade una resistencia al modelo de
linea de transmision. Las bandas prohibidas tenderan a cerrarse y los modos de propa-
gacion tendran una constante de propagacion 3 compleja. La Fig.4.12 corresponde a la
relacion de dispersion de la linea de transmision en Fig.4.9 con modulacion m, = 0.6
y una resistencia en serie de 3Q. Las bandas prohibidas se han cerrado totalmente y en
su lugar han aparecido modos degenerados para las frecuencias ® = N /2. La Fig.4.13
exhibe [Im[Ba]|. Esta componente imaginaria de 3 representa la atenuacién de las on-
das de voltaje a lo largo de la linea de transmision. Esta atenuacion espacial puede
reducirse, e incluso anularse para las frecuencias ® = N /2, si se aumenta la modula-
cion de capacitancia. En la Fig.4.14 se muestra la relacion de dispersion de la linea de

transmision con resistencia de 3Q2 y m. = 0.8.

54



4. Linea de transmision con capacitancia variante en tiempo
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Fig. 4.13: Im|B] de la linea de transmisién con modulacién m, = 0.6 y resistencia 3Q.
Solucién de la ecuacion analitica (linea azul). Resultado de la simulacién de balance
armonico mediante el método de matriz ABCD con excitacion iterada de 20 senales
con frecuencias ® + n€Q (puntos rojos). Todos los modos de propagacion tienen una

atenuacion a lo largo de la linea de transmision.

El incremento en la modulacién provocé la apertura de las bandas prohibidas y
la disminucién de Im[f]. El célculo analitico predice que los modos con frecuencia
® = 1/2 deben de ser puramente reales, sin embargo, las mediciones obtenidas del
simulador no logra llegar exactamente a ese valor. Esto se debe a un error numéri-
co introducido por la degeneracion de las amplitudes de voltaje y corriente, en el es-
pacio de Fourier, justamente para la frecuencia ® = 1/2. Hay que recordar que los
voltajes y corrientes expresados mediante el teorema de Bloch-Floquet estan forma-
dos por ondas con frecuencias ® + n€, si ®/Q = 0.5, el peine de frecuencias seria
Q[...,—1.5(0.5-2),-0.5(0.5—-1),0.5(0.5),1.5(0.5+ 1), ...]. En las ondas de Bloch-
Floquet todas las frecuencias existentes tienen su contraparte negativa, sin embargo
en la representacion de Fourier del balance arménico tinicamente existen frecuencias
positivas Q[0.5(0.5),1.5(0.5+1),...].
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Fig. 4.14: Relacion de dispersion (Region de onda larga) de una linea de transmision
con modulacién m, = 0.8 y resistencia en serie de 3Q2. Solucidn de la ecuacién analitica
(linea azul). Resultado de la simulaciéon de balance armoénico mediante el método de
matriz ABCD con excitacion iterada de 20 sefiales con frecuencias ® + n€2 (puntos
rojos). Aqui las bandas prohibidas han vuelto y tienen una estructura periddica tal como

se observo en un medio dielectrico con modulacién m = 0.8.

Entonces existe una ambiguedad para concatenar las respuestas eléctricas y for-
mar una matriz de la forma Eq.(4.32). Para evitar caer en esta ambiguedad se ha deci-

dido simular la linea de transmision a frecuencias lo mas cercanas posibles a ® = 0.5.
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Fig. 4.15: Im[B] de la linea de transmision con modulacion m. = 0.8 y resistencia 3Q.
Solucién de la ecuacion analitica (linea azul). Resultado de la simulacion de balance
armonico mediante el método de matriz ABCD con excitacion iterada de 20 senales
con frecuencias ® + n€ (puntos rojos). Todos los modos de propagacion tienen una
atenuacién menor comparada a la que se muestra en Fig.4.13. En la cercania de las
frecuencias ® = 0.5,1.5,efc. se encuentran los valores minimos, y conforme mas se

acerque a esa frecuencia el valor tiende a ser 0.
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Trabajo a futuro

El protocolo de medicion mediante la matriz ABCD con multiples e iterativas
excitaciones en la linea de transmision es aplicable con cualquier mecanismo de mo-
dulacién de capacitancia. La unica condicidn es que sea una modulacién periodica. A
continuacién se proponen 2 metodologias que logran variaciones de capacitancia pe-

riodica.

5.0.1. Emulacion del circuito segin SDD2

Generalmente se utiliza un diodo varactor como capacitancia variable en tiem-
po. La variaciéon depende de una fuente de modulacion externa acoplada con un nivel
de voltaje para establecer un punto de operacion. El arreglo de varactor requiere de
un filtro entre la fuente de modulacién y el nodo de propagacién. Aqui se propone un
circuito que simule el comportamiento del médulo SDD2 de ADS como capacitancia
variable en tiempo. En la fig.7 se muestra el diagrama de bloques del circuito propues-
to. Este circuito estd compuesto por un buffer de entrada que esta sensando el voltaje
nodal de propagacién. Un multiplicador analdgico de cuarto cuadrante multiplicara el
voltaje sensado con una sefial proporcional a la modulacion de capacitancia. El perfil
de modulacion depende de la forma de onda de la sefial de modulacion, esta puede ser
armonica, triangular, diente de sierra, etc. La sefial de modulacion cuadrada es creada a
partir de la superposicion de finitos arménicos de una frecuencia de modulacion Q /2.
EL voltaje de salida de la etapa multiplicadora pasa por un amplificador diferenciador
y por ultimo una fuente de corriente controlada por voltaje suministrara una corriente
de retroalimentacion al nodo de propagacién. El circuito propuesto contiene més ele-

mento con respecto al circuito con varactor, sin embargo, debido la alta impedancia
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5. Trabajo a futuro

del nodo de entrada (Buffer) la sefial de modulacién no interfiere directamente al no-
do de propagacion. No se necesita el disefio de filtros en este circuito. Ademas es un
circuito modular, por lo cual se pueden disefar las diferentes etapas por separado para

diferentes condiciones de diseqo.

Fig. 5.1: Diagrama a bloques del circuito simulador de capacitancia periddica variable

en tiempo.

5.0.2. Arreglo de capacitores conmutados

Cx (‘:kz

i

(1) Capacitancia maxima (2) Capacitancia minima
Figura 5.2: Capacitancia variante en tiempo mediante un arreglo conmutado de

capacitores.

Esta propuesta esta enfocada unicamente a un perfil de modulacidén cuadrada.
El circuito consiste en un arreglo de capacitores conmutados que estdn conectados al

nodo de propagacion de la linea de transmision, y tendrd un capacitor conectado en

59



5. Trabajo a futuro

todo momento mientras otro capacitor estard conmutando entre el capacitor fijo y un
amplificador. En Fig.5.3 se muestran las dos etapas que estaran conmutando entre si.
En la etapa 1, la capacitancia méxima es igual al valor de un capacitor Cy, mientras
tanto en todo momento se esta sensando el voltaje sobre el nodo de propagacion para
luego ser amplificado y llenar cargar un capacitor C,. En la etapa 2 el capacitor C, se
desconecta del amplificador y se conecta en serie con C,. En la etapa 2 la capacitancia
equivalente es igual a C; = CC,/(C, + Cy), dado que serd una capacitancia menor a
C, esta seria considerada la capacitancia minima de la funcion cuadrada. La etapa 1
y 2 se alternan periodicamente para formar la variacion cuadrada de capacitancia. La
frecuencia de conmutacion debe ser el doble a la frecuencia de modulacion.

Este arreglo conmutado asegura la continuidad de carga eléctrica a través de cada
conmutacion (interfaz temporal). En la Fig.5.3 se muestra una simulacién del arreglo

conmutado y se aprecia que se cumple tal continuidad.
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(1) Carga electrica sobre el arreglo de capacitor a (2) Continuidad de carga eléctrica

traves del tiempo (linea azul) junto a las interfa-
ces temporales creadas por las conmutaciones del

circuito (Iinea roja).

Figura 5.3: Continuidad de carga eléctrica a través de cada interfaz temporal.

En este momento de la investigacion se ha simulado una linea de transmision
utilizando el arreglo conmutado de capacitancias como capacitor variante en tiempo. En
la Fig.5.4 se muestra la relacion de dispersion calculada con el método Kronig-Penney
(linea negra) comparada con la relacién de dispersion calculada con las mediciones del
simulador y el método de la matriz ABCD. En la Figura se aprecia una aproximacion
medianamente aceptable entre ambos métodos para frecuencias no tan cercanas a ® =

0.5, sin embargo numéricamente es una buena aproximacion.

60



5. Trabajo a futuro

T

3 0.5

0 05 1 15
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Fig. 5.4: Relacion de dispersion obtenida para una linea con capacitancia variable en
tiempo utilizando un arreglo conmutado. El método de matriz ABCD (puntos azules)

ha sido utlizado y se compara contra el metodo Kronig-Penney (linea negra).

Ambos métodos tienen sus desafios para llevarlos a la practica. Por ejemplo, el
circuito simulador SDD?2 requiere de una seleccion adecuada de amplificadores opera-
cionales; que tengan anchos de banda que alcancen a cubrir por lo menos los arménicos
mas significativos de la onda cuadrada. Por su parte el circuito de capacitores conmuta-
dos necesita de una seleccion adecuada de interruptores con la menor perdida posible;
un circuito que asegure una correcta conmutacion de todos los interruptores involucra-
dos; y también se requiere de un disefio robusto de amplificador que soporte cargas

capacitivas.
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6

Conclusiones

6.1. Conclusiones Principales

= La relacion de dispersion de un medio modulado en tiempo con perfil cuadrado
siempre serd periddica con respecto a la frecuencia ® cuyo periodo es la frecuen-
cia de modulacién. Solo para valores selectos de la modulacién y T (proporcio-
nes de los intervalos de tiempo que forman el periodo de modulaciéon T) es que
también se puede presentar periodicidad con respecto al nimero de onda k. El
periodo k., depende de la modulacion del medio y el valor de T. La aparicion de
bandas prohibidas de k es una propiedad caracteristica en los medios modulados

en tiempo.

El campo electromagnético en los medio modulado en tiempo se comporta de

tres diferentes maneras dependiendo de donde se localiza su modo de propagacion:

= El campo corresponderd a una onda Bloch que se propaga por el medio si el
modo de propagacion pertenece a cualquiera de las bandas permitidas (excepto

para una frecuencia @ = NQ/2), siendo N un nimero entero.

= El campo electromagnético estard formado por ondas estacionarias cuando el

modo de propagacion tiene frecuencia ® = N/2 .

= La frecuencia de propagacion serd compleja y el campo electromagnético au-
mentara o disminuird de manera exponencial con el tiempo si el modo pertenece

a una banda prohibida del vector de onda k.
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6.2.

La energia total transmitida y reflejada por la placa modulada es superior a la
energia de la onda incidente. El mecanismo de modulacion del medio inyecta

esta energia adicional.

Se desarroll6 un protocolo de mediciéon para una linea de transmisién modu-
lada en tiempo utilizando la teoria de redes de dos puertos. La capacitancia e
inductancia con modulacion periddica en tiempo se representa a través matrices
cuadradas de admitancia e impedancia. A partir de esas matrices se pueden obte-
ner los pardmetros ABCD variantes en tiempo. Aqui cada elemento de la matriz

ABCD es una submatriz cuadrada.

Es posible calcular la relacion de dispersion de la linea de transmisién modulada
con la respuesta eléctrica ante excitaciones iteradas con las frecuencias ® + n€2.
El voltaje reflejado y transmitido es trasformado al espacio de Fourier y después
se concatenan las respuestas eléctricas de cada excitacion para formar una matriz

cuadrada de voltajes reflejados y transmitidos.

Conclusiones Parciales

Un medio con permitividad y/o permeabilidad caracterizada con una modulacién
periddica temporal de perfil cuadrada brinda la facilidad de analizarse mediante

el método Kronig-Penney.

Las soluciones a la ecuacién de onda bien definidas para cada intervalo de tiempo
donde la capacitancia es constante se relacionan entre si al satisfacer las siguien-
tes condiciones de frontera: El campo desplazamiento D(¢) y magnético B(t)
deben mantenerse continuos a través de las interfaces temporales creadas por el

perfil cuadrado de modulacién.

El teorema de Bloch-Floquet permite reducir las infinitas interfaces temporales
creadas por la modulacién cuadrada a simplemente 3 interfaces significativas.
Resolver la ecuacion de onda del medio variante en tiempo durante un solo pe-
riodo de modulacion es suficiente para conocer el comportamiento del campo

electromagnético en todo instante de tiempo.
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= [a relacion de dispersion esta compuesta por bandas permitidas del vector de

onda k separada por bandas prohibidas.

= La periodicidad con respecto a k existe para cualquier modulacién y valor de T
que satisfaga la Eq.6.1, y esta solucién sea un nimero racional. La cantidad de
bandas prohibidas dentro del periodo k., depende del valor del nimero racional

namero racional.

WVI=-m+vV1i+mr—V1i+m| N ©.1)

Vi—m—V1+mi+VI+m| M

= La relacion de dispersion tiene todas la bandas prohibidas Ak del mismo ancho

cuando existe modulacién de permitividad y permeabilidad con la misma mag-
nitud pero estdn fuera de fase. Aqui la velocidad de propagacion se mantiene

contante a través de la interfaz temporal, y la impedancia del medio cambia.

= Larelacion de dispersion no presenta bandas prohibidas Ak y esta compuesta de
lineas rectas cuando la modulacién de permitividad y permeabilidad son de igual
magnitud y en fase. La pendiente de dichas lineas es proporcional a la raiz de los
valores promedio de permitividad (€) y permeabilidad (7). Aqui la velocidad de
propagacion cambia a través de la interfaz temporal, y la impedancia se mantiene

constante e igual a la impedancia promedio del medio sin modular.

Se ha demostrado que:

= [a maxima tasa de crecimiento exponencial del campo electromagnético ocurre

para los modos justo al centro de las bandas prohibidas.

= Es posible obtener valores Max[Im(®)] iguales para diferentes bandas prohibidas
a lo largo de la relacion de dispersion que tenga periodicidad en frecuencia ® y
numero de onda k. En esta tesis se han mostrado los casos de doble periodicidad
cuando Eq.(6.1) es 0, 1/2 y 1/3.

= Todas las bandas prohibidas tienen el mismo ancho y sus valores Max[Im(®)]
también son iguales cuando N; = 0 en la Eq(6.1). Para este caso, el Max[Im(®)]

en funcién de una modulacién dada se puede calcular con la Eq.6.2.

Ln(V1+m/v/1+m)

Max[Im(®)] = o

(6.2)
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= [a respuesta Optica de una placa con modulacién de permitividad y/o permeabi-
lidad con perfil cuadrado ante la incidencia de una onda plana consta de campos
reflejados y transmitidos formados por la superposicion de ondas planas con fre-

cuencias pertenecientes al peine de frecuencias ® + n<2.

= El campo transmitido por una placa con modulacién de permitividad y permeabi-
lidad de igual magnitud y fuera de fase esta compuesto tinicamente por el armoéni-
co fundamental n = 0, mientras el campo reflejado si esta compuesto por diversos
armonicos del peine de frecuencias. La reflectancia y transmitancia total varian
con respecto a la frecuencia ®. La impedancia promedio de la placa modulada

debe ser igual a la impedancia del medio que la rodea.

= El campo transmitido por una placa con modulacién de permitividad y permea-
bilidad de igual magnitud y en fase esta compuesto por diversos armoénicos del
peine de frecuencias, y no existe campo reflejado por la placa modulada. La impe-
dancia promedio de la placa modulada debe ser igual a la impedancia del medio
que la rodea. Esta es una condicion importante para la ausencia de campo refle-
jado pues no existe cambié de impedancia a través de las interfaces temporales
ni espaciales. La transmitancia total esta por encima de la energia incidente en la

placa y es igual para cualquier frecuencia .

Dada la dificultad para obtener modulaciones en el regimen dptico, la mayoria
de las aplicaciones de los sistemas modulados en tiempo han sido en el régimen de
las microondas. El comportamiento de un medio dielectrico con variacidon temporal de
permitividad y permeabilidad es andlogo al comportamiento de una linea de transmi-
sién (en el limite de longitud de onda larga) con capacitancia e inductancia variables
en tiempo. En el trabajo de maestria [83] ya se ha estudiado la relacion de dispersion
de una linea de transmision con capacitores e inductores con modulacion periodica

temporal de perfil cuadrado.

= En esta tesis se ha propuesto un par de circuitos que emulan una capacitancia
modulada con perfil cuadrado y que cumple con la continuidad de carga eléctrica

a través de cada interfaz temporal.

= [a primer propuesta consta de un buffer que sensa el nodo de propagacion de la

linea de transmision; la sefal recogida pasa por un circuito derivador y después
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por una fuente de corriente controlada por voltaje que inyecta corriente al nodo

de propagacion.

La segunda propuesta consta de un arreglo de capacitores conmutado. Un ampli-
ficador es utilizadoo para asegurar la continuidad de carga entre cada conmuta-

cion.

Ambas propuestas tiene la particularidad de no utilizar diodo varactor como ca-
pacitancia variable y eso permite desacoplar el nodo de propagaciéon del nodo

donde se conecta la fuente de modulacion.

La relacion de dispersion de la linea de transmision modulada proviene de los
eigenvalores de la matriz ABCD. Si la linea de transmision esta compuesta de N
celdas unitarias bastara con multiplicar la matriz ABCD consigo misma N veces
para obtener la matriz ABCD de la linea de transmision completa. La relacion
de dispersion es equivalente a la raiz N de los eigenvalores de la matriz ABCD

equivalente.

Para obtener los parametros ABCD a partir de las mediciones de la respuesta
eléctrica primero es necesario obtener los pardmetros S de la linea de transmision
modulada. Luego se transforman a parametros ABCD. Los pardmetros S son
matrices cuadradas resultado de operar las matrices de los voltajes transmitidos

y reflejados por la linea de transmision.

Es posible reducir la atenuacién a lo largo de la linea de transmisién cuando
esta tiene perdidas ohmicas. Incluso pueden haber modos con Im(B) = 0 si la
modulacién es lo suficientemente fuerte. Estos modos son de frecuencia ® =

NQ/2 siendo N un nimero impar.

La relacion de dispersion calculada a partir de los pardmetros ABCD tiene una
ambigiiedad matematica para los modos con ® = NQ/2. Una alternativa para
evitar dicha ambiguedad es excitando la linea de transmisién modulada con fre-

cuencias lo mas cercanas a ® = NQ/2 pero sin llegar a ella.

El protocolo de medicidon propuesto arroja relaciones de dispersion consisten-
tes con los calculos a través del método Kronig-Penney. Ambos resultados son

validados con simulaciones de lineas de transmision en software comerciales.
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Apéndice A

La estabilidad de un cristal foténico temporal se calcula utilizando el método
de la matriz de transicion. De acuerdo a la condicion de estabilidad, los eigenvalores
A de la matriz de transicion debe obedecer la condicién |A| < 1. Para crear la matriz
de transicion ¢(7,0) sobre el periodo T es necesario re-escribir la ecuacién de on-
da, Eq.(2.7), como una ecuacién de estado, donde el campo desplazamiento D(¢) y
magnético B(z) son elementos del vector de estado. Debido a los perfiles cuadrados de
€(t) y u(r) la Eq.(2.7) puede dividirse en dos. Por la razén anterior el vector estado
es la ecuacion matricial [D(r), B(1)]" = W12 [DY,,D},]". Aqui la matriz W, Eq.(7.1),
contiene las dos soluciones linealmente independientes del campo D(¢) de acuerdo a la

ecuacion Eq.(2.8) y al campo magnético B(¢) calculado con la Eq.(2.4).
e—l'(l)Lzl‘ eiwl,Zt
Wiz = poois,io 20121 i o (7.1)
k k

Las amplitudes D]LZ y D , son incognitas usadas para crear la matriz de transicion,
0 (8, %a). La matriz de transicién Eq.(7.2) relaciona los campos [D(tg), B(tg)] en el ins-

tante zg con los campos [D(fy), B(t)] con el tiempo inicial zq.

O(tp.te) = Wi2(1g) Wi 2(t) ™ (7.2)

La matriz de transicion sobre el periodo T es el producto de las dos matrices de
transicién O(7,1,") y 0(¢;,0).

o(T,0) = o(T,1)o(1;,0)
= Wa(T)Wa(t;") Wi (7 )W (0) ! (7.3)
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La condicién de estabilidad, Eq.(7.4), se encuentra cuando se resuelve el polino-

mio caracteristico de la Eq.(7.3).
[011(7,0) + 022(T,0)| <2 (7.4)

La condicién de estabilidad del medio con variacion periddica de perfil cuadrado

€s:

e T o

La comparacion de la Eq.(7.5) y la relacion de dispersion Eq.(2.18) confirma que

los campos D(¢) y B(t) son estables cuando la frecuencia angular es real y el nimero

de onda pertenece a cualquier banda permitida de k.
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