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Resumen

Resumen.

El objetivo de este trabajo es restaurar imagenes degradadas
bilinealmente con ruido aditivo usando procesadores bilineales bi-
invariantes digitales en cualquiera de sus tres modalidades:
procesador de la funcién de intensidad mutua, procesador de la
funcion del espectro mutuo y procesador en el espacio fase. La
restauracion bilineal puede ser iterativa en cualesquiera dominio.
Los resultados se presentan para el siguiente caso: imagen bilineal
de un punto (sin o con desenfoque, sin o con ruido, mono cromatica
o poli cromatica). Finalmente, tanto el filtro bilineal de Wiener como
el filtro RNC (Red Neuronal Celular) se complementan para obtener
buenos estimados a las imagenes bilineales restauradas.

Abstract.

The aim of this work is the restoration of spatial degraded
images with additive noise using bilineal and bi-invariant digital
processors in any of their three possibilities: the mutual intensity
function, the mutual complex spectrum function and the phase
space function. The bilineal restoration can be iterative in any of
their three possibilities. The results are shown in the following case:
one point bilineal image (with or without focus, with or without noise,
monochromatic o polychromatic). Finally, the bilineal Wiener filter
and the CNN (Cellular Neuronal Network) filter are putting on
together to get better estimators to the restored bilineal images.



Médulo al cuadrado de la Distribucién de Wigner poli cromatica de
una rendija (E. Jara G, J. Carrranza, L. R. Berriel-Valdos).
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Introduccion

INTRODUCCION.

Cuando una imagen estd deteriorada espacialmente,
suavizando parcialmente algunos o todos sus detalles, la pregunta
que surge es: ¢/podemos recuperar los detalles originales de la
imagen sin conocer el objeto ni las caracteristicas del sistema 6ptico
que la produjo?. La respuesta no es sencilla, pero en algunos casos,
cuando a priori se conoce la funcién de punto extendido en
intensidad (fpei), que suavizo la imagen, la informacién puede en
principio recuperarse. La restauracion de la imagen degradada se
puede llevar a cabo con ayuda de diferentes tipos de técnicas, las
cuales pueden ser analégicas, digitales o una combinacion de
ambas. La posibilidad de restaurar una imagen (o una sefal) ofrece
mayores retos cuando al deterioro espacial de la imagen se le
adiciona ruido independiente del objeto. De acuerdo al nivel del
ruido en la imagen degradada y caracteristicas del sistema Optico se
puede o no recuperar la imagen.

Casi en cualquier procedimiento de restauracion de imagenes
se acepta el principio de linealidad e invariancia espacial como las
bases fisicas y matematicas con las cuales se degrada y procesa
una imagen. Con esta bases se garantiza buenos resultados cuando
las degradaciones espaciales son relativamente pequenas y los
niveles de ruido son bajos. No sucede lo mismo cuando los valores
de los coeficientes del polinomio de aberracién del sistema ptico se
incrementan, en este caso el numero de ceros de la Funcion de
Transferencia Optica (OTF) también aumenta, de tal manera que la
imagen que se restaura comienza a ser irreconocible.
Adicionalmente, si al detectar o al digitalizar la imagen se genera
ruido (o al procesar la imagen se adiciona ruido por el tamano de la
longitud de palabra del procesador digital) al restaurar la informaciéon
de la imagen degradada, el resultado no es del todo satisfactorio. La
restauracion por métodos lineales de imagenes fuertemente
degradadas normalmente tiene defectos secundarios generados por
el tamafio finito de la palabra de memoria del procesador digital,
haciendo que estos defectos sean evidentes conforme el nivel de la
degradacién espacial aumenta.
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Por otfro lado, también la restauracidn de imagenes
variantemente degradadas es todavia un problema a resolver con
procesadores lineales, ya que si [a imagen no se puede separar por
regiones que tienen la misma degradacion asi como el mismo valor
numeérico de ésta, la restauracién no se puede llevar a cabo.

Una segunda alternativa para la restauracion de imagenes
degradadas, con o sin ruido, es utilizar el concepto de procesador
bilineal espacialmente bi invariante. Esta alternativa es la que aqui
se estudia. Los procesadores bilineales empezaron a investigarse
para procesar imagenes con la funcion bilineal conocida como
Distribucion de Wigner (DW). El precio a pagar por usar la DW es la
sofisticacion en los procesadores épticos, digitales o hibridos a
emplear, ya que estos procesadores se hacen mas laboriosos y
costosos de implementar, en comparacion con los procesadores
lineales. Sin embargo, esta alternativa ofrece la posibilidad de
restaurar punto a punto la informacion y por consiguiente restaurar
bilinealmente fue una posible solucién al problema de las imagenes
variantemente degradadas. En este trabajo se muestra que esta
solucion no es factible por la misma naturaleza de las funciones
bilineales.

Por otro lado, el poder procesar punto a punto la informacién
no implica que restaurar bilinealmente iméagenes degradadas
espacialmente sea necesariamente mejor que la restauracion lineal,
lo que si se observa es que la restauracion con procesadores
bilineales bi invarianies ofrece mayor numero de caminos o formas
para analizar y visualizar tanto la imagen bilineal degradada como la
ya restaurada. '

El procedimientc que aqui se sigue para restaurar
bilinealmente imagenes es en base a simulaciones numeéricas,
usando el filtros bilineal de Wiener. Esto ayuda a hacer un estudio
sistematico del problema. Los algoritmos bilineales iterativos aqui
propuestos asumen como hipotesis de trabajo que la imagen bilineal
a restaurar tiene ruido aditivo y su primer estimado el que se obtiene
en la condicién no iterativa. Como ejemplo y sin menoscabo de
generalidad, se restaura la imagen bilineal de un punto en luz
incoherente, el cual puede o no estar fuera de foco,
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con o sin ruido aditivo. Por extension, la técnica se puede aplicar a
imagenes bilineales poli cromaticas de un punto, bajo la suposicion
que las longitudes de onda asociadas a cada uno de los tres colores
primarios son independientes.

Debido a que los ejemplos que se llevan a cabo son para
imagenes desenfocadas de un punto, luego la pupila compleja del
sistema optico formador de la imagen tiene simetria circular, esta
suposicion hace que las simulaciones numéricas bilineales sean
méas répidas que aquellas que no toman en cuenta este hecho,
como se muestra en los resultados obtenidos en el apéndice D. Las
simulaciones numeéricas que aqui se presentan se lievan a cabo con
ayuda del algoritmo de transformada coseno discreta rapida debido
a que existe simetria radial tanto en la imagen como en la FTO.

Finalmente, para el caso de imagenes medianamente
desenfocados, la restauracion se hace con el algoritmo bilineal
iterativo y con un algoritmo de una Red Neuronal Celular (RNC), el
cual normalmente se usa para restaurar imagenes binarias con
ruido. Con este procedimiento se puede también restaurar imagenes
cuando el valor del coeficiente de desenfoque es grande o pequeio,
siempre gue el estimado este cerca del mejor estimado a la (Imagen
Limitada por Difraccion) ILID con sus frecuencias altas realzadas.

La presentacion de este trabajo se divide en seis capitulos y
ocho apéndices, de la siguiente manera: El primer capitulo es un
repaso de la teoria lineal de procesamiento de imagenes, la imagen
puede o no tener ruido aditivo. En la seccion final se lleva a cabo la
hipbtesis de trabajo de que cualquier imagen degradada con
aberraciones espaciales (en el que los coeficientes del polinomio de
aberracion pueden tener cualquier valor) se puede considerar como
la superposiciéon de la ILID mas una perturbacion espacial de la
ILID, que depende del valor del coeficiente de la aberracidn. Esta
hipotesis de trabajo es Util para el caso de perturbaciones espaciales
pequeiias ya que el filtro RNC puede eliminarlas.

La Distribucion de Cohen (DC), un caso particular en la teoria
de los sistemas bilineales bi invariantes y simultdneamente la
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de la teoria de la DC aplicada a procesamiento de imagenes. Por
consiguiente, se parte de la DC para procesar bilinealmente
imagenes en el espacio fase. Casos particulares de la DC son la
Funcién de Ambigledad (FA) y la Distribucién de Wigner (DW), a la
vez si alguna de estas dos Ultimas se conocen se puede generar
cualquier DC, una vez que se propone un "kernel". Por extension,
al resultado obtenido en la seccion final de primer capitulo, se
generaliza y se obtiene el resultado analogo para la DW.

El tercer capitulo esta centrado en la teoria de Volterra de los
procesos no-lineales, con esta teoria se generaliza los resultados
del segundo capitulo. Se parte del proceso que representa a un
sistema no lineal, del termino bilineal se encuentra la FA, de esta
Gltima funciéon bilineal se encuentra la DC y al aplicar la
Transformada de Fourier (TF) a la FA se deduce la DW. Ya que
estamos tratando con imagenes en luz incoherente y procesos
bilineales se define a la funcién bilineal de una imagen como la
funcion de intensidad mutua (fim) y a su espectro bilineal como la
funcion de espectro complejo mutuo (fecm), y se llega a mostrar
como obtener todas las DC asociadas a la fim o a la fecm, en
particular, la FA y la DW. También, se encuentran las expresiones
analiticas para recuperar informacion lineal, desde cualquiera de
los dominios bilineales. Invirtiendo el problema, se puede pasar de
cualesquiera de los dominios bilineales en que se procesa la
informacién al dominio lineal. El cuarto capitulo es sobre
procesadores bilineales iterativos. Se parte de la hipotesis de que
la imagen degradada con aberracién de desenfoque tiene ruido
aditivo y se construye los estimados de las funciones bilineales bi
invariantes fim y fecm del mejor estimado a la ILID. Finalmente, el
procedimiento iterativo se aplica a la DC y como casos particulares
ala DWyalaFA.

El quinto capitulo trata de los procesadores bilineales
digitales y se basa en los resultados del cuarto capitulo. Se
bosqueja las etapas para restaurar imagenes degradadas
bilinealmente con ruido aditivo. Ademas, se menciona como
disminuir el tiempo de procesamiento digital usando otro tipo de
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transformaciones rapidas transformaciones rapidas diferente a la
de Fourier (coseno, Hartley o

Hadamard) o haciendo mas eficiente la forma en que se manejan
los datos en los diferentes dominios bilineales.

El sexto capitulo presenta los resultados numéricos. Se
restaura bilinealmente la imagen bilineal de un punto, mono
cromatica 6 poli cromética, con desenfoque 6 sin él y con 6 sin
ruido, usando algoritmos bilineales no- iterativos ¢ iterativos. Otro
ejemplo, es el caso de restauracion bilineal de imagenes con
desenfoques de valores intermedios usando ademas del algoritmo
bilineal iterativo el filtro RNC, lo cual ayuda a obtener buenos
estimados. Finalmente, se concluye sobre la base de los resultados
tedricos y numéricos obtenidos.

Los apéndices son complementarios al trabajo central y los
topicos abarcan los siguientes temas: (A). Analisis de la fpei para
cualquier valor del coeficiente de desenfoque; (B). La funcién de
punto extendido fraccional en intensidad para desenfoques; (C). La
RNC para suprimir ruido en iméagenes binarias. (D). Transformada
Coseno y de Hartley en procesado lineal y bilineal de imagenes;
(E). Procesador bilineal holografico para obtener la fecm; (F). Filtro
bilineal de Wigner y su version iterativa; (G). Algunas propiedades
de las funciones bilineales en procesado de bilineal de imagenes y
(H). Representacion de todos los posibles desenfoques de la FTO
o fpei bidimensionales con la DW.




Capitulo I Sistemas Lineales en Procesamiento de Iméagenes

SISTEMAS LINEALES EN PROCESAMIENTO DE
IMAGENES.

I-1. Introduccién.

Linealidad e invariancia espacial son suposiciones con las
cuales se puede llevar a cabo procesamiento de imagenes
bidimensionales degradadas espacialmente en luz incoherente. Sin
embargo, los sistemas opticos formadores de imagen pueden ser
variantes espaciaimente cuando la escena es tridimensional. Si la
escena es tridimensional se asume invariancia en regiones que se
encuentren en un mismo plano y de esta manera se puede
restaurar 6ptica o digitalmente toda una imagen. Por consiguiente,
en el caso de una imagen variantemente desenfocada ésta se
puede restaurar por planos en los cuales el desenfoque es el
mismo. La restauracién de imagenes bidimensionales, de escenas
tridimensionales, normalmente se hace para regiones
rectangulares, pero en la practica las fronteras de las regiones a
restaurar no son rectangulares y tienen informacién de al menos de
dos planos con diferente desenfoqué lo cual hace que restaurar
una imagen variantemente desenfocada aun sea un problema a
resolver, a menos que la imagen se separe en regiones con la
misma degradacién (como se mostrara, posteriormente).

En restauracién de imagenes el problema méas general
supone que el sistema Optico que forma la imagen es no-lineal y
espaciaimente variante. No existe aln bibliografia, en forma de
libros, que mencionen restauraciones de imagenes con
procesadores no lineales. Sin embargo, un estudio de cédmo los
sistemas bilineales bi-invariantes restauran la informacién de una
imagen degradada linealmente puede ayudar a un mejor
entendimiento de los sistemas no lineales.

En las siguientes secciones de este capitulo se desea
introducir la notacion que se seguird a lo largo de todo el trabajo y
al mismo tiempo se resume los conceptos mas utilizados en
procesamiento lineal 6ptico y/o digital de imagenes en luz

10
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incoherente. En la Ultima seccién de este capitulo, se propone
como representar una imagen degradada espacialmente en
términos de su Imagen Llmitada por Difraccion (ILID) mas una
perturbacién espacial, que es la suma de derivadas de diferente
orden (el orden de las derivadas depende del tipo y cantidad de
aberracién) aplicadas a la ILID, este resultado se usa en el capitulo
Il, con e! fin de expresar la Distribucion de Wigner (DW) de una
imagen degradada en términos de la DW de su ILID mas una
perturbacion.

I-2. Sistemas lineales.

Los sistemas Opticos lineales formadores de imagen de
objetos emitiendo en luz incoherente, relacionan el objeto (f(x',»));
la imagen, (g(x,y)); la funcidbn de punto extendido en intensidad
(fpei), a(x,y;x,y) y el ruido, n(x,y), por medio de la siguiente
relacion:

g,(6,2) = [[ A, 3%, p) (¥, ¥y dy +n(x, ), (1.1)

las integrales se llevan a cabo a Io largo de todo el espacio y a
menos que se especifique otra cosa esta notacién se mantendra en
todo este trabajo. Las funciones del objeto, la imagen, la fpei y el
ruido son reales no negativas y con soporte finito. Una forma mas
compacta de escribir la Ec. (1.1) es:

g, (x,¥) = g(x,y)+n(x,y), (1.2)
donde,

glx, y) = H h(x, y;x', y) f(x', y)dx'dy” . (1.3)
En el caso de que fpei sea espacialmente invariante (fpei-ei),

la imagen es la convolucion del objeto con la fpei-ei y por lo tanto
la Ec. (1.1) se puede escribir de la siguiente forma:

£,(6y)=h(x,y) * f(x,y)+n(x,y), (1.4)

11
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donde e! simbolo # denota la operaciébn de convolucidon con

Yy
respecto a las variables espaciales x,y.
Por otro lado, se conoce que el modulo al cuadrado de la
Transformada de Fourier Inversa (TFI) de la funcidon de pupila
compleja (II(x,v)) del sistema 6ptico’’** es la fpei-ei, esto es:

hix,y) = m TI(u, v)e*"2”{”"’”“”)alua’vi2 , (1.5)

donde j=+-1 y las variables »,v son las frecuencias espaciales.

Para un sistema optico con simetria radial se tiene que la
funcién de pupila compleja se puede escribir de la siguiente forma:

27 ()
IT(u, v) = P(u,v)ej'lp a<(u’ +v2)’ (1.6)

0 a>@w’+v?)

donde 1 es la longitud de onda que incide sobre la pupila
compleja, « es el radio de la pupila real (P@,v)) ¥ p(u,v) es el
polinomio de aberraciones. Cuando los coeficientes del polinomio
de aberracién son cero y el radio de la pupila real es finito, se dice
que el sistema Optico esta limitado por difraccion o que la fpei-ei
esta limitada por difraccién y que la imagen obtenida es la ILID. Si
el polinomio de aberraciones es cero (p(x,v)=0) y el radio de pupila
real tiende a ser muy grande (a— ) la fpei-ei es una funcion
impulso; entonces, se dice que el sistema optico es ideal (ya que
h(x, y);i;) Fe, ) = f(x, ). Siel sistema es ideal éste capta todas las

frecuencias espaciales del objeto y por consiguiente la imagen y el
objeto son los mismos. Otro caso, en el que se puede observar
todos los detalles del objeto es cuando el sistema Optico esta
limitado por difraccion y el ancho de banda del espectro del objeto
es menor al ancho de banda asociado al sistema Optico ademas
que la amplitud de las frecuencias del objeto sea menor que las del
sistema (este caso no implica que el sistema optico sea ideal ya
que k(x,y)=6(x,y)). Sin embargo, en la mayoria de los casos, el

sistema 6ptico tiene su ancho de banda menor que el ancho de

12



Capitulo I Sistemas Lineales en Procesamiento de Imdgenes

banda del espectro del objeto de tal forma que la imagen detectada
adolece de un gran parte de los detalles del objeto.

En esta seccion se considera que el sistema oOptico es lineal y
con una fpei-ei. Ademas, si el sistema &ptico no tiene aberraciones
[a ILID es la mejor representacion del objeto; por consiguiente, en
adelante la funcién f(x, ») denotara la ILID.

Otra forma de expresar la Ec. (1.1) es usar notacidén
vectorial®®. Si se ordenan lexicograficamente’ las muestras de una
imagen de M xM muestras, la Ec. (1.4) se puede escribir como:

gUm)=h(, m I, m)f(,m)+7A(l,m), (1.7)

donde las vectores g, 7 y # y la matriz # estan ordenados de forma

lexicografica. Las dimensiones de los vectores son de M?
elementos y la dimensidon de la matriz es de a* elementos;
Lm, I’ m 80N numeros enteros positivos. Si no existe ruido aditivo,

encontrar el vector 7 en términos del vector g y la matriz [E se

reduce a encontrar la matriz inversa [Er En este caso, de la Ec.
(1.7), tenemos la siguiente relacion:

7=ll'z, (1.8)

pero aln cuando se conozca la matriz [i% no necesariamente existe
su inversa, por lo cual se recurre a un proceso de seudo inversién.
Este proceso garantiza una posible solucion como puede
demostrarse.

Bajo la condicién de que el error cuadratico medio sea un
minimo se obtiene la solucién a la relacion dada por la Ec. (1.8),
conocida como filtro de Wiener™ ([]) en el dominio espacial. Por
consiguiente, la Ec. (1.8) toma la siguiente forma:

f=lolg, (1.9)
donde

[5]= (1.10)

h
A |+ elf]

13
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y [175]7 es la matriz transpuesta de [}‘{ , € €S una constante positiva y
[7] es la matriz unitaria con la misma dimensién que i .

Si representamos con lefras maylsculas a fas funciones
definidas en el dominio de las frecuencias espaciales, esto es, a la
Transformada de Fourier Directa (TFD) de las funciones definidas
en el dominio de las variables espaciales (representadas con letras
minudsculas), entonces aplicando la TFD a la Ec. (1.4), obtenemos:

G, (,v) = G(u,v) + N(u,v), (1.11)
con
G(u,v) = H(u,v)F(u,v), (1.12)

donde H(x,v) es la auto correlacién de la pupila compleja, que es la
Funcién de Transferencia Optica (FTO). Las funciones FQu,v) ¥y
G(u,v) son los espectros en amplitud compleja de la ILID y de la

imagen degradada espacialmente, respectivamente.

En el caso de que F(u,v) sea el espectro de un objeto puntual
sus frecuencias espaciales altas son mayores a las frecuencias de
corte de H(u,v) y por lo tanto la FTO actlia como un filtro pasa
bajas amortiguando las frecuencias altas. Si el sistema 0Optico tiene
simetria radial y aberracién de desenfoque, se puede demostrar
que la FTO es una funcidn continua, real, con simetria radial y con
ceros reales (el numero de ceros aumenta al incrementarse la
cantidad de desenfoque).

Cuando la informacion se filtra en el dominio de las
frecuencias espaciales, el filtro de Wiener tiene la siguiente forma:

H™(u,v)

)= |H (u,v)

(1.13)

2 1
+e

donde, en este caso, el simbolo * denota el complejo conjugado de
la FTO y ¢ es la relacién del espectro de la sefial al espectro del
ruido. Si e— o, el filtro de Wiener se acerca al filtro inverso, pero Si

?eziH(u,v)tz, entonces el filtro de Wiener se asemeja a un filtro pasa
bajas. Cuando e >|H(u,v), el efecto del filtro de Wiener es casi nulo
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de tal forma que los valores de la imagen no solo no se restauran
sino tienden a una constante.

En restauracion de imagenes una hipotesis adicional de
trabajo es que la frecuencia de corte del detector es mayor que la
frecuencia de corte de la FTO. Otra hipotesis mas, es que al llevar
a cabo el muestreo a la imagen degradada la cuantificacion de los
niveles de gris puede introducir ruido.

En el caso en que la cantidad de desenfoque sea grande, el
nivel de ruido juega un papel muy importante en la restauracion de
la imagen degradada'’ lo cual puede constatarse al usar algoritmos
iterativos, como lo veremos en los procesadores bi lineales
digitales.

I-3. Funcion de punto extendido variantemente degradada.

Supongamos que {enemos una escena variantemente
degradada, como puede ser el caso en que diferentes planos de
una escena tridimensional (3-D) aparecen con diferentes
desenfoques, y deseamos restaurarla digitalmente. Sea g(/,m) una
escena 3-D degradada, compuesta de dos imagenes planas
desenfocadas, g,(x,»)=A{m7Um Y g6y =hn{m]i1m), por lo
tanto, tenemos que:

3(1,m) = h(L,ml, m) fy(m) + by (Lm0, m) f, (4, m) (1.14)

o en forma abreviada:

z=li i +[m)7, (1.15)

de la Ecs. (1.8) y (1.15), tenemos que la imagen restaurada es
igual a:

f:[éi]lﬁlfl+[5z][ﬁz]-72! (116)

donde [@,]=1= /A y [8,]=+= /1 . Para restaurar la imagen
h |+ e 1 |t e,

variantemente degradada, a cada region degradada hay que
construir un filtro de Wiener (en el dominio espacial) que restaure
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exclusivamente dicha regién, lo cual implica separar fisicamente
las regiones a restaurar. Como consecuencia, tenemos que no
podemos restaurar una imagen variantemenfe degradada con un
solo filtro 0 una combinacién de filiros aplicados simultaneamente a

g(l,my.

I-4. Las aberraciones del sistema OJptico como una
perturbacién espacial a fa ILID.

Las aberraciones de un sistema Oplico degradan
espacialmente la informacién de una imagen obtenida con un
sistema libre de aberraciones Como ya se menciono, un buen
estimado al objeto, a partir de la imagen espacialmente degradada,
es la ILID, luego la pregunta que surge es: ¢jse pueden considerar
las aberraciones como una perturbacion espacial que se adiciona a
la ILID?. En esta seccidon mostraremos que la imagen degradada
espacialmente por aberraciones se puede considerar como la ILID
mas una perturbacién espacial adicional.

De [a Ec. (1.4), si no existe ruido, la imagen degradada tiene
la siguiente expresion:

g(r, )= () * ey (1.17)

si el exponencial complejo de la pupila se desarrolla en series de
potencias, esto es, si la pupila compleja se puede escribir como:

Ti(u,v) = Z_[’Z’i’,f” " (1.18)

luego, sustituyendo la Ec. (1.18) en Ia EcC. (1.17), se obtiene que:

g(,y) = /(5,7) 2 |5(x, w+ > zrl L2 - jj P e dugy ,  (1.19)
m=1
y en el caso en que m =1, de la expresidn anterior se tiene;
£0) = £ () # 80e, )+ L2 ([ bl v)er ™= dlucy
= 760+ 1) s [ ptw e rauaf . (1.20)
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Como el polinomio de aberraciones se puede escribir de la
siguiente forma*’

plu,v)y= iiclnu "t (1.21)

I1=0 n=0

por consiguiente:

2

iIZ Hu”v" ettt N gy (1.22)
1=0 n=0

glx,y)= f(x, y)+ f(xy

y dado que [[u"v" "e””‘”‘”‘”’)dudv:(jzﬁ)l srs' (donde &7 =
5" = ;}:, §(x,y)), entonces:

s 0= 1)+ S f(05) 257y s s, (129
debido a que 2.2 ) "5;”"2es real no-negativo y se puede

escribir como una suma de derivadas de diferente orden con
respecto a las variables x,y (dependiendo del valor de L) de la

funcion impulso; por consiguiente, g(x,y) es igual a la ILID mas una
suma de derivadas (en x,y) de diferente orden aplicadas a la ILID
(ya que la convolucién de f(x,y) con la n'esimaderivada de una
funcién impulso es igual a la derivada n'esima de la funcidn
76)").

En general, de la Ec. (1.18), se observa que
[ " @ ve’™"dudv siempre se puede expresar como una

sumatoria que tiene términos &'s y &,'s; luego, la imagen

degradada espacialmente es igual a la ILID mas un termino que
consiste de la suma de derivadas parciales de diferente orden en
las variables x,y aplicadas a la ILID. Por lo tanto la Ec. (1.22) se

puede escribir de la siguiente forma:

17
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g0, )= f(x,y)+ p(x, ), (1.24)
donde
o)=L fay) oy 3 eeay (1.25)

es el factor de perturbacion espacial.

En este trabajo, por razones de simetria radial y por ser un
problema de interés en procesamiento de imagenes, tanio Optica
como digitalmente, trataremos con la aberracion de desenfoque.
En el apéndice A se lleva a cabo un breve analisis del
comportamiento de la fpei-ei cuando el sistema O&ptico tiene
desenfoque y en el apéndice B se relaciona la transformada de
Fourier fraccional de orden « con la fpei ei desenfocada dando
lugar a una fpe fraccional en intensidad (fpefi). Para el caso
particular de un desenfoque pequefio se tiene que:

p(u, v)—~1+]2/12° @® +v*), (1.26)

donde w,, es la cantidad de desenfoque, medido en longitudes de
onda, vy 2”""720(11:2 +v?) debe ser menor de un radian. Por
consiguiente de la Ec. (1.16) tenemos que:

85, = F( ) + 2P (200 0)+ £ (0 (1.27)

con fj(x,y)msx—zzf(x,y) y f;(x,y)z(;;—Zf(x,y). Por consiguiente, de la

Ec. (1.27), el factor de perturbacion es:

p(x,y)=(;%)2(ff(x,y)+fj(x, DR (1.28)

Siw,, <0251, se tiene que p(x,y) < (i)( FH )+ [

El problema a resolver es eliminar el factor de perturbacion
sin usar el filtro de Wiener, a partir de que se tiene una imagen

18
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ligeramente desenfocada. Como veremos en la seccion de filtro
reductor de ruido, del capitulo V y en el apéndice C, este problema
se puede resolver, para imagenes (0 espectros de la imagen)
binarias, aplicando a la imagen desenfocada (o a su espectro), una
Red Neuronal Celular®® (RNC) o filtro RNC, como se hace en el
capitulo VI.




Capitule I Distribuciones Conjuntas en Procesade de Imégenes

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS EN PROCESADO
DE IMAGENES.

l1-1. Introduccion.

Los funciones bilineales tienen como uno de sus casos
especiales las distribuciones conjuntas. La teoria de las distribuciones
conjuntas es un area de investigacion que ofrece alternativas
interesantes en la interpretacion, modificacion o restauracion de una
imagen. El dominio de las distribuciones conjuntas es el espacio fase,
donde coexisten simultdneamente la(s) variable(s) espacial(es) y la(s)
variable(s) de frecuencia(s) espacial(es). Las distribuciones conjuntas
tienen como una de sus propiedades que su proyeccion sobre los
ejes de coordenadas (espacial o de frecuencias espaciales) es la
energia asociada a la imagen o al espectro de la imagen,
respectivamente.

Las distribuciones conjuntas despliegan toda la informacion del
espectro espacial asociada a cada punto de la imagen y viceversa,
esto es, la informacion espacial de la imagen asociada a cada
frecuencia de su espectro. Esto significa que una imagen se puede
modificar punto a punto filtrando el espectro asociado a dicho punto.
También, el espectro de la imagen se puede modificar frecuencia a
frecuencia alterando la distribucidon espacial asociada a cada una de
las frecuencias. Sin embargo, una interpretacién precipitada de cdmo
alterar la informacion bilineal de una imagen puede llevar a resultados
no esperados.

La modificacién bilineal de informacion con distribuciones
conjuntas es una posible alternativa para procesar informacién punto
a punto (o frecuencia a frecuencia) que puede permitir formas
alternativas de modificar informacidon que complementen la
informacion obtenida con los métodos lineales. Sin embargo, como
veremos en el caso de restauracidn bilineal digital de imagenes
degradadas esta forma alternativa no necesariamente redunda en
algin beneficio computacional, pero si puede ser de ayuda para
analizar o complementar resultados obtenidos linealmente.
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L a gran mayoria de los trabajos de investigacion de procesado
bilineal éptico o digital de informacidn en el espacio fase asumen que
el usar procesadores bilineales tiene como consecuencia la existencia
de nuevas formas de obtener informacién que con los procesadores
lineales no tienen, hasta el momento esta situacién no es clara, en el
mejor de los casos con los procesadores bilineales se han hecho
generalizaciones e interpretaciones de resultados que con los
procesadores lineales ya se han obtenido.

Dentro de las distribuciones conjuntas mas utilizadas en
procesamiento de informacion optico y digital, posiblemente la
Distribucion de Wigner (DW) es la distribucidn mas conocida. Entre
algunas de sus propiedades la DW debe ser una funcion real no
negativa; por consiguiente, la DW no debe presentar problema alguno
en la implementacion fisica de filtros. Sin embargo, la DW no
necesariamente es positiva haciendo que la implementacion de los
filtros épticos no sea facil. Por otro lado, los filtros en el espacio fase
para imagenes bilineales cambian de tamafo y forma, punto a punto,
o frecuencia a frecuencia.

Menos comln, para restaurar O&pticamente imagenes
degradadas, es la Funcion de Ambigledad (FA) quiza por que esta
distribucion tiene la desventaja que puede ser una funcion compleja.
Sin embargo, al menos digitalmente la FA es potencialmente igual de
util que la DW. Las funciones DW y FA son casos particulares de una
distribucion mas general: la distribucién de Cohen (DC). En principio
la DC también puede implementarse Opticamente, para un “kernel”
dado y puede generar un numero infinito de distribuciones
conjuntas®?®, Finalmente, al igual que la DW y la FA, la DC es un
posible caso de las funciones bilineales, como veremos en el
siguiente capitulo.

En este capitulo se lleva a cabo un breve resumen de la teoria
de la DC (en base a los trabajos de Cohen que trata con sefales de
una sola variable en el dominio temporal) poniendo énfasis en la
notacién espacial y en la recuperacién de la imagen ya procesada.
Como una contribucion, en la ultima seccién de este capitulo se
deducen la DPW de una imagen con degradacion espacial en términos
de la DW asociada a la imagen limitada por difraccion (ILID).y la
adicién de una perturbacion, de manera similar a la deduccion que se
hizo en la ultima seccion del capitulo anterior. Por extensién (aun
cuando no se demuestra en este trabajo), los resultados pueden
generalizarse a la DC.
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l1-2. Distribucion de Cohen.

En el analisis clasico del espectro espacial (en amplitud
compleja o en intensidad) de una imagen, el valor de las frecuencias
espaciales del espectro no indican cuantitativamente que tanto
contribuyo un punto o una regién de esta imagen a la amplitud
compleja o intensidad de cada una de las frecuencias espaciales de
este espectro; en este sentido cada frecuencia del espectro espacial
tiene informacién de toda la imagen y viceversa. Un caso tipico es el
de una imagen variantemente degradada por desenfoque (fpei
espacialmente variante, fpei-ev); existen diferentes desenfoques en
diferentes regiones de la imagen. Al obtener el espectro espacial de
una imagen variantemente desenfocada no es posible cuantificar
como cada desenfoque contribuye a los valores de las frecuencias del
espectro espacial observado y por consiguiente procesar globaimente
la informacién espectral dificiimente puede restaurar dicha imagen.
En analogia con sefiales temporales, el cambio del contenido
espectral de la voz humana (adn cuando el contenido del mensaje
sea el mismo) no permite conocer la contribucién de cada una de las
componentes de su espectro a cada uno de los componentes de la
voz,

En sefiales temporales Gabor®®, Ville®® y Page®’ presentaron
una funcién conjunta (en el dominio tiempo-frecuencia temporal) que
describe simultdneamente tanto la intensidad de la sefial como la
intensidad de su espectro. Esta funcidén conjunta, puede conocer y
manipular que cantidad de la energia total de la sefal se encuentra
asociada a una sola frecuencia en un determinado rango de tiempo (o
equivalentemente, para un intervalo de tiempo, como es la
contribucion a la energia total de un determinado ancho de banda
asociado a la evolucién del espectro temporal de la funcion). El
comportamiento de esta funcién conjunta, segun los autores
mencionados, tiene que cumplir las mismas condiciones de cualquier
funcion de densidad en una o mas variables.

Posteriormente, Cohen®  encuentra una formulacion
generalizada, que tiene como casos particulares las representaciones
de Gabor, Ville, Page, la PW, |la FA y otras funciones de densidad
conjunta. Como lo veremos en este capitulo, la relacion encontrada
por Cohen permite en principio la posibilidad teérica de procesar
bilinealmente imagenes con una fpei-ei.
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Sin embargo, como veremaos el procesamiento bilineal de una
imagen espacialmente variante no es factible llevarlo a la practica al
menos que la imagen se separe fisicamente, en regiones con la
misma degradacion, por que como ya se menciono los espectros
asociados a las diferentes degradaciones espaciales estan
mezclados y el espectro asociado a un punto de la imagen bilineal
degradada tiene contribuciones de los diferentes valores de la
degradacién.

Para ser consecuentes con la notacién del capitulo anterior y
dado que en nuestro caso estamos interesados en procesar
informacién espacial bidimensional, cambiamos las variables tiempo y
frecuencia temporal, de la formulacién original de Cohen, por las
variables espaciales ( x, y ) y las variables de frecuencias espaciales
(u,v).

Sea f(,y la imagen limitada por difraccion (ILID) en luz
incoherente, la distribucion de Cohen de la ILID (C.(X,7;U))) y su

funcién de ambigledad 4,(,v;x,y) estan relacionadas de Ia
siguiente forma:

C,(X,7;UV)= H H A VX, ) VX, Y ) IECHANTDIND gy de'dy’, (2.1)

donde la funcidn ¢ ,v;x,y) es el “kernel’25, que pesa (o filtra)
informacién de la FA (tanto en las coordenadas espaciales (x',y")
como en las coordenadas de frecuencias espaciales (v,v')). De
acuerdo con Cohen, la funcién “kernel” debe cumplir las siguientes
tres condiciones: ¢@/,v;0,0)=1, ¢0,0,;x',))="Y #(0,0,0,0)= . Si ademas
se cumple que: ¢@',v;x' ) )= ¢* (- ,—v;—x',—y'), entonces el "Kernel" es
una funcion real.
Por otro lado, la definicién de FA es:

A VX, y) = Hrf (x,y; %, ) T N dy (2.2)

donde la funcién bilineal en el dominio espacial r,(x, y;x’,y") es igual a:

poGayx ) = Fetxi2,y+ Y2 f (x =212,y - y12) (2.3)
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el simbolo (*), en la parte superior derecha de la funcidon f(x,»),

denota la operacion de conjugacion. La funcién bilineal espacial dada
por la Ec. (2.3) es la multiplicacion de la funcidn #(x,y), desplazada en

las coordenadas x',y hacia la izquierda y hacia abajo, por su
compleja conjugada, desplazada hacia la derecha y hacia arriba.

Como se observa de la Ec. (2.1), la DC es la aplicacidn
sucesiva de la Transformada de Fourier (TF) Directa (TFD) bi-
dimensional (2-D) en las variables x,y’ con la Transformada de
Fourier Inversa (TFI) 2-D en las variables «,v, del producto de la FA
por el "Kernel". Esto es, la DC es una convolucién entre la TF 4-D de
[a FA y la TF 4-D de la funcion “kernel”.

Dado que las variables en letras mayudsculas X,¥,U,/ son
mudas, cada vez que asi se requiera estas variables podran
sustituirse por las variables en letras minlsculas x,yzv. De esta
forma, se entiende que en cualquier parte de este trabajo podemos
escribir que C,(X,Y;U,V)=C,(x,y;u,v), siempre y cuando no exista
indeterminacién en los desarrollos o sustituciones que se estén
llevando a cabo.

La DC, segin Cohen, debe cumplir con las siguientes
condiciones:

a). Para cada punto la suma de las contribuciones de todas las
frecuencias asociadas a la DC, es la energia de la imagen, esto es:

H C (%, y;u,v)dudy = | f(x, y)t2 , (2.4)

lo cual implica que la distribucion marginal o proyeccion de la DC
sobre el plano de las frecuencias espaciales, es la energia de la
funcién 7(x,y).

b). En cada frecuencia, la suma de todas las contribuciones
espaciales de |la DC es la energia del espectro de la imagen, esto es:

”Cf (x, y;u,v)dxdy = ]F(u, v)|2 , (2.5)

indicando que la proyeccién de la DC sobre el plano de las variables
espaciales es el espectro en intensidad de la imagen, y finalmente: ¢).
la energia total asociada a la DC es la suma de las contribuciones de
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todas las frecuencias espaciales y de todos los valores en el dominio
espacial; esto es:

Energia total= H H C  (x, y,u,v)dxdydudy . (2.8)

La energia total estd normalizada y por lo tanto se cumplen
simultaneamente las siguientes dos relaciones:

[ fady=1,  [[IFGv)dudv=1. 2.7)

Las relaciones dadas por la Ec. (2.7) normalizan la energia tanto en el
dominio espacial como en el dominio de las frecuencias espaciales.

Las Ecs. (2.4) a {2.7) permiten apoyar todos los resultados
aqui expuestos sobre una base fisica sodlida los cuales se
complementaran con una teoria matematica, basada en la ecuacion
de Volterra para procesos no-lineales, como se muestra en el
siguiente capitulo.

Oftra propiedad de la DC es que C.(u,v;x,»)=C,(x,y;u,v). La
demostracion es facil bajo el siguiente argumento. Si R, (w,v;u',v) €s
la TFD 4-D de r,(x,y;x, y") en las variables x,y;x',y’, esto es:

Ryp(u,v;u' ,v) = ” ” v (x, y; %, y)e I D e dydy dy (2.8)

donde F@,v) es la TFD 2-D de f(x,y), entonces de las Ecs. (2.2) y
(2.8), se puede demostrar que A.(x,y;u,vV)=A4,@,v,x,y) y por
consiguiente se cumple, para un mismo “kernel”, que:

Cp(,v;%,9) = C (%, y,u,v). (2.9)

La funcion bilineal en el dominio de las frecuencias,

R.(u,viu',v), ademds de cumplir con la Ec. (2.8), también, por
definicién, cumple con la siguiente relacién:

Ro(u,vu' VY=Fu+ul2vVvI2)F*(u—-ul2,v—v/2). (2.10)

En analogia a la funcién bilineal 7.(x,y;x,y), la funcién
R.(u,v;u',v) es el producto de F(x,v) por su complejo conjugado girado
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180° alrededor del origen. Este producto estd separado por la
cantidad «,v. Conviene sefalar que dada una funcidn f(x,y),
funciones bilineales r.(x,y,x",y) ¥ R.(x,y;u,v) s0n Unicas.

1I-3. Distribucidén de Wigner.

En 1932, E. Wigner®® encontré en Mecanica Cuéntica
Estadistica la funcion blllneal que actualmente se conoce como la
DW. Posteriormente, Ville®™ Moya! y otros mas, encontraron otras
funciones bilineales con las mismas propiedades que la de Wigner.
Sin embargo, la finalidad de Ville y Moyal fue entender el
comportamiento de espectros que varian con el tiempo (en el espacio
fase) mientras se conserva la energia; en tanto, la intencién de
Wigner fue encontrar una relacion que acota el comportamiento de la
variable de posicion con la de momento lineal de una particula,
usando mecanica estadistica cuantica. Gran parte de las propiedades
de la DW (analdgica y d|screta) se pueden encontrar en los trabajos
Claasen y Mecklenbrauker’ 1% Otros investigadores, muestran
aplicaciones de la DW en optica lineal®®?%*% También, la DW se
puede desplegar en tiempo real, por medios acustlco 6pticos?.

En analisis y procesamiento de imégenes la DW se ha
intentado utilizar, con algunas limitaciones, para restaurar imagenes
borrosas (degradadas numéricamente con funciones Gaussianas) de
objetos que emiten en luz incoherente, en la extraccion de detalles,
en la clasificacién de imagenes y en discriminacion de textura®* 127
293133 En el caso particular de la DW, la manipulacion de mformac;on
con procedam!entos analdgicos (6pticos), digitales o hlbl’idOS %/a
sido reportada en imagenes de una o dos dimensiones®*®, Sin
embargo, los resultados son un primer intento de restaurar imagenes
variantemente degradadas y por lo tanto son parciales, el principal
obstaculo es usar filtros lineales cuando la informacion a procesar es
bilineal.

Si f(x,y) es la ILID mono cromatica de un objeto que emite
en luz incoherente, la DW asociada a f(x,y) es:

W, G, ysu) = [[, e, 330, e 5y 211)

Como la funcién bilineal #,(x,y,x,y) tiene una parte par en
las coordenadas vy, entonces W,(x, y;u,v) €s una funcion
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real y par (lo cual puede demostrarse de la Ec. (2.11)) en las
variables »,v. También, de la Ec. (2.9), se puede mostrar que la DW
cumple la siguiente relacion:

W, (x, ysu,v) =We(u,v;x,y) (2.12)
donde
W.(u,v,x,y) = H Ry vy, V) ™™Dy dy (2.13)

De las Ecs. (2.1), (2.2) y (2.3) se observa que la DW esta
relacionada con la DC de la siguiente forma:

C, XU =W (XY UV) * SXYUD, (2.14)

(d(x,7.U,V)es igual ala TF 4-D de ¢@',v;x,y)) 0 equivalentemente,

3 2

C (x, y,u,V) =W, (x,y;u,v) * O(x, y,u,v). (2.15)
X, P

De la Ec. (2.15), si ®(x,y;u,v)=W;(x,y;u,v) (donde la funcidn
W,(x,y,u,v) se puede interpretar como la DW asociada a la funcién

impulso), entonces la DC coincide con la DW.
De las Ecs. (2.9) y (2.12), se observa que Si
O(x, y;u,v) =H” G VX, y)e T A gy gy dy dy, luego se tiene que:

Cp,v;x, ) = Wo (u,v;x, ), v, %, ¥) (2.16)

lo cual implica que si ¢(u,v;x,») =1, la Ec. (2.9) se tiene que cumplir.

En la Fig. (2.1), se muestra un diagrama de bloques para
obtener la DC (en particular la WC), dada una funcion f(x,y) o su
espectro F(u,v). De la misma figura se muestra el camino de resolver
el problema inverso (esto es, obtener f(x,») 6 F(u,v) a partir de la
DC (o DW)), el cual es soluble (analitica y numericamente) hasta una
constante, que en general es compleja. Si f(x,y) se obtiene a partir
de su funcion bilineal asociada r,(x,y;x’,y") Yy esta funcién bilineal es

real no negativa, entonces la constante es real no negativa. Si f(x,»)
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se obtiene a partir de la funcion bilineal R.(w,v;v’,v), calculando
R, (u,v,0,0), la constante puede ser compleja, pero necesariamente
f(x,y) tiene que ser real no negativa. Luego, la f(x,y) tiene una
solucién Unica por cualquiera de las funciones bilineales que se
obtenga.

En la Fig. (2.1), el simbolo O ® significa aplicar la TFD
en las variables que se seflalan. En la direccion opuesta,
e significa aplicar la TFI, en las variables conjugadas a las
mostradas en el diagrama. En el caso de que el “kernel” sea igual a la
unidad la DW y la FA estan relacionadas por una TFD 4-D, la misma
condicion es valida para DC y la FA. El problema inverso, (obtener
f(x,y) conocida la DC) tiene solucién, cuando se conoce
explicitamente el “Kernel’, via la obtencién de R, (u,v,u',v); en este
caso, como ya se menciono, el resultado esta indeterminado hasta
por una constante compleja. Otra forma de resolver el problema
inverso es aplicar la TFI 4-D a la funcién R, (u,v;u’,v) y obtener la

funcién bilineal r (x,y;x,y) la cual debe ser real no negativa, por

consiguiente f(x,y) también debe de ser una funcion real no-
negativa. Existen otras formas de obtener la solucién al problema
inverso, para eso basta con observar el diagrama de la Fig. (2.1).

Del primer capitulo, la imagen degradada espaciaimente,
g(x,y), en ausencia de ruido aditivo es igual a la convolucion de la
ILID con la fpei-ei (4(x,y)). Lo anterior implica que la DW de la imagen
degradada se pueda escribir en términos de [a DW asociada a la ILID
en convolucién con la DW de la fpei-ei, respectivamente; esto es,
W, (x,y,u,v) :Wf(x,y;u,v)x*yWh(x,y;u,v) o de forma abreviada (eliminando

variables):

W, =W, * W, (2.17)
*.y

lo cual conlleva a que si se desea recuperar la informacién de la ILID,
a partir de la Ec. (2.17), es conveniente encontrar la DW de una
funcion «(x,y) que cumpla la siguiente relacion:

Wy =W, 5 W, =W, £ W, * W, (2.18)

¥ oy
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donde [a DW de la fpei-ei con la DW de la funcién w(x,y) cumplen
con:

W, * W, = 5(x, »)ow,v), (2.19)
xy

en este caso la funcién o(,v) es una constante (la cual se puede

normalizar) para toda «,v. En general, el resultado de la convolucién

w, = W, no es la condicion dada en la Ec. (2.19); por consiguiente, el
oy

resultado obtenido por la Ec.(2-18) es un estimado Wf de la W,. Este

estimado (Pfff,) se puede obtener cuando W, es la DW asociada al
filtro de Wiener; esto es:

Fig. (2.1). Diagrama de Blogues para evaluar la DC
a partirde f(x,y) 6 F(u,v), o el problema inverso.

W (x, y,u,v) =Wq(u,v;x,y) = ” R (u,v,u' V) ey gy (2.20)

donde una posible definicion de la funcidn R,(u,v;v',v) es la siguiente:

By

Ro=—tu
@ |RH§2+e

(2.21)
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Otra manera de definir R,(w,v;u’,v) es a partir de la Ec.
(1.13), esto es: R, =Qu+u/2,v+v/I2D)Q (u-u'l2,v—v/2).

La Ec. (2.21) es una version bilineal del filtro de Wiener con
e constante y R, (u,v;u' v)=H@u+u/2,v+VvIDH w—-u/2;v-v12) (H(u,v)
es la FTO). La funcion R, se puede definir a partir de la funcion
producto asociada a la fpei, esto es:

Ry (u,v;u',v) = H H 7, (x, y, X', y)e R g dludly ' dy' (2.22)

Una manera de filtrar la DW de una imagen degradada es
aplicar a la ,(x,,y5;4,v) un filtro S(x,,ye;u,7)°>>° que modifique el
espectro asociado al punio x,,y,. Este método no toma en cuenta el

efecto de frecuencias generadas por puntos que no pertenecen a la
escena de interés y que son parte de la g(x,y). Como ejemplo, en el
caso de una imagen variantemente degradada el punto x,,y, puede
tener informacion simultanea de diferentes tipos de degradacion que
tiene la imagen a restaurar y por consiguiente no es suficiente aplicar
3(x,,y,;4,¥) para tener una buena restauracién. De acuerdo a lo

anteriormente mencionado en este parrafo, el estimado de la DW a la
ILID en el punto x,,y, esta dada por:

Wj‘(xo:yo;u:v) = Wg(x0>y0;u:v)3(x07y0;u:v) 1 (223)

de la Ec. (2.23) se observa que el filtro 3(x,,y,;u,v) siempre modifica
el espectro de la W, (x,,y,;»,v) asociado al punto x,y,. Una forma
posible de 3(x,,y,;u,v) es el filtro inverso, esto es:

1

_ (2.24)
H(xy, yo;u,v)

S(xo,yo;t!,V) =

otra forma del filtro (x,,y,;u,v) es la version lineal del filtro de Wiener,
esto es:

H (%, Y1, V)
2 1
[H(xa,yo;u,v)| +e(x,, V,)

S(xoayo;u:v) =

(2.25)

30



Capitulo IL Distribuciones Conjuntas en Procesado de lmdgenes

donde ahora la constante e puede cambiar de acuerdo al punto que
se desea modificar. La forma de filtrar informacion, dada por la Ec.
(2.25), es la que Gonzalo®>*® et. al. proponen para restaurar, optica y
digitalmente, informacién degradada por una fpei variante o
invariante.

Las restauraciones llevadas a cabo usando el filtro dado por la
Ec. (2.25) difieren de las restauraciones con métodos lineales, ya que
este filtro es lineal y se aplica a un proceso bilineal. Por ejemplo, en la
restauracidn con procesadores bilineales hibridos aparece la imagen
restaurada con un fondo gris y poco detalle; en cambio, cuando la
restauracion bilineal es digital la imagen restaurada presenta
imagenes fantasmas. Ademas, en el caso de restaurar dpticamente
imagenes degradadas con fa DW, uno de los problemas clasicos es
implementar los filtros de Wiener en el espacio fase, tal como esta
indicado en la Ec. (2.20), ya que estos filtros tienen que cambiar
punto a punto y son dificiles de realizar fisicamente, aln cuando en
principio éstos sean reales. Por consiguiente, el procesamiento de
6ptico de imagenes con la DW (o con cualquiera de las distribuciones
de Cohen) hasta el momento es engorroso de llevar a cabo, a menos
que se utilice un procesador DW hibrido, con una valvula optica o
pantalla de cristal liquido programable que garantice la aplicacion
precisa y rapida de los filtros™, lo cual hasta el momento no ha sido
implementado. Una posible ventaja de filtrar en el espacio fase
imagenes no degradadas espacialmente usando medios hibridos, es
que el método puede ser mucho méas rapido que el procesamiento
bilineal de imagenes por medios exclusivamente opticos o digitales,
una desventaja es lo caro del hardware requerido. Sin embargo, para
que los resultados sean similares a los que se pueden obtener con
los métodos lineales los filtros deben ser bilineales. Numéricamente,
el filtro bilineal de Wiener es relativamente facil de simular, pero los
tiempos de calculo para filtrar una imagen son grandes.

lI-4. La Funcion de Ambigliedad.

La funcion de Ambigliedad (FA) fue propuesta en teoria de
sefiales temporales50,52, sus implicaciones y aplicaciones se siguen
ampliando, siempre con la tendencia a encontrar soluciones lineales
usando la FA, que es bilineal. A diferencia de la DW, la FA puede ser
una funcion compleja y por consiguiente restaurar imagenes
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dpticamente resulta un procedimiento complejo, aun cuando no se
tome en cuenta el caracter bilineal del filtro.

En general, los filtros bilineales para modificar la FA son
complejos y también cambian punto a punto de tal manera que son
adn mas dificiles de implementar 6pticamente. Sin embargo, desde el
punto de vista numeérico no existe ningln argumento en contra para
que la FA pueda llevar a cabo el mismo tipo de restauracion de
informacién que la DW. La definicion de la FA para la ILID (f(x.»)),
estd dada por la Ec. (2.2) y su conexion con la DC por la Ec. (2.1),
cuando el “kernel” es igual a uno la FA es TF 4-D aplicada a la DC.

Si el “kernel” es uno, la DW=DC, por lo tanto la FA es la TF
4-D aplicada a DW, esto es:

AW VX, y) = H ” W, (x, y,u,v)e > D e dydudy (2.26)

De la Ec. (2.26), la FA es una funcién par en las variables
espaciales x',y, dado que la DW es una funcién par en las variables
wv. Si A,(x,y;u,v) es la FA asociada a una imagen degradada

espacialmente, entonces se puede demostrar que su relacion con la
FA asociada a la ILID y con la FA asociada a la fpei-ei es:
A VX, )= A, VX, Y) x-iky-A"' W V.x, V), (2.27)

0 equivalentemente,

A (X, V0 V)= A (), Y u V) ¢ A (XL yuL V). (2.28)
x.y

Por consiguiente, siguiendo la analogia con la DW,
podemos encontrar un estimado ;Ij(u',v';x',y'). Este estimado se

puede calcular aplicando la TFD 2-D, en las variables x',y", de
A, v;x,y) (ver Ec. (2.27)), con lo que se obtiene:

R, (u,v;u V) = Ry (u, vt , VIR, (u, vy, V7). (2.29)
Luego, el estimado a la funcion Rr,(u,v;x,v) €s:

IA%F. (u,v;u',v") = R;(u,v;u', VYR (u, ;' , V'), (2.30)
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donde R,(u,v,«,v") esta dado por la Ec. (2.21). De la Ec. (2.30),

se puede encontrar A4.(x,y;«,v) por medio de una TFl 2-D
en las variables v e inmediatamente obtener zaf(u',v';x’,y’), puesto
que se cumple la siguiente relacion:

Qlf(u’,v';x',y')=;1ﬁ(x’,y';u',v’). (2.31)

Una vez obtenido el estimado ﬁf(u’,v';x’,y’) o Wf(x,y;u,v), si
la funcion f(x,y) es real no-negativa y con soporte finito, entonces
siempre se puede calcular 7(x,y).

II-5. El problema inverso en la Distribucion de Cohen.

El problema inverso consiste en encontrar un estimado a la
funcion f(x,y), a partir del conocimiento de la DC y de una funcién
"kernel” dada. Como ya se menciono del estimado C,(x,y;u,v), se

puede obtener f(x,y) sin ambigliedad cuando la f(x,y) €s real, no-
negativa y con soporte finito.
A continuacién se obtiene f(x,y) a partir de su DC. Sea

Zf(u’,v’;x’,y’) igual a la TFD (en las variables x,y;U,V) aplicada sobre
la C,(X,7;U,V). Por consiguiente, de la Ec. (2.1), se tiene gue:

2 VX, ) = AV Y VXL ) (2.32)
Entonces de la Ec. (2.32), un estimado a la FA es:
;Aif(u’,v'; X,y =2,V YRV XL YY) (2.33)
donde ®,(v,v;x.,y) puede actuar como un filtro en el espacio fase,

en particular, siguiendo a Gonzalo™, esta funcién se puede escribir
de la siguiente forma:

£R¢(u',v';x',y')— ¢ (u >V;x’y)

- Y . a2 . (2-34)
l;ﬁ(u,v;x,y)| +e
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Nuevamente, e es una constante igual a la relacion sefial a
ruido en el espacio fase. De la Ec. (2.2), se puede obtener el

estimado 7,(x,y;x,y) a partir de I:If(zt',v';x',y') (Ec. (2.33)), esto es:
Pr(x y XY= ”ﬁf (' VX, y)e T Gy dy' (2.36)

De las Ecs. (2.3) y (2.36) se puede estimar el valor de }(x,y)
por medio de la siguiente relacion:

flx,y)= P (e, yx'=2x,y'=2y). (2.37)

1
F(0,0)

De las Ecs. (2.32), (2.33) y (2.34) se observa que cuando
F(x,y) es compleja y la constante e tiende hacia cero, el estimado

7(x,y) tenderd hacia la funcién f(x,y) excepto por una constante

compleja ( /(0,0)). Lo anterior implica que si se conoce la DC de una
funcién f(x,y) es posible recuperar un estimado a la f(x,y) siempre y
cuando ésta sea real, no-negativa y que el “kernel’ de la DC sea
conocido. Es conveniente sefialar que en las simulaciones numéricas,
un buen estimado de la funcidon f(x,y) depende del nimero de ceros
del “kernel”, de que tan cerca estan estos ceros del origen del espacio
fase y del tamafio de la longitud de palabra del procesador digital. Si
el numero de ceros es grande y el tamafoc de la longitud de palabra
no es suficientemente grande el estimado f(x,y) tiene defectos que lo
alejan de f(x,y), ya que R,(«,v;x,y) actla amplificando el ruido
generado por el tamafo finito de la longitud de palabra de memoria,
Para f(x,y) real y no-negativa una forma mas directa de encontrar el

estimado 7(x,y), a partir de C,(x,y;u,v), es utilizar las distribuciones

marginales, como se indica en la Ec. (2.4), lo cual es posible siempre
y cuando la restauracién se lleve a cabo digitalmente, ya que con
procesadores Opticos las distribuciones marginales hasta el momento
no se han obtenido.

I1-6. Distribucion de Wigner de una imagen degradada por un
sistema optico con valores pequefios de los coeficientes del
polinomio de aberracion.
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En esta seccidon abordaremos el problema de escribir
explicitamente la DW de una imagen degradada espacialmente en
términos de la DW de la ILID (W (x,y;u,v)) mas un cierto remanente

que se agrega como una perturbacion, de forma analoga a la relacion

encontrada en la Gltima seccion del primer capitulo (Ec. (1.26)).
Usando notacién abreviada, de la Ec. (2.17) se tiene que

W, :Wf:yh =W, x*yW,, y lo que se desea, de acuerdo a la Ec. (1.23), es

mostrar que:

W,=W

g fip?

(2.38)

donde la funcion p(x,y) esta dada por la Ec. (1.24). De acuerdo a
Claasen21 la DW de la suma de dos funciones es:

Wy, =W, + W, +2Re{W, }. (2.39)

Para el caso particular de desenfoques pequefios la funcion
p(x,y) (ver Ec. (1.28)) se puede escribir como:

pe.) = (Y] 15, ), (2.40)

2 2
donde Vv’ = %+% es el L.aplaciano, por consiguiente:

W 4
W, = (720)4[v2] W, (2.41)
y de acuerdo a la Ec. (2.30), tenemos que:

W,, = 2RV, (2.42)

A
por lo tanto, [a Ec. (2.39) se puede escribir, tomando en cuenta

los resultados dados por las Ecs. (2.41) y (2.42), como:
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W, =W, + (31'-’;;?9-)2 [vz]z[z + (-"5/12-0-)2[V2]2}Wf : (2.43)

lo cual nos indica que la DW de una imagen levemente desenfocada
es igual a la DW de la ILID mas una perturbacién sobre la DW de la

ILID, (%“—)2[ 2]2{2+(%)2[V2]2}Wf, que es lo que se espera.

Aldn mas, cuando el polinomio de aberracion tiene un
desenfoque de cualquier valor, entonces la pupila compleja (Ec.
(1.20)) se escribe como:

H(u V)m1+2(]2 )m 1 Woa)mz[ ] 2(n1—1)v2.!, (244)
m=]
m n 20m-I) 2i
donde 3 " => m En este caso, como u*"y? =2 .
= ! 1=0 (m l)[ll axz(m—l) ayﬂ
luego:
aZ(m n 62.’
pen=Soer eSS L e, (249)
t=t

usando la Ec. (2.39) y llevando a cabo algunas simplificaciones se
puede encontrar la expresion general para la DW asociada a una
imagen desenfocada.
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CAPITULO L.

SISTEMAS BILINEALES EN PROCESADO DE
IMAGENES.

111-1. Introduccion.

Los primeros intentos en procesar bilinealmente imagenes
bidimensionales monocromaticas, degradadas espacialmente y sin
ruido aditivo (6ptica, digital o con sistemas hibridos) se llevaron a
cabo utilizando la (DW)***®. Desplegar en tiempo real la DW de
sefiales 1-D por medios opticos no es ningin problema, no asi
cuando se tiene imégenes bidimensionales debido a que la
informacién no se puede visualizar simultdneamente. Una forma de
visualizar esta informacién es usar procesadores hibridos gue
primero almacenen en una computadora la informacion procesada
punto a punto por medios opticos y posteriormente observar el
resultado en el monitor de la computadora. Sin embargo, de los
resultados hasta ahora obtenidos, el procesamiento bilineal de
imagenes degradadas espacialmente, con meétodos opticos o
hibridos, usando la DW, no coincide con los resultados obtenidos
procesando linealmente la misma imagen.

Por otro lado, los resultados obtenidos al procesar imagenes
con degradaciones variantes con algoritmos numéricos, usando la
version discreta de la DW, tampoco son del todo satisfactorios por
la siguientes razones: los filtros digitales (operando en el espacio
fase) hasta ahora implementados tienen alcances limitados, el
tiempo de computo es excesivamente grande y no se observa
ningln beneficio adicional practico (con respecto a los metodos
lineales) que pueda hacer atractivo el uso de la DW para procesar
informacion. Sin embargo, los resultados pueden mejorarse
proponiendo filtros bilineales (Ec. (2.21) que mejoren los resultados
(filtro bilineal de Wiener en el dominio de las frecuencias espaciales
mutuas') hasta el momento publicados y algoritmos mas répidos
para disminuir los tiempos de computo’™®. De aqui la rapidez en el
procesamiento bilineal de imagenes, la precision en los resultados,
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las limitaciones de los filtros propuestos y nuevos meétodos de
restauracion bilineal aun quedan por resolverse.

En este capitulo se presenta un enfoque tedrico sobre el papel
que juegan las funciones bilineales en procesamiento de imagenes
monocromaticas degradadas espacialmente y obtenidas con |uz
incoherente. Después, se lleva a cabo el mismo procedimiento
bilineal para obtener el estimado a la ILID en luz poli cromatica. El
sistema optico con se obtiene la imagen es invariante pero puede
ser espacialmente variante, si se hacen las consideraciones
adecuadas. En la ultima seccion de este capitulo se asume que la
imagen degradada tiene ruido aditivo. Con esto se espera tener una
mejor compresion de como operan los procesadores bilineales.

Los primeros estudios en Optica, de sistemas bilineales que
forman imagen, en luz parcialmente coherente asi como algunas
propiedades de sus transformaciones fueron reportados Saleh®**’,
Pero, el posible procesamiento bilineal de imagenes degradadas
espacialmente con ruido aditivo (Optica, digital o hibrida) es la
primera vez que se reporta de una forma sistematica.

lll-2. Sistemas bilineales y la Distribucion de Cohen.

Los sistemas lineales y bilineales son casos particulares de
los sistemas no-lineales. La teoria de los sistema no-lineales indica
que la salida del sistema (g(x',y)) se puede aproximar por una serie
de Volterra®? .

Bajo la condicidon de que la funcidon que genera el evenio no
lineal es siempre la misma, la serie de Volterra tiene la siguiente
forma:

g,y =y, (¢, ) + 7, (O[] G yOR (6, 5%, 3, e, dy,
7, [ (] G307 oo v Y (2, Y%, 21, %5, 2 )b dy i, dy,
+yn (x’:y’)jj--'ij(xl’yl)"'f(xnayn)hn (x"y';xlsy]:"':xnayn)dxldyi '-'dxndyn * (3 1)

donde el producto de las funciones £(,)s tiene diferentes
posiciones para cada termino de la serie. Estos productos son la
entrada al sistema no lineal. En general, el producto puede ser con
diferentes tipos de funciones y puede incluir la variable temporal.
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De la Ec. (3.1), considerando que tenemos un sistema optico,
las funciones #,(.;..Ys (I=12,..,n) representan la funcion de punto
extendido (fpe) de diferente orden, esta fpe puede ser en amplitud o
en intensidad, variantes o invariantes. Asi, si =1, luego »(;..) es
la fpe lineal o la respuesta a un impulso; si /=2, luego 4,(.;.) es la
fpe bilineal 0 la respuesta a un biimpulso en dos posiciones
diferentes (x,,y,;x,,y,) simultaneas y si /=n, luego 4,(.;..) es la fpe
n-lineal o la respuesta a un impulso en » posiciones diferentes,
(x,, ¥,5-3%,, ¥, ), Simultdneas. Las y5(x’,»") son funciones de ajuste
que dependiendo del problema se puede tomar como constantes o
funciones con pesos arbitrarios.

Para nuestro caso, la relacién dada por la Ec. (3.1) implica
gue se puede construir una imagen no lineal siempre y cuando se
establezca un proceso donde intervienen los diferentes ordenes de
linealidad de las fpe’s, el conocimiento de las funciones 75(x",y") y
el principio de superposicion para procesos. Esta ecuacion tambien
puede implicar que si ya se construyo un proceso no-lineal, en
principio, se puede recuperar el estimado lineal de esta imagen. En
particular, para imagenes degradadas linealmente éstas se pueden
procesar bi linealmente para obtener un estimado a la ILID. EI
problema que puede surgir es: si restaurar bilinealmente una
imagen linealmente degradada ofrece algun tipo de ventaja que no
puede tener procesando ésta linealmente.

Como el interés central de este trabajo es llevar a cabo
procesamiento de imagenes degradadas espacialmente con
sistemas bilineales biinvariantes, entonces el tercer término de la
Ec. (3.1) es el que importa. La salida (a(x’',y")) del sistema
bilineal (formador o procesador de imagen), de acuerdo a la Ec.
(3.1), tiene la siguiente forma:

. a(x’ay’)zJjjjf(x1:y1)f(x2>yz)h(x'ay’Qxlaylstsyz)dXIdyldxzdyzu (3.2)

donde la funcion f(x,,y)f (x,,»,) representa el producto de Ila

misma imagen en dos posiciones diferentes y es la entrada al
sistema bilineal. Como f(x,y) es una imagen en luz incoherente al

producto 7(x,,y,)f(x,,»,) l& llamaremos la funcion de intensidad
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mutua (fim) asociada a la funcién 7(x,y) (siguiendo la analogia con
la funcién de coherencia mutua®). Por consiguiente, si a la fpe-
bilineal la denotamos fpebi, entonces a la fpe en intensidad
bilineal la podemos abreviar como fpeibi.

Con el fin de deducir la FA, a partir de la Ec. (3.2),
proponemos la siguiente relacién para la fpebi:

h(x’:y’;xluyl?x23y2)=5(‘x1 =X, =X ) =y, — V)X
o~ P27l ) 0 4] (3.3)

esto es, dado un par de frecuencias espaciales (u’,v'), la
h(X, Y%, 31,%,,y,) representa un frente de onda plano cuya

amplitud compleja cambia de acuerdo al valor a la suma de
coordenadas (x+x,,y+y,). Al sustituir la Ec. (3.3) en la Ec. (3.2), se
tiene un proceso espacialmente bi-invariante (debido a que las
coordenadas x',x,,x,;)",»,y, estan relacionadas por la diferencia
de los valores de las coordenadas del plano de entrada
[(x, —x,),(» ~»,)] con los valores de las coordenadas del plano de
salida (x',y"), esto es, [x~(x, -x),y~(y, - »,)]; por consiguiente, de
la Ec. (3.3) obtenemos la siguiente relacion:

61,,‘,,,' (x,, y’) —_ IJ‘ f(x1>y1 )f* (-x1 _ x,’yl . yr)e—jbz(u‘x]+v'y1)dxldyl , (34)

donde a, ., (x',y") es el espectro complejo del producto de la

interseccion de la regién en comun de la funciones de entrada,
FGu3) Y f (). Alafuncion a, . (x',)") se le conoce como la

funcion de ambigliedad (FA) asociada a la funcidn f£(x,y), esto es:
A (VX' y)=a, . (x,y), (3.5)

La DW se obtiene al aplicar una TF 4-D (una TFD 2-D en las
variables x,y y una TFI 2-D en las variables«',v') a la Ec.(3.5), esto
es:
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W, e ysuwv) = ([ [[an, (e axdy dudy 3.6

Entonces, si g@',v;x',y") €8 una funcidén bilineal al multiplicar

ésta por au’,v'('x ,¥"), se tiene una funcién bilineal (asumiendo que

se conoce que la convolucion de dos funciones bilineales es una
funcién bilineal, entonces, la fransformada de Fourier de la
convolucion de dos funciones bilineales es el producto de las
transformadas de Fourier de cada una de las funciones bilineales, el
cual es una funcion bilineal). Esto es:

aAu’,v’ (x’ ay’) = au',v' (x’ >y’)¢(u, :v,;x, :y') v (3?)

es bilineal, donde 4@/ ,v;x',y") es un "kernel" (en analogia al
"kernel" propuesto en el capitulo I1). Al aplicar la TF 4-D a la funcién
a,.(x'.y"),enlas variables x',y ;»',v', se obtiene la DC, esto es:

C (xyu,v) = ” H 4, . (¥, y')e"1'2”("”"*""}""""_"} V' dy' du’ dv' (3.9)

Como x se puede sustituir por X, y por ¥, » por U y v por v,
luego la Ec. (3.8) se puede escribir como:

C, YU V)= [[ [[ @, p)e 2O =Dy dy du'dy (3.9)

que es precisamente la definicidon de DC, de acuerdo a la Ec. (2.1).
En el caso de que el "kernel" sea igual a la unidad, la DC vy la
'DW coinciden, para cualquier funcién f(x,y); en particular, para la
ILID, de acuerdo a las Ecs. (3.6) y (3.7).

ll-3 Procesado bilineal de imagenes mono cromaticas sin
ruido.

V Como podemos inferir de la Ec. (3.1), los eventos bilineales
son una primera aproximacion a los eventos lineales, en la
Tepresentacion de un evento no lineal, como puede ser una imagen
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degradada. También, del segundo termino de la Ec. (3.1), se
observa que cuando se tiene una imagen degradada linealmente en
luz incoherente se pueda obtener de forma univoca una imagen
degradada bilinealmente.

Pero, el proceso inverso no implica que se puede obtener la
imagen degradada linealmenie de su imagen degradada
bilinealmente univocamente, por que existen varias formas de
obtencion, como lo podemos constatar posteriormente. Entonces, a
la pregunta ¢para qué procesar bilineaimente una imagen
degradada linealmente?, la respuesta es por que se tiene un mayor
numero de formas de libertad de procesar la informacién y también
por que el procesamiento bilineal permite llevar a cabo en el
espacio fase la restauracion bilineal, lo cual puede generar filtrajes
no convencionales.

A continuacién planteamos la forma de restaurar informacion
usando métodos bilineales. Supongamos que tenemos una imagen
degradada espacialmente (g(x,y)) por un sistema optico lineal en

luz incoherente. Entonces, de la Ec. (3.2), la fim de g(x,y) tiene la
siguiente forma:

7y (%, Y0 %5, ¥2) = (%1, ¥1)8 (%2, ¥2) (3.10)

donde la funcidn 7, (x,,¥,%,¥,) es real no-negativa y con soporte

finito. Se entiende que si g(x,y) Y g(x,,y,) son las entradas

simultaneas al procesador bilineal de imagenes, luego la Ec. (3.10)
puede escribirse como:

7o (5%, 3,) =L (300 * A, pIIL G, 20) % A(%,.3,)],(3.11)

o equivalentemente, como se puede demostrar, de la siguiente
manera:

(X, V1%, Y,) = (XL V5%, Y,)  * KX 5%, 8,) L (3.12)

¥1:M15%2.V2
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La Ec. (3.12) indica que la fim de una imagen degradada es la
convolucién 4-D de la fim de la ILID con la fim de la fpei. Silo

que se desea es obtener un estimado a la ILID, entonces de la Ec.
(3.1), se tiene la siguiente relacion:

a(x,y) = ”ﬂrg(xnyl;xzayz)w(xay;x1=y1=x2=y2)dx1dy1dxsz’2 , (3.13)

donde x,y son variables mudas asociadas a las variables x',y" y

w(x,y,x,¥,%,.¥,) es una funcién bilineal. Asumiendo que el
procesador bilineal es espacialmente bi-invariante, podemos escribir
que:

WX, VX, Y1 X0, Vo) = WX =X, Y = Y3 X =%, V' =V,) . (3.14)

Por consiguiente, la Ec (3.13), tomando en cuenta la Ec. (3.14), se
escribe como a, . (x,y) = rf(x,y;x’,y')xyé;,y,r,,(x,y;x',y') yj,y,W(x,y;X',y')i
este resultado implica que con la funcidn w(x, y,x’,y") se puede llevar

a cabo el procesamiento bilineal de la fim asociada a la imagen
degradada. Como la restauracion de la informacion

¥e (%, 15%,,¥,) debe ser con un procesador bilineal, el estimado a
la salida del sistema se obtiene bajo la siguiente condicion:

B (XL V%0, Y,) % w(xinE;x2=y2) ~ 5(x—xl,y—y1;x'—x2,y'-y2),(3.15)

KM%, Y2

al sustituir la Ec. (3.14) y la Ec. (3.15) en la Ec. (3.13), obtenemos el
estimado de la fim de la ILID, esto es:

Ay (6, ¥) =P (%, 13X, ¥ (3.16)

Para x'=constante,y' =constante Se tiene, de acuerdo a la
~ 2
definicion de fim dada por Ec. (3.10), que 7,(x,;%,y) = Cl 1, y)!
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(con C=|f(x,y)|" =constante) y por consiguiente, de acuerdo a la Ec.
(3.16):

a(x, ) = Cl7(xy) . (3.17)

Luego, la salida de un procesador bilineal, tomando la
condicién dada por la Ec. (3.14), es proporcional al modulo al
cuadrado del estimado a la ILID y es exactamente igual cuando el
valor de la constante ¢ se normaliza a la unidad (lo cual se puede
llevar a cabo tanto 6ptica como digitalmente). Finalmente, de la Ec.
(3.17), podemos obtener el valor del estimado a la ILID evaluando
la raiz cuadrada positiva y normalizando la constante, esto es:

F (G, p)=+a(x,y). (3.18)

Un recurso (se usa en procesadores DW opticos o digitales de
informacion) para el manejo de la fim es hacer ésta simétrica con
respecto al eje del sistema 6ptico®, lo cual se logra con los
siguientes cambios de variables:

X, =x+x'/2 ’ ¥ =y+)yi2 ’
X, =x—x'"/2 Y2 =y=yi2 (3.19)

entonces, la fim de la imagen degradada se puede poner en una
forma ya conocida, esto es:

7, v, X V) =gx+x72,y+y12)g(x—-x"12,y-y'/2), (3.20)

que es idéntica a la funcién producto definida en la Ec. (2.3),
Sustituyendo las cuatro relaciones dadas en la Ec. (3.19) en la Ec.
(3.13), se puede demostrar la Ec. (3.12) o equivalentemente la
siguiente relacion:

re (e yix,y )=, (nyix,y) x (6 yxLy). (321)
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Otra forma de obtener un estimado a la ILID, a partir de la
imagen degradada bilinealmente, es aplicar la TFD 4-D a la Ec.
(3.21) en las variables x,y,x'y’, con lo cual obtenemos que:

Ro (u, vt V)= R (u, v, ,V)Ry (u,v; 1, V). (3.22)

Como las funciones bilineales R s representan el espectro de
las 7 “s las llamaremos funciones de espectro complejo mutuo
(fecm); por consiguiente, de la Ec. (3.22), la fecm del espectro de la

imagen degradada (R;(u,v;#,v')) es el producto de la fecm del
espectro de la ILID (R, (u,v;u',v")) multiplicada por la fecm de la
FTO, (R, (u,v;u',v")). Por consiguiente, un estimado (}'éﬁ(u’,v’;u,v)) a
la fecm dei espectro de la ILID es:

R, (v’ ,v) = Ry (u, viu' V)R, (u, v, v') | (3.23)
donde proponemos que:

u!

u V'
Ro(u,viu' v)=Qu+—,v+—)Q (u—-
2@ V) = Qut v+ )0 (=

VY
V=), (3.24)

como una de las posibles versiones del filtro bilineal de Wiener para
procesadores bilineales, donde el filtro de Wiener esta dado por la
Ec. (1.13). La Ec. (3.24) conlleva a que la funcion que caracteriza al
proceso de restauracion en el dominio del espacio mutuo (ver Ec.

(3.14)), w(x,y;x",)"), esté dada por:
w(x, y;,x,y) = ﬂ _U R, (u, v, u v )e P gyt dudly (3.25)

gue es la fim asociada al filtro de Wiener en el dominio del espacio
mutuo. Si asumimos que W(x,¥;x.))=r,(x,»;x",)), podemos

obtener un estimado (ﬁf (X, y; X,y )), en el dominio de las
variables espaciales mutuas, por medio de la siguiente relacion:
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XY=, (%1%, Y) * r, (¥ X)), (3.26)
LTS SR 4

de esta ultima relacién se puede obtener el estimado a la ILID en
luz incoherente. Esto es, como:

P,y X, ¥) = J(x+X 12,y +V12) f(x—x12,y-¥12) | (3.27)

entonces, si x'=y'=0, la EC. (3.27) es:

2 2
7(%,3,0,0)=|70.0) | 7(x.»)| | (3.28)
y por lo tanto el estimado a la ILID es:

J G, y)=+P;(x,%:0,0)/ F(0,0), (3.29)

la cual, una vez que se conoce las degradaciones de la fpei del
sistema Oplico que formo la imagen, para poder recuperar sus
valores depende de las siguientes dos condiciones: a). el valor del
coeficiente que degrado espacialmente la imagen y b). el valor de la
constante ¢, que aparece en la Ec. (1.13). Las condiciones ay b
aparentemente no son independientes: a mayor degradacion mas
pequefio es el valor de la constante ¢ para poder observar un buen
estimado. Si el valor de la constante ¢ es grande (cerca de la
unidad) el efecto es suavizar el valor del estimado, como se puede
inferir teéricamente y de las simulaciones numéricas que se llevan a
cabo en el capitulo VI.

Hasta lo aqui expuesto, se tienen dos posibles alternativas
para procesar bilinealmente imagenes degradadas linealmente
obtenidas en luz incoherente: utilizar la fim de |la imagen degradada
o la fecm del espectro en amplitud compleja de la imagen
degradada. Otra posible alternativa es utilizar la DC, ya que en
principio también puede ser un buen candidato, como se ha
mencionado en el capitulo Il.

Para resumir, es conveniente mencionar, que las
restauraciones bilineales reportadas hasta el momento, como es el
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caso de la DW, suponen que la imagen a procesar no tiene ruido (ni
aditivo ni multiplicativo), también es conveniente sefalar gue los
procesadores bilineales usados son del tipo espacialmente bi-
invariantes, aunque en la literatura no se menciona este hecho.

Hasta lo aqui expuesto se observa que el procesamiento de
imagenes con sistemas bilineales espacialmente bi-invariantes se
puede llevar a cabo en el dominio del espacio mutuo (x,y;x',y"),
en el dominio de las frecuencias espaciales mutuas (u,v;v',v'), 0
en el dominio del espacio fase (punto a punto o frecuencia a
frecuencia). Por consiguiente, las alternativas de llevar a cabo
procesamiento de informacién con sistemas bilineales son mas
variadas que en el caso de los sistemas lineales. Por gjemplo, en el
dominio del espacio mutuo, cada punto x,y de la imagen a
procesar tiene como vecinos un conjunto de puntos {x’, y’} que
pueden afectar el valor de la imagen de este punto. Otra forma de
alterar la informacién es en el dominio de las frecuencias espaciales
mutuas: cada par de frecuencias »,v (0 conjunto de pares de
frecuencias {u,v}) del espectro de la imagen, tiene como vecinas un
conjunto de frecuencias {«’,v'} que afectan el valor de la amplitud
asociada a las frecuencias u,v.

En el espacio fase, el valor en un punto x,y, se puede
modificar al cambiar los valores de la amplitud compleja del
conjunto de sus frecuencias espaciales {«,v} asociadas. También, el
valor de la amplitud compleja del par de frecuencias »v puede
modificarse por el conjunto de sus puntos asociados {x, y }.

Ill-4. Procesado bilineal de imagenes poli cromaticas sin ruido.

En procesado optico o digital de imagenes poli cromaticas sin
ruido con sistemas lineales que forman imagen se pueden distinguir
las siguientes posibilidades para un sistema ptico que trabaja en la
region paraxial: a). que el sistema Optico tenga aberraciones
cromaticas longitudinales, esto es que su distancia focal sea
dependiente de la longitud de onda, b). que el sistema este libre de
aberraciones cromaticas, esto es que su distancia focal sea
independiente de la longitud de onda (sistema 6ptico apocromatico),
c). que el sistema sea sensible a la aberracion cromatica
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transversal y finalmente d). que el sistema sea independiente tanto
de la aberracidon cromatica transversal como longitudinal.

La mayoria de los sistemas O6pticos comerciales estan
corregidos al menos acromaticamente en su region paraxial y
dependiendo de su uso puede ser mas o menos insensibles a la
aberracion cromatica transversal. Esto significa que en el caso de
un objeto plano poli cromatico cuando el sistema éptico esta fuera
de foco y es sensible a la longitud de onda, entonces la imagen
degradada debe restaurar |la informacién cromatica procesando la
informacion en sus colores primarios (r= rojo, v= verde, a= azul).
Este caso ya ha sido resuelto y reportado cuando la restauracion se
hace por medios digitales’™ para valores del coeficiente de
desenfoque pequefios, asumiendo linealidad e invariancia espacial
del sistema que forma la imagen. Otro caso es cuando el sistema
optico detecta varios planos de profundidad de una escena
tridimensional, cada uno de estos planos tiene un coeficiente de
desenfoque diferente; en este caso, la informacion desenfocada se
debe restaurar teniendo informacién a priori de la cantidad de
desenfoque, en cada plano de la escena 3-D del objeto, este caso
se ha reportado cuando los planos con diferentes desenfoques se
toman como independientes™.

En el caso en que el objeto emita radiacién fuera de la regidn
visible del espectro en varias longitudes de onda la restauracion de
la imagen tiene que tener en cuenta tanto la profundidad espacial
del objeto como el valor de cada longitud de onda. Un posible caso
se presenta en los microscopios electrénicos de alta potencia donde
el control de la informacion de profundidad del objeto a veces es
dificil y solo se puede enfocar un plano quedando fuera de foco los
demas planos. La restauracion variantemente fuera de foco de
escenas 3-D no ha sido resuelta usando procesamiento lineal
cuando los planos de la escena se superponen en el planc del
detector; el problema de restaurar este tipo de imagenes radica en
que la informacion del plano a restaurar esta contaminada con
informacién de los demas planos. La solucién al problema arriba
planteado hizo pensar que la restauracion con procesadores
bilineales del tipo de DC podria ser la solucién, lo cual se
demuestra, al final de este capitulo, que no es posible de la forma
mas general.

48



Capitulo III Sistemas Bilineales en Procesado de Imagenes.

En esta parte del trabajo supondremos que el sistema
formador de la imagen tiene aberraciones cromaticas y por lo tanto
la distancia focal es sensible a la longitud de onda, lo cual significa
que la imagen cromatica a procesar se puede descomponer en tres
imagenes independientes, una para cada color primario. Asumiendo
la hip6tesis mencionada, para un procesador bilineal tendremos tres
fim’s (una para cada color primario) y sus correspondientes fecm’s,
todas ellas asociadas a la imagen poli cromatica degradada,

Suponiendo independencia de las tres longitudes de onda de
una escena en color degradada espacialmente y omitiendo las
variables espaciales del argumento de la fim, luego la fim

R’r,v,a
cromatica de la imagen degradada (7z ), tiene la siguiente
forma:

Aevia _ A, A,
i"g —}"g +Fg +I"g , 3.30)

donde las constantes #--4..4. denotan la longitud de onda para los

’?’r v,a
colores primarios rojo, verde y azul, respectivamente; Vo denota
la superposicién de las fim’s asociadas a dichas longitudes de
onda. Usando la Ec. (3.30), la fecm de la imagen poli cromatica
degradada es la superposicion de tres funciones de fecm
degradadas, cada una de las cuales tiene un color primario
asociado, esto es:

Ava _ phy Ay Aq
Ry™ =R7 +Rg +R5" . (3.31)

donde a cada fecm se le ha omitido las variables asociadas a las
frecuencias espaciales. Como la DW y la FA son casos particulares
de la DC, entonces, la DC poli cromatica para un “kernel” dado tiene
la siguiente forma:

/lfﬂ’ﬂ —_ ’q"r A‘v )"a
Cg —Cg +Cg +Cg ’ (3.32)
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donde se omitieron las variables. Nuevamente, se cumple la
siguiente relacion:

A

C (x, y;u,v) = Cg™ (1, v;.%, ) (3.33)

ademas, como consecuencia de la definicién de la DC, la siguiente
relacién es valida:

)"rva 4 LT 4 ’?’rva 4 LA 4
Ag” (x Y U :V):AG” (Zl sV :xay). (3.35)

En el caso de imagenes con degradacion poli cromatica, se
asume que la DC y la FA siguen un tratamiento similar al de la DW.
Por consiguiente, el proceso de restaurar poli cromaticamente una
imagen con funciones bilineales en el espacio fase involucra
manipular los tres

terminos de cualesquiera de las ecuaciones ((3.30) a (3.32)) que se
elijan. Por ejemplo, podemos elegir la BW para llevar a cabo el
procedimiento de restauracion poli croméatica en el espacio fase, de
esta forma (ver Ec. (3.33)) tenemos que:

A . _ A, —j2 ’ ’ r r
W (x,y;u,v)= J.If”g e PP g dy” (3.35)
C — 727 (ux +vy’ r r
W (x, ysu,v) = ||rye > dx'dy” (3.36)
Wi (x, ysu,v) = ||rlee™ @ ax'dy” (3.37)

L

Si tomamos en cuenta la siguiente abreviacion

H'Cm ;'LC' Y. AC
rge=re %R

g x,y;x',y' ' (338)
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con A, =4.,4,,4,, entonces el conjunto de Ecs. (3.35) a (3.37)
puede expresarse como

A, \ - A, , A = J 2 (ux’ +vy) v -
W@-(xnyauav)—-fjﬂf s Tn€ ax'dy” (339

De acuerdo a la Ec. (2.23) y a la Ec. (3.49) un estimado a la
DW en un punto x,y ala ILID poli cromatica es:

Wf’?“ (x, y,u,v)= W;“" (x, yu,v) x*yS{Réc (u,v;u',v') | (3.40)

donde la funciébn que filtra las frecuencias espaciales
A, S .
(SRS (u,v;u',v") ) asociadas al punto x,y es la TFl, en las

variables «",v, de la fecm poli cromatica (Ré" ), asociada al filtro de
Wiener (Qu,v)), esto es:

S{Rg (u,v;u’,v’)}z S{Q’i" Q" } (3.41)

Sin embargo, persiste aln el problema de como eliminar la
operacion de convolucion que se presenta en a Ec. (3.40).

llI-5 Procesado bilineal de imagenes mono cromaticas con
ruido.

Si la escena degradada espacialmente es independiente del
ruido n(x,y) que se le adiciona, entonces la fim de una imagen

degradada con ruido aditivo puede expresarse de la siguiente
manera:

Vo = Vg Th, (3.42)

donde 7, esta dada porla Ec.(3.12) y 7, es la fim del ruido, la cual
es de la siguiente forma:
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vy, x V)y=nlx+x12,y+ VI 2Dn(x—-x712y - y'12), (3.43)

donde n(x,y) es el ruido. De acuerdo a la Ec. (3.43) la fecm del

espectro asociado a la imagen degradada con ruido tiene Ia
siguiente forma:

RG+N (‘M,V; uta V’) = RG (Z’l: V; u,:v’) + RN (u: V; u',V’) 1 (344)

entonces, se tiene que la DW, la FA y [a DC se pueden escribir
como: .

W (6, 5u,9) = W, (x, y;u,9) + W, (x, y;u,v) | (3.45)
A&y 50 V)= A, (X, Y50 V) + A,(X, ¥5u',V) | (3.46)
Coun(X,Y U V) =C (X, Y;U,V)+C,(X,Y;U.V), (3.47)

por consiguiente, el estimado a la ILID se obtiene al aplicar filtros
que pueda eliminar tanto el ruido aditivo como el tipo de
degradacién que tiene la imagen, en cualquiera de los dominios
dados por las Ecs. (3.42) a (3.47). Para poder encontrar este
estimado se asume que se conoce el tipo y cantidad de
degradacién que introduce el sistema formador de imagen asi como
el tipo de estadistica del ruido. En el caso de la DC, se tiene que
asumir, ademas, la forma explicita de la funcion "kernel".

Las Figs. (3.1) y (3.2) muestran, respectivamente, los
sistemas para desplegar Opticamente la fim y la DW de una
imagen, que puede o no estar degradada espacialmente y que
puede o no fener ruido aditivo. La imagen g(x,») es la letra

mayulscula A que se localiza en el plano de la fim. En ambas
figuras las abreviaciones significan: DH, divisor de haz;, £.7, Y f,

distancia focales de las lentes L,,L, y L, respectivamenie, E

espejo plano, d; distancia del DH a la fim y d, distancia del DH a la
lente Z,. En las dos figuras se asume que una fuente puntual

emerge del punto P incide sobre la lente L, de ésta lente emerge
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un frente de onda plano de luz monocromatica e incide sobre el DH,
la amplitud del frente de onda que transmite el DH pasa por la
transparencia, la cual tiene un desplazamiento de -x/2,-p/2
respecto al eje Optico del sistema. La lente L, forma la
transformada de Fourier de g(x+x'/2;y+y'/2) sobre la superficie del
espejo E, de tal forma que el haz reflejado, al pasar de nuevo por
lente L, forma (sobre el plano de la transparencia) la imagen
invertida (y desplazada x/2,y/2), esto es g(x-=x'/2;y—y'/2), fal que
en el plano de la transparencia se tiene la funcién bilineal fim,
r,(x,;x'y"). El procesador bilineal de la Fig. 3.1, forma la DW (para

x,y dadas) en el plano focal posterior de la lente Z,. El plano de [a

fim se encuentra en la distancia focal anterior de esta misma lente.
La distancia focal £, de la lente L, es igual a la suma de las

distancias 4, mas d,. Sobre el plano focal posterior de L, se forma

la distribuciébn de Fraunhofer en amplitud compleja (la cual en
principio se puede filirar), que es finalmente la DW (para x,y
dadas).

El procesador bilinea! asociado a la fim se presenta en la Fig.
3.2, éste no se ha reportado en la literatura, ni para imagenes mono
cromaticas ni para imagenes poli cromaticas. Parte del procesador
dptico de la Fig. 3.1 puede conformar el procesador bilineal para
desplegar la fim, la Unica diferencia es la condicion de que ahora
d +d,=2f,, entonces la imagen de la fim, con amplificacion

unitaria, se forma en el plano 2f,. En el plano de la imagen de la

fim se puede llevar a cabo operaciones de filtraje de ruido,
promediar valores u otras operaciones (diferenciacion, seudo color
etc.). Una alternativa interesante de trabajar con el procesador
bilineal fim es aplicar filtros de redes neuronales celulares (RNC)
que supriman el ruido en imagenes binarias bilineales o parte de las
degradaciones espaciales que puede tener una imagen binaria. Los
filtros RNC tienen como ventaja poder cambiar las dimensiones de
su plantilla de acuerdo al tamafio de la region de la fim que sé
quiera procesar. Aplicaciones viables del procesador fim es hacer
realce de borde variable en una imagen, otra posibilidad es
modificar punto a punto la imagen valiéndose de los puntos vecinos
asociados al punto a modificar.
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Fig. (3.1). Procesador bilineal 6ptico en el dominio
del espacio fase (DW).

En ninguna de las dos figuras anteriores se muestra el
hardware asociado a cada arreglo éptico. Para que ambos arreglos
puedan trabajar éptimamente es conveniente su implementacion
hibrida, lo cual eleva su precio considerablemente. El tipo de
procesador dptico, dado en la Fig. 3.1, fue propuesto por Balmer®
para visualizar el contenido de frecuencias espaciales asociadas a
la ubicacion de un punto de una imagen. Posteriormente, el
procesador fue modificado por Gonzalo et. al®*3 para filtrar
frecuencias espaciales y restaurar una imagen espacialmente
degradada de forma variante sin separarla fisicamente regiones con
el mismo tipo de degradaciéon. Los procesadores DW hibridos
normalmente trabajan con luz monocromatica coherente
espacialmente. Los procesadores 6pticos de la Figs. 3.1 y 3.2
pueden ser complementados con ofros sistemas Opticos para
recuperar el estimado de la fim de la ILID, como ya ha sido
reportado para la DW?.
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Fig. (3.2) Procesador bilineal 6ptico en el dominio del
espacio de las coordenadas espaciales mutuas (fim).

El procesador bilineal, 6ptico o hibrido, para obtener la fecm
es similar a los procesadores de las figuras 3.1 y 3.2, hasta el
momento este procesador tampoco se ha reportado. En el Apéndice
E se propone un procesador de fecm de tipo holografico.

Finalmente, un problema a resolver es hacer que los
procesadores Opticos-digitales (hibridos) operen de manera iterativa
de acuerdo a la teoria que se detalla en el siguiente capitulo.

Los procesadores bilineales por naturaleza propia no tienen la
capacidad de separar la informaciéon de una escena que tiene
planos diferentes y por consiguiente es conveniente, como ya se
menciono anteriormente (imagenes poli cromaticas y escenas con
diferentes planos de desenfoque) trabajar de forma independiente
dichos planos.
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A continuacién se muestra que [os procesadores bilineales
tienen tambien como requisito para procesar informacion, separar

fisicamente regiones con la misma degradacién espacial de una
imagen espacialmente variante.

Supongamos gue tenemos una escena compuesta por dos
planos de informacion, luego la imagen deteciada g(x,y) es la

superposicion de estos dos planos, esto es:
g(x>y) :.fl(x’y);’kyhl(x:y)'i_f:z(x:y)fyhz(x>y) (3’49)
entonces, la fim asociada a g(x, ) €s:

rgﬁ‘gz = rgl + ng T 2r31 rgz

: ' (3.50)
donde g,(x,»)= A (xy) ¥ &(x))=/f0)h(xy). Asumir que
g (x,y) Y que g,(x,») son independientes no es solo hacer que el
tercer término de la derecha de la Ec. (3.50) sea igual a cero. Lo
que significa es separar [a escena g,(x,») fisicamente de la escena
g,(x,») Y por lo tanto procesar por separado la informacion de cada
degradacion.

De lo anterior, es inmediato que la fim, fecm o la DC tiene
como condicién, que una imagen variantemente degradada, se
separe fisicamente por regiones con la misma degradacién, para
poder procesarlas bilinealmente.
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METODO BILINEAL ITERATIVO PARA LA
ESTIMACION DE LA ILID BILINEAL.

IV-1. Introduccion.

En este capitulo se propone un algoritmo iterativo para la
estimacion bilineal de la ILID, a partir de una imagen degradada por
aberraciones con ruido aditivo. En su versidn original el algoritmo ya
ha sido aplicado en sistemas lineales™*, el algoritmo aqui
propuesto es una modificacién cuya ventaja es poder minimizar el
ruido (sin retroalimentarse) en cualquier etapa de iteracion; por
consiguiente, este algoritmo puede ser mas rapido y robusto.

Como se infiere del capitulo anterior, el numero de imagenes
digitales a procesar para llevar a cabo restauracion numérica de
imagenes degradadas espacialmente con procesadores bilineales,
es al menos como el cuadrado del numero de pixeles de la imagen
a procesar linealmente; esto implica, que el tiempo de
procesamiento bilineal de una imagen degradada también se
incrementa, al menos como el cuadrado del tiempo requerido por
cada imagen con métodos lineales. En el caso de restauracion
bilineal numérica, ademas los accesos a la memoria de disco duro
debe ser el minimo posible, lo cual conlleva a que el tamafo de
memoria real sea grande para almacenar las matrices de la (fim), [a
fecm o de cualesquier distribucion asociada a la DC. Como
consecuencia a lo arriba mencionado, hay que agregar que el
calculo numérico del estimado a la ILID de una imagen degradada
bilinealmente con ruido, con métodos bilineales iterativos aumenta,
significativamente los tiempos de calculo.

En este trabajo, el método bilineal iterativo propuesto para
restauracion de imagenes bilineales con ruido es una modificacion
al método de restauracion lineal iterativa, usado por Maeda, en
restauracién de imagenes degradadas variantemente con ruido
aditivo.
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En el algoritmo lineal iterativo propuestos, el filtro de Wigner,
para restaurar la imagen degradada, cambia con el valor de la
relacion sefial a ruido en cada etapa y se aplica en cada iteraciéon
(en el dominio de las frecuencias espaciales o en el dominio de las
coordenadas espaciales). El filtro que minimiza el ruido es un pasa
medias y se aplica en el dominio de las coordenadas espaciales en
cada iteracion.

El algoritmo bilineal iterativo aqui propuesto para restaurar las
imagenes degradadas con ruido utiliza el filtro bilineal de Wiener en
cualquiera de los espacios bilineales, este filtro también se modifica
con el valor de la relacién sefial a ruido en cada iteracion. Por ofro
lado, el ruido se puede filtrar en el dominio de las coordenadas
espaciales mutuas con cualquier filtro lineal minimizador de ruido;
sin embargo, también se puede filtrar con un filtro lineal en el
dominio espacial para cada estimador de la ILID (lo cual no es
deseable por estar tratando con procedimientos bilineales). Una
ventaja tedrica del algoritmo propuesto es que, en principio, el filtro
que elimina el ruido solo se tiene que aplicar una vez (en cualguier
etapa del algoritmo iterativo) y por lo tanto el ruido no se retro
alimenta de una iteracion a la siguiente, lo cual en la practica es
dificil que suceda, puesto que siempre existe un remanente que el
filtro de Wiener amplifica. El algoritmo iterativo propuesto al
aplicarlo a una imagen degradada sin ruido puede iterativamente
encontrar al mejor estimado.

Como veremos, en el capitulo VI, el procesamiento bilineal
iterativo tiene buenos resultados cuando el nivel del ruido tiende a
ser cero aun cuando el coeficiente de desenfoque tienda a ser
grande, o cuando el nivel de ruido es relativamente alto pero el valor
de los coeficientes de las aberraciones tienden a cero. De otra
forma, al incrementarse las iteraciones, el ruido se amplifica y la
imagen restaurada irremediablemente se pierde.

Por brevedad y claridad en la presentacion, en la siguiente
seccidn de este capitulo, el procedimiento de obtener el estimado al
objeto (o0 a la ILID) se lleva a cabo en el dominio de las frecuencias
mutuas. En las siguientes secciones de este mismo capitulo se
ofrece, de forma abreviada, las demostraciones de las relaciones de
los estimados en el dominio espacial y en el dominio del espacio
fase.
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IV-2. Estimado a la ILID con la funcién de espectro complejo
mutuo (fecm).

Como se menciono anieriormente, suponemos que la imagen
detectada es mono cromatica en luz incoherente obtenida con un
sistema 6ptico lineal espacialmente invariante en intensidad. El
sistema dptico degrada la ILID debido a que la pupila compleja tiene
aberraciones espaciales. También la imagen detectada tiene ruido
aditivo, el cual se supone independiente de la imagen. Partimos de
que la restauracion a la imagen degradada bilinealmente se lieva a
cabo con un procesador bilineal sin tener en cuenta el tiempo de
procesamiento. Dado que se conoce la fim de la imagen degradada

(7,) también se puede conocer la fecm del espectro de la imagen

degradada (R ). Otra forma de llegar a la misma conclusién es:
dado que se conoce la imagen degradada (g), se conoce su

espectro (G ) y por consiguiente se puede conocer R .

En lo que resta de las secciones de este capitulo, por facilidad
de notacién y ahorro de espacio se llevan a cabo las siguientes
abreviaciones: % (X,¥;x.y') =%, donde la letra /= puede
representar la fim de la ILID (), la fim de la imagen degradada
(&), la fim de la fpei (#) o la fim del ruido (7}, respectivamente.
Otro conjunto propuesto de abreviaciones es el siguiente:
R, (u,v;u',v)=R,, donde L=F,G HN representa las fecm’s de los
especiros de la ILID, la imagen degradada, la FTO vy el ruido,
respectivamente.

Por consiguiente, y de acuerdo con la Ec. (3.47), tenemos que
la fecm del espectro de la imagen degradada con ruido es:

Ri.y=RyRp+R,. 4.1)

Por consiguiente, un estimado a la fecm del espectro de la
ILID es R,. Basandose en el principio de los minimos cuadrados

amortiguados, la funcidbn de error (E{J’%ﬁ}) tiene la siguiente
expresion:
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E{Ry} =[Rouw = RuRy| +e

(4.2)

donde la funcion de error del estimado a la fecm del espectro a Ia

ILID (E{I%ﬁ}) debe de ser un minimo. El factor ¢ es un nimero real

no-negativo que puede ser menor a la unidad, este factor se conoce
como factor de amortiguamiento o parametro de regularizacion.
Este factor puede aumentar o disminuir su valor monétonamente

conforme el niimero iteraciones aumenta. Al término AR. se le

conoce como la funcion de correccion (donde A es el operador de
regularizacion) y representa la diferencia entre dos etapas
consecutivas cualesquiera en el proceso iterativo (la etapa que esta
por calcularse y la etapa que ya se calculo). El término

Reoow — RHféﬁ depende del estimado J’%ﬁ ya calculado, esto es;:

>

Z(R) = Ry — RyR (4.3)
Por lo tanto, podemos hacer a la funcion Z(f%ﬁ) una

expansion en series de Taylor, alrededor de la #'esima iteracion,
esto es:

Z(R.) = Z(RY) ~ Ry AR, . (4.4)

Como la funcion de error tiene que ser un minimo (ver Ec.
(4.2)) se cumple la siguiente condicion:

BT g, (4.5)
O(AR.)

lo cual equivale (al sustituir el resultado de la Ec. (4.5) en la Ec.
(4.2)), a la siguiente igualdad:

BZ( o)

ok )Z(R ) +eAR, =0 (4.6)
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Por otro lado, de la Ec. (4.4) se obtiene que:

OZ(R.)
B(AR,)

Ry, 4.7)

entonces, de las Ecs. (4.4), (4.6) y (4.7), tenemos, para una
iteracién dada (por ejemplo, la kesimaiteracion), que se cumple la
siguiente relacion:

~ R, {Z(R¥) + Ry (AR,)} + €, AR (4.8)

donde el simbolo =, en el superindice de R,, denota el complejo

conjugado. Para la ¥ esima iteracién, también se cumple que (ver
Ec. (4.3)):
Z(R§?) = Rouy — Ry R, (4.9)

por lo tanto, utilizando las Ecs. (4.8) y (4.9), obtenemos que la
funcién de correccion optima es:

_ Ry
IRV +R. +R ., +e
H H,2 e, H k

{RG+N - RH Rz(v*k)} iy (4- 1 0)

F

donde, R, =H@u+% ,v+2)e. Como la funcidén de correccion 6ptima,
e 2 2

en la (k+1)ésima iteracion, es la diferencia entre los dos Ultimos
estimados asociados a las fecm’s (£*y F®), entonces:
AR, =R¢™M — RY (4.11)

ﬁ 1

por consiguiente, sustituyendo la Ec.(4.11) en la Ec. (4.10), tenemos
que:

RED = R 4 RO Ry, - RyRD), (4.12)

donde,
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) _ Ry

Q 2 21
IR, |” + Rlle’ek + Rek,Eth + e’

(4.13)

es una posible forma del filtro bilineal de Wiener en la ks iteracion.
Otra forma del filtro bilineal de Wiener es considerar, en la Ec.

(4.13), que Rye, =R, e = 0,

Si partimos que el estimado inicial no se conoce, podemos
proponer que éste tenga la siguiente forma:

RP =0, (4.14)

lo cual implica que 7@ =0. Luego, si se cumple la Ec. (4.12), el
primer estimado a la fecm de /' tiene la forma:

RO =R R, (4.15)

en el caso en que el ruido es cero, de la Ec. (4.15), se tiene que
RY =ROR,, esto es, el estimado obtenido por el método bilineal no-

iterativo de minimos cuadrados restringidos (Ec. 3.23) es igual al
primer estimado obtenido por el método bilineal iterativo.

De la Ec. (4.12), cuando el espectro del ruido no es cero,
podemos observar que en la (k+lésima iteracion, la fecm del

espectro de la imagen degradada con ruido aditivo (&;.,) se retro

alimenta lo mismo que en cualquiera de las iteraciones anteriores.
Lo anterior implica que el filtro bilineal para eliminar el ruido se tiene
que aplicar en cada iteracion para no permitir que el nivel de ruido
aumente significativamente, debido a que el filtro bilineal de Wiener
acta como un filtro pasa altas (ver apéndice F). El algoritmo dado
por la Ec. (4.12) tiene dos defectos: (a) consume una gran cantidad
de tiempo, cada vez que se lleva a cabo una iteracion hay que
volver a calcular los productos R, R¥ y RY (Rs.y —ReRY) ¥ (b) ocupa

memoria innecesariamente.

En lo que resta de esta seccion se tiene como objetivo
desarroliar un algoritmo que elimine los dos defectos sefialados en
la Gltima seccién. Para encontrar el algoritmo procedemos de la
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siguiente forma: si asumimos que «, =1, entonces para el primer
estimador la Ec. (4.15) puede escribirse como:

RY = @R Ry, (4.16)

si k=1, entonces al sustituir la RY dada por la Ec. (4.16) en la Ec.
(4.12), obtenemos:

RY = aRQ R (4.17)
donde ahora ¢, es igual a:

e

! a, .- (4.19)

al + 2
|Ry|[ +2R,, +e,

Siguiendo la misma regla, se puede demostrar que el
estimado en la (k +1)esima iteracion es:

RS = 3 RORy, (4.20)
donde,

1+ —— %
IRy | +2R,,,  +e.,

&, =

Qs (4.21)

y donde el filtro bilineal de Wiener RY esta dado por la Ec. (4.13).
De la Ec. (4.20) se puede observar gue el estimado inmediato
anterior es:

R =0y RGP Ry, (4.22)

por consiguiente, dos estimados consecutivos estan relacionados
de la siguiente manera (ver Ecs. (4.20) y (4.22):

7 = (k-1 R)(S"k) 1 (423)
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donde la fecm de G, (Rq.) Ya no aparece explicitamente. De la
Ec. (4.21) el valor del parametro ¢, se calcula iterativamente, para
tal efecto se fija un valor inicial de ¢, , y el valor de ¢ (constante, real
y positivo), de manera que se cumpla la siguiente relacion:

e.=c‘e,- (4.24)

Cuando ¢>1 Yy ¢, 21, el efecto del parametro ¢, es suavizar las
frecuencias medias y altas del estimado que se esta calculando. En
cualquier caso, conviene que el valor del parametro €, aumente en
valor conforme el numero de iteracion aumenta ya que de otra
forma el filtro bilineal de Wiener empieza a amplificar las
frecuencias altas tanto del ruido como de la imagen bilineal a
restaurar. Cuando el valor de e, es extremadamente pequefio el
efecto puede ser contraproducente sobre todo si la longitud de la
palabra de memoria del procesador digital no es suficientemente
grande, ya que aparecen efectos no deseados (debido a los ceros
de la FTO) sobre la imagen reconstruida. Cuando los valores del
parametro e, son cercanos a cero estos efectos no deseados son
una consecuencia previsible ya que el filtro bilineal de Wiener tiende
a ser un filtro bilineal inverso y la funcién estimada R¢™ a restaurar,

tiene discontinuidades en los ceros de R,. Por lo anterior es

recomendable hacer que tanto el valor de la constante ¢ como el
valor del parametro ¢, sean positivos ligeramente menores a la

unidad y Unicamente cuando el valor de e, sea muy pequefio dejar
que el valor de ¢ sea mayor a la unidad.

IV-3. Estimado a la ILID con la funcion de intensidad mutua.

En este caso Unicamente estableceremos el planteamiento
del problema y su solucién, ya que seguir el procedimiento paso a
paso, para obtener el estimado a la ILID con la fim, no arroja mayor
informacion a la ya obtenida en la seccidn anterior de éste mismo
capitulo. Para una imagen degradada g y con ruido aditivo

independiente del objeto su fim se escribe de la siguiente manera:
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Tean =Ty % Tp ¥ 0, (4.25)

7;g+ﬁ = _;;_} +r, (4-26)

donde p. es una matriz de N*xN* elementos ordenados de forma
lexicografica, el numero de elementos de los vectores p, .7 77

es N* los cuales también estan ordenados lexico graficamente. Por
consiguiente, el vector del estimado a la fim de fa ILID ( esto es,;%})

se puede deducir minimizando el valor de la funcion de error, E{?}},

a partir del principio de los minimos cuadrados amortiguados. Esto
es, (ver la Ec. (4.2)), la funcion de error se puede escribir como:

4 e’/_\f}r , (4.27)

E{f}}= iy

g+n

—r % 7
k X050y f

Por un razonamiento similar al llevado a cabo en la secuencia
de ecuaciones de la Ec. (4.3) a la Ec. (4.12) obtenemos gue el
estimado, en la etapa (& +1) enesima, de la fim de la ILID, esta dado
por la siguiente relacion:

R0 =B R0 x Mo =1 R, (4.28)
f f X, Y, Y g L0, ¥ f

donde o es el filtro de Wiener en dominio espacial y & es el filiro

bilineal de Wigner, en el dominio de coordenadas espaciales
mutuas. La Ec. (4.28) es de poca utilidad para manejar operaciones
numéricas por lo cual una notacién vectorial es mejor. En notacién
vectorial, la Ec. (4.28) se puede escribir como:

GRSl G A (4.29)
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donde la matriz f® es la asociada al filtro bilineal iterativo de

Wiener, en el dominio del espacio mutuo, y la matriz [%;] es la

asociada a la fim de la fpei, todas las demas cantidades son
vectores. Se puede demostrar que una forma posible de [?a_f‘” es:

A

ATAREI)

[;;ag)]: (4.30)

donde [/] es una matriz unitaria de ~*xN* elementos y la letra

maylscula T significa la operacién de transposicion sobre la matriz
[F.]. La forma méas general es:

- i
AR ARIARE

De la Ec. (4.29), podemos observar que si k=0, luego %}(0) =0.

(k)
{r =

(4.31)

Para el primer estimado tenemos que:

Fffl) = 7 Fou (4.32)
donde F@(”J], es la matriz asociada al filtro de Wiener en el proceso

no iterativo. Si n=0 luego, de la Ec. (4.32), el primer estimado a la
fim del primer estimado de la ILID coincide con la versidn no
iterativa.

De esta manera, de la Ec. (4.29), podemos calcular el

estimado f}f"*‘} y por consiguiente, obtener el estimado a la ILID,

F*v | os equivalentes a las expresiones dadas por las Ecs. (4.22) y

(4.23) para los estimados a la ILID a partir de la fim no se escriben
por ser inmediata su obtencion.

IV-4. Estimado a la ILID con la Distribuciéon de Cohen.

Como ya conocemos la DC esta definida en el dominio del
espacio fase. Por consiguiente, si se desea filtrar informacion con la
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DC, entonces en el dominio de las frecuencias espaciales se
llevaran a cabo operaciones de multiplicacidn, mientras en el
dominio de las coordenadas espaciales (utilizando notacion léxico
grafica) se tendra que llevar a cabo multiplicaciones entre matrices
(lo cual equivale a operaciones de convolucién). Como la DC es la
distribucién mas general, en el del espacio fase, las expresiones
para los estimados a la DW y a la FA pueden deducirse a partir de
la expresidn para los estimados de la DC.

La DC de una imagen degradada espacialmente con ruido
aditivo, independiente del objeto, cumple la siguiente relacion:

C,.,=C, *C,+C,, (4.33)
x.¥

se puede demostrar que en la etapa (¥+1), el estimado a la ILID
con la DC es el siguiente:

CED =CP +CW *(C,,, -C, * CP), (4.34)
¥y * )

g+n

donde C¥ es el filtro bilineal de Wiener, en el espacio fase, en la
iteracion k'esima . La version vectorial de la Ec. (4.34) es:

C’%"“" = C’}“’ + [Qg") ](("?'N - [("f,; k}’”) , (4.35)
donde,

Y | [65]7.
o BT B (4.30)

Una vez obtenido C‘}"“) se puede obtener el estimado a la fim
del estimado de la ILID, 7, y de ésta ultima funcién, el estimado

deseado, /¢ en la etapa (k+1). Es conveniente mencionar que la
version vectorial de la DC se puede obtener sin que cambien los
resultados obtenidos en las Ecs. (4.34).

Los estimados a la ILID usando la DW o la FA son casos
particulares del estimado a la ILID usando la DC . En el primer caso
la expresidén equivalente a la Ec. (4.34) es:
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D <0 LW 3 W, ~H, * D), (4.37)

el filiro bilineal de Wiener modificado en el espacio de fase queda
dado por la siguiente expresion:

W,
> * 9 1
x*yW"‘ +e W, +W, }+e,

W = (4.38)

W,

Para encontrar el estimado a la ILID usando la FA es similar
al caso de la DW de tal forma que las ecuaciones equivalentes a las
Ecs. (4.37) y (4.39) para la iteracion £ +1 son:

AFD = A9 4 4 (A =4y APy (4.39)

Fads]
donde el filtro bilineal de Wiener para la FA (4%) esta dado por la
siguiente igualdad:

4,

A(k) _
o \ * - 7 1

A, * 4, +e, {4, +4,}+e
x,¥y

(4.40)

En cualquier caso, de las funciones en el espacio fase
mencionadas anteriormente, el valor del parametro, e, =c*e¢, es

siempre positivo, ya que las constantes ¢ y ¢, son siempre valores

reales no-negativos. Como se asume que la imagen degradada
espacialmente es independiente del ruido ,entonces se debe
cumplir que: w,,, =W, +W, yque 4,,, =4, +4,.

Las versiones vectoriales escritas en forma [éxico grafica
asociadas a la DC, DW y AF no arrojan mas informacién que las
versiones obtenida en las ecuaciones (4.34), (4.37) y (4.39), por lo
cual no se obtienen explicitamente.
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PROCESADORES BILINEALES DISCRETOS EN
RESTAURACION DE IMAGENES BILINEALES
DEGRADADAS CON RUIDO ADITIVO.

V-1. Introduccion.

Los sistemas bilineales estudiados en los capitulos Il a IV son
continuos en cualquiera de sus dominios. Una posible forma de
procesar informacién bilineal analogica es utilizar procesadores
6pticos, como los mencionados en el capitulo llI (fim, DW) y en
apéndice F (fecm); ofra forma, es utilizar procesadores hibridos
(6pticos y digitales). Uno de los inconvenientes de los procesadores
bilineales dpticos es que la informacién, en cualquiera de los
espacios posibles en que pueden utilizarse, Unicamente puede
observarse en el caso de imagenes unidimensionales. En el caso
de imagenes bidimensionales la fim solo se puede observar ylo
modificar para un punto (definido por dos coordenadas), la fecm
para un par de frecuencias y la DC (DW o FA) en un punto o en un
par de frecuencias.

Los procesadores bilineales hibridos son una mejora en
tiempo y recuperacién de informacién con respecto a los
procesadores bilineales Opticos (ver Cap. IV) ya que en estos
procesadores la informacién se puede visualizar o filtrar, de forma
eficiente y rapida sobre todo si se ufiliza valvulas opticas. En los
procesadores bilineales hibridos la informacion se puede visualizar,
almacenar y manejar por medio de una computadora personal. Sin
embargo, las restauraciones con procesadores hibridos usando la
DW no son de la calidad esperada, entre otros factores: por la
dificultad en implementar fisicamente los filtros, por la incertidumbre
en el posicionamiento mecanico de los filtros (los cuales son
normalmente de dimensiones muy pequefias) y finalmente por que
los filtros propuestos no han sido los adecuados para el proposito
requerido.

El uso de los procesadores bilineales para procesar imagenes
degradadas espacialmente, en general, han recibido
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poca atencién a excepcion de aquellos que hacen uso de la DW,
aparentemente los problemas de fondo son: la falta de claridad en
el manejo de los espacios, el beneficio que estos procesadores
pueden reportar en comparacion con los procesadores lineales y los
tiempos de procesamiento, para obtener la informacion buscada.

Por otro lado, los procesadores bilineales digitales para
restaurar imagenes degradadas no son muy populares ya que los
tiempos de computo son extremadamente grandes y los requisitos
de memoria son muy altos, en comparacion con los procesadores
lineales digitales. Ademas se tienen problemas en el manejo masivo
de datos (los requerimientos de memoria tanto real como de disco
duro son muy superiores a los requeridos por los procesadores
lineales) y finalmente la ventaja de usar procesadores bilineales
digitales no es convincente ya que la restauracion de imagenes
bilineales con degradaciones variantes sigue siendo un problema a
resolver.

En este capitulo los resultados mas significativos del capitulo
IV se hacen discretos, sefialando los pasos para evaluar los
estimados de la ILID discreta (ILIDd) de las funciones bilineales
conocidas. En las primeras simulaciones numéricas (capitulo VI
llevadas a cabo para procesar bilinealmente informacion digital se
tiene que optimizar tanto las instrucciones de los programas como
el acceso al disco duro de la computadora (dada la cantidad de
operaciones que se tienen que llevar a cabo para evaluar los
estimados e implementar las funciones y los filtros bilineales).

V-2. Funcion de intensidad mutua discreta.

Por simplicidad, inicialmente se trabaja con una funcidén de
una sola variable, cuando sea necesario se hace en dos variables .
Sea f(x) una funcién continua y 7() su version discreta. Entonces

si 0</< -1, la fim discreta (fimd) es:
rAL) = fA+T12)f(1-112), (5.1)

como el soporte de r,(,7') es igual al soporie de la funcidn 7)) enla

coordenada I, entonces la fimd tiene L columnas y la coordenada
I tiene 2L renglones. Por lo tanto se infiere que la region donde
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r,(1,1) estd definida es un rectangulo de L por 2L pixeles; el
soporte de la (/1) tiene valores diferentes de cero en un rombo
cuyas aristas son las coordenadas (1,0), (0,L), 2L-LL) Y (L,2L-1).
En la Fig. (5.1) se muestra la region del cuadrado externo de 2Lx2L
pixeles y el soporte de r.(.,/) (rombo sombreado) donde sus
valores son diferentes de cero.

Dado que / y I son nimeros enteros, entonces la r.(1,) solo

puede evaluarse para valores de 7 gque sean multiplos enteros de
dos (ver Ec. (5.1)), lo cual implica que se pierden todos aquellos
valores para los cuales 7 es entero impar. Una forma de salvar la
pérdida de los valores impares es sobre muestrear la funcion £(/).

Ofra posibilidad es llevar a cabo el siguiente procedimiento:

1

©.0) Ly @)

(OL)8 $(2L-1,L)

P (L,2L-1) {2L-1,21-1)

Fig. 5.1 Soporte de la funcion; (.7,
(rombo sombreado, valores diferentes de cero).

Primero, se multiplica f(¢-1) por (), pixel a pixel, donde el
soporte de la funcidn ».(1,/") esta definido. Después, para cada pixel,

el producto 7(/-1)f() se centra en el soporte limitado por el rombo
(ver Fig. 5.1) de acuerdo al vaior correspondiente a los pixeles 7 y
I'. Para ilustrar estos dos pasos en la Fig. 5.2 se muestra, en la
parte superior izquierda, la funciéon f(@). En la misma figura la parte
sombreada de gris es el producto F(-7)f (), centrado con respecto
al eje de coordenadas /; finalmente, en figura se muestra el
tamafio del soporte de r.(/,/') para cada 1 (linea negra continua).
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Al tratar de simular numéricamente la DC discreta (DCd), la
DW discreta (DWd) o la FA discreta (FAd) asociada a f() es
conveniente que la region espacial (rectangulo o cuadrado) donde
se encuentre definida ».(7,/) sea siempre del mismo tamafio para

las tres distribuciones, independientemente del valor de la variable
I’. Lo anterior es con el fin de obtener resultados consistentes al
pasar del dominio real al dominio del espacio fase o al dominio de
las frecuencias mutuas, ya que se tiene que llevar a cabo
transformaciones u operaciones numéricas (como transformada de
Fourier rapida o cualesquiera otra: transformada coseno, de Hartley
(ver apéndice D), Hadamard etc.) que requieren el mismo namero
de muestras en uno y otro dominio.

Para entender la complejidad de cambiar de una funcién de
una variable a dos variables con soporie de M xM pixeles, en Fig.
5.3 se muestra la secuencia de soportes bidimensionales para la
funcién de intensidad mutua r.(I,m;I,m’) asociada a una funcion

fU,m. En este caso para cada par de valores (/,m) existe un
conjunto de valores (7/,m') que definen el tamano del soporte donde
r.(L,mI',m") puede tener valores diferentes de cero. Para el caso en
que I'=0m=0, se tiene el maximo tamafio de soporte de
r(I,myI',m’), tomando como referencia este caso es conveniente

delimitar y centrar los otros tamafos de soportes de r.(/,m 7, m")
(r=0,m=0). En la Fig. 5.3 todos los soportes de r.(/,mI',m") estan

enmarcados en linea gruesa continua dentro de un cuadrado de
2M x2M pixeles. Las marcas fiduciarias que aparecen en las
esquinas de cada uno de los soportes que genera r.(I,m; I, m’), €s

para mostrar el efecto de invertir las coordenadas (//,»') de uno de
los dos factores del producto r.(I,m;I',»"). Regresando al caso de

una funcidbn en una variable, una manera de llevar a cabo
procesamiento con la r.(/,/) es observar que para cada punto /

existen 7 puntos vecinos que pueden modificar o alterar dicho
punto. Asi para cada punto /, se puede proponer filtros, en el
dominio de las coordenadas espaciales, cuyo soporte debe ser
variable (dependiendo de cuantos puntos vecinos /' tiene asociado
el punto /7). Finalmente, en el dominio de la funcién r.(,7) se
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pueden llevar a cabo en diferentes regiones diferentes tipos de
procesamientos para mejorar, alterar o eliminar informacion de la
funcién f(), este tipo de procesamiento bilineal no es comun en la
literatura cientifica.

f(l) }’"f(l,l’)

A
1 |

y

Zf

Fig. 5.2. Secuencia de funciones que definen la fim, ; .(0),
conforme I’ cambia, parala r¢) mostrada.
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= - F

Fig. 5.3. Soportes de la funcién ;. (,ml’,m) con areas de LxM
pixeles para diferentes valores de 7 ,»’ ,(rectangulos sombreados).

V-3. Funcién de espectro complejo mutuo discreto.

La fecm discreta (fecmd) (R, (p,p")) del espectro en amplitud
compleja F(p) es la TFD discreta (TFDd) 2-D en las variables 7/ de
la r,(4,1') . Por definicion la fecmd es:

Ro(p,p)=F(p+pI2)F (p-p12), (5.2)

donde F(p) es la TFDd de la funcién £(). Al usar un algoritmo de
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TF de radix 2", si la regién donde esta definida (/) es un

cuadrado de 2Lx2L pixeles, entonces la funcion R.(p,p) es un

cuadrado de 2Lx2L pixeles. Dentro de esta regidon se encuentra
definido el ancho de banda asociado a la fecmd. La fecmd R, (p,p)

muestra como cada frecuencia p tiene asociadas p' frecuencias
vecinas que pueden modificar el valor de p. En la dominio de la
fecmd es en donde se puede filtrar informacion bilinealmente
degradada, usando el filtro de Wiener bilineal discreto. Para calcular
el estimado a la ILIDd, posteriormente, se regresar al espacio de
r.(1,1') . Otra forma de obtener el estimado 7() alalLlDd es: a partir
de fecmd obtener el estimado al espectro de la ILIDd (F*(0)f(p)),

para posteriormente por medio de una TFI discreta (TFid) obtener el
estimado a la ILIDd, el cual estarda indeterminado hasta una
constante.

V-4. Distribucion de Cohen discreta.
En esta seccién se propone una metodologia para simular
numéricamente la relacién que existe entre la fimd, la fecmd y la

DCd. Sean ./I';p,p’ las variables discretas de las variables
continuas x,x";u,u’ respectivamente; entonces, la TFDd de (11,

en la variable 7, es la FAd asociada a f(/), esto es:

p!

L-1 i :
A =Y e’ F (5.3)
=0

y la DWd de 7() es la TFDd de 5 (/) en la variable/, esto es:

pr

il —f 27 e
W)=y rle  F (5.4)
1720

Por otro lado, se cumplen las siguientes dos relaciones:

A, 0) = 4, D), (5.5)
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We(p.D)=W,(lp), (5.6)
donde,

A, p) = iRF (p,p)e F, (5.7)
y " |

We(p,1) = ZR e (5.8)

Como la DCd y la DWd tienen las mismas variables y estan
relacionadas por medio de una convolucidén, de acuerdo a la Ec.
(2.15), tenemos que:

C,p)=W (Lp) 2 O p), (5.9)

o en términos de la FAd:

L-1 L-1 L pl- pr)

C,Lp) =2 2 4,(p, (. 1e’ T, (5.10)

r=0p'=0

donde @(., p), ver la Ec.(5.9), es igual a la aplicacién de una TFId y
TFDd sobre el "kernel" ¢(p’,7"), esto es:

-1 f- - pl
L-1 1-1 1211_(!’ P )

O,p)=2.> ¢ e L, (5.11)

I'=0 p'=0

Para funciones reales no-negativas 2-D, el calculo numérico
de su DCd se puede realizar de la siguiente forma:

1. Se toman muestras de f(x,y) y se obtiene re(lml m")

2. Se obtiene 4,(p',q;l',m) (a partir de r, (I, m,1',m))

3. Se obtiene A, (p,q;I,m)¢(p’,q;I'm") (una vez definido el "kernel).

4. Se obtiene C,(,m;p,q) de la aplicacién sucesiva de una TFDd-2D
y una TFId-2D sobre el producto 4,(p',q;!,m)¢(p’,q;I'm),
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algunas graficas, de la DCd de funciones en una dimensién, 7@,
siguiendo los pasos (1) al (4), ya se han pubiicado’®?%%*%8 para un
"kernel" dado. En el caso de funciones bidimensionales se han
obtenido secuencias de la DWd 4-D siguiendo un esquema similar
al de la Fig. 5.3%%%,

A fin de tener una idea del numero total de posibles
distribuciones de intensidad que se pueden generar para
representar a la DWd 4-D asociada a una funcién bidimensional,
supongamos que se tiene una imagen ( f(I,m)) de 256256 pixeles,
para cada punto /= la fimd es una matriz de 512x512 pixeles, de
tal forma que el arreglo de matrices que forma la fimd es de
262144. Es conveniente tener en cuenta que para un punto ,m, los
valores de los pixeles que se localizan fuera del producto de los
soportes de f(+!'/2;m+m'/2) y f(-I''2m—m'/2) son cero (ver Fig.
5.3). Cuando, I=m=0, el producto F@'/2;m'/2)f(~I'/2,~m'/2) tiene una
ventana maxima (256 x 256 pixeles) con pixeles cuyos valores, en
general, son diferentes de cero. Luego, en lugar de operar con
matrices de 512x512 elementos podemos reducir el tamafio de las
matrices y operar con mairices de 256x256 elementos, de esta
manera Se evitan operaciones innecesarias y un tiempo
extremadamente grande de procesado de informacion. De la misma
forma que en el caso en una dimension, la recuperacion de la
funcién f(,m) a partir ,(,m;/,m") es otro problema a resolver. como

las variables 1,7’;m,m' son enteros positivos y la fimd solo se puede
valuar para valores enteros, entonces los valores de las variables
discretas 7,» Unicamente pueden tomar valores enteros multiplos
de dos, esto implica que para valores impares la fimd no puede ser
valuada y por lo tanto, para estos valores, f(¢ m) no puede ser
recuperada. La forma clasica de resolver éste problema es doblar el
numero de las muestras originales de la funcion £, m)), como ya se

ha propuesto en varios trabajos®®®*® pero el costo de sobre
muestrear es aumentar, al menos, al cuadrado el numero total de
operaciones, con el consiguiente gasto de tiempo de computo vy
memoria. Otra forma, es generalizar la propuesta para el caso de
funciones de una sola variable (Secc. V.2), esio es: primero,
compeler a que la
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r(I,ml,m’) sea evaluada, para toda /,m, en los pixeles donde el

soporte del producto y¢+rizm+mi2)f@-ri2m-mi2) S€a diferente de
cero, y segundo, definir la extension del dominio donde el soporte
de dicho producto quede centrado (en el sistema de referencia dado
por las coordenadas /,m'). Finalmente, para el caso en que la
funcion "kernel" sea igual a la unidad, el soporte de ».(I,m !, m'}, el
ancho de banda de la fecmd y el producto del soporte por el ancho
de banda en la DWd (o en la FAd) asumimos estan relacionados de
acuerdo al esquema propuesto por Bamler®.

V-5. Recuperacion de la fim a partir de su Distribucion de
Cohen discreta.

Una vez que se obtiene la DCd asociada a la funcidén f(/,m),
lo que se desea es recuperar la funcion f(/,m). En el caso de
imagenes en luz incoherente f(/,m) es real y no-negativa, entonces
una vez que se tiene la DCd el procedimiento es como sigue:

1. Se aplica TFId 4-D a la DCd y se obtiene 4,(p",¢;4,m)¢(p’,q;/m) .

2. Se asume que la funcién "kernel" es conocida, entonces, si el
"kernel" no tiene ceros, el resultado obtenido en (1) se divide por

gﬁ*(p',q’;i."m’)/([gﬁ(p',q’;l’,m,)\2 +0.0001) y por consiguiente 4,(p",q’;',m’) S€
puede evaluar. En el caso de que el "kernel" tenga ceros, entonces
A (g, m)e(p g Im) se multiplica por
¢*(p',q’;l'm')/(|¢(p',q';l’,nz,)2+e), donde ¢ es un numero que decrece
de acuerdo al ntimero de ceros del kernel, con lo cual se obtiene
A(p,qs1m).

3. Aplicando una TFld 2-D a 4,(p'.q;/,m), se tiene 7.(,ml,m) que
es un estimado a r,(I,m,/,m).

- ~ 2
4. Si r=m=0, entonces i’f(l,m;0,0)zl f(z,m)\ . Como  f(,m)=0
entonces + /i}(l,m;0,0) es el valor del estimado deseado.

El caso en que la DCd coincida con la DWd (esto es, cuando
el "kernel" es igual a la unidad) ya ha sido reportado’®; cuando el
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"kernel" es diferente a uno queda mucho por ser investigado, al
menos en procesamiento bilineal de imagenes degradadas.

V-6. Procesamiento bilineal numérico de imagenes bilineales
degradadas sin ruido.

En esta seccion se trata los casos de imagenes degradadas
espacialmente de forma invariante, este caso ya han sido reportado
con algoritmos lineales™. Como veremos los procesadores
bilineales digitales permiten también tratar los casos de imagenes
variantemente degradadas cuando fisicamente se separan regiones
con desenfoques diferentes. El procedimiento es el siguiente:

1.  Secalcula R, (p,q;p,¢)a partir de G(p,q)

2.  Secalcula R, (p,q,p,q)a partirde H(p,q)

3. Se obtiene el filtro bilineal de Wiener discreto, R,(p.4:r.9).
utilizando la siguiente relacion

2RH (pg; P q) , (512)
Ry (pq, 0.4 +2Re{R, (p.q; P, 0)}+e°
donde e es un numero real no-negativo.
4. Se multiplican R;(p,q;p.,q) POT Ry(p.q;p’.¢) para obtener un
estimado, R.(p,¢,7.9)-
Se obtiene 7,(¢,m;I',n’) @ partir de R, (p,q;,7.9)-

6. Se calculan los valores de la ILIDA f(,m)=+/F(,m0,0), los

cuales dependen tanto de la FTO como del valor numérico del

parametro e.

Si la imagen degradada es espacialmente variante por
regiones, entonces el procedimiento de recuperacién de la fim de la
ILID es el siguiente:

1. Se separan fisicamente la imagen variantemente degradada por
regiones (diferente regién para cada degradacion)

Ro(p.g;p.q)=

2. Se calculan la R,(p,q;p.q) Y 1a R,(p,q;p,q) para cada region
obtenida en el primer paso
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3. Para cada region, se calculan los filtros bilineales de Wiener
discretos con los resultados obtenidos en el segundo paso y se
asigna un valor de ¢ que puede o no ser diferente (para cada
region), dependiendo del valor del coeficiente del polinomio de
aberraciones.

4. Se multiplican el(los) resultado(s) obtenido(s) en el segundo paso
por el(los) resultado(s) obtenidos en el tercer paso, de acuerdo a
la degradacion de la region y al filtro bilineal de Wiener
correspondiente, y asi poder restaurar cada region

5. Para cada regién se obtiene un estimado a la fecmd asociada al
espectro de la ILIDd, de tal forma que se obtendran tantos
estimados como regiones con diferentes de degradaciones vy
valores de éstas se tengan.

6. Se calcula el estimado a la fimd para cada fecmd gue se obtuvo
en el paso cinco.

7. Por regiones, de acuerdo a la degradacién, se obtienen

J@,m)=+[7,m;0,0)

V-7. Procesamiento bilineal numérico de imagenes bilineales
degradadas con ruido.

Este caso no ha sido reportado. La suposicidon de que la
imagen degradada tiene ruido aditivo facilita encontrar un algoritmo
iterativo para calcular el mejor estimado a la ILIDd. Nuevamente, se
trata por separado el caso en gque la imagen sea invariante o
variantemente degradada. Al ruido se le asocia una estadistica y se
considera independiente de la imagen. El ruido se puede agregar a
la fim de la imagen degradada o a la imagen degradada misma
para, después, obtener la fim de la imagen degradada con ruido.

Existen dos posibles formas de tratar de minimizar el ruido
usando procesadores bilineales: la primera forma es al momento de
generar la fimd asociada a la imagen degradada con ruido, en este
caso se sugiere aplicar un filtro pasa medias (o cualquier otro que
filtro de ruido) sobre la fimd y posteriormente iniciar cualquiera de
los procedimientos dados en la seccion V.6 para restaurar
imagenes; la segunda forma es emplear cualquiera de los dos
procedimientos esbozados en la seccion V.6 y al final aplicar un
filtro pasa medias sobre el estimado a la ILIDd, para obtener el
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estimado a la ILIDd con el ruido ya minimizado. En principio,
cualquiera de los dos métodos debe de llevar a resultados buenos;
sin embargo, como veremos en el siguiente capitulo ninguno de los
dos métodos es totalmente exitoso sobre todo cuando el coeficiente
del polinomio de aberraciones aumenta y/o el nivel de ruido también
se incrementa.

V-8. Procesamiento bilineal numérico iterativo de imagenes
bilineales degradadas con ruido.

En el capitulo IV se encontraron dos relaciones bilineales
iterativas (Ecs. (4.12) y (4.23)) con las cuales se puede restaurar la
fim de imagenes espacialmente degradadas de forma invariante
con ruido aditivo. La primera es una extension a sistemas bilineales
de sistemas lineales, en la cual en cada iteracién se aplica un filtro
pasa medias para minimizar el ruido, de otra forma el ruido se esta
retro alimentando y sumando en cada iteracion, por consiguiente la
relacion sefal ruido decrece haciendo dificil obtener un buen
estimado a la ILIDd. La segunda relacion, en teoria, no tiene el
problema de que el nivel de ruido se incremente, aunque en ia
practica se tiene el problema de que las frecuencias altas del ruido
(por pequefias que sean) se amplifican y retroalimentan cada vez
que se aumentan el nimero de iteraciones, por la accion del filtro
bilineal de Wiener. Por consiguiente, parte de este trabajo es
adoptar criterios de cuando una imagen degradada con ruido se
puede 0 no restaurar.

PORCEDIMIENTO ITERATIVO.

De las formulas iterativas que se encontraron en el capitulo
IV, se eligid operar en el espacio de las frecuencias mutuas debido
a que se quiere comparar los resultados ya reportados con |0s aqui
encontrados; esto es, se opera con la Ec. (4.12). Se tienen dos
posibilidades: en la primera, se encuentra el espectro de la imagen
degradada con ruido y al resultado se le obtiene su fecmd, en la
segunda se obtiene la fimd de la imagen espacialmente degradada
y con ruido aditivo y numéricamente se calcula su fecmd. Una vez
que se obtiene la fecmd se aplica el algoritmo iterativo. Para el
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caso de imagenes con degradacion espacialmente invariante se
asume que los valores de ¢, y ¢ asf como el nivel de ruido, cantidad

y tipo de degradacién de la imagen son valores de entrada al
programa; los pasos a llevar a cabo son los siguientes:

1.  Se toma k=0 y se calculan numéricamente las siguientes
expresiones:

. Ry (0.4 P9
R (p,q;7.q) = 2 (P4 P9 (5.13)

Ry (P, 4, 7,9 +2Re{Ry, (0,4; 1,9} +¢5

L-1L-117-1 L-1 B .zﬁip+mq+f'p'+m‘q'
‘RCHN(,p:q;xvr'aq’)2 zzzzrg+n(l,m;l',n1’)e t (5’14)
m'=01"=0 m=0 I=
RO (p,q, P 4) =R (0.4, 04 Re. (PGP 9) - (5.15)
L-1-L-1 I-1 L-] o lpmg+l’ 7 +m'g”

2. Caleular. ¢ mlm)y=3. 5> > R (p.gp.qe  *

g=0 p=0 q'=0 p’=0

3.  Evaluar f@(l,m):+,/f}”(z,m;o,0).
4

Para k)0, se calcula numéricamente
fzg*n = Rg” + RO Ry n — RHfzg‘)) , (5.16)

donde se han quitado los indices p,q;p',¢' de los argumentos de las
funciones RY, R® R, Y R,.Ademas el filtro bilineal de Wiener es:

oo T (5.17)
Ry | +2Re{R, ,, }+ el

con
o, =1, (5.18)

5. Calcular,
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L-i L-1 I-1 L-1 o dprmgl pen'y

POl =Yy > S RO ap.ge b (5.19)

q=0 p=0 g’'=0 p'=0

6.  Evaluar para toda /,m
FOm) =+ ?;)(l,m;0,0) . (56.20)

7.  Silaimagen no tiene ruido el proceso se termina en €l paso 6,
eligiendo algun criterio de convergencia. En el caso de la
imagen de un punio desenfocado con ruido, éste se minimiza
con un filtro, reductor de ruido, pasa medias o mediana en el
dominio de las fim's y se aplica otro filtro (RNC) en el dominio
de las fecm’s.

A continuacion se establecerd algunos criterios de
convergencia con sus posibles beneficios.

CRITERIO DE CONVERGENCIA.

Como el procedimiento es iterativo conviene tener uno o mas
criterios de convergencia y asi parar el procedimiento iterativo.

Un primer criterio es esperar a que se realice un determinado
numero de iteraciones y observar el resultado. De la experiencia
obtenida se observa que si el valor del coeficiente de la aberracion
de la pupila compleja de salida tiende aumentar, se requiere un
mayor nimero de iteraciones (dados ¢ y ¢,). Por ofro lado, si el

nimero de iteraciones es superior al requerido, entonces el
estimado obtenido se puede deteriorar con respecto al mejor
estimado y el procedimiento no es valido.

Un segundo criterio, es calcular el médulo al cuadrado de la
diferencia entre dos estimados sucesivos, cuando dicho médulo sea
menor que una cantidad prescrita el procedimiento iterativo deja de
funcionar. Sin embargo, este criterio puede tener un estimado que
no sea el mejor, debido a las siguientes consideraciones: i) a que la
cantidad prescrita para parar el procedimiento no sea la adecuada o
i) a que el valor del coeficiente e, no varie con la rapidez necesaria,
generando un nimero muy grande de iteraciones sin obtener el
resultado deseado.

Un tercer criterio es comparar la ILIDd con su estimado,
previamente calculado, por medio del calculo del modulo al
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cuadrado de su diferencia o en forma indirecta, al estilo de Maeda®,
obteniendo un porcentaje del parecido del estimado de la ILIDd con
la ILIDd misma (o el objeto). Este Ultimo procedimiento tiene la
desventaja de suponer a priori que se conoce la ILIDd, lo cual en
general se desconoce.

Un cuarto criterio de convergencia es que el procedimiento
sea del tipo interactivo®, parar el procedimiento cuando visualmente
se obtenga el mejor estimado, con o sin ruido, para posteriormente
aplicar el filtro reductor del ruido. Este criterio es subjetivo pero si se
usa conjuntamente un criterio numérico el resultado final puede ser
bueno.

FILTRO REDUCTOR DEL RUIDO.

L.a mayoria de los filtros que reducen el ruido son filtros pasa
medias, esto es, filtros que cortan las frecuencias altas, pero dejan
pasar las frecuencias bajas y medias del ruido. Estos filtros pueden
ser o no lineales y operar indiferentemente con imagenes de tonos
de gris o con imagenes binarias. Actualmente, existen filtros no-
lineales para minimizar el nivel de ruido en una imagen binaria con
ruido aditivo, este tipo de filtros supone que la imagen no tiene
degradacion espacial. Estos filtros hacen uso del concepto de Red
Neuronal Celular (RNC) y tienen un amplio campo de aplicacion en
aquellas imagenes que se transmiten y procesan en tiempo real con
técnicas analdgicas usando circuitos VLSI***%, En este trabajo se
adapta e implementa digitalmente un filtro RNC reductor de ruido. El
fitro RNC también se puede aplicar a imagenes binarias
ligeramente desenfocadas para enfocarlas sin usar el filtro de
Wiener.

El algoritmo se implementa en una computadora personal
Pentium II. Por otro lado, se utiliza la referencia* para implementar
la RNC, la cual opera en células de 3x3 pixeles, hasta minimizar el
nivel de ruido en cada célula de la imagen. En el filtro RNC el
proceso iterativo se repite y se para cuando todas las células se han
estabilizado, esto es, cuando cada una de las células ya no modifica
su valor, aidn cuando se lleven a cabo mas iteraciones. A
continuacion se hace un resumen de la forma en que opera el filtro
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RNC, que se utiliza en este trabajo, usando la notacién bilineal agui
propuesta.

Es conveniente mencionar que debido a la ecuacion de
salida que se elige, en la RNC, se normalizan los valores obtenidos

n

del Gltimo estimado 7Y para después mapear estos valores entre
FEX!

-1y +1 (-1 para los valores igual a cero y +1 para los valores igual a
uno) y de esta forma construir la funcién de entrada, que se aplica
en la ecuacién de estado.

Un modelo simplificado de un RNC dinamico tiene como
ecuacion de estado la siguiente relacion:

r;\f‘i,i' (I: l” t) = mff;‘,i‘ (l, llj t) + z 147,5' (l«" Z,)Si,i’ (Z: Z,: t)

CiireVis

+ ZBi,i'(lﬁl’)tuf,i'(lﬂl’)+c, (6.21)

Ciir

donde 7,. es la vecindad de la celda o pixel (i) y C,, son las
celdas vecinas a la celda (). Las funciones f},?f son,
respectivamente, el estado actual y la derivada con respecto al
tiempo del estado actual en el pixel @7); las plantillas
4,.(,0,B,. (I son de 3x3, pixeles cuyo elemento central (17)

coincide con el centro de la celda que se esta procesando, la matriz
w, (1,1 son valores de entrada los que inicialmente se escogen

igual al valor de ;. Finalmente ¢ es una constante que se ajusta

como valor umbral, este valor umbral depende del tipo de filtro (AC
o RNC) que se utilice y es constante para todos los pixeles a
procesar.

La ecuacion de salida de la RNC tiene la siguiente forma

1
S LD ==
1‘1() :) 2(

P (LI0+ 1\—

MADE 1‘) . (5.22)

la cual es una funcién no-lineal cuyo valor se estabiliza cuando
S..(,I,¢) esigual a -1 6 +1 (para el caso de que la imagen sea
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binaria). La grafica de la funcion de la ecuacién de salida es la Fig.
5.4, donde en la parte lineal se localizan todos los valores de f} :

Para llevar a cabo la eliminaciéon de ruido con una RNC es
necesario determinar el tamafo del radio de la vecindad, las
dimensiones de las plantilias 4,.(.,1),B,. (1) con los valores de sus

elementos. La Fig. 5.5 presenta un diagrama de bloques con la
funcién de entrada, la funcién de salida y la ecuaciéon de estado

para llevar a cabo el procesado bilineal de fj con una RNC. De

acuerdo a la Ec. (5.22), se asume que la plantilla de control
(B, (1,1)) y la plantilia de

&=

Fig. 5.4 Gréﬁca de la Ecuacion de Salida en un RNC.

retroalimentacion (4,.(.,7)) estan definidas de antemano con un

tamafio de radio de vecindad igual a la unidad (de 3x3 pixeles).

El filtro RNC también se puede aplicar cuando la imagen
binaria esta degradada y sin ruido en los dos casos siguientes:
cuando el coeficiente de aberracion de desenfogue es pequefio,
usando el algoritmo no-iterativo (Ec. (3.23)) en su restauracion. En
el caso en que el coeficiente de aberracion sea grande, se puede
emplear el algoritmo iterativo (Ec. (4.12) o Ec. (4.12)) hasta una

etapa en que el estimado a la fimd de la ILIDd este suficientemente
cerca del mejor estimado de la »,(1,/'), de esta forma se logra
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reducir el numero de iteraciones que se requieren para obtener el
estimado optimo.

Plantilla de Retroalimentacion.
S . i

Funcién Nolineal.

pi LI

4, 00

Plantilla de Control.

Fig. 5.5 Diagrama de Bloques para procesar 7,¢,r) con una RNC.

Una explicacién mas detallada de como funcionan los filtros
RNC, se puede obtener de las referencias arriba mencionadas; el
apéndice C, complementa esta seccion.
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RESULTADOS.

VI-1 Introduccion.

En este capitulo se presentan algunas simulaciones
numéricas de imagenes degradadas por desenfoque y/o diferentes
niveles de ruido que ilustran la informacion que podemos manejar y
obtener de los procesadores bilineales.

Se presenta, como ejemplo, el caso de la imagen sin
desenfoque y sin ruido, cuando el objeto es un punto. Este ejemplo
ilustra la reduccion de tiempo de computo en el calculo de las
funciones bilineales como consecuencia de la simetria radial de la
imagen del punto y de la FTO desenfocada asi como la forma de
disminuir el numero de muestras a analizar de cualquiera de estas
las funciones. Para restaurar bilinealmente informacion, se obtiene
el filtro bilineal de Wiener tanto en el dominio de las frecuencias
mutuas como en el dominio de las coordenadas espaciales mutuas
para una relacién sefial a ruido dada. De todas las posibles
distribuciones en el espacio fase se elige la de Wigner por ser ia de
uso mas difundido. Lo que se observa y se puede analizar en cada
muestra es la distribucion de intensidad, en los diferentes dominios
de las funciones bilineales.

Finalmente, de los resultados obtenidos con las funciones
bilineales se extraen {capitulo V) los estimados lineales a fa ILID y
se visualiza su distribucion de intensidad para verificar ésta con
resultados conocidos.

VI-2. Obtencion de resultados.

Para ahorrar operaciones y tiempo de computo en la
simulacion numérica de la fim, de la fecm y de la DW procedemos
de la siguiente forma:

1. se obtiene: las fim’s de las funciones en el dominio
espacial, por ejemplo de la fpei; las fecm’s de las
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funciones en el dominio de las frecuencias, por ejemplo la
FTO; y las DW’s en dominio del espacio fase.

2.  para visualizar distribuciones de intensidad tanto de las
funciones bilineales como de las funciones lineales se les
calcula numéricamente a todas estas funciones el
logaritmo natural de la suma de uno mas el modulo al
cuadrado de la funcion.

Por ultimo, es conveniente recordar que la DW de una funcién
espacial es igual a la DW de [a transformada de Fourier de dicha
funcién. Sin embargo, debido a la manera seleccionada para
observar las funciones bilineales, lo que despliega la DW asociada
a la funcion espacial, es la distribucién de intensidad en términos de
las frecuencias espaciales, para una determinada posicion; mientras
que la DW de la fransformada de Fourier de la funcién, despliega la
distribucion de intensidad en términos de las coordenadas
espaciales, para un par de frecuencias dadas.

Vi-3. Procesado bilineal mono cromatico de la imagen de un
punto en un sistema 6ptico limitado por difraccion.

La imagen de un punto de un sistema éptico con simetria
radial sin aberraciones y limitado por difraccion es el cuadrado de la
funcidn Bsenc(ar) (Bsenc®(ar)=[2J,(mr)/mr ], donde J, es la funcion
Bessel de primer tipo y primer orden, a es el radio de la pupila del
sistema optico y » es la coordenada radial en el plano de la imagen.
Como FTO es la Transformada de Fourier Directa (TFD) de
Bsenc*(ar), por consiguiente la fpei coincide con la imagen de un
punto (ver capitulo [).

Como la fpei, la FTO, el Filtro de Wiener en dominio de las
frecuencias espaciales (FWfe) y el fiitro de Wiener en el dominio de
las coordenadas espaciales (fWce) todas tienen simetria radial, es
suficiente tener informacion de la fim, la fecm y la DW a lo largo de
uno de los ejes del sistema de coordenadas que define a la funcion
bilineal para conocer su distribucién de intensidad en cualquier
region espacial o frecuencial, segin sea el caso. Las restriccion
anterior evita desplegar una gran cantidad de informacién asociada
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informacion asociada a las funciones bilineales con simetria radial
en 4-D.

En el caso mas general, la imagen a procesar no tiene ningun
tipo de simetria. Por consiguiente, la representacion bilineal no se
puede reducir como en el ejemplo anteriormente dado. En este
caso, como ya se menciono en el capitulo V, la informacidon que se
puede desplegar es proporcional al cuadrado del doble de numero
de pixeles de la imagen. Sin embargo, para familiarizarse de la
forma en que operan los procesadores bilineales es suficiente
trabajar con las funciones bilineales asociadas a la imagen de un
punto.

Para el caso de la imagen de un punto, las Figs. (Vi.1) a (V1.6)
representan diferentes funciones lineales y bilineales para un
Sistema Optico Limitado por Difraccion (SOLD) en luz mono
cromatica. Este ejemplo es interesante por que se puede observar
como las frecuencias altas y los detalles finos se pueden restaurar
(por efecto del filtro bilineal de Wiener) hasta alcanzar el equivalente
a la imagen de un punto en luz coherente de una pupila real del
doble de tamario de la que originalmente se partio.

En la Fig. (VI.1), se presenta en tonos de gris la fpei (parte
izquierda superior (isu)), la FTO (parte derecha superior (dsu)), €l
fWfe (parte izquierda inferior (iin)) y el fWce (parte derecha inferior
(din)) de un SOLD. Cada una de estas funciones tiene 256X256
pixeles. El valor de e (la relacion senal a ruido del Fwfe) es de 1x10°
*y el fWce es igual a la TF Inversa (TFl) del FWfe. E! diametro de [a
FTO es de 56 pixeles lo cual implica que el radio de la pupila del
sistema éptico de luz coherente es de 14 pixeles. En esta figura se
puede observar la simetria radial que presentan las cuatro funciones
y por lo tanto en lugar de aplicar el algoritmo de TF discreta rapida
(TFr) en la obtencién de cualquiera de las funciones a transformar,
lineales o bilineales, se usa el algoritmo de Transformada Coseno
(TC) discreta rapida (TCr), (ver apéndice D), lo que conlleva a un
ahorro en tiempo del orden de la mitad para el calcuio de las
transformaciones lineales.

En la Fig. (V1.2) se presentan la fim de la fpei (isu), la fecm
de la FTO (dsu), [a fecm del fWfe (iin), la fim de la fWce (din).
Cada funcién bilineal esta compuesta de 25 cuadros, donde cada
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cuadro (muestra) es una distribucién de intensidad que tiene una
posicion diferente (o frecuencia espacial diferente) consecutiva de
255 posibles posiciones (para las fim’s, las fecm’s o las WD’s). En
cada posicién (o par de frecuencias) de la funciones bilineales, el
cuadro tiene 256X256 pixeles; el cuadro superior izquierdo esta en
el origen de coordenadas, el inmediato inferior es el segundo (con
coordenadas (0,1)) y asi consecutivamente, de tal forma que el
altimo cuadro es el inferior derecho (con coordenadas (0,25)).

En la Fig.(V1.3), se presenta en la parte isu, la fecm del
producto de la FTO por el FWfe. En la parte dsu, se presenta la fim
de la convolucién de la fpei con el fWce para e=1x10"; para
e =1x10"y e=1x10"2, esta convolucion entre funciones bilineales se
presenta en la parte iin y en la parte din, respectivamente. En esta
figura la fecm y la fim estan relaciones por transformadas coseno
en 4-D de las funciones lineales FTO, FWfe y fpei, fWce.

Las Figs. (V1.4) y (VL.5) presentan distribuciones de intensidad
de DW's. La Fig. (V1.4) para: la DW asociada fpei, en la parte isu;
la DW asociada a la FTO, en la parte dsu; la DW del FWfe, en la
parte iin y la DW del fWce, en la parte din. En la Fig. (VL5) se
presentan el producto de la DW de la FTO por F\Wfe con e=1x10""
(en la parte isu); la convolucion de la DW entre la fpei con el fWce
cuando e=1x10~ (en la parte dsu) y cuando e =1x10" y e =1x10"" las
partes iin y din, respectivamente.

El producto de la FTO (&) por el FWfe con e=1x10" se puede

obtener usando la relacion + /Ry #,v;0,0) , (Fig. (VL.2)). En fa

Fig. (V1.6), parte isu, se puede visualizar este producto; en la parte
dsu, se visualiza la convolucion de la fpei con el Wce para
e=1x10" en la parte iin y en la parte din se muestra esta
convolucion, cuando e=1x10" y e=1x10"*, respectivamente.

Las convoluciones, mostradas en la Fig. (V1.6), se obtienen de
las funciones bilineales mostradas en las Fig. (VI1.3);, estas
convoluciones son ias imagenes restauradas de la ILID de un
punto. El deterioro de la informacién se observa al comparar las
partes dsu, iin y din de la Fig. (VI-2) con las de la Fig. (V1.8), lo cual
redunda finalmente en que las imagenes restauradas sean de
menor calidad conforme e se hace mas pequefio, lo cual es de
esperarse, puesto que conforme e— 0 el filtro bilineal de Wiener
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tiende a aumentar las frecuencias altas del ruido introducido por el
tamafio finito de la longitud de palabra de la computadora.

Fig.(V1.1). Para un SOLD y e =1x10"*, la fpei (imagen) esta representada en
la parte izquierda-superior (isu), la FTO en la derecha superior (dsu), el FWfe
en la izquierda-inferior (iin) y el Wce en la derecha-inferior (din).
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5
!
B

Fig(V1.2). . Para un SOLD y e =1x107", la fim de /a fpei esta en la parte isu.
La fecm de la FTO, la fecm del FWfe y la fim del fWce estan en las partes
dsu, iin y din, respectivamente.
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Fig. (V1.3). . Para un SOLD, la fc def producto de la FTO con el FWrfe esta
en la parte isu. La fim de la convolucion de la fpei con el fWce para:

e =1x10"" (dsu), e =1x10"° (iin) y e = 1x10™ (din), respectivamente.
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Fig. (Vi.4). . Para un SOLD y ¢ = 1x10™*, la DW de la fpei esta en Ja parte isu.
La DW de la FTO en (dsu), la DW del FWfe en (iin), la DW del fWce en (din).
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Fig. (V1.5). . Para un SOLD, IaDWdeI producto de la FTO con el FWfe esta
en la parte isu donde € =1x10™*. La DW de fa convolucién de Ia fpei con el
fWee para: ¢ =1x10" endsu, e = 1x10™° eniiny e = 1x10 ™ en din.
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Fig. (V1.6). El producto de FTO por el fWfe esta en la parte isu, la convolucién
de /a fpei con ef fWee para: e =1x10" en dsu, e =1x10"° en jin y
e = 1x107* en din, respectivamente.
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En las Figs. (VL4) y (VL5) se presentan las DW’s asociadas a
las funciones bilineales obtenidas en las Figs. (V1.2) y (VI.3),
respectivamente. Las distribuciones de intensidad de [os cuadros
mostrados en cada una de las DW siguen el mismo orden de
presentacion de los cuadros de las fim’s o de las fecm’s. Las DW's
de las funciones espaciales muestran la distribucioén de energia en
el dominio de las frecuencias para una posicién dada y las DW de
las funciones dependientes de la frecuencia muestran la distribucion
de energia en el dominio de las coordenadas espaciales para una
frecuencia determinada. En la Fig. (V1.4) se muestran las DW de la
convolucion entre la DW de la fpei con la DW del fWce para

e=1x10", e=1x10" y e=1x10"", respectivamente. Se puede
observar de esta figura, que conforme el valor de ¢ es mas
pequefo la DW redistribuye su patrén intensidad, diminuyendo el
contraste de la informacion.

De los resultados mostrados se concluye que el
procesamiento bilineal puede obtener resultados similares a los
obtenidos procesando linealmente la informacion, siempre y cuando
se aplique el filtro adecuado en el dominio bilineal indicado; de ofra
forma, los resultados no tienen por que parecerse. Por gjemplo, si
filtramos linealmente la DW de la fpei, modificamos bilinealmente la
fim de la imagen de un punto, lo cual no significa que se obtiene
una restauracion similar a la restauracion lineal de la imagen de un
punto.

VI-4. Procesado bilineal poli cromético de la imagen de un
punto poli cromatico en un sistema O6ptico limitado por
difraccion.

En este caso se hace uso de la suposicion de que las
longitudes de onda actuan independientemente, lo cual implica que
para una Bsenc(ar) poli cromatica se tiene una superposicion de tres

funciones Bsenc(ar), dependientes de la longitud de onda, una para

cada color primario (rojo, verde y azul). Asi, si las fim’s de las fpei
para cada longitud de onda son independientes, las FTO's, las
fecm’s y las DW's para cada longitud de onda son independientes.
También, se supone que el detector se localiza en el plano focal del
color rojo del sistema optico (ver apéndice H).
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Como la relacibn entre dos longitudes de onda es
directamente proporcional a la relacion entre los diametros de las
funciones de las pupila reales asociadas a cada longitud de onda,
entonces a menor longitud de onda mayor es el diametro de [a
pupila real del SOLD.

La Fig. (VI.7) muestra, en la parte isu, las fpei’s para las
longitudes de onda de los colores primarios y la fpei poli cromatica
(fpei-p). Esta misma figura también muestra las FTO’s para los
colores primarios y la FTO poli cromatica (FTO-p), en la parte dsu;
para e=1x10", en las partes iin y din se muestran respectivamente
la FWde-p vy la fWce-p, asi como sus versiones mono cromaticas
en los colores primarios. _

Con la finalidad de abreviar |la palabra poli cromatico a las
funciones bilineales se agrega a sus abreviaciones un guibn
seguido de una p negrita. Por ejemplo, la fim poli cromatica se
abreviara como fim-p.

La Fig. (VI.8) muestra en las partes isu, dsu vy Iiin,
respectivamente, las fecm-p’s asociadas a la FTO-p, al FWfe-p y al
producto de la FTO-p con el FWfe-p. La convolucidén asociada a la
transformada coseno 4-D del producto de la FTO-p por el FWfe-p
se presenta en la parte din.

En la Fig. (V1.9) se muestran las funciones bilineales poli
cromaticas: la fim-p de la fpei-p, en [a parte isu; la fim-p de la
convolucién entre la fpei-p de un SOLD con el fWce-p cuando

e=1x10", en la parte dsu; cuando e=1x10"° y e=1x10" en las
partes iin y din, respectivamente. A diferencia de ia versién mono
cromatica (Fig. VI.3 partes dsu, iin y din, respectivas) se observa el
efecto de la difraccibn de los colores primarios y sus
combinaciones, en el origen de coordenadas , cerca de éste y
conforme nos alejamos, ambas fim's (mono cromatica y poli
cromatica) muestran como I0s maximos secundarios desaparecen.
De la Fig. (V1.9), al comparar las partes isu con la dsu vy iin se
puede notar claras diferencias en la distribucion de la energia; sin
embargo, de las partes dsu e iin no se alcanzan a notar diferencias,
sobre todo cerca del origen de coordenadas, a pesar de que estas
diferencias existen.

Las diferentes formas de la distribucidn en intensidad se puede
observar en las DW-p’s respectivas, de una manera mas evidente.
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Claramente, cuando e=1x10"2 |a fim-p y la DW-p (ver Figs.
(V1.10)) son muy diferentes a sus similares, cuando e=1x10"" y
e=1x10"", lo cual tiene como consecuencia que al recuperar el
estimado a la ILID éste no se parezca a la imagen de un punto
como lo muestra los resultados de la Fig. (VI.11), parte din. Por otro
lado, los estimados a la ILID, si e=1x10"" y e =1x10"*, no son muy
diferentes, como también se puede observar de la Fig. (VI.11), parte

isu y parte dsu, asi como de las Figs. (VI.9) y (VI1.10), como ya se
menciono.

Fig. (VI.7). Para un SOLD la fpei (is), la FTO (dsu), el FWfe (un) y el che
(din) para los colores primarios y poli cromatico (fpei-p. FTO-p, FWfe-p y
fWce-p).
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Fig. (Vi.8). Para un SOLD la fecm’s de la OTF (isu), la FWfe (dsu) y el fWce
(iin). La parte din es la fim del fWce y el valor de e = 1x107*.
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Fig. (VI.9). Para un SOLD la fim-p de la fpei-p (isu). La fim-p de Ja
convolucién de la fpei-p con el fWece-p donde: e=1x10"" (dsu);
e=1x10"(iin) y e =1x107>* (din).
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Fig. (VI.10). Para un SOLD, la WD-p de la fpel-p (:su) La DW-p de la
convolucién de la fpei-p con el Wce-p donde: e =1x107" (dsu); e =1x107°
(iin) y e =1x1077 (din).
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Fig. (V1.11). Para un SOLD, la fpei para los colores primarios y la fpei-p (isu).
La convolucién de la fpei con el fWce para los colores primarios y la fpei-p

con el fWce-p donde: e = 1x107* (dsu); e =1x10"° (iin) y e =1x107 (din).
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VI-5. Procesado bilineal de la imagen bilineal de un punto en un
sistema 6ptico desenfocado, casos: mono cromatico y poli
cromatico.

Tanto en el caso mono cromatico como poli cromatico el
numero de ceros de la FTO aumenta debido a que el coeficiente de
desenfoque aumenta, por consiguiente, se espera que disminuya la
calidad de la restauracidén con procesadores bilineales (de la misma
forma que sucede en restauracidon lineal). En el caso mono
cromatico el coeficiente de desenfoque es de 2 longitudes de onda y
en el caso poli cromatico el desenfoque para el rojo, verde y azul es
de 2, 2.40 y 2.88 longitudes de onda, respectivamente (ya que se

Yoo, Wioo VYo

tiene que cumplir la siguiente relacion: ) = P = p) , donde

¥ v a

w,, €s el coeficiente de desenfoque y 1 es la longitud de onda).

En las Figs. (VI.12) a (VL.15) se muestra el caso mono
cromatico. En la Fig. (V1.12) se encuentra la fpei (isu), la FTO
(dsu), el FWfe (iin) y el fWce (din). La fpei esta claramente
deteriorada y la FTO tiene un mayor numero de ceros, los cuales en
principio deberian tener simetria radial. También se puede observar
que el FWfe y el fWce aumentan su complejidad de tal forma que
su implementacion fisica, para ser usados en un procesador bilineal
optico, se puede hacer muy laboriosa. Por lo anterior, se espera que
la fim de la fpei para cada punto y las fecm’s de la FTO, del FWfe y
del fWce para cada par de frecuencias presenten distribuciones de
intensidad mas complicadas que las de un SOLD, pero con cierto
tipo de simetria con respecto al origen de coordenadas (espaciales
0 de frecuencias espaciales). Por consiguiente, esta simetria, con
respecto al origen de coordenadas, debe manifestarse en las fim's
de la convolucion de la fpei desenfocada con el fWee y en las DW's
asociadas a esta convolucion como lo muestran las Figs. (VI.13) y
(VI.14).

De las Figs. (V1.13) y (VI.14) se observa que conforme el valor
de e—0, tanto las fim’s como las DW's tienden a degradarse con
detalles que no pertenecen a la imagen y por consiguiente debemos
esperar que los estimados a la ILID (convolucion de [a fpei
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degradada con el fWce para los diferentes valores de ¢) estén
degradados (ver Fig.(V1.15).

o i G u

Fig. (VI.12). La fpei, FTO, FWfe y e fWce de un Sistema Optico Desenfocado
(SOD) con 24.
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Fig. (V1.13). Para un SOD d 24, l fim de la convolucion de la fpei con el
Wee donde; e =1x10"* (isu); e =1x10"° (dsu); e =1x107 (iin) y
e=1x10"% (din).
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Fig. (V1.14). Para un SOD de 2A 1a DW de Ia convolucién de fa fpei con el
fWee donde: e =1x107" (isu); e =1x10" (dsu); e =1x10"2 (iin) y
e=1x10" (din).
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Fig.(V1.15). Para un SOD de 24, la convolucion de la fpei con el fWce donde:

e=1x10"* (isu); e=1x10"" (dsu), e=1x10"" (iin) y e=1x10"" (din),
respectivamente.

En las Figs. (VL.16) a (V1.20) se muestra el caso poli
cromatico. En la Fig. (V1.16) se observa la complejidad en la
distribucion de energia que presentan la fpei-p, la FTO-p, la FWfe-p
y el fWce-p como consecuencia del incremento ali valor del
desenfoque. Esta complejidad se refleja en las funciones bilineales:
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fim’s de la fpei-p y la fWce-p, vy en las fecm’s de la FTO-p y el
FWfe-p, como se muestra en la Fig. (V1.17). La Fig. (V1.18) muestra
las fim’s de los estimados a la ILID y la Fig. (VI.19) las DW’s de
estos estimados para los casos en que el parametro e disminuye
su valor (107,107,107 y 10, respectivamente). Finalmente, (a Fig.
(V1.20) muestra los estimados a la ILID, que se obtienen de las
figuras (V1.18) y (VI.19), para los diferentes valores de e. De esta
ultima figura, estimados a la ILID, se puede observar que la imagen
restaurada se degrada, por detalles en forma de ruido, al disminuir
el valor de €, como es de esperarse.

VI-6. Procesado bilineal iterativo de la imagen bilineal de un
punto para un sistema 6ptico con o sin desenfoque.

Hasta lo aqui expuesto, el valor de ¢ se propone a priori,
condicién que no siempre lleva a una buena restauracion. En el
capitulo IV, se encontr6 la relacion iterativa para restaurar
bilinealmente una imagen degradada espacialmente con ruido
aditivo. Este algoritmo iterativo puede usarse cuando la imagen
degradada tiene ruido muy pequefio introducido por la longitud finita
de la palabra de memoria de la computadora o por la digitalizacién
misma de la imagen. El ruido debido a la longitud finita de la palabra
de memoria existe, ya que aparece en las imagenes restauradas,
como se puede inferir de los resultados hasta aqui obtenidos, pero
éste no se puede observar directamente de la imagen original
degradada. De la seccidén anterior se desprende que conforme el
valor de e disminuye aumenta el ruido en la imagen a restaurar,
pero también se sabe que si e aumenta su valor, entonces, el filtro
bilineal de Wiener actia como un filtro pasa bajas disminuyendo
tanto la cantidad de ruido como la cantidad de detalles de la
imagen. Los dos argumentos anteriores llevan a la posibilidad de
que si se controla iterativamente el pardmetro ¢ se puede encontrar
un mejor estimado a la ILID.

Por razones de tiempo de computo el algoritmo iterativo se
utiliza Gnicamente para el caso de imagenes mono cromaticas. El
algoritmo se plica para cincuenta iteraciones tanto para la imagen
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bilineal de un punto con cero desenfoque como para cuando el
desenfoque es igual a dos longitudes de onda; los valores de ¢, y ¢

son 1y 0.1, respectivamente. A diferencia de los resultados

Fig. (V1.16). Las fpei para los colores primarios y su version poh cromat:ca

(isu); las FTO s (dsu), los FWfe’s (iin) y los fWce's (din). Para un SOD con
24 ye=10"

anteriormente presentados, para cada iteracion se despliegan 30
posibles distribuciones de intensidad consecutivos de 256, que
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conformarian toda la funcién bilineal, sin embargo, para obtener los
estimados a la fpei se tiene que tomar en cuenta los 256 posibles

Fig. (VI.17). La fim-p de la fpei-p (isu), Ia fecm—p de Ia FTO-p (dsu), la fecm-
p del FWfe-p. (iin), la fim-p del fWce-p (din). Para un SOD con 24 y donde

e=1x10"",

distribuciones en amplitud compleja o intensidad, como ya se
menciond. En la Fig. (VI.21) se observa los estimados de las DW's
de los estimados a las fim’s a la ILID, para cuatro iteraciones: en
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la parte isu se presenta la primera iteracién, en la parte dsu la
quinta iteracion, en las partes iin y din las iteraciones 15 y 32,
respectivamente. La Fig. (VI.22) son los estimados a la fim's de la
fpei obtenidos de los estimados dados en la Fig. (VI1.21); las
iteraciones estan dadas en el mismo orden de ésta ultima figura.
Tanto en la Fig. (V1.21) como (VI.22) se notan claras diferencias en
las distribuciones de intensidad de las funciones bilineales, las

Fig. (V1.18). La fim-p de la convolucién de la fpei-p degradada con el fWce-p
para un SOD de 24 y con: e=1x10"* (isu), e=1x10"* (dsu), e =1x10™ (iin),
e=1x10" (din).
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diferencias de las funciones bilineales son ain mas claras conforme
nos alejamos del origen de coordenadas. En la Fig. (V1.23) se
observa los estimados a la fpei al ir aumentando el valor de Ia
iteracion; el estimado a la fpei mas hacia la izquierda es para la
primera iteracién y el mas a la derecha para la iteracién 32; también

Dooonoooon
DoOoEooooon
DoDoBooooo
DODEnooonn
DoDOnooonon

Fig. (VI.19). Las DW's de la convolucion de la fpei-p degradada con el fWee-
p para un SOD de 21 y con: e=1x10"" (isu), e=1x10" (dsu),
e=1x10""(iin) y e=1x10"" (din).
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24y
con: e=1x10"" (isu), e=1x10" (dsu), e=1x10"* (jin) y e=1x10" (din).

se puede observar que el mejor estimado a la fpei (aquel que
presenta el mayor numero de frecuencias altas), es el de la iteracion
cinco, lo cual puede ratificarse observando las Figs. (VI.21) y
(V1.22), en la parte derecha superior.

Cuando el valor del coeficiente de desenfoque es de dos
longitudes de onda, las Figs. (VI.24) a (VI.26) representan las
mismas funciones a las de las Figs. (VI.21) a (V1.23) excepto que
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ahora las iteraciones son, en orden, la uno, la cinco, la quince y la
treinta y cuatro. De la Fig. VI1.26. se observa que el mejor estimado
es para la iteracidn cinco, el cual a la vez es de menor calidad al
estimado en la iteracion tres, de la Fig. (V1.23).

illih

i. (V.21). stimados de las D’s de la fpei de un SOLD para las
iteraciones 1,3,15 y 32 respectivamente, con e,=1Yc= 0.1.
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Fig. (VI.22). Estimados de las fim’s de fa fpei obtenidos de la Fig. (V1.21).

Fig. (VI.23). Estimados de las fpei’s de un SOLD obtenidos de la Fig. (V1.22).
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Fig. (VI.24). Estimados de las DW'’s de la fpei con desenfoque w 0 = 2 para

las iteraciones 1,5,15 y 34, respectivamente, con e,=1yc=01
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Fig. (VI1.25). Estimados de las fim’s de la fpei obtenidos de la Fig. (VI.24).

Fig. (VI. 26) Est:mados de las fpei's de un SOD obtenidos de la Fig. (V1.25).
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De los resultados obtenidos se puede concluir que los
estimados bilineales, con valores de e , ¢ y desenfoque dados

(para modificar el filtro de Wiener bilineal iterativo), primero se
acercan al estimado éptimo y después se alejan de éste conforme
el numero de iteraciones empieza a crecer, ademas se genera
ruido, debido al tamano finito de la palabra de memoria. Por otro
lado, la pupila real bilineal poco a poco se deforma
geometricamente alejandose de la pupila real circular, lo cual
implica que la imagen restaurada tiene efectos debidos a esta
deformacién geométrica .

Adicionalmente, cuando el numero de iteraciones empieza a
crecer, ofro efecto mas es la inversidn de los valores del filtro
bilineal de Wiener, como Io0 muestra la Fig. (V1.27). Sin embargo, en
este caso, el producto de las funciones bilineales asociadas al filtro
de Wiener y a la FTO solo modifican sus valores en la frontera
geométrica, por consiguiente tanto la DW como la fim de la fpei se
desvian de sus respectivos estimados optimos (ver Fig. (V1.27)), por
lo cual el estimado a la fpei se espera no sea el mejor (ver Figs.
(V1.21) a (VI1.23)).

VI-7. Procesado bilineal iterativo de la imagen bilineal
desenfocada de un punto con ruido.

El algoritmo iterativo utilizado para esta seccién se basa en la
Ec. (4.12)*. La razén de usar este algoritmo es: por un lado tener el
algoritmo operando bilinealmente con conocimiento de que existen
resultados publicados de su version lineal y por el otro lado observar
como actia el fitro RNC (dominio de las frecuencias)
conjuntamente con el filiro mediana (dominio de las coordenadas
espaciales) cuando se aplican como parte del algoritmo. En esta
seccion, el ruido aditivo en la imagen degradada es mayor que el
ruido generado por la longitud finita de la palabra de memoria de la
computadora; este ruido, es suficientemente grande (variancias
mayores a 1.0) y se puede observar sin ninguna dificultad en la
imagen 0 en su espectro. Se espera que el ruido aumente, por

efecto del filfro bilineal de Wiener conforme el producto ec’
(k=numero de iteraciones) tiende a cero, pero debido al filtro
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mediana hace que el ruido no rebase un determinado nivel, de taj
forma que se pueda aplicar el filtro RNC. Por otro lado, si el

producto ec” aumenta (ver Apéndice F) entonces el

Fig.(VI.27). Para la iteracion 32 el filtro Wiener bilineal invierte sus valores, isu.
El producto del filtro Wiener bilineal con la funcion bifineal asociada a la FTO
se presenta en dsu, el estimado a la DW de la fpei en la parte iin y el
estimado a la fim de Ia fpei en /a din.
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filtro bilineal de Wiener actia como un pasa bajas (al igual que el
filtro mediana) pero el filtro RNC elimina el ruido remanente; por lo
tanto, se espera que la imagen bilineal restaurada tenga baja
resolucion.

En esta seccidn se analizan tres casos: el primero es cuando

el producto ec” para cada iteracién disminuye su valor cada vez
mas conh respecto a la unidad, se empieza con valores menores y
cercanos a la unidad, conforme el numero de iteraciones aumenta
el producto disminuye. En el segundo, el producto €C es muy
pequefio pero aumenta al incrementarse el numero de iferaciones,
primero acercandose a la unidad y después alejandose de ésta
rapidamente. El tercero es cuando el valor del desenfoque es alto
pero sin ruido, en este caso el filtro RNC se aplica al estimado de la
fecm para eliminar los valores remanentes asociados al producto
del filtro bilineal iterativo de Wiener por la fecm de la FTO
desenfocada.

En los tres casos se muestran las DW’s para cuatro posibles
iteraciones. Ademas, en otras figuras se presenta el producto del
espectro de la imagen de un punto por el filtro de Wiener (el cual se
obtiene de su respectiva funcion bilineal), las imagenes restauradas,
obtenidas de sus respectivas fim’s y por altimo los filtros de Wiener
obtenidos de los filtros bilineales iterativos de Wiener.

Finalmente, se presenta las imagenes con que se inicia el
algoritmo  bilineal iterativo: imagen desenfocada, imagen
desenfocada mas ruido, imagen desenfocada con ruido filtrado
(aplicando el filtro de mediana) conjuntamente con el modulo al
cuadrado de la fransformada coseno de cada una de las imagenes
del primer regldn.

Para el primer caso se tiene la imagen desenfocada con ruido
gaussiano cuya desviacidén estandar es o®=15. Inicialmente se
aplica un filtro de mediana a la imagen con ruido para después a la
imagen resultante aplicarle el algoritmo bilineal iterativo de
restauracion de imagenes bilineales. En cada iteracién se aplica el
filtro RNC a la fecm que resulta del producto del filtro bilineal de
Wiener por la fecm asociada a la FTO desenfocada; siguiendo la
secuencia del algoritmo se aplica el filtro mediana a la fim
resultante de aplicarle la transformada coseno digital 4-D a la fecm
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que resulta del producto anteriormente calculado. En la Fig. (VI1.28)
se muestra las DW's restauradas de una imagen con 1.54 de
desenfoque para la 1ra, 3ra, 5ta y 8va iteracion, los parametros del

filtro de Wiener son ¢, =0.01 y ¢=0.6 y el valor e,c’ reduce sus

valores conforme aumenta la iteracién. En este caso la FTO
desenfocada tiene varios ceros reales®; luego, la funcion estimada
del espectro de la imagen se obtiene (primera columna de la
Fig.(V1.29)) del resultado de aplicar el filtro RNC a la fecm que
resulta del producto antes mencionado para las iteraciones 1ra, 3ra,
5ta y 8va. La segunda columna presenta las iméagenes obtenidas a
partir de su fim asociada (la cual se obtiene de las DW’s mostradas
en la Fig. (V1.28), o de la transformada coseno 4-D del producto de
las femc’s). En la tercera columna se presenta la evolucion del filtro
lineal de Wiener para las mismas iteraciones. Lo que se observa de
la primera columna de esta figura es (conforme el numero de
iteraciones aumenta) que aplicar el filtro RNC ayuda por un lado a
eliminar el ruido y por el otro a obtener una FTO binaria que indica
como puede ser la imagen restaurada (segunda columna).

En la Fig. (V1.30) se tiene en el primer region, la imagen
degradada por el desenfoque, el nivel de ruido que se adiciona a
esta imagen y el resultado de aplicar un filtro de mediana a la
imagen anterior. En el segundo regién se observa la distribucion del
modulo al cuadrado de los espectros asociados a cada una de las
imégenes, que en este caso coinciden con el modulo al cuadrado
de las FTO.

La Fig. (V1.31) y la Fig. (VL.32) representa las mismas
funciones de las Figs. (V1.28) y (V1.29) cuando ¢, =0.00001y ¢ = 5.

Este caso representa la situacion en la cual el filtro bilineal iterativo
de Wigner inicialmente actiia como un filtro bilineal pasa altas y
conforme la iteraciéon aumenta éste cambia a un filtro bilineal pasa
bajas. De la Fig. (V1.31) es dificil observar cambios en las
distribuciones de intensidad en las DW’s conforme el numero de
iteraciones se incrementa (como facilmente se observa en la Fig.
(V1.28)), de hecho en las iteraciones 5ta (iin) y 8va (din) ya no se
observa ningtin cambio. Sin embargo, la primera columna de la Fig.
(V1.32) indica claramente cambios de la funcion binaria para la 1ra'y
3ra iteraciones; posteriormente, se comprobd que no existen
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cambios a partir de la 4ta iteracién. La imagen restaurada de un
punto para las iteraciones |nd|cadas presente en Ia segunda

Fig. (V1.28). Las DW's de un SOD con w,, =1.5 y ruido con ¢*® =1.5 para las
iteraciones 1ra (isu),3ra (dsu), 5ta (iin) y 8va (din). El valor de e, =0.01 y
c=056.
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Fig. (V1.29). El producto del filtro de Wiener por la OTF de un SOD (primera
columna) después de aplicar un RNC, la imagen restaurada (segunda
columna) y el filtro de Wiener (tercera columna) para las iteraciones 1ra
(primer regldn), 3ra (segundo reglén), 5ta (tercer regién) y 8va (cuarto
renglon). Los demés parémetros son los mismos que en Ja Fig. ( V1.28).

columna, nos confirma lo anteriormente mencionado. La tercera
columna muestra como el filtro de Wiener evoluciona su distribucion
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de intensidad conforme la iteraciéon aumenta. Es conveniente

Fig. (VI.30). Primer renglon (izquierda a derecha); imagen desenfocada
(w,, =1.5) de un objeto puntual, con ruido (c® =1.5), con filtro mediana.

Segundo renglén(izquierda a derecha); modulo al cuadrado de las funciones
de modulacion optica, respectivas.

recalcar que la primera y segunda columna se obtienen de sus
respectivas funciones bilineales fecm y fim.

En el tercer caso se usa el algoritmo bilineal iterativo para una
fim asociada a una imagen desenfocada sin ruido, el coeficiente de
desenfoque (w, ) es de 1.54. Lo que se desea mostrar es que el

filtro RNC cuando se aplica en la iteracién apropiada puede ahorrar
un mayor numero de iteraciones del algoritmo iterativo para
encontrar el mejor estimado a la fim de la imagen restaurada.
Nuevamente, en la Fig. (V1.33), se muestran las DW's

126



Capitulo VI Resultados

Fig.(V1.31). Las DW's de un SOD con w,, =1.5 y ruido con o* =1.5 para las
fteraciones 1ra (isu),3ra (dsu), 5ta (iin) y 8va (din). El valor de e, =0.00001 y
c=5.
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Fig. (V1.32). El producto del filtro de Wiener por la OTF de un SOD (primera
columna) después de aplicar un RNC, la imagen restaurada (segunda
columna) y el filfro de Wiener (tercera columna) para las iteraciones f1ra
(primer reglon), 3ra (segundo reglon), 5ta (tercer reglon) y 8va (cuarfo
renglén). Los demas parametros son los mismos que en la Fig. (VI.31).
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Fig. (VI.33). Las DW's del estimado de la fim de la imagen de un punto con
desenfoque y sin ruido, para fas iteraciones 1ra (isu),2da (dsu), 3ra (iin) y 4ta
(din). Los valoresde e, =001, ¢=0.1y w,, =24
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donde % denota el indice de la iteracion que se esta llevando a
cabo. En este caso los valores de ¢, y de ¢ son 001 y 0.1,

respectivamente, de tal forma que el filtro bilineal iterativo de
Wiener inicialmente se comporta como un pasa bajas y conforme el
numero de iteraciones aumenta es un pasa altas. Como se puede
notar de la Fig. (VL.33), los cambios en las distribuciones de
intensidad son pequefos conforme el numero de iteraciones
aumenta de hecho, si no se aplica el filtro RNC, el numero de
iteraciones que se tiene que llevar a cabo para obtener el estimado
de la imagen restaurada con mejor resolucibn aumenta
significativamente. Lo anterior se muestra en la cuarta columna de
la Fig. (V1.34), donde se observan las distribuciones de intensidad
de los estimados a la imagen de un punto una vez que se aplico el
filtro RNC. En la en la primera columna de la Fig. (V1.34) se observa
la distribucion en intensidad de las #®®,v) para las primeras cuatro
iteraciones, sin aplicar el filtro RNC, del algoritmo bilineal iterativo;
en la segunda columna se muestran los estimados a la imagen de
un punto asociadas a las #®(,v) dados en la primera columna; en
la tercera columna se muestra el resultado de aplicar el RNC a las
F®w,v) de la primera columna y en |la cuarta columna se muestran
los estimados a la imagen de un punto obtenidos de los estimados
de la tercera columna. Bajo las condiciones arriba dadas, después
de [a 41a iteracion la distribucion de intensidad de las restauraciones
de la imagen de un punto (el algoritmo realizo 40 iteraciones) no
muestran cambio alguno.

Para comprobar que la restauracion de Ila imagen
desenfocada obtenida después de la cuarta iteracion es la mejor
(cuarta columna, cuarto reglén de la Fig. (V1.34)) que se puede
obtener con el algoritmo bilineal iterativo y el filiro RNC, se procedié
a correr este algoritmo para una imagen ligeramente desenfocada
(w,, =.251), sin cambiar los valores de ¢, y ¢, del caso anterior. En
estas condiciones la FTO no tiene ceros y por consiguiente se
espera que el filtro bilineal iterativo de Wiener tenga su mejor
desempefio conforme el numero de iteraciones aumenta. La Fig.

(V1.35) muestra los resultados (equivalentes a los de la Fig. (V1.34))
que se obtienen: lo que se observa de esta figura es que el filtro
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bilineal iterativo de Wiener por si mismo genera mejores estimados
en las primeras dos iteraciones en comparacién a los estimados
que se obtienen al aplicar el filtro RNC; después de la cuarta
iteracion no existe diferencia entre los estimados

Fig. (V1.34). El producto del filfro de Wiener por la OTF de un SOD (primera
columnay), la imagen de un punto restaurada obtenida a partir de los datos de
fa primera columna (segunda columna)lo mismo de la primera columna
después de aplicar un fiftro RNC (tercera columna) y la imagen de un punto
restaurada obtenida a partir de los datos de fla tercera columna (cuarta
columna) para las iteraciones 1ra {primer reglon), 2da (segundo reglén), 3ra
(tercer reglon) y 4ta (cuarto rengldn). Los demas parametros son los mismos
que en la Fig. (V1.33).
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Fig. (V1.35). Para w,, =.251 se mueslran los resulfados equivalentes a los
obtenidos en la Fig. (VI1.34).

obtenidos, sin o aplicando el filtro RNC. De los estimados obtenidos

en la cuarta iteracion, se puede concluir que éstos son los mejores
para una imagen con un desenfoque fijo.
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VI1.8. Conclusiones.

Como lo dicta la teoria de Volterra, a partir de un evento lineal
se construye, de acuerdo con restricciones fisicas (proceso lineal en
intensidad e invariancia espacial del procesador) un evento bilineal
para restaurar informacion bilineal con diferentes funciones (fim,
fecm y DW), lo cual permite restaurar bilinealmente imagenes
desenfocadas con ruido con métodos numéricos. Estas funciones
bilineales también generan algoritmos iterativos con el mismo
proposito.

Por razones de simetria, rapidez en los resultados numeéricos
y entendimiento de los proceso bilineales, se restauran
bilinealmente, con algoritmos discretos, imagenes desenfocadas de
un punto, con diferentes desenfoques (mono cromaticas y poli
cromaticas). El hecho de elegir la imagen de un objeto puntual no le
restan generalidad al problema de restaurar bilineaimente
informacidén. Sin embargo, si ayuda a entender como operan los
procesadores bilineales y por otro lado requiere menor cantidad de
informacion en comparacion con otro tipo de imagen; ademas, se
tiene la posibilidad de trabajar con transformaciones discretas mas
rapidas gue la de Fourier.

Cuando la imagen de un punto tiene ruido gaussiano, los
resultados obtenidos con el algoritmo bilineal iterativo muestran que
no es posible nulificar este ruido con los filtros convencionales,
operando en el dominio de la fim. Estos resultados se puede
mejorar cuando se usa una combinacion de filtros de ruido, un filtro
convencional operando en el dominio de la fim y otro operando
(filtro RNC) en el dominio de la fecm.

Si la imagen ademas de ruido tiene desenfoque, el proceso
bilineal iterativo logra restaurar informacion dependiendo del nivel
de ruido y la cantidad de desenfoque. Nuevamente, se logran
resultados alentadores, cuando se usa la combinacién de filtros de
ruido mencionado en el parrafo anterior.

Para un desenfoque relativamente grande se pueden obtener,
con el algoritmo bilineal iterativo, mejores estimados conforme el
numero de iteraciones aumenta, pero dificiimente se logra el
estimado 6ptimo. En este caso, otra forma de usar el filtro RNC es
aplicarlo al estimado de la fecm después de un determinado
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numero de iteraciones, lo cual genera un estimado suficientemente
cerca al deseado. Este resultado se puede verificar con los
estimados obtenidos cuando la imagen tiene un desenfoque
pequefo (o cero desenfoque), como muestran los Ultimos
resultados de este trabajo.

Por consiguiente, se puede concluir los siguientes puntos: (a)-
los procesadores bilineales para restaurar informacion bilineal
degradada generan resultados equivalentes a los que se obtienen
con procesadores lineales, cuando se usan los filtros bilineales
adecuados; sin embargo, el propdsito de los procesadores
bilineales es procesar informacion bilineal (b)- las funciones
bilineales despliegan informacion que ayudan a visualizar el
contenido de informacién de los puntos vecinos a un determinado
punto (fim), el contenido de frecuencias de ese punto (DW) y como
afectan las frecuencias vecinas a una frecuencia particular (fecm), y
(c)- la existencia de formas diferentes, dentro de un mismo dominio,
de poder obtener resultados equivalentes a los obtenidos con
procesadores lineales o de modificar esta informacién de forma no
convencional.

El propésito de los procesadores bilineales para restaurar
informacion no es competir en tiempo de procesamiento de la
informacion o el de mejorar numéricamente los resultados que los
procesadores lineales obtienen por si mismos. Pero uno de los
posibles propssitos es adicionar elementos que permitan
comprender como [a bilinealidad puede complementar informacién
lineal de una imagen.

El estudio de los sistemas bilineales en procesamiento de
imagenes se justifica por si mismo puesto que permite la aplicacién
de filtros que modifique la informacion que por métodos lineales
resulta dificil de imaginar, como ya se ha publicado®*®®® o
entender relaciones y propiedades generales (que el producto
ancho de banda por el tamano finito del soporte tiene un valor finito
positivo). Finalmente, entender un proceso bilineal partiendo de un
proceso lineal y viceversa es estimulante y un reto en el
conocimiento de los eventos no-lineales.
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ANALISIS DE LA fpei PARA CUALQUIER VALOR
DEL COEFICIENTE DE DESENFOQUE.

A-1. Introduccion.

El desempefio de un sistema éptico en luz incoherente se
puede llevar a cabo observando el comportamiento de la FTO o
equivalentemente, la funcion de punto extendido en intensidad
(fpei). En el caso unidimensional, l[a funcibn de ambigiiedad
muestra de manera simultanea, en coordenadas polares, todas las
FTO’s asociadas a desenfoques que un sistema o6ptico puede
tener®®,

En este apéndice se quiere encontrar como varia el valor de
amplitud de la fpei al cambiar el valor del coeficiente de
desenfoque, en la pupila de entrada en el sistema éptico.

A-2. La fpei para desenfoques.

La funcion de pupila compleja de un sistema 6ptico esta dada
por la Ec. (1.5) del primer capitulo. En el caso de que el sistema
tenga simetria radial y aberracion de desenfoque, el polinomio de
aberracion de la pupila compleja se reduce a la siguiente

fOFmaIP(p):%wzopz, donde w, es el valor del coeficiente de

desenfoque (medido en longitudes de onda) y las coordenadas
radial y angular p,¢ respectivamente, estan relacionadas con las
coordenadas de la pupila »v por las siguientes igualdades:
pP=u>+v> CON p=ucosp Y p=vseng.

Por consiguiente, en el caso de desenfoque, la pupila
compleja del sistema obedece la siguiente relacién:

k4
J W (Pz)

p(p)e? si p*<a’
I(p) = : (A-1)

0 sio pP>a®
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Como se puede mostrar, para sistemas 6pticos con simetria
radial la fpei es el modulo al cuadrado de la transformada de
Hankel de 1i(p), esto es:

2

h(r) = ; (A-2)

[T1(0), o)

que puede expresarse en términos de Ia convolucién de Ila
transformada de Hankel de la pupila real p(p), de radio «, con la

transformada de Hankel de la funcién exponencial compleja

asociada al desenfoque (¢ ). Esto es:

2

7y @mp)pdp) | (A-3)

Wag,

Hr) = (] p(o) o @) pdpy ([ e >

donde el simbolo * representa la convolucién con respecto a la

variable », y la funcién J,(.) es la transformada de Hankel de
primer tipo y de orden cero. Como la pupila real tiene un radio «,
entonces si »=xcos8, r=ysend, la transformada de Hankel de p(p)
es:

J, (2rmar)

jJ (2mrp)pdp = a (A-4)

donde J,(.) es la funcién de Bessel de primer tipo y de orden uno.

x
Voo 2

Por otro lado, la transformada de Hankel del factor &7 es:

A
__j”_,.l

[5 s ampypdp = e (A5)

0 wZO

Se observa de las Ecs. (A-3), (A-4) y (A-5) que la fpei
depende tanto del radio « como del valor del coeficiente de
desenfoque. Si g =2/w,, entonces el resultado de la Ec. (A-5) se

reduce a:
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h(r)=| ma® BBsinc(ar) f{cos(frﬂrz) — jsen(zpr)} [, (A-6)

J, Qrmar)
ma

donde la funcidn Bsenc(ar)= La relacidn anterior se

simplifica a |a siguiente forma:
h(r) = (ma®)* B*{| Bsenc(ar)*cos(nfir?) Iz +| Bsenc(ar)* sen(nfir*) |2}. (A-7)

En condiciones paraxiales, es valida la siguiente relacion,
cos(fr’)~1 Y sen(mfr?)~0_(Si wy >1, la relacion se conserva para
valores de » cada vez mas grandes; si w,, <1, la relacidén es valida

para valores de » pequenos). La consecuencia es que bajo estas
condiciones ()= (m*)* f*. Luego, para un radio « dado, la fpei
depende como el inverso del cuadrado de la cantidad de
desenfoque. En este caso, para un desenfoque dado la fpei tiene
su maximo en el origen que es proporcional a la cuarta potencia del
radio de la pupila real, pero disminuye conforme el punto de
observacion se aleja del origen del plano de deteccion. La Fig.
(A.1). presenta el comportamiento del modulo al cuadrado de la
funcion sen(zpr*)~0 {parte izquierda) y de la funcion cos(zfr*)~1
(parte derecha) para cuando w, =051 (parte superior) y de
w,, =24 {parte inferior).

En caso de que el sistema Optico sea perfecto (con los
coeficientes del polinomio de aberraciones igual a cero, excepto el

coeficiente del desenfoque), entonces Bsenc(ar):@(ar):izﬁ(r) y
a

como cos?(zf*) +sen’(zfr*) =1, luego de la Ec. (7), la fpei adopta la
siguiente expresion:

W =0) = (T2, (A-8)

wZD

lo cual implica que bajo ias condiciones arriba mencionadas, la fpei
evaluada en el origen es una constante, de tal manera que si se
observa en el plano de desenfoque cero la intensidad es la maxima
posible en relacion a [a intensidad en cualquier otro plano
observacion.
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E=n el caso que la pupila compleja se reduzca a casi un punto,
Bsinc(ar) =1, tenemos de la Ec. (A-7) que:

h(r) = B(const.), (A-9)

Fig.(A.1). Modulo al cuadrado de las funciones sen(zfir*)
y cos(zfr?) cuando w,, =.5A (arriba) w,, =22 (abajo).

donde la palabra const. representa una constante, de la Ec. (A-9) se
observa que la intensidad del plano donde se detecta la intensidad
varia al cuadrado del inverso del desenfoque siendo maxima
cuando w,, =0.

En algunas ocasiones se pueden obtener resultados
numeéricos interesantes aproximando el primer I6bulo de la FTO
desenfocada por una funcidn Gaussiana. Para valores del
coeficiente de desenfoque donde el primer cero es menor que la
mitad o mayor a una vigésima del ancho de banda de la FTO (entre
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media longitud de longitud de onda y un par de longitudes de
onda), la fpei se puede expresar como:

h(r) = (ma’ B)?| Bsinc(ar) * gauss(rfr’) |2 . (A-10)

(gauss(zpr*)=e*", donde en ancho medio o variancia es
directamente proporcional a la raiz cuadrada del coeficiente de
desenfoque). Cuando el radio de la pupila real es suficientemente
grande, la Ec. (A-10) puede reducirse a la siguiente expresion:

W(r) ~ (ma® B gauss® (mfir*), (A-11)

lo cual implica que la fpei varia como el cuadrado de una funcion
Gauss cuyo ancho medio depende de la cantidad de desenfoque,
de la longitud de onda y cuya intensidad es como el inverso del
cuadrado del desenfoque.
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LA FUNCION DE PUNTO EXTENDIDO
FRACCIONAL EN INTENSIDAD PARA
DESENFOQUES.

En este apéndice se desea encontrar como la fpei para
desenfoques esta relacionada con la Transformada de Fourier
Fraccional' de orden « aplicada a la funcién de la pupila real de un
sistema Optico, a la funcién resultante la denominaremos fpe
fraccional en intensidad (fpefi).

La Transformada de Fourier Fraccional, de una funcién
compleja p@u,v) [TF. {p(u,v)}], esta definida de ia siguiente forma:

.e_ ja
T {p(u, v)) = =~

—J:(x2+y2)cotaz —i(u2+v2)cotcz mj;m(ux-f-vy
e? ”e 2
2rsena

gsna )p(u, vdudv. (B-1)

donde en general, « es un numero fraccional. En el caso que la
funcién p(«,v) sea la funcién de pupila real de un sistema Optico

con simetria circular, esto es:

1 si (@ +v)<1
plu,v)= , (B-2)
0 si (@ +v)>1
entonces, la fpefi (n,(x,y)), la podemos definir de la siguiente
expresion:

h,(x,¥) =|TE{pu, Y

: ‘ 2
1 —-4-(11 247 Yeot e --"—(ux+vy)
:Wﬁp(u,v)e 2 e=e  “dudv | (B-3)
T 8sen” o

como la funcidbn cota varia desde (+o,hasta~») {cot(0)=+w,
cot(fzf) =0 cot(r)=—-c}, lUego podemos hacer la siguiente sustitucion:

cota = 4nw,, ,
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lo cual implica que para a=0w,=c«, para a:%,wofo y para

a =m,w, = —o. POr consiguiente tenemos:

2
ha (x? y) = .TFang{cot(thvzu bH {p(u9 V)}\ 1 (8_4)
o equivalentemente,
4w? : 2y 2y J2T (i) i
h (x,y)=—F— ” plu,v)e /et g e dudy| (B-5)
cos” &

. . . . . 2
Si hacemos los siguientes cambios de variables x'= Yoy
coso

y, y definimos la funcion de pupila compleja para

2w,

y’:
cosx
desenfoque como:

=Zawg, ( W ev?}

plu,v)e sio w4Vl
P(u,v)= (B-6)

0 siowr+vi>l

entonces, la Ec. (B-5) puede escribirse como:

cosax , COs

Y= Sl m P(u,v)e! " dudy : (B-7)

cos’ a

B (

?
2wy, 2wy,

que es la expresion explicita de la fpefi en términos de la fpei,
ambas expresadas en el sistema de coordenadas x',y". De la Ecs.
(B-3) y (B-7) la fpefi se puede escribir en el sistema de
coordenadas x,y de la siguiente forma:

2
4wy,

h,(x,¥)= oo h(x,¥")

Lt 2. (B-8)

Arlsen‘a 27sena 2msenc
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Como la constante 2r se obtiene de la definicion de la
transformada de Fourier fraccional no simétrica, luego si esta
definicién toma su versidn simétrica la expresién anterior tiene la
siguiente forma:

B y) = — (e Yy,
sen S€na¢ sena

(B-9)

De la ultima relacidon podemos observar que si a=x/2,
entonces:

oy (X, ¥) = h(x, Y). (B-10)
lo cual indica que cuando la fraccion o expresada en radianes, es

=/2, la fpefi es la misma que la fpei, que es exactamente lo que se
espera.
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RED NEURONAL CELULAR PARA ESTIMAR
IMAGENES BILINEALES UN PUNTO
DESENFOCADO.

La Red Neuronal Celular (RNC) ha probado ser un filtro de
ruido eficaz; sin embargo, no es simple de programar y los tiempos
de computo son grandes en relacidn a otros algoritmos para reducir
ruido aditivo. La RNC se puede simular como un arreglo de
procesadores analdgicos no-lineales, capaces de analizar una sefal
continua, también se puede simular digitalmente para procesar
sefiales digitales. El arreglo de procesadores analégicos (o
digitales) puede implementarse para funciones lineales o bilineales
(como ya menciono en el capitulo V).

La estructura basica de una RNC es una celda, que se
encuentra conectada por medio de conexiones con un vecindario
(celdas que estan dentro de un determinado radio, ver capitulo 1V),
las cuales se comunican entre si y a la vez cada una se comunican
con otras celdas, las cuales tienen sus respectivos vecindarios.

Para seguir con la notacion empleada en sistemas bilineales y
de acuerdo a las referencias®®***°, denotamos una celda como ¢,

donde /,/ son las coordenadas espaciales discretas y al conjunto
de celdas vecinas (vecindario) por ¥;, . Entonces, para un radio de

accion dado (dentro del cual se encuentra el vecindario que puede
modificar al valor de C,, ) éste radio determina cuales son las celdas

vecinas y el nimero de ellas. De esta forma si el radio de accién es
uno, el vecindario de C,, son ocho celdas, como se indica en la Fig.
(C-1).

Una RNC es un sistema®™. Por consiguiente, cualquier celda
asociada a la RNC tiene una funcién de entrada .(¢,r), una

funcion de salida s¢. ) y una funciéon de estado. En nuestro
caso, la x(,I'y es el mejor estimado de la funcidn de intensidad
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mutua (fim) de la imagen limitada por difraccién (ILID) con ruido (»)

.. ALk '
en la etapa k'esima (#;,, (/,/')), al cual denotaremos en este

apéndice como ]’/'\f(lnl’). Sin embargo, en las dos Ultimas

secciones del capitulo VI, se opero con la funcién bilineal, RF(U’),

por ser la mas adecuada para restaurar la imagen desenfocada de
un punto y aplicarle el filtro RNC.

La ecuacion de estado de una celda del RNC en su estado
estacionario, tiene la siguiente forma:

F L= D, AADS LD+ Y B (LD (LD +e (c

Crrebis CrrdVs

donde las plantilas 4,,(,0") y B,(/l') son espaciaimente

invariantes (los valores de los elementos de la plantilla no dependen
de la posicion de la celda, pero si pueden cambiar de acuerdo al
tipo de procesamiento que se desee: eliminar el ruido, realce de
borde, suavizar bordes, etc.), s, . es la salida del sistema, la cual

queda definida por medio de una ecuacion de salida. El valor de [a
constante, ¢, se ajusta, al tipo de procesamiento o al nivel y tipo de
ruido.

Fig. B-1 Celdas vecinas a ¢, en una RNC
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La ecuacion de salida es no-lineal y tiene la siguiente
expresion:

S, (LI = %(‘?fw (LI +1- }fﬁj, L)-1), (©.2)

Las Ecs. (C.1) y (C.2) rige la RNC.

En nuestro caso, una vez que se obtiene el mejor estimado de
la fim de la ILID con ruido aditivo, aplicamos el RNC para eliminar
el ruido. La entrada al sistema gy, (/) se hace igual al mejor

estimado de la fim de la ILID con ruido (ver Ec. (5.20)), esto es:
' ~lk+1) '
pip(LI) =gy (LT, (C.3)

Inicialmente, ~como 7 (LI)=7 (1), entonces

escogemos el estado de la celda igual al valor del pixel de la
funcién de entrada, esto es:

p LY =7, L 0D, C4)

y como la salida de la celda, la relacién dada por la Ec. (C.2).
Finalmente, calculamos la ecuacion de salida de la celda (ver
Ec.(C.2)) a partir de las Ecs. (C.3) y (C.4).
Cuando se desea eliminar el ruido aditivo de una imagen
binaria las plantillas 4,,(Z,7") y B,.(.) tienen la siguiente forma***2:

A}.’f,

i

: (C.5)

o == O
e (98] f—
o o= O
o)
il
o o O
o = O
o OO

la constante ¢ dada en la Ec. (C.1) se hace igual a cero.
Sin embargo, cuando la RNC se aplica a la fecm de la
imagen, de un punto, con un desenfoque pequefio (R, (D)),
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entonces la plantilla 4,.(.,/’) que proponemos tiene la siguiente
forma:

Ay = , (C.6)

o = O
o == O

|
a
1

donde 3<a <8, dependiendo de la cantidad de desenfoque.

Otro caso de interés, en el que se puede aplicar la plantilla
dada por la Ec. (C.6), es cuando la fim de la imagen desenfocada
no tiene ruido aditivo, pero la degradacion por desenfoque es
suficientemente grande. En este caso lo normal es: primero aplicar
el algoritmo iterativo, dado en el capitulo IV, para encontrar el mejor

(k+1)

estimado fp."(,7); posteriormente, aplicar el filtro RNC, de esta

forma se puede lograr un buen estimado de la fim a la ILID con sus
frecuencias altas realzadas. Una forma de disminuir las iteraciones
en las condiciones arriba mencionadas es parar el algoritmo
iterativo bajo la condicién de que el estimado calculado este
suficientemente cerca del mejor estimado a la ILID, lo cual se
puede llevar a cabo observando, en primera instancia, al estimado

(k+1)

ya calculado, cuando esto suceda se aplica al R, I resultante el

RNC, adaptando el valor de la constante « entre los limites ya
sefialados, el resultado es: primero la obtencién de la fim de l1a ILID
y después la ILID misma con sus frecuencias altas realzadas.

En el caso de que el objeto sea de tonos de gris y de que su
imagen degradada por desenfoque tenga ruido aditivo, la
eliminacién del ruido con ayuda de una RNC, una vez que se
calculo el mejor estimado a la fim de la ILID con sus frecuencias
altas realzadas, se puede llevar a cabo utilizando las Ecs. (C1yy
(C.2), para cada nivel de gris, este procedimiento involucra una gran
cantidad de trabajo y por lo mismo casi hadie lo emplea. Otra forma
de restaurar bilinialmente imégenes en tonos de gris con ruido pero
sin degradaciones espaciales es usar el algoritmo dado en la

referencia®, al mejor estimado, 7%(1,7); en este trabajo,
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esta Udltima metodologia nunca se llego a implementar

numericamente, es un trabajo que queda por llevar a cabo
agregando ademas desenfoque.
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TRANSFORMADA COSENO Y HARTLEY EN
PROCESADO LINEAL Y BILINEAL DE
IMAGENES.

Introduccion.

La Transformada Coseno Directa (TCD), en su versién
discreta (TCDd), resulta O6ptima en cuanto al numero de
operaciones légicas y matematicas a realizar en todos aquellas
operaciones (convolucién o multiplicacidn) en las cuales la funcién
a transformar tenga una parte par o simetria radial. Actualmente
existen varias versiones de la TCDd del tipo rapido, algunas muy
eficientes que operan de forma Optima cuando las funciones que
intervienen en el procesado de informacidn cumplen ciertas
propiedades de paridad. En procesado digital de imagenes
espacialmente degradadas en el que la funcidn de punto extendido
en intensidad (fpei) tiene simetria circular y algunos de los
términos del polinomio de aberracién, de la pupila compleja, tienen
aberraciones con simetria circular (ejemplos. desenfoque vy/o
esfericidad) se puede tener una buena reduccion de tiempo
(ligeramente mayor que la mitad en comparacion al de una
transformada de Fourier discreta) al usar la TCDd para encontrar el
estimado a la imagen limitada por difraccion (ILID) con sus
frecuencias altas realzadas, como lo vemos a continuacion.

Definicion.

La TCD 2-D (CF(,v))de una funcion cualquiera 7(x,y), por
definicion es

CF(u,v) = j j F(x, ) cos{2(ux + vy))ddy | (D-1)

como f(x,y) liene la posibilidad de ser una funcidbn compleja con
sus partes reales e imaginarias compuestas de funciones pares 0
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impares, entonces debido a que el kernel de la transformacion es
una funcién par la TCD 2-D de la funcion f(x,y) €s

CF(u,v) = [[Re{f 0 (2, 3)} + JTm{ f,,, (x, )}) cOs {27 +vp)}ebedy . (D-2)

en la cual la parte impar de la TCD es cero. En general, como se
observa de la Ec. (D-2), CF@,v) es compleja. La transformada

coseno inversa (TCl) de CF(,v) es la funcidn f(x,y) y como el

kernel de la transformacion es par entonces la TCI tiene la misma
forma que la TCD, esto es:

fG,»= H(RS{CF o @V} + JIM{CF,,, (u,)}) cos{27 (ux + vy))dudhy . (D-3)
PROCESADORES LINEALES Y LA TRANSFORMADA COSENO.

Si g(x,y) es la convolucion entre el objeto (7(x,»)), que emite
en luz incoherente, y la fpei (#(x,y)), entonces:

g(5.7)= f(x,3) * h(x,3), (D-4)

de la Ec. (D-4) como f(x,y) es real (se puede descomponer como

la suma de su parte par mas su parte impar) y no-negativa,
entonces su ftransformada de Fourier (TF) es una funcion
Hermitiana (suma de una funcién real par y una funcién imaginaria
impar), esto es:

Fu,v)=Re{F,, (@,v)} + jIn{F,,, (@)} . (D-5)

Por otro lado, si la fpei, A(x,y), s una funcién real no-
negativa con simetria circular, entonces su TCD es:

CH(u,v) = J.J.h(x, y)cos2m(ux + vy)dxdy (D-6)

es real y par. Luego, de la Ec. (D-4), donde la transformada de
Fourier directa (TFD) de la convolucion (en el espacio real) es igual
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al producto de cada una de las TFD de las funciones (en el espacio
de las frecuencias), de la Ec. (D-6) (tomando en cuenta las Ecs. (D-
4) y (D-5)) se tiene que el espectro de la imagen degradada se
puede expresar como una combinacién de TFD y TCD aplicadas a
f(x,y) ¥ a kx,y), respectivamente, esto es:

Gu,v) ={Re{F,,, (u,v) + jIm{F,,,, (u,v)}JCH (u,v) . (D-7)

H
|H|2 te
(simetria par y real), entonces, el estimado del espectro al objeto
tiene la siguiente forma

Siose quiere filtrar G@u,v) con el filtro de Wiener, Q=

CH{u,v)

F(u,v) = Re{l, (0,0} + jIF,,, (0,10} = Gw,v) (CH(u,v)

(D-8)

3 '
+e

por consiguiente, el costo de calculo numérico , por combinar la
TFD discreta (TFDd) y la TCDd, es menor al que se tiene al usar
exclusivamente la TFDd. De la Ec.(D-8), se puede obtener un

estimado a la ILID ( f(x,»)), usando la TF inversa discreta (TFId).

Procesadores bhilineales, la transformada Coseno y Ia
transformada deHartley.

Se sabe que la funcion de intensidad mutua (fim) de la
imagen degradada, r,(x,y,x,)); del objeto, .(x,y;x,y), y de la

fpei, »(x,y;x,y), estan relacionados por una convolucién, en las
variables x, y;x, ', de la siguiente manera:

R (e X, y) =y, y) xR (6yix, ), (D-9)

donde las tres fim’s (r,,7,,7,) son reales y no-negativas siendo, por

definicidn, pares en las variables x,y . La fecm es la TFD, en las
variables x,y;x,y", de su fim asociada. Por consiguiente, la Ec. (D-
9) se puede escribir como
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R, (u,v,u' V)= Ry G v,u! VIR, (u, v, VY, (D-10)

como la fpei es una funcidén par en las variables x,y;x,y"; luego, la
fecm R, (w,v;v’,v) (par en las variables u,v;u’,v') se puede obtener
numeéricamente aplicando una TCDd en las variables x, y;x",y, 10

cual conlleva ahorrar tiempo de computo (un poco mas de un
cuarto de tiempo de una TFDd en las mismas variables).
Consecuentemente, el obtener numéricamente el filtro bilineal de

Wiener (R, = . Reg ) con TCDd representa un ahorro
|RCH| +Rey, + R,y +€°

significativo en operaciones numericas.

Por otro lado, como la R, (x,v;u',v) se puede obtener de su fim
asociada (r,(x,y;x,y)) con la aplicacion de una TCDd en las
variables x’,y seguida por la aplicacion de una TFDd en las
variables x,y. Asi se tiene un ahorro en tiempo de computo tal que
el estimado a R, (»,v;»',v), se puede calcular con mayor velocidad.

Por consiguiente, de lo anteriormente mencionado en este
apéndice, el estimado a la fim de la ILID, 7#,(x,yx,y), se puede

obtener de la siguiente forma:

p e 33, ¥) = (UL ey {(TC oy R it VD) % (Tl (R (w300, ¥))) (D-11)

donde, el primer término de la convolucién de la derecha de la Ec.
(D-11), la 7F1,,, significa aplicar la TFId en las variables «,v a la

funcidon que resulte de aplicarle la TCld en las variables v,
C,.. Por lo que calcular numéricamente el estimado a la fim de

ja ILID usando la TCld en combinacion con la TFId es mas rapido
que por el método tradicional, utilizar solamente la TFId.

Consecuentemente, en cualquier algoritmo iterativo, como los
dados en el capitulo IV, se reducira el tiempo de computo al utilizar
una combinacion apropiada de la TCDd, [a TCId, la TFDd y la TFId
en las simulaciones numericas que pretendan la obtenciéon del
estimado de una imagen degradada, ya sea con procesos lineales
0 bilineales.
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Transformada de Hartley y transformada Coseno.

Como es bien conocido la transformada de Hartley (TH) de
una funcién real es una funcion real, la cual tiene una parte par real
y una parte impar real (en la transformada de Fourier la parte impar
es imaginaria). Otra propiedad es que la TH directa y la TH inversa
no cambian de signo (de la misma manera que la transformada
COSeno) y por consiguiente se puede utilizar indistintamente (no asi
en la transformada de Fourier). Si r(x,y) @s una funcion cualquiera
suTHes

HE(u,v) = ” F(x, y)eas{2n(ux + vy) }dxdy (D-12)

y SU inversa es

fle, )= HHF(u,v)cas{Zyz(ux +vy) Ydudv (D-13)
donde cas{2z(ux+vy)}es el kernel de la TH; este kernel es igual a la
suma de la funcién coseno y de la funcidn seno del argumento de
la funcién cas{2z(ux+vy)}, €sto es

cas{2(ux +vy)} = cos{2z(ux + vy)} +sen{ 2z (ux +vy)}, (D-14)

0 equivalentemente, que
cas{27(ux +vy)} = V2 cos{2z (ux + vy) - %} . (D-15)

En el caso de que s(x,y) sea real no negativa, entonces su

TH es la suma de una TC con una transformada seno (TS), esto
es:

HE (4,9) = [[ £, (%, y)c0s {22 (aee +p) sy + [[ Frupar (5, ¥) sen{ 27 + vy )}ebedy .(D-16)

Por otro lado, »(x,y) €s una funcion real y par, entonces al
aplicar la TCD a la fpei tenemos:
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CH (,v) = ([ 1, (x, y) cOS{27 (ux + ) ebedly (D-17)

lo cual conlleva a que el estimado al espectro de la ILID se pueda
expresar como:

F(u,v) =BG, v)CQu,v), (D-18)

0 equivalentemente

F@u,v) = {CGu,v) + SG(,v)ICQu,v) . (D-19)
donde CQ(u,v)zM. De la Ec. (D-19) se observa que el
|CH (u,v)| +e

resultado final es una funcién real con una parte par y una parte
impar y por consiguiente podemos obtener el estimado a la ILID
#ex.y) por medio de una TH aplicada a F(x,v).

Tanto la THd como la TCd tienen sus versiones rapidas (THr
y TCr, respectivamente), es de esperarse que una TCr sea mas
veloz en sus tiempos de calculo que la THr. Luego, la combinacion
de usar la THr y la TCr para el calculo del estimado de la ILID, a
partir de una imagen degradada por desenfoque, es mas rapido en
tiempo de computo que la combinacién TFD rapida (TFDr) con TFI
rapida (TFIr).

Ejemplo: supéngase que se desea obtener la distribucion de
Wigner DW de una imagen espacialmente gradada por
desenfoque, g(x,y), entonces:

W, Gy, v) =Wy (3, 3,9) * W,(3, 3,0, (D-20)
o equivalentemente, de la siguiente forma

W, (3,5, ) = TH ey {7y (2,333, ¥} * TCr 1y (35,333, (D-21)

por consiguiente, Si 7S, (xy;x, )} =SW,(x,y;u,v) €s la TS vy
TCo it (%, 3%, ¥)} = CW o (%, Y5, ) es la TC aplicadas
respectivamente a r#.(x,y,u,v), COMO SW,(x,y;u,v)=0, entonces, otra
forma de escribir la Ec. (D-21) es:
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W (%, ysu,v) = CWp(x,y :u,v) * CW, (x, y;u,v), (D-22)

lo cual conlleva a que el calculo de la DW de la imagen degradada
en vez de llevarse a cabo con la TFDr se puede llevar a cabo
exclusivamente con la TCr.

Luego, la simulacién numérica de la fecm del espectro de la
imagen degradada, R, (,v,«’,v), se reduce a calcular la THr de

r(x,y;x,y) en las variables x,y;x,y" (primer termino de la ecuacién
anterior), y multiplicarlo por la TCr de r(x,y;x,y) {(en las mismas
variables), esto es:

R, (u,v;u' ,v)Y=HR, (u,v;u' ,VYCR, (u,v,u’,v)}, (D-23)

De aqui que para obtener el estimado a la fecm de F(u,v)
baste con llevar a cabo una THr de la fim asociada a la g(x,y) v

multiplicarlo con el filtro bilineal de Wiener, el cual se obtiene con
una TCr aplicada a la fim asociada a A(x,y), esto es:

| 7CO, Gy, 6, ¥y |
TC i, G, v, %, Y +TC G, ;% 90 e + e

TH{r, (x, 7%, )} - (D-24)

R, (u, v V)=

donde TC y la TH se aplican en las variables x,y;x,y, lo cual
significativamente minimiza el numero de operaciones.

Como R, (w,v;w,v) es una funcién real (ver Ec. (D-24)) para
obtener el estimado de la fim asociada a ILID se le aplica la TH en
las variables u,v,u’,v'; después, por los métodos sefialados en el
capitulo V, se puede obtener el estimado a la ILID, 7(x,y).

En el capitulo VI se hace uso extensivo de algunas de las
propiedades de la transformada coseno para calcular los estimados
a las funciones bilineales (iterativamente o no ) en la restauracion
de la imagen desenfocada de un objeto puntual con o sin ruido.
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PROCESADOR BILINEAL HOLOGRAFICO PARA
OBTENER LA fecm.

En el capitulo lll se describen los procesadores Opticos
bilineales asociados a la DW y a la fim. En este apéndice se
describe un procesador bilineal &ptico asociado a la fecm. La
utilidad del procesador bilineal 6ptico de la fecm radica en que
puede desplegar y/o filtrar bilinealmente informacion en el dominio
de las frecuencias espaciales mutuas, con lo cual se puede llevar a
cabo filtraje bilineal para restaurar imagenes degradadas
espacialmente. El procesador bilineal que aqui se propone es
hologréafico y consta de dos pasos como se explica mas adelante;
sin embargo, también se puede implementar un procesador fecm
haciendo un holograma de Fourier binario de la imagen degradada y
sustituyendo éste en el plano que se pone la imagen degradada en
el procesador bilineal fim.

El procesador bilineal fecm modifica tnicamente la amplitud
compleja de una frecuencia (o todo el conjunto de frecuencias) que
se modifica conjuntamente con la frecuencia que nos interesa. En el
caso de que se desee procesar bilinealmente una imagen
espacialmente variante es necesario separar fisicamente regiones
con la misma cantidad de degradacion; posteriormente, obtener con
los procesadores que se indican en este apendice la fecm de cada
region. El filtro ideal para restaurar la fecm de una imagen
degradada es el filtro bilineal de Wiener el cual cambia de forma y
tamafio en cada regién con diferente desenfoque.

La implementacion del procesador oOptico fecm sigue dos
pasos. En el primer paso se tiene que grabar un holograma de
imagen. La Fig. E.1. muestra el arreglo optico con que se obtiene el
holograma del especiro de la una imagen. Basicamente este arreglo
es un holograma de imagen donde se graba el espectro de Ia
imagen G(x,v). La imagen g(x,y)se encuentra en el plano focal
anterior de la lente L, y el espectro se forma en su plano focal
posterior. Existen varios arreglos Opticos para llevar a cabo
hologramas de imagen, algunos de ellos clasicos, entre los cuales
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se encuentra el de Vander Lught**: el arreglo de Ia Fig. (E.1). es una

simplificacion de este arreglo optico . El haz de referencia hace un
angulo («) con el eje optico de la lente transformadora L, y sobre
plano focal posterior de Z, se graba un holograma imagen de G(u,v)
en una transparencia 7'(u,v).

Referencia

[ f =L Ty

glxy)

st |
!L‘.Efﬂ.\“.".ﬂ.l‘.‘ ST &ﬁ!ﬂ‘.ﬁriﬂﬂi |
g T |
U
|

Fig. (E.1). Formacion del holograma de Fourier de g(x,y).

Una vez que se ha revelado la transparencia 7'(x,v), donde se

encuentra grabado el holograma, ésta se coloca como se indica en
el procesador 6ptico dado en la Fig. (E.2), que es el segundo paso
para obtener la fecm.

A continuacion se explica la forma en que trabaja este
procesador bilineal. La amplitud compleja de los haces que emerge
de 7(u,v) se puede escribir como:

T(u,v) o cte + G(u,v)e’™ +G" (u,v)e />, (E-1)

donde ¢’ es el haz de referencia, al cual se le asocia una
amplitud unitaria; al hacer incidir sobre 7(,v) un frente de onda

plano en la misma direccién del haz de referencia, tenemos que los
haces que emergen de 7(x,v) son tres: el primero tiene la direccién

del haz de referencia, el segundo sale en una direccion
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perpendicular al plano de 7(@,v), y el tercero tiene una direccién del
doble del angulo del haz de referencia.

De los tres haces que emergen solo se sefiala (en la Fig.
(E.2)) el haz perpendicular al plano de 7(,v) (holograma) el cual
incide sobre la lente 7,. La transparencia esta en el plano focal
anterior de la lente y en el plano focal posterior se forma la
transformada de Fourier de Gu,v), la cual se refleja en el espejo E.
El haz reflejado en E, primero incide y después emerge de 7(x,v)
en la direccion gue se sefiala en la Fig. (E.2) ,obteniéndose los
siguientes tres términos.

T (u,v)G" (—u,~v) o
cteG” (~u —v) + Glu, NG (—u,~v)e’™ + G (u,v)G" (~u,~v)e 7, (E-2)

de los tres términos de la derecha de la Ec. (E-2), el segundo
representa la fecm, Gu,v)G"(~u,-v)e’*™ . Este termino se propaga en
la direccién opuesta al haz de reconstruccion con el angulo «, por lo
que se recomienda poner un divisor de haz (DH), como se muestra
en la figura, para desviar perpendicularmente a DH el haz y dirigirlo
hacia la lente Z,. La lente L, obtiene la imagen de la fecm con
amplificacién unitaria para un par de coordenadas fijas, »,v'. Si se
desplaza 7T@,v) a lo largo de las coordenadas » y/o de v se
empieza a construir la fecm asociada a la funcion
GQu,v),Glu+u'/2u+u /)G (w—-u'/2;v—v/2), que es finalmente lo que
desea. EI procedimiento parece sencillo, pero hasta no
implementario fisicamente no se sabra si es practico obtener la
fecm de la forma propuesta. Lo que si podemos asegurar es que la
implementacion de la fecm siguiendo los pasos arriba mencionados
es mas costoso que los procesadores bilineales propuestos en el
capitulo IV.

Para facilitar la interpretacidén de la Fig. (E.2) se muestra una
simplificacién de ésta en la Fig. (E.3).
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Fig. (E.2). Procesador bilineal para obtener la fecm.

Otra forma de obtener la fecm del espectro de una funcion es
primero hacer un holograma de Fourier digital de la imagen
degradada siguiendo algunas de las técnicas convencionales®:
posteriormente, una vez reducido el holograma digital a sus
dimensiones estandar, como segundo paso utilizamos el
procesador optico para desplegar la fim (ver capitulo IV).

En el plano de la transparencia se coloca el holograma digital
y a una distancia de 2f, de la lente L, podemos observar ahora la

imagen de la fecm con amplificacion unitaria. Este ultimo arreglo
permite implementar el filiro de Wiener bilineal digital para llevar a
cabo la restauracion bilineal de la fecm del espectro de la imagen
degradada de una forma relativamente sencilla. La ventaja de este
método es su menor costo en relaciébn al primer método, arriba
propuesto, aunque la resolucion con que se obtienen los datos en el
ultimo método, puede ser mucho menor.
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dytdp=2ig

fecm

Fig. (E.3). Vista lateral de la Fig. (E.2).
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FILTRO BILINEAL DE WIENER Y SU VERSION
ITERATIVA.

En este apéndice se hacen algunas consideraciones sobre el
filiro bilineal de Wiener y su version iterativa para el caso de
restauracion de imagenes bilineales degradadas espacialmente
con o sin ruido aditivo. El filtro bilineal de Wiener, en el dominio de
las frecuencias mutuas, tiene la siguiente forma:

Ryu,v' VY=Qu+u'12v+V/I2)Q (u—u'l2,y—Vv/2), (F-1)
donde,
H(u,v)
Qu,v)= ——2+—, F-2
) \H (u, W +e (F-2)

en la Ec. (F-2), H(@,v) es la FTO. Por consiguiente, sustituyendo la
Ec. (F-2) en la Ec. (F-1) y tomando en cuenta que e = gc tenemos:

H'(u+uw/2,v+vi2) Hu—-ul2v-vi2) F-3)

Ry(uvu' V)= 5 5 :
(Hu+ul2,v+v/I2) +ec) (H(u—u/2,vy—v/2) +&c)

la Ec. (F-3) puede escribirse de manera compacta como:

k= s (F-4)
R +ecH@ w2,y +v/2) +[Hu—-ul2,v—vI2)} + &'

donde R}, es el complejo conjugado de la fecm asociada a la FTO
(que para el caso de desenfoque es una funcion real), ademas se
asume que tanto |r,[" como |#[ estan normalizados a la unidad.

A la funcion r,, dada por las Ecs. (F-1), (F-3) y (F-4), la
denominaremos filtro bilineal de Wiener.
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De la Ec. (F-4), si ¢ —>0 y el valor de & permanece
constante, entonces el filtro bilineal de Wiener tiende al filtro bilineal

inverso (RQSRL); por consiguiente, cuando se aplica el filtro

H

bilineal de Wiener a una imagen bilineal degradada y con ruido
aditivo la imagen bilineal restaurada tendra un nivel alto de ruido
aun cuando los valores de los coeficientes del polinomio de
aberracion sean pequefios. En el caso de que los valores de los
coeficientes del polinomio de aberraciones sean tales que la FTO
tenga ceros, el ruido (el ruido aditivo y el ruido debido al tamano
finito de la longitud de la palabra de la computadora) aln cuando
sea pequefio también se amplificard borrando detalles de Ia
imagen bilineal a restaurar. Si el producto &>1, y la fecm
asociada a la FTO (Rr,) estd normalizada a la unidad, el filtro
bilineal de Wiener tiende a ser un filtro pasa bajas de tal forma que
si ec>>1, entonces el efecto de este filtro tiende a anular los
valores de las frecuencias espaciales altas y medias tanto del ruido
como de la imagen bilineal, lo que redunda en que el estimado
obtenido, de la imagen bilineal a restaurar, sea borrosc y con ruido
de muy baja frecuencia.

Por consiguiente, los valores del producto &€ en los cuales el
filtro bilineal de Wiener puede actuar como filtro pasa medias, sin
que amplifique notoriamente el ruido de una imagen degradada
espacialmente, son aquellos mayores a la unidad. Lo anterior
implica que la restauracién de una imagen bilineal con ruido aditivo
usando el filtro bilineal de Wiener puede llevarse a cabo para
cuando los valores de los coeficientes del polinomio de aberracion
son tales que la FTO asociada no tiene ceros. Cuando los
coeficientes aumentan su valor, aun cuando el nivel del ruido
disminuya, la restauracién tiende a ser de menor calidad.

Para el procedimiento iterativo, del capitulo IV y la Ec. (4-20)
observamos que en la (k+1)yesima iteracion, el estimado a la fecm

del espectro de la imagen limitada por difraccion es:

R =, RYRy;,, (F-5)

donde,
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R
(k): H
" Ryf+R . +R . +R (F-6)
" |H| L 3;,,]H| €
y
e
a, =1+ k . ]
TR AR . +R R (F-7)
H |Hi | 3k~1,EH| €l

con o,=0 Yy a,=1 (por definicion). De la Ec. (F-6), para k=1,

R*
obtenemos RS =— H
|Ry| +}§le’el +R

Wiener, dado en la Ec. (F-4).

Si por comparacion, con el filtro bilineal de Wiener, llamamos
[R ] = R® el filtro bilineal Wiener iterativo, entonces la Ec.(F-5)
se puede escribir como:

, que es el filtro bilineal de
+R

el e

B = [RJOR,, (F-8)

Lo que a continuacion mostraremos, tomando en cuenta el
resultado de la Ec. (F-8), es que el filtro bilineal de Wiener iterativo
en la etapa (k)esima, €$ la superposicion de filiros bilineales de

Wiener (R¥), adecuadamente pesados.
De la Ec. (F-7) para k=1, s8i a,=0 necesariamente «, =1,
luego,

[R,]” =RY (F-9)
\ . e
Si k=2, se sigue que & =1+—3 2 . con
lRHI + }?"[HP,el + Rel,|H]2 + Rea
R, =¢*. Por consiguiente, [R,]”=R®(1+— % ), ©
IRy | + %Hizlgl + Replﬂr +R,
escrito de ofra forma:
[R,J® =R® + B,RY, (F-10)

donde,
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B=r—s = , (F-11)
Rl + Rp oy * Ry pp e

2

1+ — % a,
Ry +R . +R +R ’
7 |7

227 e :1H|z “2

Para k=3, tenemos %=

€,
+R ., +R32

1H] e e |H |

oor lo tanto, [Re]” = RE(1+ a,)

\Ry; ]2 +R
de lo que podemos deducir que:
[Ra) = B + B.RY + B ARG (F-12)

_ €,
donde 183—\]{ i2+R LR + R .Y f, es la dada por la
H 2 €,

‘H[z,ez ez,|H|

Ec. (F-11).
Por consiguiente, para la mesima iteracion el filtro bilineal de
Wiener iterativo tiene la siguiente forma:

[RQ](m) = Rézm) + ﬂmRézm‘l) +..+ ﬂmﬁmwl ”ﬂm—k—lRézm_k) +. +ﬂm)6m—l "ﬁzRS ) 1 (F'1 3)

donde,
e

H

R, | + Ry, *R

n o+ R con n=2,..m. (F-1 4)
en,]H| €n

luego, la Ec. (F-13) se puede escribir como:

ni—-1 _m

R I =Ry Y T ( Putl ), con e

2 mi+1
j=0;n=mﬁj ]RHI + Rile ’err + Ren’le + R

e"

=1,vm. (F-15)

Tomando en cuenta los resultados de la Ec. (F-15) y al
sustituir éstos en Ec. (F-13), se puede observar que cada
coeficiente asociado

163



Apéndice F Filtro bilineal de Wiener y su version iterativa,

a los filtros bilineales de Wiener (R%,k=12..m.) se pueden escribir
como:

m{mti}-p(p=1) m 1

(15 =erv = ( ), con p=2,.m (F-16)
I=p l l n=p IRH |2 + R|H|z,e“ + Re" ,|H|z + R"’n

donde R, =e*. Por consiguiente, al sustituir el resultado de la Ec.
(F-16) en la Ec. (F-13), ésta ultima se puede escribirse como:

m(m-+-p(p-1) o 1

[R]™ = RGY + T RGVemr0e 3
p=2

(— ),(F-17)
wp Ryl +R§H1,,%+R

e[|

: R,

si £=0 0 ¢=0, entonces, [R,[" 2Rg"):ﬁl—, que es el filtro bilineal

H
inverso, para cualquier valor de m.

De lo mencionado en el capitulo V, el tiempo de computo
para calcular el filtro bilineal de Wiener (&,) es al menos como el
cuadrado del tiempo del mismo filtro en su version lineal. Por lo
anterior, es conveniente que para calcular el filtro bilineal de
Wiener iterativo el numero de iteraciones sea el menor posible;
Como ejemplo, se propone que el valor de m, en cualquiera de las
Ecs. (F-13), (F-15) o (F-17), sea tres. Si m=3, al sustituir los
parametros ¢, y e, la Ec. (F-12) toma la siguiente forma:

3

7 1P = Ry + & Ri,
7o) IR, [ +2H[ ec® + £*c? (|RH * +2H[ ec® + £%c® )(|RH F+2H[ & + £

WO SR ———(ET)
IRy |2 + 2|H|25c:3 +e%c® Ry |2 + 2|Hizgc2 +&%c* Ry 12 + 2|H[280 +gic?’’

de la Ec. (F-18), se observa que cuando c—0 y s<l1, la
contribucién del segundo y del tercer termino es casi nula porque el
numerador de cada uno de estos términos es muy pequefic y dado

que (R,[ F Ry TR ) >> £%c®, por consiguiente
N0 ey,
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L REY S U — . (F-19)
|Ry| +12|H!2.e3 +Re3'|H[2

En general, bajo las restricciones arriba mencionadas
(c—>0,s<1), podemos escribir que

R
(R} R f
’RH I +%le,em +Re""m|2
En el caso de que £~1y ¢>>1 se puede mostrar, a partir de
y

la Ec. (F-19), que una buena aproximacion del filtro bilineal de
Wigner es:

Ry

[R]? » 7= >0, (F-20)
IRy +&%¢

lo cual conlleva a que cuando se aplica el filtro bilineal a una
imagen degradada con o sin ruido se obtenga una imagen
restaurada que tiene un fondo gris sin detalle (el efecto de las
frecuencias medias y altas se suprime). Nuevamente, si e<1 y
c>>1 para una m dada, entonces el filtro bilineal tiene la siguiente

R
forma: Moy H
[R.J | RH[Z + g™
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
BILINEALES EN PROCESADO BILINEAL DE
IMAGENES

La mayor parte de las propiedades asociadas a la funcion de
distribucién de Wigner ya han sido reportadas®’; asimismo como
las propiedades de otras funciones bilineales, como son la funcion
de Ambigliedad v la distribucidn de Cohen®'® tanto en su version
continua como en su version discreta . En este apéndice se
establecen algunas de las propiedades de las funciones bilineales
continuas mas utilizadas en este trabajo, las cuales pueden ser
demostradas faciimente.

Si f(x) ¥ g(x) son dos funciones reales o complejas y sus
respectivas transformadas de Fourier son F(x) y G(x), entonces las
funciones bilineales cruzadas r, (x,x), Rys@u), W, (xu) Y
A, (u',x") son:

1-a. r (x,x)= f(x+x/2)g"(x-x/2),

1-b. R, o (uu) = F(u+u'/2)G" (u—-u'l2),

1-C. R, ;(uu) = Hrf, (6, X)e ) ey
1-d. r (x,x)= HRF’G(u,u')e“f 2R hud”
1-e. W, (xu)=[r, (x,x)e ™ ax

1. Weg(u,x)= jRF,G (u,u)e ™ dy’

1-g. 4, (', x) = [r, (x,x)e ™ dx,

1-h. 4, o (x,u) = J-RF,G (u,1)e ™™ du .

Cuando f(x)=g(x), entonces de las definiciones (1-a) hasta
(1-h) se tienen las siguientes definiciones bilineales:

2-a. r(x,x)= fx+x12) [ (x-x12),
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2-b. R, (uu)=Fu+ul2)F (u—u'l2),
2-C. R (u,u)= Hrf(x, x)e O e
2-d. 7 (x,x)= ”RF (u,2)e™ >y |
2-e. W(x,u)= Irf(x,x')e"”’“‘xlabc' ,

2-f. W.(u,x)= J-RF (u,u’Ye "™’

2-9. 4,(u',x)= Jrf(x, xNe ™ dx

2-N. A,(x',u) = [Re(u,u)e™*™ du.

de la definicion (1-e) hasta (1-h) y de la definicién (2-e) hasta (2-h),
se tienen las siguientes propiedades, que ilustran como en el
dominio fase existe una simetria entre los ejes de coordenadas que
determinan el eje de las frecuencias espaciales y el eje de la
coordenada espacial.

3-a. Wyelu,x)=W, (xu),
3-b. Ay (x,u)=A4, @, X),
3-C.  Wplu,x)=W,(x,u),
3-d. A(x,u)=A4,,x).

Si g=f+h, entonces

4-a. r,(x,x) =r(x,x) +5,(x,x) +2Re{r, ,(x,x)},

4-b. R, (u,u) = Rp(u, o) + Ry (u,u) + 2Re{R, , (1)},
4-C. W, (x,u) =W (x,u) +W,(x,u) +2Re{l¥ [ (x,u)},
4-d W, (u,x) =W, (u,x) + Wy (u,x) + 2Re{(W , 5(u,x)},
A-f. A (%)= A, ,x) + 4, (', x) +2Re{d, (', x)},
4-0. A (x' u)= A, (xu) + Ay (x,u) + 2Re{dp , (X', )} .

Si, g(x) = f(x)*h(x), entonces
S5-a. r,(x,x)=r(xx) *n, (x,x),

5-b. R, (w,v") = R, (u,u" )Ry (u, 1) ,
O-C. W (x,u)=W, (x,u)*W,(x,u),
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S-d. W, (u,x) =W, (u,x)W,(u,x),
o-€. A, x)=A,(«, x)* 4, (W, %),
O-f. A (X u)= A, (x,u)x A, (x',4) .

Otras propiedades interesantes son:

B-a. 1, (xx)=(ab),  (x,x),
6-b. Rop ot (u,u") = (ab)RF,H (w,u’),
6-c. Wopon (1) = Wop p (10, %),
6-d. Aaf,bh (U, X)) = Aoy (X,0) .

Algunas ofras propiedades ya se mencionaron en [0S
capitulos Ill y IV y otras mas estan las referencias dadas en la
bibliografia del presente trabajo.

(=) N.J. de Bruijn. A theory of generalized functions, applications to
Wigner distribution and Weyl correspondence. Nieuw Archief
voor Wiskunde (3), Vol. XXI, 205-280, (1973).
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REPRESENTACION DE TODOS LOS POSIBLES
DESENFOQUES DE LA FTO O fpei
BIDIMENSIONALES CON LA DW.

Introduccion.

La teoria de la representacidon polar de los posibles
desenfoques de la FTO usando la FA ya ha sido publicada® para
el caso de pupilas en una y dos dimensiones. Sin embargo, la
distribucion de intensidad polar solo se presenta para el caso 1-D.
En este apéndice se lleva a cabo la visualizacion de todos los
posibles desenfoques de un sistema Optico para el caso de 2-D
usando la DW mono cromatica y poli cromética. Lo anterior es
posible debido a la simetria radial que tienen la mayoria de las
pupilas asociadas a un sistema optico.

Caso mono cromatico.

Lla FTO depende de las frecuencias espaciales U,V:

entonces, cuando el polinomio de aberraciones es cero (para
cualquier #,v), la FTO se puede escribir, de acuerdo a la Ecs. (1.6)

y (1.14), como:
H(u,v) = [| Ry (u,vy0 v 'y’ (H.1)

Donde R,(u,vu'v)es la fecm asociada a la pupila compleja.
En el caso de que la funcion de pupila compleja Ti(x,v) sea igual a
la pupila real P@,v) con un desenfoque w,,, entonces:

2AWaq 9
o fren B (V)
P(u,v)e = * si a® <u® +v*
IT{u.v) =+
0 Si at>u-+v
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donde w,, se mide en 1's. Sustituyendo la Ec. (H.2) en la Ec.

(H.1), obtenemos que la FTO puede escribirse, para una longitud
de onda dada, como:

H (, ;050 9W5) = [[ Rp (9,0, 3)e 270" ™ ey’ iy’ (1 3)
Por otro lado, la DW asociada a la pupila real es:
WP (u,v, x, y) — J.J.RP (u’v’ urj v:)emj27f(u'x+v'y)dufdv, | (H4)

comparando la Ec. (H.4) con la Ec. (H.3), podemos observar que si
X=w ¥y ¥y=w,v, la DW de la pupila real es equivalente a la
FTO para cualguier desenfoque. Esio es:

H(u, V; w?_ou: wzov) = WP (qu; Wzou» Wzov) . (H-5)

Como puede probarse, la diferencia entre la DW y FA
(W (U, viwyu, wyov) = Ap (u, V2w, 1, 2w, v) 1} es una
contraccidon de coordenadas, pero no de forma, como lo muestra la
Ec. (H.5); por consiguiente, los resultados que aqui se muestran
complementan los ya publicados®.

La tabla de distribucidbn de intensidades de la DW para
funciones con simetria radial es la misma que la dada en el capitulo
VI. Para pupilas mono cromaticas, la Fig. (H.1) presenta la DW de
una pupila real con diametro de 28 pixeles a lo largo del eje de la

frecuencia v (radio p, fijando u#=0 vy haciendo
v=0L..29 pixeles): el cuadro izquierdo superior (isu) es

2
IlWP(O,O;X,y)‘ , la cual resulta ser la fpei de una pupila circular; la

2
inferior inmediata es le(OJ;X,y)b y el ultimo cuadro (derecho

2
inferior (din)) es le (0,29; x, y)] . Conforme la frecuencia espacial
v aumenta la mancha central se alarga y disminuye su intensidad
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2
de tal forma que ’Wp (0327;35»)/)’ es una constante, ya que el

desplazamiento de las pupilas hace que el area en comun pueda
representarse casi como una funcidbn impulso. Tanto

2 2
in (0,28, x, y)[ como |Wp (0,29; x, y)] son cero por que el area

gue forman el producto de las pupilas desplazadas es cero.

La Fig. (H.2) es un corte de la Funcion de Transferencia
Modulada (FTM=FTO|) normalizada cuando el desenfoque es
cero, y se obtiene de la Fig. (H.1). fijando los valores x=y =0,
parau=0yv=01,.,29,

Si rotamos 180° ia Fig. (H.2), tomando como referencia el eje
vertical, obtenemos la MITF bidimensional del sistema 6ptico.

Con la finalidad de observar detalles que en la Fig. (H.1) no
son visibles, se obtiene la Fig. (H.3), para lo cual de la Fig. (H.1) se

normaliza cada W, (0,v;x,¥) con v=0,1,..29 .
La Fig. (H.4) muestra distribuciones de intensidad de la

2
1Wp (O;V;xa;\’)l para diferentes valores de la variable X . Asi la

2
!WP(ODV;O,J’)‘ (primera figura de la izquierda a la derecha) es
similar (pero no igual) al modulo al cuadrado de la DW de una

2
pupila rectangular 1-D. Por consiguiente, de la ‘WP(OQV;O,J’)‘
podemos obtener todos los ceros posibles a los desenfoques

asociados a la FTO de una pupila bidimensional. Para x =10,
obtenemos el modulo al cuadrado de la segunda distribucion de
intensidades mostrada en esta figura, la cual es ligeramente
diferente a la primera. Conforme X aumenta a 20 (tercera
distribucion de intensidades asociada a la DW), observamos como
esta se modifica con respecto a la primera, de tal forma que para la

cuarta ('Wp (ODV;30:J’)‘2) las diferencias son evidentes entre ellas.
La quinta y la sexta son para x =40 y x =50,

Similarmente, podemos construir las W, (#.,0;x,y) para
y =10,10,20,30,40,50 y obtener resultados equivalentes a los
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obtenidos en la Fig. (H.4), como consecuencia de la simetria radial

de la W, (u,v;x,y). De aqui que podamos concluir que para
obtener todas las FTO’s desenfocadas, de un sistema O&ptico
bidimensional con simetria radial, es suficiente obtener la

W,(0,v,0,3) o la Wp(,0;x,0) y a partir de sus respectivos
origenes de coordenadas trazar un radio (en el plano »,V o en el
plano x,u, respectivamente) que al interceptar sus ceros generan
las todas las FTO's desenfocadas™.

Mas atin, en el caso de pupilas bidimensionales se obtiene
un numero infinito de DW'’s (variando »,v) que permiten obtener
todas FTO’s desenfocadas, generando todas las posibles

W, (u,v;x,¥) alo largo de un radio predeterminado p =~u”+v* .
Caso poli cromatico.

El caso poli cromatico es mas completo, solo en el sentido de
que existen tres focos diferentes e independientes, uno para cada
color primario, como consecuencia de la suposicion de que el
sistema Optico tiene aberracién cromatica longitudinal. En el
ejemplo mostrado, el plano del foco color azul esta mas cercano al
sistema optico, el plano del foco del rojo es el mas alejado y el
plano del foco verde esta en la posicion central. Lo anterior implica
que existen tres posibles DW’s, una para cada foco, y cada DW
tiene los tres colores primarios dos de los cuales estan ligeramente
desenfocados.

La Figs. (H.5), (H6) y (H.7) muestran las distribuciones de

intensidad asociadas a la W,(0,v;x,¥) cuando la deteccion se
hace en el plano del foco del color rojo, del color verde y del color
azul, respectivamente

En el plano del foco del color rojo, del color verde y del color
azul, respectivamente frecuencia de corte es v=28, lo cual implica
que el radio de la pupila en el color rojo es de 14 pixeles. La
frecuencia de corte del verde es de v=24 (ver Fig. (H.6)) vy la
frecuencia de corte para la pupila que tiene su foco en el azul (Fig.
(H.7)) es v =28. En cualquiera de los tres casos la pupilas fuera de
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frecuencia de corte para la pupila que tiene su foco en el azul (Fig.
(H.7)) es v=28. En cualquiera de los tres casos la pupilas fuera de

Fig. (H.1). El modulo al cuadrado de la DW de una pupila real limitada por
difraccién a lo largo del radio p=v. Cada cuadro tiene un sistema de

coordenadas X, Y .
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foco tienen su coeficiente de desenfoque muy pequefos.

i L | 1 1
1] ] 11 I % i e
1} ol

Fig. (H.2). La FTM para cero desenfoque obtenida de la Fig (H.1)..

La Fig. (H.8) presenta las distribuciones de intensidad

asociadas a las W,(0,v;0,y) para las pupilas en foco del color
rojo, verde y azul (de izquierda a derecha), respectivamente. En
esta figura se puede observar claramente que la frecuencia de
corte de la pupila cuyo foco es el color verde es la mas pequeia.
Todas las FTO’s desenfocadas poli cromaticas se pueden obtener
para cada una de las tres pupila en foco. Por consiguiente, cada
desenfoque tiene tres posibles FTO’s poli cromaticas. De esta
figura se observa que la DW con mas profundidad de foco es la
que tiene asociada la pupila en el color verde, o cual es evidente
dado que el radio de esta pupila es el menor.

Finalmente, como la FTO es la TFl de la fpei, entonces

Wy, v;x,y) =W, (X, y;4,V) | relacién vélida tanto para el
caso mono cromatico como para el caso poli cromatico.
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de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

Fig. (H.3). Modulo al cuadrado de la DW de un pupila real limitada por
difraccién donde cada W,(0,v;x,¥) con v=0,...,29 es normalizada a la
unidad.
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Apéndice H Representacidn de todos los posibles desenfoques
de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

Fig. (H.4). El modulo al cuadrado de las DW's obtenidas de Ia
W, (0,v;x,¥) (ver Fig. (H.1)) para x =0,10,20,30,40,50 .
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Apéndice H Representacion de todos los posibles desenfoques
de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

"Fig. (H.5). La DW de una pupila real limitada por difraccion a lo largo de un
radio p=v y con foco en el color rojo.
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Apéndice H Representacion de todos los posibles desenfoques
de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

Fig. (H.6). La DW de una pupila real limitada por difraccion a lo largo de un
radio p=v y con foco en el color verde.
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Apéndice H Representacion de todos los posibles desenfoques
de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

Fig. (H.7). La DW de una pupila real limitada por difraccion a lo largo de un
radio p=v y con foco en el color azul.
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Apéndice H Representacion de todos los posibles desenfoques
de la FTO o fpei bidimensionales con la DW.

Fig. (H.8). DW's para los tres planos de la fpei: rojo, verde y azul (de izquierda
a derecha), respectivamente.
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