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Resumen

El estudio de sistemas cuánticos y clásicos sometidos a variaciones adiabáticas es

una área central en la f́ısica teórica y aplicada [1, 2]. Estas variaciones se caracterizan

por cambios lentos y graduales en los parámetros de control del sistema, permitiendo

analizar la evolución del sistema de manera controlada y predecible. Un sistema amplia-

mente investigado en este contexto es el oscilador armónico con frecuencia dependiente del

tiempo [3-7]. Este sistema es un modelo paradigmático tanto en mecánica cuántica como

en mecánica clásica, y tiene aplicaciones en áreas como la óptica cuántica, la teoŕıa de

campos y las tecnoloǵıas cuánticas emergentes basadas en la denominada termodinámica

cuántica [8, 9]. En el marco de la mecánica cuántica, el control preciso de la frecuencia

del oscilador permite la manipulación de estados cuánticos, la implementación de opera-

ciones cuánticas y el diseño de protocolos para la computación cuántica y la simulación

de sistemas complejos. En la mecánica clásica, este sistema es un banco de pruebas útil

para el desarrollo y validación de teoŕıas dinámicas y métodos de control.

En este trabajo, nos centramos en los protocolos adiabáticos aplicados al oscilador

armónico, empleando invariantes del tipo Lewis-Ermakov [4, 6]. Estos invariantes ofrecen

un marco sólido para analizar la dinámica de sistemas con parámetros que vaŕıan en el

tiempo. Se basan en la identificación de cantidades conservadas durante la evolución del

sistema, proporcionando una herramienta útil para comprender su comportamiento tanto

en el régimen clásico como en el cuántico. Los invariantes de Lewis-Ermakov permiten

describir la evolución del sistema sin la necesidad de resolver expĺıcitamente las ecuaciones

de movimiento en cada instante de tiempo. Además, establecen una relación mediante

transformaciones canónicas y/o unitarias entre el hamiltoniano en t = t0 y en tiempos

posteriores, t = tf . Esta relación facilita la identificación de cantidades conservadas y la

definición de operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico, que mantienen

las relaciones de conmutación en diferentes tiempos.
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Abstract

The study of quantum and classical systems undergoing adiabatic variations is a cen-

tral area in theoretical and applied physics [1, 2]. Adiabatic variations are characterized by

slow and gradual changes in system parameters, allowing for the controlled and predicta-

ble analysis of system evolution. A widely studied system in this context is the harmonic

oscillator with time-dependent frequency [3-7]. This system serves as a paradigmatic mo-

del in both quantum and classical mechanics, with applications in quantum optics, field

theory, and emerging quantum technologies based on quantum thermodynamics [8, 9]. In

the framework of quantum mechanics, precise control of the oscillator frequency enables

manipulation of quantum states, implementation of quantum operations, and design of

protocols for quantum computation and simulation of complex systems. In classical me-

chanics, this system serves as a useful testbed for the development and validation of

dynamic theories and control methods.

In this work, we focus on adiabatic protocols applied to the harmonic oscillator,

using Lewis-Ermakov type invariants [4, 6]. These invariants provide a robust framework

for analyzing the dynamics of systems with time-varying parameters. They are based on

identifying conserved quantities during the system’s evolution, offering a useful tool to

understand its behavior in both classical and quantum regimes. Lewis-Ermakov invariants

describe the system’s evolution without the need to explicitly solve the equations of mo-

tion at each instant. Furthermore, they establish a relationship through canonical and/or

unitary transformations between the hamiltonian at t = t0 and at later times, t = tf .

This relationship facilitates the identification of conserved quantities and the definition of

creation and annihilation operators of the harmonic oscillator, maintaining commutation

relations at different times.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de sistemas cuánticos y clásicos sometidos a variaciones adiabáticas de

parámetros es una área central en la f́ısica teórica y aplicada [1, 2]. Las variaciones

adiabáticas se caracterizan por cambios lentos y graduales en los parámetros del siste-

ma, permitiendo analizar la evolución del sistema de manera controlada y predecible. Un

sistema ampliamente investigado en este contexto es el oscilador armónico con frecuencia

dependiente del tiempo [3-7]. Este sistema es un modelo paradigmático tanto en mecánica

cuántica como en mecánica clásica, y tiene aplicaciones en áreas como la óptica cuántica,

la teoŕıa de campos y las tecnoloǵıas cuánticas emergentes basadas en la denominada

termodinámica cuántica [8, 9]. En el marco de la mecánica cuántica, el control preciso de

la frecuencia del oscilador permite la manipulación de estados cuánticos, la implementa-

ción de operaciones cuánticas y el diseño de protocolos para la computación cuántica y

la simulación de sistemas complejos. En la mecánica clásica, este sistema es un banco de

pruebas útil para el desarrollo y validación de teoŕıas dinámicas y métodos de control [10,

11].

En este trabajo, nos centramos en los protocolos adiabáticos aplicados al oscilador

armónico, empleando invariantes del tipo Lewis-Ermakov [4, 6]. Estos invariantes ofrecen

un marco sólido para analizar la dinámica de sistemas con parámetros que vaŕıan en el

tiempo. Se basan en la identificación de cantidades conservadas durante la evolución del

sistema, proporcionando una herramienta útil para comprender su comportamiento tanto

en el régimen clásico como en el cuántico. Los invariantes de Lewis-Ermakov permiten

describir la evolución del sistema sin la necesidad de resolver expĺıcitamente las ecuaciones

de movimiento en cada instante de tiempo. Además, establecen una relación mediante

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

transformaciones canónicas o unitarias entre el hamiltoniano en t = t0 y en tiempos

posteriores, t = tf . Esta relación facilita la identificación de cantidades conservadas y la

definición de operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico, que mantienen

las relaciones de conmutación en diferentes momentos.

El primer paso en nuestro análisis consiste en emplear transformaciones canónicas

en las ecuaciones de Hamilton para un oscilador armónico con frecuencia dependiente del

tiempo [5, 6]. A través de estas transformaciones, se puede derivar el invariante clásico,

una cantidad conservada que facilita la comprensión de la dinámica del sistema bajo varia-

ciones adiabáticas. Las ecuaciones de Hamilton permiten describir el sistema en términos

de sus coordenadas y momentos generalizados. Mediante transformaciones canónicas ade-

cuadas, es posible encontrar una representación en la que el invariante clásico se hace

evidente, simplificando aśı el análisis del sistema [4, 12].

Posteriormente, las variables dinámicas clásicas se promueven a operadores cuánticos,

lo que permite extender nuestro enfoque al marco de la mecánica cuántica. De manera

análoga al caso clásico, el uso de transformaciones unitarias permiten derivar invariantes

cuánticos, los cuales proporcionan una descripción completa del comportamiento del sis-

tema cuántico bajo cambios adiabáticos de los parámetros. En la mecánica cuántica, los

invariantes de Lewis-Ermakov se relacionan con los estados propios y los operadores de

evolución, proporcionando una herramienta para diseñar protocolos de control en sistemas

cuánticos [13, 14].

En las siguientes secciones se detallarán tres protocolos adiabáticos espećıficos y su

implementación, tanto en el contexto clásico como en el cuántico, ilustrando la aplicación

de los invariantes de Lewis-Ermakov en la descripción de la dinámica de sistemas con

frecuencia dependiente del tiempo. Se abordará cómo estos invariantes se utilizan para di-

señar rutas de evolución que minimizan las excitaciones no deseadas en sistemas cuánticos,

aspecto crucial para aplicaciones en tecnoloǵıas cuánticas emergentes. En cada uno de los

tres casos, se obtendrá el parámetro de adiabaticidad y el hamiltoniano correspondiente,

expresado en términos de los operadores de creación y aniquilación [7, 15, 16].
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Caṕıtulo 2

Oscilador armónico con frecuencia

dependiente del tiempo

La dinámica de sistemas f́ısicos con oscilaciones armónicas, cuya frecuencia vaŕıa en

función del tiempo, presenta un desaf́ıo significativo en la f́ısica teórica [3]. En este caṕıtu-

lo analizamos el oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo y algunas de

sus variantes (hamiltonianos cuadráticos) desde la perspectiva formal de las ecuaciones

de Hamilton. Introducimos transformaciones canónicas dependientes del tiempo que des-

criben con precisión su evolución dinámica en términos de cantidades conservadas [4-6].

De particular interés para el desarrollo de este trabajo es el enfoque de Leach [5, 6] so-

bre transformaciones canónicas en hamiltonianos cuadráticos. Además, extendemos este

análisis a la mecánica cuántica, utilizando transformaciones unitarias dependientes del

tiempo para abordar sistemas de tipo oscilador armónico cuántico con frecuencia varia-

ble y algunas de sus variantes. Esta formulación permite comprender los efectos de la

evolución temporal en sistemas cuánticos de tipo oscilador armónico, abriendo la puerta

a aplicaciones prácticas en diversas áreas de la f́ısica, como óptica cuántica, f́ısica de la

materia condensada, termodinámica cuántica, entre otras [8, 17-20].

En este contexto, se destaca el papel fundamental de las ecuaciones de tipo Ermakov

y los invariantes de Lewis, herramientas que permiten estudiar propiedades cuánticas a

partir del análisis de cantidades conservadas, especialmente en el contexto de los atajos a

la adiabaticidad. Estos atajos representan una v́ıa prometedora para manipular sistemas

cuánticos de manera eficiente, evitando la pérdida de coherencia debido a cambios rápidos

en los parámetros del sistema [21, 22].

4



2.1. TRANSFORMACIÓN CANÓNICA S(t) 5

A lo largo de este caṕıtulo, se analiza detalladamente el v́ınculo entre las transforma-

ciones canónicas dependientes del tiempo, la mecánica cuántica y las estrategias asociadas

a los atajos a la adiabaticidad, proporcionando aśı un marco teórico sólido y práctico para

comprender y aplicar estos conceptos a hamiltonianos de tipo oscilador.

2.1. Transformación canónica S(t)

El oscilador armónico simple es un modelo fundamental y versátil en los ámbitos de la

f́ısica clásica y cuántica. Su dinámica se describe de manera precisa y elegante mediante la

mecánica de Hamilton. Por ejemplo, consideremos una part́ıcula de masa m (suponemos

m = 1 en adelante), que está sometida a un potencial cuadrático. En este contexto, el

hamiltoniano correspondiente es

H = 1
2
(
p2 + ω2x2

)
, (2.1)

donde ω es la frecuencia angular, y las variables canónicas conjugadas x y p representan

la posición y el momento de la part́ıcula, respectivamente. La dinámica del sistema está

gobernada por las ecuaciones de Hamilton, que se determinan tomando en cuenta el

hamiltoniano Eq. (2.1), como:

ẋ = ∂H

∂p
= p, ṗ = −∂H

∂x
= −ω2x. (2.2)

Este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas se reduce a una ecuación diferencial de

la forma:

ü+ ω2u = 0. (2.3)

Esta última ecuación puede resolverse utilizando diversos métodos ya conocidos. Sin em-

bargo, como se verá más adelante, un enfoque particularmente conveniente es emplear

transformaciones canónicas. Mediante este método, es posible determinar que las solucio-

nes para x(t) y p(t) se pueden escribir como [23, 24]:

x(t) =
√

2E
mω2 sin(ωt+ α), p(t) =

√
2mE cos(ωt+ α), (2.4)

donde E es la enerǵıa (constante), y α es una constante de integración determinada por

las condiciones iniciales del problema f́ısico en particular.

Por otro lado, cuando se considera que la frecuencia depende del tiempo, ω = ω(t),

resulta conveniente reescribir las ecuaciones de Hamilton en forma matricial. Sea z un
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vector en el espacio fase definido por x y p, el hamiltoniano , dado por la Eq. (2.1), en

forma matricial puede escribirse como:

H(t) = 1
2zT ·

ω2(t) 0

0 1

 · z = 1
2zT · H · z, (2.5)

donde

z =

x
p

 , H =

ω2(t) 0

0 1

 , (2.6)

y zT es el vector transpuesto de z. H es una matriz que contiene los coeficientes que

acompañan a x y p en la Eq. (2.1). De esta forma, las ecuaciones de Hamilton, dadas por

la Eq. (2.2), pueden escribirse en forma compacta como [5, 6]:

ż = J · H · z, (2.7)

donde ż = dz
dt

, y J es una matriz simpléctica estándar definida por:

J =

 0 1

−1 0

 . (2.8)

Consideremos ahora una transformación canónica dependiente del tiempo, la cual trans-

forma el vector z en el espacio fase a un nuevo vector zs, dada por:

zs = S(t) · z, (2.9)

donde

zs =

xs

ps

 , (2.10)

determina un vector en el espacio fase transformado por S(t), y donde S(t) es una matriz

con coeficientes dependientes del tiempo, de la forma [6]:

S(t) =

A 0

C D

 , (2.11)

en donde A = A(t), C = C(t) y D = D(t) son coeficientes que dependen del tiempo. Esta

transformación debe de mantener invariante a los paréntesis de Poisson, si y solo si

S(t) · J · S(t)T = J. (2.12)
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Además, es necesario que las ecuaciones de Hamilton en el marco transformado mantengan

la misma forma que en el marco original, es decir:

żs = J · Hs · zs, (2.13)

con:

Hs = 1
ρ2

ω2
0 0

0 1

 , (2.14)

donde ρ = ρ(t) es una función auxiliar que vaŕıa con el tiempo y ω0 = ω(0). Es importante

señalar que, aunque ω0 representa la frecuencia ω(t) evaluada en t = 0, en términos

generales, ω0 puede ser cualquier constante, siempre y cuando se cumpla la condición de

que el Hamiltoniano conmute con el invariante en t = 0, como se discutirá más adelante.

Además, la forma de Hs se define para facilitar la factorización de la dependencia temporal

del Hamiltoniano transformado. Esta propiedad resulta crucial en el formalismo de la

mecánica cuántica, particularmente en el contexto del invariante de Lewis-Ermakov, ya

que permite resolver la ecuación de Schrödinger para Hamiltonianos dependientes del

tiempo.

En consecuencia, derivando la Eq. (2.9) y usando la Eq. (2.13), se tiene que:

J · Hs · [S(t) · z] = S(t) · ż + Ṡ(t) · z. (2.15)

Despejando ˙S(t) · z de la relación anterior y utilizando la Eq. (2.7), se tiene que:

Ṡ(t) · z = [J · Hs · S(t) − S(t) · J · H] · z, (2.16)

de donde finalmente

Ṡ(t) = J · Hs · S(t) − S(t) · J · H. (2.17)

Esta última ecuación diferencial es la que debe satisfacer S(t), junto con las condiciones

establecidas en las Ecs. (2.12) y (2.13). Al considerar las expresiones de H y Hs, se obtiene

que S(t) cumple la siguiente ecuación diferencial:

Ṡ(t) =

Ȧ 0

Ċ Ḋ

 =

 C
ρ2 −A+ D

ρ2

−Aω2
0

ρ2 +Dω2(t) −C

 , (2.18)
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de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Ȧ = C

ρ2 , (2.19a)

0 = −A+ D

ρ2 , (2.19b)

Ċ = −Aω2
0

ρ2 +Dω2(t), (2.19c)

Ḋ = −C. (2.19d)

Finalmente, después de realizar algunas manipulaciones algebraicas, se puede reducir a

una única ecuación que determinará los tres coeficientes. Estos coeficientes están dados

por:

A = A0

ρ
, C = −A0ρ̇, D = A0ρ. (2.20)

Por lo tanto

S(t) = A0

 1
ρ

0

−ρ̇ ρ

 ,
donde A0 es una constante que se se determina a partir de la condición dada por la

Eq. (2.12), es decir,

S(t) · J · S(t)T =

 A0
ρ

0

−A0ρ̇ A0ρ


 0 1

−1 0


A0

ρ
−A0ρ̇

0 A0ρ

 =

 0 1

−1 0

 = J.

Realizando el producto matricial de la anterior ecuación se obtiene que

A2
0 = 1. (2.21)

Finalmente, la matriz S(t) está determinda por:

S(t) =

 1
ρ

0

−ρ̇ ρ

 . (2.22)

Otro resultado de gran importancia, utilizando el enfoque de Leach [5, 6], es que se

puede obtener directamente la ecuación de Ermakov a partir de la ecuación diferencial

para C(t), Eq. (2.19c), sustituyendo las expresiones de A(t), B(t) y C(t), de tal manera

que:

ρ̈+ ω2(t)ρ = ω2(0)
ρ3 . (2.23)

La ecuación de Ermakov, representada en la Ec. (2.23), es fundamental en el estudio de

invariantes de movimiento, ya que describe la evolución de una función ρ que conserva
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propiedades significativas a lo largo del tiempo. Este formalismo proporciona un marco

teórico sólido para comprender la dinámica de sistemas con frecuencias variables en el

tiempo. A través de ρ(t), podemos obtener una comprensión profunda de cómo estos

sistemas mantienen caracteŕısticas esenciales, incluso ante cambios en su comportamiento

oscilatorio debido a variaciones en la frecuencia ω(t).

Este concepto no solo es crucial en la f́ısica teórica, sino que también tiene aplicaciones

prácticas en diversas áreas, como la óptica cuántica y la f́ısica de la materia condensada.

En particular, los atajos hacia la adiabaticidad, que exploraremos en secciones posteriores,

destacan como ejemplos clave de cómo estos invariantes pueden utilizarse para manipular

sistemas cuánticos de manera eficiente, evitando la pérdida de coherencia bajo condiciones

de cambios rápidos en los parámetros del sistema [9].

Una generalización del hamiltoniano H(t) = 1
2 [p2 + ω2(t)x2], en el contexto de ha-

miltonianos cuadráticos, se expresa mediante el hamiltoniano:

H(t) = 1
2
[
p2 + ω2(t)x2 + λ(xp+ px)

]
. (2.24)

en donde λ = λ(t).

En la mecánica clásica, la forma simétrica xp + px puede representar un acoplamiento

lineal entre la posición y el momento de la part́ıcula. Este tipo de término puede surgir

en sistemas donde hay interacciones lineales que no distinguen entre posición y momento.

Las ecuaciones de Hamilton asociadas al hamiltoniano Eq. (2.24) son:

ẋ = ∂H

∂p
= p+ λx, ṗ = −∂H

∂x
= −ω2(t)x− λp. (2.25)

Siguiendo el enfoque de Leach [6], las ecuaciones de Hamilton asociadas al hamiltoniano

dado en la Eq. (2.24), en forma matricial, se escriben como:

ż = J · H · z = J ·

ω2(t) λ

λ 1

 · z, (2.26)

donde identificamos que la matriz asociada al hamiltoniano H es:

H =

ω2(t) λ

λ 1

 . (2.27)

Para resolver la Eq. (2.17) en su forma matricial espećıfica para este caso,Ȧ 0

Ċ Ḋ

 =

 −Aλ+ C
ρ2 −A+ D

ρ2

−Aω2(t)
ρ2 − Cλ+Dλ −C +Dλ

 , (2.28)
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utilizamos tres de las cuatro ecuaciones anteriores para obtener:

Ȧ+ Aλ− C

ρ2 = 0, (2.29a)

−A+ D

ρ2 = 0, (2.29b)

C −Dλ+ Ḋ = 0, (2.29c)

y demostramos que:

A = 1
ρ
, C = λρ− ρ̇, D = ρ. (2.30)

Sustituyendo estos resultados en la ecuación para Ċ obtenemos:

ρ̈+
[
ω2(t) − λ2 − λ̇

]
ρ = ω2

0
ρ3 , (2.31)

que corresponde a una ecuación generalizada de Ermakov. Se ha omitido la constante

A0 para asegurar que S(t) · J · S(t)T = J y aśı conservar el paréntesis de Poisson en la

transformación. En consecuencia,

S(t) =

 1
ρ

0

λρ− ρ̇ ρ

 . (2.32)

En resumen, la transformación S(t) para Hamiltonianos cuadráticos, como los defi-

nidos por las Ecs. (2.1) y (2.24), convierte las ecuaciones de movimiento en ecuaciones de

Hamilton que, aunque dependientes del tiempo (dependencia determinada por ρ), presen-

tan esta dependencia de forma factorizada. Es decir, se obtienen ecuaciones de Hamilton

de la siguiente forma:

żs = J · Hs · zs, (2.33)

donde zs está determinada por la transformación de coordenadas y momentos:

zs =

xs

ps

 = S(t) · z. (2.34)

La matriz Hs define el nuevo hamiltoniano :

Hs(t) = 1
2zT

s · Hs · zs = 1
2zT

s · 1
ρ2

ω2
0 0

0 1

 · zs. (2.35)

A continuación, utilizaremos los resultados obtenidos en esta sección para destacar la

eficacia de la transformación canónica S(t). En particular, analizaremos cómo esta trans-

formación simplifica las ecuaciones de movimiento para hamiltonianos cuadráticos depen-

dientes del tiempo, al factorizar la dependencia temporal de una manera que facilita tanto
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su resolución anaĺıtica como numérica en los sistemas dinámicos considerados. Además,

exploraremos la aplicabilidad de la transformación S(t) en el contexto de la mecánica

cuántica, investigando su papel en la formulación de operadores y en la evolución temporal

de estados cuánticos, con un énfasis especial en los invariantes de tipo Lewis-Ermakov [3,

6].

2.2. Invariantes de Lewis-Ermakov

En el estudio de los invariantes de Lewis-Ermakov, las transformaciones canónicas

juegan un papel crucial para comprender la dinámica de sistemas con frecuencias y acopla-

mientos dependientes del tiempo. Estas transformaciones permiten identificar y manejar

las cantidades conservadas del sistema, proporcionando una comprensión más profunda

de su evolución temporal [4-6].

Una vez establecido el hamiltoniano, ya sea

H(t) = 1
2[p2 + ω2(t)x2] o H(t) = 1

2[p2 + ω2(t)x2 + λ(xp+ px)], (2.36)

el siguiente paso para resolver las ecuaciones de Hamilton es aplicar una transformación

canónica dependiente del tiempo, como lo vimos en la sección anterior. La dependencia

temporal es un factor común en ambos casos, por lo que resulta esencial establecer la

relación entre las variables canónicas originales (x, p) y las nuevas variables canónicas

(xs, ps). Para el primer caso, el oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo,

la transformación canónica se obtiene a partir de la matriz S(t) y se expresa como:xs

ps

 =

 1
ρ

0

−ρ̇ ρ


x
p

 . (2.37)

Cuando se incluye el término λ(xp + px) en el hamiltoniano, la transformación canónica

se modifica para incluir este efecto, obteniendo la siguiente relación:xs

ps

 =

 1
ρ

0

λρ− ρ̇ ρ


x
p

 . (2.38)

De esta manera, las nuevas variables canónicas (xs, ps) en términos de las variables origi-

nales (x, p) se expresan como:

xs = x

ρ
, ps = [λρ− ρ̇]x+ ρp. (2.39)
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Cuando λ = 0, esta transformación se reduce inmediatamente a la forma obtenida en

Eq. (2.37). Para mantener la generalidad en el análisis, consideramos el caso donde λ ̸= 0.

Esta generalización permite abordar sistemas más complejos y captar una gama más

amplia de fenómenos f́ısicos, como la fricción dependiente del tiempo en un sistema masa-

resorte. La correcta elección y aplicación de estas transformaciones canónicas es funda-

mental para entender y resolver las dinámicas de sistemas con frecuencias y acoplamientos

dependientes del tiempo.

Para resolver las ecuaciones de Hamilton en el marco definido por S(t), debemos de

reconocer que el hamiltoniano en este marco, está determinado por

Hs(t) = 1
2zs

T · Hs · zs

= 1
2

[
xs,ps

] 1
ρ2

ω2
0 0

0 1


xs

ps


= 1

2ρ2 [p2
s + ω2

0x
2
s],

(2.40)

de donde se tiene que las ecuaciones de Hamilton son

ẋs = ps

ρ2 , ṗs = −ω2
0
ρ2 xs. (2.41)

Las ecuaciones anteriores pueden resolverse de manera sencilla si proponemos una trans-

formación canónica independiente del tiempo que transforme las variables (xs,ps) a nuevas

variables (Q,P ) a través de

xs =
√

2P
ω0

sinQ, ps =
√

2ω0P cosQ. (2.42)

Si bien podŕıa parecer que este procedimiento se podŕıa haber implementado desde el ini-

cio, sin necesidad de utilizar la transformación S(t), hacerlo aśı no preservaŕıa el paréntesis

de Poisson, dado que en las ecuaciones anteriores, ω(t) sustituiŕıa a ω0. Este caso es análo-

go a la situación que surge al definir operadores de creación y aniquilación con frecuencias

dependientes del tiempo, donde el conmutador de dichos operadores no permanece inva-

riante para todo tiempo t.

Sustituyendo xs y ps en la Eq. (2.40), obtenemos que

Hs(t) = ω0

ρ2 P. (2.43)

y las ecuaciones de Hamilton resultantes son:

Q̇ = ω0

ρ2 , Ṗ = 0. (2.44)
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Estas ecuaciones pueden integrarse directamente, de manera que

Q(t) = Q0 + α(t), P (t) = P0, (2.45)

donde α(t) = ω0
∫ t

0
dτ

ρ2(τ) , y (Q0,P0) son constantes determinadas por las condiciones ini-

ciales del sistema. Sustituyendo Q(t) y P (t) en la Eq. (2.42), obtenemos que las variables

xs y ps en el marco transformado S(t) son:

xs =
√

2P0

ω0
sinQ(t), ps =

√
2ω0P0 cosQ(t). (2.46)

Finalmente, de las ecuaciones Eq. (2.39), las variables x y p en el marco original están

dadas por:

x =
√

2P0

ω0
sinQ(t)ρ,

p =
√

2ω0P0

ρ

[
cosQ(t) − (λρ− ρ̇)ρ

ω0
sinQ(t)

] (2.47)

Por otro lado, utilizando Eq. (2.39) y Eq. (2.43) se obtiene

I = 1
2[p2

s + ω2
0x

2
s]

= 1
2

[
(ξx+ ρp)2 + ω2

0
x2

ρ2

]
,

(2.48)

en donde I = ω0P y ξ = (λρ− ρ̇).

Esta última ecuación, de acuerdo a la Eq. (2.44), es constante en el tiempo, lo que con-

duce a un invariante. Este invariante, conocido como el invariante de Lewis-Ermakov,

representa una cantidad conservada en el sistema. Como se mencionó anteriormente, la

función ρ satisface la ecuación descrita por la Eq. (2.31). El invariante de Lewis-Ermakov,

en este contexto, es una cantidad conservada espećıfica asociada a sistemas que obedecen

a ecuaciones diferenciales particulares. La conservación de este invariante implica que,

aunque el sistema evolucione temporalmente, ciertas propiedades intŕınsecas se mantie-

nen constantes, proporcionando una herramienta poderosa para analizar y resolver dichas

ecuaciones. El cumplimiento de la ecuación establecida en la Ec. (2.31) por la función ρ es

crucial para garantizar la conservación del invariante de Lewis-Ermakov. Esto destaca la

profunda relación entre las soluciones de las ecuaciones diferenciales que rigen el sistema

y las cantidades que se mantienen constantes a lo largo de su evolución temporal.

En resumen, se ha determinado que para el hamiltoniano :

H(t) = 1
2
[
p2 + ω2(t)x2 + λ(xp+ px)

]
,
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las variables x y p se transforman mediante la matriz S(t) de la siguiente manera:

xs = x

ρ
, ps = (λρ− ρ̇)x+ ρp,

y el invariante asociado a este hamiltoniano es:

I = 1
2

[
(ξx+ ρp)2 + ω2

0
x2

ρ2

]
.

Cuando λ(t) = 0, el hamiltoniano se simplifica a:

H(t) = 1
2
[
p2 + ω2(t)x2

]
,

y las variables transformadas x y p son:

xs = x

ρ
, ps = ρp− ρ̇x,

con el invariante correspondiente dado por:

I = 1
2

[
(ρp− ρ̇x)2 + ω2

0
x2

ρ2

]
.

Como se explorará en la siguiente sección, la forma adoptada por las variables canónicas x

y p bajo la transformación S(t) proporciona información valiosa sobre las transformaciones

unitarias y los parámetros necesarios para obtener efectos equivalentes en los operadores

x̂ y p̂ en el contexto cuántico. Esto sugiere que las propiedades y simetŕıas del sistema

clásico pueden ser trasladadas al marco cuántico mediante transformaciones adecuadas,

facilitando el estudio y la resolución de problemas cuánticos complejos. Además, la ecua-

ción de Ermakov desempeña un papel crucial en la factorización temporal, permitiendo

obtener un hamiltoniano que conmute en diferentes instantes de tiempo. Esta propie-

dad es fundamental para la integrabilidad del sistema y se expresa mediante la ecuación

diferencial:

ρ̈+
[
ω2(t) − λ2 − λ̇

]
ρ = ω2

0
ρ3 . (2.49)

La ecuación de Ermakov no solo asegura la existencia de invariantes, sino que también

facilita la construcción de soluciones exactas para sistemas dinámicos complejos. En resu-

men, la transformación de las variables y la conservación del invariante de Lewis-Ermakov

subrayan la profunda interrelación entre las propiedades geométricas del sistema y sus in-

variantes dinámicos, proporcionando una poderosa herramienta para el análisis tanto en

la mecánica clásica como en la mecánica cuántica.
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2.3. Transformaciones unitarias y factorización tem-

poral

En esta sección, analizaremos dos transformaciones unitarias dependientes del tiem-

po, D̂(t) y Ŝ(t), que al aplicarse de manera conjunta tienen el mismo efecto sobre los

operadores de posición y momento que la transformación canónica S(t) ejerce sobre las

variables canónicas x y p. Como se demostrará más adelante, estas transformaciones

actúan sobre los operadores x̂ y p̂ de la siguiente manera:

D̂(t)Ŝ(t) x̂ Ŝ†(t)D̂†(t) = x̂

ρ
, D̂(t)Ŝ(t) p̂ Ŝ†(t)D̂†(t) = (λρ− ρ̇) x̂+ ρp̂, (2.50)

las cuales representan el análogo cuántico de las ecuaciones obtenidas en el caso clásico

(véase Eq. (2.39)) cuando las variables canónicas x y p se promueven a operadores. Para

introducir las transformaciones mencionadas, comenzaremos con ejemplos y definiciones

en el caso de una frecuencia constante. Posteriormente, abordaremos el caso de interés don-

de la frecuencia vaŕıa en el tiempo. Estas transformaciones no solo permiten factorizar la

dependencia temporal en hamiltonianos de osciladores armónicos con frecuencia variable,

sino que también facilitan la recuperación del invariante de Lewis-Ermakov al promover

las variables dinámicas de posición y momento a operadores, es decir, (x, p) → (x̂, p̂).

Además, en esta sección se ilustra un método alternativo para obtener el invariante en un

oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo.

Para comenzar, consideremos el equivalente cuántico del oscilador armónico descrito

por el hamiltoniano (2.1), donde las variables canónicas x y p se promueven a los opera-

dores de posición x̂ y momento p̂. Aśı, el hamiltoniano del oscilador armónico cuántico,

independiente del tiempo, se expresa como:

Ĥ = 1
2
(
p̂2 + ω2x̂2

)
. (2.51)

Los operadores x̂ y p̂ satisfacen la relación de conmutación fundamental [x̂, p̂] = iℏ, donde

ℏ es la constante de Planck. Para simplificar, en las secciones siguientes adoptaremos

la convención ℏ = 1. Además, sabemos de la ecuación independiente de Schrödinger

independiente del tiempo,

Ĥ |ψ⟩ = E |ψ⟩ (2.52)

que la función de onda ⟨x|ψ⟩ = ψ(x) se expresa en términos de las funciones de Hermite
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Hn(x) de la siguiente manera [25]:

ψn(x) = (ω/π)1/4
√

2nn!
e−ω x2

2 Hn

(√
ωx
)
. (2.53)

Por otro lado, la evolución del estado de este sistema está gobernada por la ecuación de

Schrödinger,

i
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = Ĥ|Ψ(t)⟩, (2.54)

cuya solución es:

|Ψ(t)⟩ = Û(t)|Ψ(0)⟩, (2.55)

donde Û(t) = e−iĤt es el operador de evolución y |Ψ(0)⟩ es una condición inicial. Para

aplicar el operador de evolución a esta condición inicial de manera efectiva, es necesario

factorizar la función exponencial que contiene a los operadores x̂ y p̂. Sin embargo, debido

a la relación de conmutación entre estos operadores, dicha factorización no puede realizarse

directamente. Una técnica comúnmente utilizada para superar esta dificultad es proponer

un ansatz y luego resolver el sistema de ecuaciones diferenciales resultante [26].

Un método alternativo para determinar el operador de evolución, que se ajusta mejor

a nuestros objetivos, consiste en considerar una transformación unitaria dependiente del

tiempo, la cual transforma un hamiltoniano dado, Ĥ, en otro hamiltoniano efectivo. Para

ilustrar este enfoque, consideremos una transformación unitaria T̂ (t) tal que |Ψ(t)⟩ =

T̂ (t) |ϕ(t)⟩. Al sustituir este vector de estado en la ecuación de Schrödinger, Eq. (2.54),

se obtiene un nuevo hamiltoniano efectivo, dado por:

ĤT (t) = T̂ †(t)Ĥ(t)T̂ (t) − iT̂ †(t)∂T̂ (t)
∂t

, (2.56)

donde, al igual que en el caso de las ecuaciones de Hamilton, la ecuación de Schrödinger

puede reescribirse como otra ecuación de Schrödinger en términos de ĤT (t) cuando T̂ (t)

es una transformación unitaria:

i
∂ |ϕ(t)⟩
∂t

= ĤT (t) |ϕ(t)⟩ . (2.57)

Es evidente que |ϕ(t)⟩ representa un nuevo vector de estado en este marco de referencia

transformado. Como se observa, la relación entre |Ψ(t)⟩ y |ϕ(t)⟩ se establece a través de

la transformación unitaria T̂ (t), de manera análoga a como S(t) relaciona las variables de

posición y momento en diferentes marcos de referencia.
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En consecuencia, consideremos inicialmente el hamiltoniano del oscilador armónico

con frecuencia constante, Eq.(2.31), y definamos dos transformaciones unitarias depen-

dientes del tiempo que se expresan expĺıcitamente de la siguiente manera[27]:

D̂(t) = ei u̇
2u

x̂2
, (2.58)

Ŝ(t) = e−i
ln(u)

2 (x̂p̂+p̂x̂) (2.59)

donde u = u(t) es una función arbitraria que vaŕıa en el tiempo. Usando la Eq. (2.56), el

hamiltoniano resultante al transformar |Ψ(t)⟩ = D̂(t) |ϕ(t)⟩ es:

ĤD(t) = 1
2

[
p̂2 +

(
ü

u
+ ω2

)
x̂2
]

+ u̇

2u(x̂p̂+ p̂x̂), (2.60)

donde

D̂†(t) x̂ D̂(t) = x̂, D̂†(t) p̂ D̂(t) = p̂+ u̇

u
x̂, (2.61)

son obtenidas utilizando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) y

−i∂D̂(t)
∂t

D̂†(t) = üu− u̇2

2u2 x̂2. (2.62)

Siguiendo el mismo procedimiento, el hamiltoniano resultante al aplicar una segunda

transformación |ϕ(t)⟩ = Ŝ(t) |φ(t)⟩, dado el hamiltoniano ĤD(t), es

ĤS(t) = 1
2

[
p̂2

u2 + u
(
ü+ ω2u

)
x̂2
]
, (2.63)

donde

Ŝ†(t)x̂Ŝ(t) = ux̂, Ŝ†(t)p̂Ŝ(t) = p̂

u
, − i

∂Ŝ(t)
∂t

Ŝ†(t) = − u̇

u
(x̂p̂+ p̂x̂). (2.64)

Ahora, si consideramos que u(t) es solución a la ecuación del oscilador armónico clásico,

es decir, ü+ ω2u = 0, entonces el hamiltoniano ĤS(t) se reduce a

ĤS(t) = 1
2u2 p̂

2 (2.65)

y la solución a la ecuación de Schrödinger asociada a ĤS(t) es

|φ(t)⟩ = e
−i p̂2

2

∫ t

0
dτ

u2(τ) |φ(0)⟩ . (2.66)

En consecuencia, en el marco original del sistema, la evolución del estado |Ψ(t)⟩ está dada

por:
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|Ψ(t)⟩ = D̂(t)Ŝ(t)e−i p̂2
2

∫ t

0
dτ

u2(τ) Ŝ†(0)D̂†(0)|Ψ(0)⟩, (2.67)

donde Ŝ†(0) y D̂†(0) son las transformaciones unitarias definidas por las Eqs. (2.58) y

(2.59), evaluadas en t = 0. Por ejemplo, si consideramos la solución particular de la

ecuación del oscilador armónico u(t) = cos(t), con ω = 1, estas transformaciones en t = 0

corresponden a la identidad. Por lo tanto, para t ̸= 0, las transformaciones D̂(t) y Ŝ(t) se

pueden expresar como:

D̂(t) = e−i
tan(t)

2 x̂2
, Ŝ(t) = e−i

ln[cos(t)]
2 (x̂p̂+p̂x̂). (2.68)

Aśı, el vector de estado en el tiempo t se puede escribir como:

|Ψ(t)⟩ = e−i
tan(t)

2 x̂2
e−i

ln[cos(t)]
2 (x̂p̂+p̂x̂)e−i

tan(t)
2 p̂2|Ψ(0)⟩. (2.69)

Este resultado muestra que el operador de evolución para el oscilador armónico

cuántico puede obtenerse mediante las transformaciones unitarias D̂(t) y Ŝ(t). La deduc-

ción del operador de evolución, conocido como el operador de transformada fraccionaria

de Fourier, se realizó de esta manera para ilustrar el efecto de estas transformaciones

unitarias y para utilizar algunos de estos resultados en los siguientes análisis.

Ahora abordaremos el punto central de esta sección, centrando nuestra atención en las

transformaciones unitarias dependientes del tiempo D̂(t) y Ŝ(t). Analizaremos el análogo

cuántico del oscilador generalizado descrito en la Eq. (2.36):

Ĥ(t) = 1
2
[
p̂2 + ω2(t)x̂2 + λ(x̂p̂+ p̂x̂)

]
. (2.70)

Comenzar con este hamiltoniano será relevante en el próximo caṕıtulo. Por ahora, nos

concentraremos en transformar y encontrar el invariante cuántico asociado a este hamil-

toniano. En los diferentes protocolos de adiabaticidad, tomaremos λ(t) = 0 como un caso

particular cuando sea necesario.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso independiente del tiempo, consi-

deraremos una generalización de la transformación unitaria D̂(t) de la Eq. (2.58), dada

por:

D̂(t) = exp
[
i

2

(
u̇

u
− λ

)
x̂2
]
. (2.71)

Por lo tanto, los operadores x̂ y p̂ bajo esta transformación se expresan como:

D̂†(t)x̂D̂(t) = x̂, D̂†(t)p̂D̂(t) = p̂+
(
u̇

u
− λ

)
x̂. (2.72)
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Mientras que la derivada de la Eq. (2.71) es:

−iD̂†(t)∂D̂(t)
∂t

= 1
2

(
ü

u
− u̇2

u2 − λ̇

)
x̂2. (2.73)

Utilizando las Eqs. (2.72) y (2.73), es posible obtener que el hamiltoniano resultante de

la transformación dependiente del tiempo, dada por |Ψ(t)⟩ = D̂(t) |ϕ(t)⟩, es:

ĤD(t) = D̂†(t)Ĥ(t)D̂(t) − iD̂†(t)∂D̂(t)
∂t

. (2.74)

Este hamiltoniano ĤD(t) tiene en cuenta tanto las contribuciones del hamiltoniano origi-

nal Ĥ(t) como las derivadas de la transformación unitaria dependiente del tiempo. Esto

permite analizar cómo las propiedades dinámicas del sistema se modifican debido a la

evolución temporal de la transformación, proporcionando una comprensión más profunda

de los invariantes cuánticos y de los efectos adiabáticos en el sistema estudiado.

La segunda transformación unitaria que se considera es Ŝ(t), definida de manera similar

a la Eq. (2.59). Usando las ecuaciones correspondientes, se obtiene que el hamiltoniano

en el marco de la transformación, donde |ϕ(t)⟩ = Ŝ(t) |φ(t)⟩, es:

ĤS(t) = 1
2

{
p̂2

u2 +
[(
ω2(t) − λ2 − λ̇

)
u+ ü

]
ux̂2

}
. (2.75)

Este hamiltoniano ĤS(t) refleja las modificaciones inducidas por la transformación unita-

ria Ŝ(t) y proporciona una perspectiva adicional sobre la dinámica del sistema. Al consi-

derar ambas transformaciones, D̂(t) y Ŝ(t), podemos explorar una variedad de protocolos

adiabáticos y comprender mejor los invariantes cuánticos asociados con estos sistemas.

Es importante destacar la factorización temporal en el hamiltoniano ĤS(t) ya que esto

permite la integración inmediata de la ecuación de Schrödinger, y la conmutatividad de

dicho hamiltoniano para diferentes tiempos.

Finalmente, si se considera que u → ρ, es decir, que u cumple con la ecuación de

Ermakov,

ρ̈+
[
ω2(t) − λ2 − λ̇

]
ρ = ω2

0
ρ3 , (2.76)

el hamiltoniano del sistema, dado por la Ecuación (2.75), se transforma a la siguiente

forma:

ĤS(t) = 1
2ρ2

(
p̂2 + ω2

0x̂
2
)
. (2.77)

Esta expresión representa el hamiltoniano de un oscilador armónico cuya frecuencia de-

pende del tiempo. Es importante destacar que la dependencia temporal, a diferencia del



20CAPÍTULO 2. OSCILADOR ARMÓNICO CON FRECUENCIA DEPENDIENTE DEL TIEMPO

hamiltoniano en el marco original, está factorizada. Esto simplifica el análisis del sistema,

ya que permite separar la dependencia temporal de otros componentes del hamiltoniano ,

y sobre todo, conmuta a diferentes tiempos. La evolución temporal del estado del sistema

en este nuevo marco se describe por:

|φ(t)⟩ = e−i
α(t)

2 (p̂2+ω2
0 x̂2)|φ(0)⟩, (2.78)

donde

α(t) =
∫ t

0

1
ρ2(τ) dτ. (2.79)

Por otro lado, en el marco original del sistema, el estado en el tiempo t está dado por:

|Ψ(t)⟩ = D̂(t)Ŝ(t)e−i
α(t)

2 (p̂2+ω2
0 x̂2)Ŝ†(0)D̂†(0)|Ψ(0)⟩, (2.80)

donde los operadores D̂(t) y Ŝ(t) representan transformaciones unitarias espećıficas que

se aplican al estado inicial. Expresado de manera expĺıcita, esto es:

|Ψ(t)⟩ = e
i
2 [ ρ̇(t)

ρ(t) −λ(t)]x̂2
e−i

ln[ρ(t)]
2 (x̂p̂+p̂x̂)e−i

α(t)
2 (p̂2+ω2

0 x̂2)ei
ln[ρ(0)]

2 (x̂p̂+p̂x̂)e− i
2 [ ρ̇(0)

ρ(0) −λ(0)]x̂2
|Ψ(0)⟩.

(2.81)

En esta formulación, no se han asignado valores espećıficos a las condiciones iniciales para

ρ(0) y ρ̇(0), permitiendo que se mantenga la generalidad del análisis.

Otro resultado notable es que, utilizando las transformaciones D̂(t) y Ŝ(t), se puede

encontrar el invariante Î(t) para el oscilador armónico cuántico descrito por la ecuación

(2.70). Este invariante está dado por:

Î(t) = D̂(t)Ŝ(t)Ĥ0Ŝ†(t)D̂†(t), (2.82)

donde

Ĥ(0) = 1
2(p̂2 + ω2

0x̂
2), (2.83)

es el hamiltoniano del oscilador armónico independiente evaluado en t = 0. La forma

expĺıcita de dicho invariante es:

Î(t) = 1
2

[
(ξx̂+ ρp̂)2 + ω2

0
x̂2

ρ2

]
, (2.84)

donde ξ = λρ− ρ̇. De manera análoga al caso clásico, se encontró que para el hamiltoniano

Ĥ(t) = 1
2
[
p̂2 + ω2(t)x̂2 + λ(x̂p̂+ p̂x̂)

]
,
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los operadores de posición y momento se transforman de la siguiente manera:

D̂(t)Ŝ(t)x̂D̂†(t)Ŝ†(t) = x̂

ρ
, D̂(t)Ŝ(t)p̂Ŝ†(t)D̂†(t) = (λρ− ρ̇)x̂+ ρp̂.

Además, el invariante dado por la ecuación (2.84) para este hamiltoniano es el equivalente

cuántico del invariante para el caso clásico dado en la ecuación (2.48). Nuevamente, si

λ = 0, se obtiene que para el hamiltoniano

Ĥ(t) = 1
2
[
p̂2 + ω2(t)x̂2

]
, (2.85)

con las transformaciones unitarias simplificadas

D̂(t) = ei ρ̇
2ρ

x̂2
, Ŝ(t) = e−i ln ρ

2 (x̂p̂+p̂x̂), (2.86)

los operadores x̂ y p̂ se transforman de la siguiente manera:

D̂(t)Ŝ(t)x̂D̂†(t)Ŝ†(t) = x̂

ρ
, D̂(t)Ŝ(t)p̂D̂†(t)Ŝ†(t) = ρp̂− ρ̇x̂. (2.87)

Finalmente, el invariante, también equivalente al caso clásico, es:

Î(t) = 1
2

[
(ρp̂− ρ̇x̂)2 + ω2

0
x̂2

ρ2

]
. (2.88)

Es posible demostrar directamente que, en ambos casos (λ ̸= 0 y λ = 0), se cumple la

siguiente relación:
dÎ

dt
= ∂Î(t)

∂t
− i[Î(t), Ĥ(t)] = 0. (2.89)

La conservación del invariante Î(t) en el tiempo es fundamental para el análisis de la

evolución temporal del oscilador armónico cuántico, actuando como una constante del

movimiento que proporciona una descripción precisa y estable de la dinámica del sistema.

Este invariante permite simplificar la resolución de problemas complejos, facilitando la

obtención de soluciones exactas y una mejor comprensión de las caracteŕısticas del siste-

ma. Las transformaciones unitarias D̂(t) y Ŝ(t) destacan la conexión profunda entre las

descripciones clásica y cuántica del sistema, permitiendo mapear soluciones del régimen

clásico al cuántico y preservando simetŕıas y propiedades dinámicas. Estas transformacio-

nes revelan la estructura subyacente de las soluciones y simplifican el análisis del sistema

al mostrar la invariabilidad de ciertas combinaciones lineales de los operadores de posición

y momento.

En resumen, la conservación del invariante y el uso de transformaciones unitarias son

herramientas poderosas para explorar y entender las propiedades intŕınsecas del oscilador
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armónico cuántico. Estas técnicas facilitan el análisis detallado de su evolución temporal,

permitiendo abordar problemas complejos de manera sistemática y efectiva, y establecen

un puente sólido entre las descripciones clásica y cuántica del sistema.



Caṕıtulo 3

Atajos a la adibaticidad

En el amplio campo de la f́ısica cuántica, los atajos a la adiabaticidad han emergido

como herramientas fundamentales para el control dinámico de sistemas cuánticos que evo-

lucionan rápidamente. Estos atajos constituyen una estrategia para superar los desaf́ıos

asociados con cambios abruptos en los parámetros de un sistema, permitiendo mantener la

coherencia cuántica incluso en condiciones no adiabáticas [9, 28-32]. El teorema adiabáti-

co, un principio central en esta disciplina, establece las condiciones bajo las cuales un

sistema cuántico se mantiene en su estado fundamental durante cambios lentos y gradua-

les de sus parámetros externos. Sin embargo, en la práctica, la estricta adiabaticidad a

menudo no es viable cuando se requieren transiciones rápidas o cuando el sistema está

sujeto a fluctuaciones imprevistas. En estos escenarios, los atajos a la adiabaticidad son

esenciales. Estos métodos permiten preservar la integridad cuántica durante transiciones

no adiabáticas, evitando la pérdida de coherencia y posibilitando un control efectivo de

sistemas cuánticos en evolución [33-35].

Los atajos a la adiabaticidad no solo mejoran la manipulación de estados cuánti-

cos, sino que también optimizan el tiempo y los recursos necesarios para llevar a cabo

transiciones controladas con alta fidelidad. La aplicabilidad de estos atajos se extiende a

áreas clave como la computación cuántica, donde permiten la implementación eficiente

de puertas lógicas y algoritmos cuánticos, y la ingenieŕıa cuántica, donde facilitan el di-

seño y control de sistemas cuánticos. Además, son esenciales en la manipulación precisa

de part́ıculas en sistemas como trampas de iones, condensados de Bose-Einstein y redes

ópticas [36].

En este contexto, la comprensión y perfeccionamiento de los atajos a la adiabaticidad

23
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es vital para aplicaciones prácticas en diversos campos. La investigación en estos concep-

tos no solo proporciona una comprensión más profunda de la dinámica cuántica, sino que

también abre nuevas oportunidades para el desarrollo de tecnoloǵıas avanzadas basadas

en los principios fundamentales de la mecánica cuántica [37]. Esta exploración no solo

mejora la eficiencia y robustez de los sistemas cuánticos actuales, sino que también im-

pulsa el progreso hacia el diseño de dispositivos cuánticos de próxima generación, capaces

de operar con mayor precisión y confiabilidad en una variedad de entornos tecnológi-

cos. La implementación efectiva de estos atajos promete revolucionar áreas tecnológicas

emergentes, estableciendo nuevas fronteras en el control y la manipulación de sistemas

cuánticos.

3.1. Teorema adiabático

En el contexto de la f́ısica cuántica, en un proceso adiabático el cambio de las condi-

ciones externas del sistema vaŕıan de manera gradual. Si el hamiltoniano que describe al

sistema vaŕıa lo suficientemente lento desde un estado inicial de Ĥi a algún estado final de

Ĥf , el teorema adiabático establece que si el sistema comienza en n-ésimo estado propio de

su hamiltoniano inicial Ĥi, dicho estado evolucionará al n-ésimo estado propio de Ĥf . [25]

A diferencia de los procesos no adiabáticos, en los cuales los parámetros del hamiltoniano

del sistema vaŕıan rápidamente y, como consecuencia, inducen transiciones entre los esta-

dos cuánticos del sistema, en una evolución adiabática las transiciones entre los estados

se minimizan. De aqúı surge la importancia del teorema adiabático y sus implicaciones,

ya que proporciona las condiciones bajo las cuales un sistema cuántico permanecerá en el

eigenestado correspondiente durante toda la evolución, siempre y cuando los cambios en

los parámetros del hamiltoniano se realicen de manera suficientemente lenta.

En ese sentido, consideramos un hamiltoniano dependiente del tiempo Ĥ(t) que satisface

la ecuación de valores propios [2]:

Ĥ0(t) |n(t)⟩ = En |n(t)⟩ (3.1)

donde |n(t)⟩ son los eigenestados instantáneos de Ĥ(t). Dichos estados, en general, no

son solución a la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, sin embargo, es posible

construir soluciones aproximadas a partir de ellos. En este sentido, bajo aproximación
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adiabática, el estado del sistema puede ser escrito como

|Ψn(t)⟩ = eiθn(t)eiγn(t) |n(t)⟩ , (3.2)

donde

θn(t) = −
t∫

0

En(t′)dt′, γn(t) = i

t∫
0

⟨n(t′)|ṅ(t′)⟩ dt′, (3.3)

son la fase dinámica y la fase geométrica o fase de Berry respectivamente. Esta última, es

adquirida por el sistema cuando realiza una trayectoria que lo devuelve a su estado inicial

bajo una evolución adiabática [30].

Si bien es cierto que a través de una evolución adiabática se logra una mayor estabi-

lidad y control de nuestro sistema (lo que puede implicar una mayor eficiencia en algunas

de sus aplicaciones), también presenta ciertas limitaciones. En particular, el requerimien-

to de que los cambios en los parámetros del sistema sean lentos conduce a procesos que

no son prácticos en aplicaciones que requieren respuestas rápidas o bien repeticiones del

proceso. Con el fin de contrarrestar estas limitaciones, se han diseñado diversas técnicas

entre las que destacan los atajos adiabáticos, los cuales son el enfoque principal de este

trabajo y se discutirán en la siguiente sección.

3.2. Protocolos de atajos a la adiabaticidad

Los atajos adiabáticos son técnicas utilizadas para lograr los mismos resultados ob-

tenidos a partir de lentos cambios adiabáticos de los parámetros de control de un sistema

cuántico en un tiempo significativamente más corto sin sacrificar la estabilidad y control

del sistema. Se basan en el diseño de trayectorias espećıficas que siguen los parámetros

de control del sistema y que permiten emular lo efectos de un proceso adiabático en un

tiempo más corto. Dichas trayectorias pueden obtenerse al agregar términos extras al ha-

miltoniano original del sistema con el fin de contrarrestar las transiciones no adiabáticas

y mantener al sistema en su estado deseado a lo largo de la evolución [9].

En esta sección, exploraremos tres diferentes protocolos de atajos a la adiabaticidad es-

pećıficamente para el oscilador armónico cuántico. Estos protocolos incluyen la adición de

términos globales para compensar las transiciones no adiabáticas, el mapeo del término

contra-diabático a un potencial local o incluso el uso de invariantes dinámicos.
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3.2.1. Inverse Engineering (IE)

En el protocolo de Ingenieŕıa Inversa, aplicada al oscilador armónico, se busca diseñar

la trayectoria que debe seguir la frecuencia ω(t) con el fin de obtener, en un tiempo más

corto, el mismo estado final que se obtendŕıa tras una evolución adiabática. Para lograr

este objetivo, se recurre a los invariantes de movimiento de Lewis-Riesenfeld [4].

Para el caso del oscilador armónico (ver Eq. (3.9)), la forma del invariante Î(t) se encuentra

proponiendo un hamiltoniano de forma cuadrática, el cual debe cumplir con

dÎ(t)
dt

= ∂Î(t)
∂t

+ i[Ĥ(t),Î(t)] = 0, (3.4)

con

Î(t) = αx(t)x̂2 + αp(t)p̂2 + αxp(t)(x̂p̂+ p̂x̂). (3.5)

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se tendrá que el invariante es:

Î(t) = 1
2

[
(ρp̂− ρ̇x̂)2 + ω2

0
ρ2 x̂

2
]
, (3.6)

donde, nuevamente, ρ satisface una ecuación de Ermakov cuyas soluciones deben ser reales

para que Î(t) sea hermitiano. La frecuencia ω0 en principio es una constante arbitraria

que puede fijarse como la frecuencia inicial, es decir ω0 = ω(0).

Por otra parte, las eigenfunciones de Î(t) [31] están dadas por

⟨x|ϕn(t)⟩ = 1√
2nn!ρ

exp
[
i

2

(
ρ̇

ρ
+ iω0

ρ2

)
x2
]
Hn

(
√
ω0
x

ρ

)
, (3.7)

con eigenvalores λn = ω0(n+ 1/2).

Para diseñar el atajo adiabático, inicialmente ω(t) se considera desconocida excepto

para tiempos inicial y final, donde ω(0) = ω0 y ω(tf ) = ωf , respectivamente [38]. Para

que el invariante Î(t) y el hamiltoniano Ĥ(t) conmuten en t = 0 y t = tf , y por tanto

compartan eigenfunciones en esos instantes, es necesario fijar condiciones espećıficas sobre

la función ρ [39]:

ρ(0) = 1, ρ̇(0) = 0, ρ̈(0) = 0, (3.8)

ρ(tf ) =
√
ω0

ωf

, ρ̇(tf ) = 0, ρ̈(tf ) = 0. (3.9)

La función ρ(t) puede ser propuesta como un polinomio que se ajusta a estas condiciones.

Un enfoque común es utilizar un polinomio de quinto grado, que es el de menor grado
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que cumple con todas las condiciones de frontera. Una vez que se ha determinado la

función ρ(t), la frecuencia ω(t) buscada puede ser obtenida de la ecuación de Ermakov

para finalmente construir el hamiltoniano Ĥ(t) correspondiente al atajo adiabático.

3.2.2. Counterdiabatic Driving (CD)

En el formalismo contra-diabático, el hamiltoniano del sistema es modificado de forma

que el estado cuántico siga la trayectoria adiabática del hamiltoniano original en un tiempo

más corto [28].

En el formalismo general, desarrollado en [2], se considera un hamiltoniano dependiente del

tiempo Ĥ0(t), cuyas eigenenerǵıas y eigenestados instantáneos están dados por Eq. (3.1).

De acuerdo con el teorema adiabático visto en la sección anterior, los estados del sistema

son

|Ψn(t)⟩ = eiθn(t)eiγn(t) |n(t)⟩ ,

en donde θn(t) y γn(t) son la fase dinámica y geométrica respectivamente. Para estos

estados, buscamos un hamiltoniano Ĥ(t) tal que representen la dinámica exacta:

i
∂

∂t
|Ψn(t)⟩ = Ĥ(t) |Ψn(t)⟩ . (3.10)

Para este hamiltoniano, los estados |Ψn(t)⟩ deben seguir exactamente a los |n(t)⟩ para

que no ocurran transiciones entre los eigenestados de Ĥ0(t) para cualquier tiempo. Ĥ(t)

está relacionado con el operador de evolución correspondiente a través de,

i
∂

∂t
Û(t) = Ĥ(t)Û(t) ⇒ Ĥ(t) = i

∂Û(t)
∂t

Û(t)†. (3.11)

Eligiendo

Û(t) =
∑

n

exp
{

− i

t∫
0

En(t′)dt′ −
t∫

0

⟨n(t′)|ṅ(t′)⟩ dt′
}

|n(t)⟩ ⟨n(0)| , (3.12)

es posible encontrar, utilizando Eq. (3.11), que

Ĥ(t) =
∑

n

|n(t)⟩En ⟨n(t)| + i
∑

n

(|ṅ(t)⟩ ⟨n(t)| − ⟨n(t)|ṅ(t)⟩ |n(t)⟩ ⟨n(t)|)

≡ Ĥ0(t) + Ĥ1(t).
(3.13)

A través de este formalismo (también es conocido como algoritmo de seguimiento sin

transición de Berry), se encuentra el hamiltoniano Ĥ(t) que impulsa lo eigenestados |n(t)⟩

de Ĥ0(t) sin generar transiciones entre ellos.
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Una vez establecido el protocolo de manera general, buscamos aplicarlo al caso del

oscilador armónico dependiente del tiempo, para el cual:

Ĥ0(t) = 1
2(p̂2 + ω2

t x̂
2), ωt = ω(t). (3.14)

Los eigenestados de este hamiltoniano, en la representación de coordenadas, pueden es-

cribirse como

⟨x|n(t)⟩ = (ωt/π)1/4
√

2nn!
exp

(
−ωt

2 x
2
)
Hn(√ωtx) (3.15)

Siguiendo el algoritmo de Berry, es posible encontrar que el hamiltoniano Ĥ1(t) es [16] :

Ĥ1(t) = − ω̇t

4ωt

(x̂p̂+ p̂x̂). (3.16)

De acuerdo con Eq. (3.13), el hamiltoniano correspondiente al atajo adiabático es:

ĤCD(t) = 1
2(p̂2 + ω2

t x̂
2) − ω̇t

4ωt

(x̂p̂+ p̂x̂) (3.17)

el cual está asociado a un oscilador armónico generalizado con términos cruzados que

implican una interacción no local [40].

3.2.3. Local Counterdiabatic Driving (LCD)

El método CD visto anteriormente, presenta limitaciones importantes debido a que

requiere el conocimiento de los eigenestados y eigenvalores de Ĥ(t) como función del tiem-

po. Como resultado, este formalismo no es adecuado para determinados sistemas [41].

Además, la implementación práctica del hamiltoniano contradiabático puede ser compli-

cada ya que puede involucrar interacciones no triviales y dif́ıciles de realizar experimental-

mente. A fin de abordar estas limitaciones, se han desarrollado técnicas alternativas como

lo es la aproximación LCD (Local Counterdiabatic Driving), en la cual, el hamiltoniano

dado por Eq. (3.17) es mapeado a un nuevo hamiltoniano equivalente con un potencial

local a través de una transformación unitaria dada por [15]:

Ûx = exp
(
i
ω̇t

4ωt

x̂2
)
. (3.18)

Al aplicar dicha transformación a ĤCD se obtiene un nuevo hamiltoniano de la forma:

ĤLCD = 1
2(p̂2 + Ω2

t x̂
2), (3.19)
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con una frecuencia modificada que depende del tiempo

Ω2
t = ω2

t − 3ω̇2
t

4ω2
t

+ ω̈t

2ωt

. (3.20)

El hamiltoniano ĤLCD también conduce la evolución a lo largo de la trayectoria adiabática

del sistema de interés. A diferencia del protocolo CD, es más sencillo de implementar ex-

perimentalmente y considerarse en un entorno f́ısico diferente como un oscilador armónico

ordinario con frecuencia modificada [29].

3.3. Enfoque de transformaciones unitarias e inva-

riantes a los diferentes protocolos

Anteriormente, hicimos una revisión sobre tres protocolos de atajos adiabáticos apli-

cados al oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo, los cuales utilizan

distintos enfoques para obtener el hamiltoniano asociado a cada uno de los atajos. En

esta sección, veremos cómo cada uno de estos métodos puede ser interpretado y analizado

bajo un enfoque de transformaciones unitarias, lo cual nos proporciona una perspectiva

distinta que integra los tres protocolos bajo una misma teoŕıa.

En el caṕıtulo 2, hab́ıamos encontrado que, para el oscilador armónico cuántico con

frecuencia dependiente del tiempo, cuyo hamiltoniano

Ĥ(t) = 1
2[p̂+ ω2(t)x̂], (3.21)

a través de las transformaciones D̂(t) y Ŝ(t) simplificadas, se convert́ıa en:

ĤS(t) = 1
2ρ2 (p̂2 + ω2

0x̂
2), ω2

0 = ω2(0). (3.22)

Por otro lado, para el hamiltoniano Ĥ(t), el invariante correspondiente puede ser obtenido

a través de:

Î(t) = D̂(t)Ŝ(t)Ĥ0Ŝ†(t)D̂†(t), Ĥ0 = 1
2(p̂2 + ω2

0x̂
2). (3.23)

Multiplicando por la derecha ambos lados de la última ecuación por D̂(t)Ŝ(t)

Î(t)D̂(t)Ŝ(t) = D̂(t)Ŝ(t)Ĥ0, (3.24)

que, al ser proyectados sobre estados de número {|n⟩} se tendrá que

Î(t) |nt⟩ = λ0 |nt⟩ , (3.25)
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donde |nt⟩ = D̂(t)Ŝ(t) |n⟩ y λ0 = ω0(n + 1/2). De la Eq. (3.25), se puede deducir que

tanto Î(t) como Ĥ0 comparten eigenvalores aunque los eigenvectores son distintos para

cada uno.

En t = 0, podemos imponer para ρ(t) las condiciones dadas por Eq. (3.8). De esta forma,

Î(t) y Ĥ0 no solo conmutan sino que además son los mismos y por tanto, en este instante

comparten vectores propios. En términos de los operadores de aniquilación y creación:

â0 =
√
ω0

2

(
x̂+ i

ω0
p̂
)

y â†
0 =

√
ω0

2

(
x̂− i

ω0
p̂
)
, (3.26)

tanto Ĥ0 como Î(0) pueden escribirse como:

Î(0) = Ĥ0 = ω0

(
â†

0â0 + 1
2

)
. (3.27)

Ahora bien, para t > 0, Î(t) y Ĥ0 ya no conmutan y los operadores de aniquilación y

creación evolucionan a través de las transformaciones D̂(t) y Ŝ(t):

ât = D̂(t)Ŝ(t)â0Ŝ†(t)D̂†(t) y â†
t = D̂(t)Ŝ(t)â†

0Ŝ†(t)D̂†(t), (3.28)

respectivamente. Utilizando Eq. (2.86) y la fórmula BCH se tiene que

ât =
√
ω0

2

[
x̂

ρ
+ i

ω0
(ρp̂− ρ̇x̂)

]
y â†

t =
√
ω0

2

[
x̂

ρ
− i

ω0
(ρp̂− ρ̇x̂)

]
, (3.29)

los cuales satisfacen la relación de conmutación [ât,â
†
t ] = 1. A partir de la Eq. (3.29) es

posible obtener de los operadores de posición x̂ y momento p̂,

x̂ = ρ

2

√
2
ω0

(
ât + â†

t

)
, p̂ = i

ρ

√
ω0

2
(
â†

t − ât

)
+ ρ̇√

2ω0

(
ât + â†

t

)
. (3.30)

De esta forma, sustituyendo los operadores x̂ y p̂ en el hamiltoniano Eq. (3.21) se tiene

que

Ĥ(t) = 1
2

[
Q1(t)

(
âtâ

†
t + â†

t â
)

+Q2(t)
(
â2

t + â†2
t

)
+ i

ρ̇

ρ

(
â†2

t − â2
t

)]
, (3.31)

con

Q1(t) = ρ̇2

2ω0
+ ω0

2ρ2 + ω2(t) ρ
2

2ω0
y Q2(t) = ρ̇2

2ω0
− ω0

2ρ2 + ω2(t) ρ
2

2ω0
. (3.32)

El estado del sistema al tiempo t, puede obtenerse a partir de la Eq. (2.81), que puede

reducirse tomando en cuenta que λ(t) = 0, de manera que

|Ψ(t)⟩ = ei ρ̇
2ρ

x̂2
e−i ln ρ

2 (x̂p̂+p̂x̂)e−i α
2 (p̂2+ω2

0 x̂2)ei
ln ρ(0)

2 (x̂p̂+p̂x̂)e−i
ρ̇(0)

2ρ(0) x̂2
|Ψ(0)⟩. (3.33)
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Figura 3.1: Evolución temporal del módulo al cuadrado de la función de onda |⟨x|Ψn(t)⟩|2

para un estado de Fock inicial |Ψn(0)⟩ = |n⟩, con n = 3. Se considera una relación de

frecuencias ω0/ωf = 0.25.

Si consideramos nuevamente las condiciones de frontera de Eq. (3.8), el vector de estado

se reduce a

|Ψ(t)⟩ = ei ρ̇
2ρ

x̂2
e−i ln ρ

2 (x̂p̂+p̂x̂)e−i α
2 (p̂2+ω2

0 x̂2)|Ψ(0)⟩. (3.34)

Si |Ψ(0)⟩ = ∑
n Cn |nt⟩, la función de onda correspondiente a un solo modo es:

⟨x|Ψn(t)⟩ = (ω0/π)1/4
√

2nn!ρ
e−iαn(t)e

i
2

(
ρ̇
ρ

+i
ω0
ρ2

)
x2

Hn

(
√
ω0
x

ρ

)
, (3.35)

con αn(t) = −ω0(n+ 1/2)
∫ t

0
dt′

ρ2 . En la Fig. 3.1 se observa la propagación de | ⟨x|Ψn(t)⟩ |2

a diferentes tiempos.

Además, la enerǵıa promedio dependiente del tiempo para un eigenestado del hamil-

toniano Ĥ(t) es

⟨Ĥ(t)⟩n =
[
ρ̇2

2ω0
+ ω0

2ρ2 + ω2(t) ρ
2

2ω0

] (
nt + 1

2

)
, (3.36)

que puede ser rescrito como

⟨Ĥ(t)⟩n = QIE(t) ⟨Ĥ(t)⟩ad (3.37)
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donde

⟨Ĥ(t)⟩ad = ω(t)
ω0

⟨Ĥ(0)⟩ (3.38)

y

QIE = ω0

ω(t)

[
1

2ρ2 + ω(t)2ρ2

2ω2
0

+ ρ̇2

2ω2
0

]
(3.39)

son la enerǵıa adiabática promedio y el coeficiente adiabático, respectivamente [42].

El uso de las transformaciones unitarias, nos permite además encontrar una relación

entre el hamiltoniano ĤCD del protocolo Counterdiabatic Driving visto anteriormente y

un invariante de movimiento [13] asociado a un hamiltoniano de la forma:

ĤCD(t) = 1
2
[
p̂2 + α2(t)x̂2 + λ(t)(x̂p̂+ p̂x̂)

]
, (3.40)

Utilizando el enfoque de las transformaciones unitarias D̂(t) y Ŝ(t) dadas por Eq. (2.71)

y Eq. (2.59) respectivamente, este hamiltoniano se convierte en

ĤS(t) = 1
2ρ2

[
p̂2 + ω2

0x̂
2
]

(3.41)

donde nuevamente ω0 = ω(0) y ρ satisface la ecuación de Ermakov

ρ̈+ (α2 − λ2 − λ̇)ρ = ω2
0
ρ3 , (3.42)

mientras que, el invariante es

ÎCD(t) = 1
2

{
[(ρλ− ρ̇)x̂+ ρp̂]2 + ω2

0
x̂2

ρ2

}
. (3.43)

Al igual que en el caso anterior, buscamos que ĤCD(t) e ÎCD(t) conmuten en t = 0 y

t = tf , de manera que es necesario fijar condiciones de frontera para ρ(t), α(t) y λ(t).

En t = 0, podemos fijar α(0) = ω0, mientras que λ(0) = 0 y λ̇(0) = 0. Para ρ(0) y sus

derivadas, utilizamos las mismas condiciones dadas por Eq. (3.8).

En t = tf , fijando α(tf ) = ω2
f , λ(tf ) = 0 y λ̇(tf ) = 0 y las condiciones dadas por Eq. (3.9)

para ρ(tf ) y sus derivadas, se garantiza que [ĤCD(tf ), ˆICD(tf )] = 0.

Debido a que ĤCD(t) e ÎCD(t) son los mismos en t = 0 y además se reducen al caso discutido

anteriormente, estos pueden ser escritos en términos de los operadores de aniquilación y

creación Eq. (3.26). Por otro lado, para t > 0 la evolución de estos operadores puede ser

obtenida a partir de las transformaciones D̂(t) y Ŝ(t). De esta forma, los operadores ât y

â†
t son:

ât =
√
ω0

2

{
x̂

ρ
+ i

ω0
[(λρ− ρ̇)x̂+ ρp̂]

}
y â†

t =
√
ω0

2

{
x̂

ρ
− i

ω0
[(λρ− ρ̇)x̂+ ρp̂]

}
, (3.44)
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y los operadores de posición y momento

x̂ = ρ

2

√
2
ω0

(
ât + â†

t

)
y p̂ = i

ρ

√
ω0

2
(
â†

t − ât

)
− (λρ− ρ̇)√

2ω0

(
ât + â†

t

)
. (3.45)

Si sustituimos x̂ y p̂ en el hamiltoniano Eq. (3.40), tendremos finalmente que

ĤCD(t) = 1
2

[
Q1(t)

(
âtâ

†
t + â†

t â
)

+Q2(t)
(
â2

t + â†2
t

)
+ i

ρ̇

ρ

(
â†2

t − â2
t

)]
, (3.46)

con enerǵıa promedio

⟨ĤCD(t)⟩n = QCD(t) ⟨Ĥ(t)⟩n , (3.47)

donde ⟨ĤCD(t)⟩n es la enerǵıa adiabática promedio mencionada anteriormente y

QCD(t) = ω0

ω(t)

[
ρ̇2

2ω2
0

+ 1
2ρ2 + (α2 − λ2)ρ2

2ω2
0

]
(3.48)

es el correspondiente coeficiente adiabático.

Hasta este punto, hemos encontrado el hamiltoniano asociado a dos diferentes proto-

colos en términos de sus respectivos operadores de aniquilación y creación y hemos defini-

do, en cada caso, un coeficiente adiabático. En cada uno de los protocolos, la función ρ(t)

asociada satisface distintas ecuaciones de Ermakov. Además, resulta importante destacar

el hecho de que Î(t), escrito en términos de ρ(t), cumple con la condición dÎ/dt = 0, es

decir, es un invariante de movimiento no solo en t = 0 y t = tf , sino que a cualquier

tiempo.

Si definimos de manera particular las funciones α(t), λ(t) y ρ(t) para el hamiltoniano

general ĤCD(t) de la siguiente manera:

α(t) =

√√√√ω2
t + ω̇2

t

2ω2
t

+ Ω̇tω̇t

2Ωtωt

, λ(t) = −
(
ω̇t

2ωt

+ Ω̇t

2Ωt

)
, ρ(t) =

√
ω0

Ωt

, (3.49)

donde

Ωt = ωt

√√√√1 − ω̇2
t

4ω4
t

, (3.50)

el invariante de la Eq. (3.43) puede ser escrito como:

ÎCD(t) = ρ2

2

[
p̂2 + ω2

t x̂
2 − ω̇t

2ωt

(x̂p̂+ p̂x̂)
]
. (3.51)

Si comparamos este último invariante con el hamiltoniano asociado al protocolo CD, se

tendrá que ÎCD(t) = ĤCD/ρ
2. Al igual que en el caso anterior, es posible definir operadores

de aniquilación y creación

ât =
√

Ωt

2

(
ζtx̂+ i

p̂

Ωt

)
y â†

t =
√

Ωt

2

(
ζ∗

t x̂− i
p̂

Ωt

)
, (3.52)
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donde ζt = 1 − iω̇t/(2ωtΩt) y [ât,â
†
t ] = 1. De estos últimos operadores, pueden obtenerse

los operadores de posición y momento

x̂ = 1√
2Ωt

(
ât + â†

t

)
y p̂ = i

√
Ωt

2
(
ζtâ

†
t − ζ∗

t ât

)
(3.53)

Sustituyendo estos operadores en la Eq. (3.40), se tiene que

ĤCD(t) = 1
2

[
ω2

t

Ωt

(
âtâ

†
t + â†

t â
)

+ ω̇2
t

4Ωtω2
t

(
â2

t + â†2
t

)
− i

Ω̇t

2Ωt

(
â†2

t − â2
t

)]
, (3.54)

es el hamiltoniano correspondiente al atajo adiabático cuya enerǵıa promedio dependiente

del tiempo para un eigenestado de hamiltoniano es

⟨ĤCD(t)⟩ = QCD(t) ⟨Ĥ(t)⟩ad (3.55)

con

QCD(t) = ωt

Ωt

, (3.56)

el coeficiente adiabático correspondiente.

Si por otro lado, consideramos que α(t) = Ω̃t de la Eq. (3.20) y λ(t) = 0, el caso se

reduce al hamiltoniano del oscilador armónico simple con una frecuencia modificada:

ĤLCD(t) = 1
2(p̂2 + Ω̃2

t x̂
2), Ω̃2

t = ω2
t − 3ω̇2

t

4ω2
t

+ ω̈t

2ωt

, (3.57)

El procedimiento para obtener el hamiltoniano del atajo es el mismo descrito al inicio de

esta sección. Se debe tener en cuenta que en este caso, la ecuación de Ermakov que debe

satisfacer la función ρ(t) es

ρ̈+ Ω̃2
tρ = ω2

0
ρ3 , (3.58)

De igual manera, tanto el invariante como los operadores de aniquilación, creación, posi-

ción y momento estarán dados por Eq. (2.88), Eq. (3.29) y Eq. (3.30) respectivamente de

manera que el hamiltoniano ĤLCD(t) puede ser escrito como

ĤLCD(t) = 1
2

[
Q1(t)

(
âtâ

†
t + â†

t â
)

+Q2(t)
(
â2

t + â†2
t

)
+ i

ρ̇

ρ

(
â†2

t − â2
t

)]
, (3.59)

con

Q1(t) = ρ̇2

2ω0
+ ω0

2ρ2 + Ω̃2(t) ρ
2

2ω0
y Q2(t) = ρ̇2

2ω0
− ω0

2ρ2 + Ω̃2(t) ρ
2

2ω0
. (3.60)

Por último, la enerǵıa promedio para un eigenestado de ĤLCD es

⟨ĤLCD(t)⟩n = QLCD(t) ⟨ĤLCD(t)⟩ad (3.61)



3.3. ENFOQUE DE TRANSFORMACIONES UNITARIAS E INVARIANTES A LOS DIFERENTES PROTOCOLOS35

donde

QLCD(t) = ω0

ω(t)

[
1

2ρ2 + Ω̃2(t)ρ2

2ω2
0

+ ρ̇2

2ω2
0

]
(3.62)

es el respectivo coeficiente adiabático.

Si proponemos ρ(t) como un polinomio de décimo grado:

ρ(t) =
9∑

i=0
Ais

i, s = t

tf
, (3.63)

que satisfaga las condiciones de frontera:

ρ(0) = 1, ρ̇(0) = 0, ρ̈(0) = 0, ρ(3)(0) = 0, ρ(4)(0) = 0, (3.64)

ρ(tf ) =
√
ω0

ωf

, ρ̇(tf ) = 0, ρ̈(tf ) = 0, ρ(3)(tf ) = 0, ρ(4)(tf ) = 0, (3.65)

obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales a partir de los cuales pueden obtenerse

los coeficientes Ai, i = 0,...,9. Finalmente ρ(t) será:

ρ(t) = 1 + 126(γ− 1)s5 − 420(γ− 1)s6 + 540(γ− 1)s7 − 315(γ− 1)s8 + 70(γ− 1)s9 (3.66)

Los coeficientes adiabáticos QIE(t), QLCD(t) y QCD(t) se ilustran en la Fig. 3.2. Esta

gráfica muestra la evolución del coeficiente adiabático Q a lo largo del tiempo para cada

uno de los protocolos discutidos. Se observa cómo cada protocolo maneja la variación en la

relación de frecuencias y el tiempo final, proporcionando una comparación de su eficacia

en la aproximación adiabática bajo las condiciones especificadas.
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Figura 3.2: Coeficiente adiabático Q para los tres protocolos de atajos a la adiabaticidad:

IE (Ecuación (3.43)), LCD (Ecuación (3.48)), y CD (Ecuación (3.62)), con una relación

de frecuencias ω0/ωf = 0.1 y un tiempo final tf = 2.



Caṕıtulo 4

Discusión y Conclusiones

El estudio de los atajos a la adiabaticidad aplicados al oscilador armónico con frecuen-

cia dependiente del tiempo, tanto clásico como cuántico, proporciona una herramienta útil

para acelerar procesos que deben variar de forma gradual para lograr un control efectivo

del sistema considerado. En este caṕıtulo discutimos los principales resultados y damos

algunas conclusiones de nuestro estudio.

Utilizando un enfoque basado en el uso de transformaciones canónicas en el caso

clásico y transformaciones unitarias en caso cuántico, es posible diseñar atajos adiabáti-

cos para el oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo haciendo uso de los

invariantes encontrados en cada caso. Además, se logra interpretar los protocolos Inverse

Engineering (IE), Local Counterdiabatic Driving (LCD) y Counterdiabatic Driving (CD)

bajo una misma teoŕıa. En este último caso, se encuentra una relación entre el hamil-

toniano ĤCD(t) encontrado en la teoŕıa [15] y el invariante ÎCD(t) encontrado a través

del enfoque de transformaciones unitarias. Un resultado importante es que, en cada ca-

so, además del invariante asociado a cada atajo adiabático, se encuentran operadores de

aniquilación y creación que satisfacen la relación de conmutación [ât,â
†
t ] = 1 a cualquier

tiempo. Por otro lado, en la gráfica de la Fig. 3.2, se presentan los resultados obtenidos

para el coeficiente adiabático para cada uno de los protocolos mencionados, en donde,

para los protocolos CD y LCD, se tomaron como referencia las frecuencias Ωt y Ω̃t [15]

respectivamente. Como puede observarse, los tres protocolos tienden a 1 para t = tf , lo

que indica que, en este tiempo, ya no hay transiciones entre los estados de enerǵıa del

oscilador armónico con frecuencia dependiente del tiempo y por tanto siguen la trayecto-

ria adiabática incluso en tiempos muy cortos. Los protocolos que presentan la mayor y

37
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la menor cantidad de transiciones son el LCD y el IE, respectivamente. Esto sugiere que,

aunque todos los protocolos logran eventualmente una evolución adiabática, el enfoque

de Inverse Engineering (IE) es el más eficiente en minimizar las transiciones no deseadas,

mientras que el Local Counterdiabatic Driving (LCD) requiere ajustes más precisos para

alcanzar un comportamiento adiabático óptimo.

Finalmente, a partir de los resultados obtenidos con este trabajo, se planea estudiar

la aplicación de los hamiltoniano ĤIE ĤCD, ĤLCD en términos de sus respectivos opera-

dores de aniquilación, en un arreglo de gúıas de onda. Este estudio permitirá explorar la

viabilidad de implementar atajos a la adiabaticidad en sistemas ópticos, abriendo nuevas

posibilidades para el control preciso de la propagación de luz en dispositivos fotónicos. La

investigación futura se centrará en optimizar estos protocolos para mejorar la eficiencia y

robustez de las gúıas de onda, contribuyendo aśı al avance de la tecnoloǵıa de comunica-

ción y procesamiento de información cuántica.
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[10] Carlos Farina De Souza y Álvaro De Souza Dutra. ((The propagator for a time-

dependent mass subject to a harmonic potential with a time-dependent frequency)).
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