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Resumen 

La reconstrucción de un estado cuántico es un problema de gran importancia en Óptica 

Cuántica y campos relacionados. Diversas técnicas se han desarrollado para éste fin, 

muchas de ellas basadas en Tomografía Cuántica mediante la cual experimentalmente se 

reconstruye el estado cuántico de la luz desde un conjunto completo de mediciones. 

También se ha propuesto medir campos electromagnéticos dentro de cavidades lo que 

permite reconstruir funciones de distribución de cuasi-probabilidad, como la función de 

Wigner que constituye una representación alterna de un estado cuántico del campo 

Electromagnético. 

Recientemente se ha propuesto un método para medir la función de Wigner de un Campo 

Electromagnético cuantizado dentro de una cavidad usando la Transfonnada de Fresnel de 

la inversión de población de átomos cruzando la cavidad. Medir la función de Wigner es 

una tarea dificil, sin embargo, puede s~,r que sea suficiente tener información de algunas 

características del campo, como propiedades de compresión y de fase. 

Proponemos un esquema sencillo para medir propiedades de fase y compresión de un 

oscilador armónico. Tratamos el caso de un Campo Electromagnético en una cavidad, pero 

este esquema puede ser fácilmente realizado en trampas de iones, como la trampa de Paul. 

El método consiste en realizar trati$fonnaciones integrales de propiedades atómicas 

mensurables, obtenidas al mandar un átomo a través de una cavidad conteniendo el campo 

bajo estudio, después se aplica una rotación apropiada a la salida de la cavidad y se mide su 

energía. De esta forma midiendo las polarizaciones atómicas es posible, después de un 

proceso de integración, medir las fluctuaciones del Campo Electromagnético así como sus 

propiedades de fase. 

Después aplicamos esta metodología a una trampa Paul con frecuencia dependiente del 

tiempo donde con ayuda del invariante de Lewís le quitamos la dependencia temporal al 

hamiltoniano para aplicarle nuestra metodología. 
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' CAPITULO 1 

Introducción. 

Desde el siglo pasado ha tenido lugar un profundo cambio en las opm10nes que los 

científicos tenían sobre los principios matemáticos de la física. Anterionnente se suponía 

que la mecánica de J-:-Jewton constituía la base para la descripción de todos los fenómenos 

físicos, y que por tanto, todo físico teórico debía contribuir al desarrollo y aplicación de 

éstos principios. El reconocimiento de que no existe razón lógica alguna para que los 

principios newtonianos y de otros clás;cos tengan que ser válidos fuera del campo en que 

han sido comprobados experimentalmente, trajo consigo las primeras experiencias que 

pusieron de manifiesto la absoluta necesidad de apartarse de éstos principios. Los intentos 

de superar las divergencias se concretaron en la introducción de nuevos formalismos 

matemáticos, de nuevos sistemas de axiomas y reglas en los métodos de la física teórica. La 

mecánica cuántica es un buen ejemplo de las nuevas ideas. En ella se exige que los estados 

de un sistema dinámico estén relacionados con las variables dinámicas de una nueva fonna, 

ininteligible desde el punto de vista clásico[ 1.1, 1.2]. 

Como todos los procesos están interconectados lo ideal es separarlos y estudiarlos 

individualmente. La posibilidad • de observar partículas individuales atrapadas abrió la 



posibilidad de una nueva dimensión en mediciones atómicas. Hasta hace unos años todas 

las mediciones fueron llevadas a cabo sobre un ensamble de partículas. Por lo tanto, el 

valor medido era un valor promediado sobre muchas partículas. 

Muchos experimentos modernos de óptica cuántica examman la interacción de uno o 

algunos átomos con un modo de un resonador cuantizado de una cavidad de muy alta 

calidad. Estos experimentos penniten estudiar el acoplamiento de la radiación y la materia 

en gran detalle [ 1.3, 1.4, 1.5]. Los resultados de éstos experimentos incluyen la 

demostración de la naturaleza cuántica de la luz, la modificación de la razón de emisión 

espontánea por una cavidad resonante, etc. 

La posibilidad de llevar a cabo experimentos de éste tipo se propicio por el atrapamiento de 

nubes de partículas o incluso átomos o iones individuales en pequeñas regiones del espacio 

fue abierta con la invención de trampas electromagnéticas. 

Varias trampas han sido desarrolladas para mantener aislados átomos por largos periodos 

de tiempo, como las de Kingdom [1.6], ,Penning [1.7] y Paul [1.8] quien recibió el premio 

nóbel por la invención de la trampa eledtrodinámica. En ésta trampa la idea es mantener la 

pmiícula cargada confinada mediante campos electromagnéticos oscilando a 

radiofrecuencias. 

Se han hecho grandes esfuerzos enfocados en las fluctuaciones en las amplitudes en 

cuadratura del campo electromagnético para producir estados comprimidos. Esto es una 

componente en cuadratura del campo tiene menor ruido que un estado coherente, y un 

exceso de ruido en la componente en cuadratura conjugada de manera tal que el producto 

de las varianzas de estas componentes debe satisfacer la relación de incertidumbre. En este 

sentido se han realizado estudios debido a sus aplicaciones en redes de comunicación 

ópticas [ 1.9], en técnicas interferométricas [1.10], además, la generación de estados 

comprimidos ha sido observado en muchos procesos ópticos [ 1.11, 1.12]. 

De esta forma, la investigación de las propiedades de compresión del campo de radiación es 

un tópico central en óptica cuántica. 
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A fin de comprender la importancia de las propiedades mencionadas del campo 

electromagnético en la cavidad y resolver el problema que nos hemos propuesto, 

empezaremos revisando en el Capítulo 2 los conceptos fundamentales de la Mecánica 

Cuántica ya que es en éste escenario donde el sistema propuesto se encuentra. En el 

Capítulo 3 discutiremos la Cuantización del Campo Electromagnético, así corno las 

distintas bases para expresar estados del Campo Electromagnético corno los estados de 

Fock, Coherentes y Comprimidos que son un ingrediente esencial para nuestro problema. 

En el Capítulo 4 plantearemos el principio de incertidumbre de Heisenberg el cual nos 

permite ver el problema de una manera más clara en tém1inos del camino que debemos 

seguir para lograr nuestro objetivo, donde finalmente lo resolvemos, mostrando la relación 

entre la inf01mación medible u observable y su relación con el Campo Electromagnético en 

la cavidad. Una vez resuelto nuestro problema aplicar nuestra metodología en el caso de 

una trampa de Paul para iones para lo cual en el Capítulo 5 revisamos la teoría necesaria 

para comprender el funcionamiento de una trampa de Paul en términos de los campos 

involucrados y del ion, para finalmente en el Capítulo 6 aplicar nuestro resultado a una 

situación novedosa que consiste en una trampa de Paul pero con frecuencia dependiente del 

tiempo. En éste capítulo partimos de un hamiltoniano dependiente del tiempo y 

posteriormente mediante transfonnaciones le quitamos la dependencia temporal y 

finalmente extraemos información del Campo Electromagnético, como queríamos. 
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' CAPITULO 2 

Conceptos fundamentales. 

2.1. Introducción. 

La mecánica clásica desde los tiempos de Newton se ha ido desarrollando progresivamente 

y se ha aplicado a un conjunto de sistemas dinámicos cada vez más amplio, del que forma 

parte el campo electromagnético en tsu interacción con la materia [2.1]. Las ideas 

fundamentales y las leyes que rigen su aplicación constituyen un esquema tan sencillo y 

elegante, que parecía imposible modificarlo seriamente sin destruir todas sus atractivas 

características. Sin embargo, se ha conseguido construir un nuevo esquema, llamado 

mecánica cuántica, más adecuado para la descripción de los fenómenos de escala atómica, 

y que es en ciertos aspectos más elegante y satisfactorio que el esquema clásico. Esto ha 

sido posible gracias a que los cambios introducidos por la nueva teoría son de carácter muy 

profundo y no simples modificaciones que destruirían las características de la teoría clásica 

que le confieren su armonía, y así ha resultado que todas estas características han podido 

ser incorporadas al nuevo esquema. 
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La física Cuántica constituye en la actualidad la base del conocimiento del mundo que nos 

rodea. A escala atómica y subatómica cualquier fenómeno precisa para su explicación de 

ésta teoría, incluso fenómenos catalogables como macroscópicos requieren de argumentos 

cuánticos para su correcta asimilación. 

2.2. Descripción cuántica de un sistema. 

Para poder entender soméramente la diferencia entre la descripción clásica y cuántica de un 

sistema físico comenzaremos porel estudio de un caso muy sencillo; el sistema elemental 

formado por una sola partícula. 

Desde el punto de vista clásico, la dinámica de este sistema viene dada por el conocimiento 

de su posición, r(t) y su velocidad, v(t); y con éste conjunto de parámetros se detennina 

el estado de la partícula del cuaLse conoce su evolución temporal aplicando la mecánica 

newtoniana a un estado inicial. Por lo tanto el estado es detenninista; esto es, descrito con 

incertidumbre nula. 

Sin embargo en el caso cuántico el estado viene dado por el conocimiento de un campo 

escalar, denominado función d~ onda, \.1-' (r ,t), en todos los puntos del espacio. Es decir, 

ahora el estado, para cada instante de tiempo t, viene dado por un número infinito de 

parámetros, en lugar de los seis del ~aso clásico. Además la evolución del estado del 

sistema está determinado por la ecuación de Schrodinger para la función de onda: 
'1 

(2.1) 

donde H es el operador hamiltoniano del sistema que representa la energía total, similar al 

utilizado en mecánica clásica. Así pues, conocida \Jf (r,o ), es posible, resolviendo la 

ecuación 2.1, detenninar \.1-' ~,:, t) para cualquier instante posterior. 

Ya que la descripción del estado del sistema en el caso cuántico es probabilística. La 

probabilidad de encontrar a nuestra partícula en el instante t en el intervalo de volumen 
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diferencial cfr=dxdydz alrededor del punto del espacio r viene dada por 'V 0·, t )2 d 3r. Por 

tanto, la función de onda actúa en la teoría como una función de densidad de probabilidad, 

y, como tal, ha de verificar en todo el espacio la relación siguiente: 

2.2 

2.3. El espacio de las funciones de onda. 

El espacio de funciones de onda que verifican la relación 2.2, se debe restringir a funciones 

que sean de modulo al cuadrado integrable, este espacio se denomina espacio L 2 . Pero 

debido a que estas funciones de onda satisfacen ciertos criterios de regularidad ( están 

acotadas, están definidas para cualquier F, y son continuas e infinitamente diferenciables ), 

se supondrá que constituyen un- subespacio de L 2 al que se denomina F y es posible 

demostrar que es un espacio de Hilbert, es decir es un espacio vectorial lineal, en cual esta 

definido un producto escalar, y es compl~to. Este espacio tiene definido el producto con las 

propiedades ya conocidas de simetría, linealidad, ortogonalidad, autoproducto escalar, 

norma y desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

Sobre las funciones de onda pueden actuar operadores lineales, que son entidades 

matemáticas que al aplicarse sobre una función de onda 'V (F) E F, la transforma mediante 

una correspondencia lineal, en otra 'V (rf) no necesariamente perteneciente a F: 

2.3 

Así mismo se puede definir el producto de dos operadores lineales A y B, el cual en general 

no es conmutativo; es decir AB'V (F) f- BA'V (F) y en donde se obtiene una relación 

llamada el conmutador, que se define como [A, B]=AB-BA. 

Y a que el espacio F tiene la estructura de un espacio de Hilbert; se trata entonces de un 

espacio vectorial de dimensión infinita, el cual puede ser expandido de forma única por 

ciertos conjuntos de funciones (no necesariamente pertenecientes a F), cada uno de los 
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cuales recibe el nombre de base del espacio F. Con base en lo anterior, podemos decir que 

un conjunto ortononnal de funciones se dice base de F si cualquier función de onda de F, 

\jJ (r), puede expresarse de fonna unívoca como una combinación lineal de las funciones 

que constituyen el conjunto: 

2.4 

donde e; = (u;,\J1) es el producto escalar de u; con \jJ [2.2]. De ésta forma el conjunto de 

números complejos e¡ representará a \ji (F) en la base ~¡(r)}. 

Una vez establecida una base, se puede expresar de manera muy sencilla el producto 

escalar de dos funciones de onda en función de sus componentes en dicha base. Es decir, 

dada ~;(f)} base de F, y \ji (r), ~(r) E F tales que 

2.5 

~~7)= Lb.iu_¡(r), 2.6 
.i 

se tiene que 

2.7 

Y además la condición para que el conjunto ~;(f)} sea una base se puede expresar como-: 

2.8 

donde 8(x:) es la delta de Dirac. Este tipo de relación se denomina de clausura. 

Ahora sea el conjunto de funciones {oª (f) l donde a es un parámetro de enumeración 

real. Este conjunto se dice ortonormal si se satisface la siguiente relación: 
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f co; (f)co
0 
.(r)d3r = 8 (a -a'). 2.9 

El conjunto es una base s1 es posible una descomposición lineal unívoca de cualquier 

función de onda: 

2.10 

Al igual que en el caso de bases pertenecientes a F, dadas dos funciones de onda \V (f), 

~(f) EF cuyos componentes en una base concreta {coª (f)}
0 

son conocidos, 

\V (r) = f aªffiª (f)da, 

~ (r) = f bª.coª,(r)da ', 

su producto escalar se puede calcular como 

De forma similar se define también una relación de clausura 

2.11 

2.12 

2.13 

2.14 

De lo expuesto anteriormente podría decirse que todas las bases de F han de ser conjuntos 

ortononnales de funciones, y esto no es así. No existe razón por la cual un conjunto no 

ortogonal, pero completo, no pueda ser una base; basta con que verifique la relación de 

clausura adecuada. 
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2..4. Notación de Dirac .. 

Ya que las entidades fundamentales en mecánica cuántica son los estados de sistemas y los 

operadores. El fonnalismo de Dirac es conciso y conveniente para analizar estas 

expresiones mecánico-cuánticas. En la notación de Dirac, un sistema mecánico-cuántico 

puede ser descrito completamente por su vector de estado el cual puede ser expresado por 

bras y kets. Estas dos representaciones contienen la misma infonnación y son adjuntos 

entre si en un espacio de Hilbert H. El ket se escribe como \V , donde \V especifica el 

estado, y el vector asociado a este estado se denomina bra y se escribe como \V . 

Un estado puede ser expandido en una superposición de estados t 

2.15 
11 

donde c11 es un numero complejo. 

El producto escalar de dos estados se expresa en la siguiente fonna 

2.16 

donde el vector asociado \V es el con~ugado hermitiano del ket correspondiente [2.3]. La 
y 

conjugación hennitiana se identifica con "+"yes una operación lineal. Cuando un producto 

simple escalar ya sea de operadores y/ó de estados se conjuga, los factores se conjugan y su 

orden se invierte 

2.17 

donde el producto escalar es un número complejo. Similarmente se puede aplicar a 

productos de más de dos factores, repitiendo la regla: 
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2.18 

Ya que \V y c \V , representan el mismo estado, por convención (y para simplificar la 

interpretación probabilística del vector de estado) se utilizan vectores de estado 

normalizados 

\V\V =1. 2.19 

Entonces a cada estado le corresponde un vector de estado único ( excepto por un factor de 

fase) y la probabilidad de encontrar el objeto descrito por \V en el estado t esta dada 

por: 

2.20 

Dos estados son ortogonales si satisfacen>la siguiente relación: 

2.21 

y son idénticos si se verifica que 

2.22 

2.4.1. Estados de número. 

Ya que la energía es un observable, entonces se asocia con un operador Hermitiano y con 

un conjunto completo de estados, donde la energía de cualquiera de estos puede ser escrita 

como ñv(n+l/2), donde n= 1, 2, 3, ... es el número de cuantos de energía electromagnética 

en el modo, y los eigenestados de energía se representan como {n } y son llamados estados 
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de número o de Fock [2.4]. El estado O es el estado base del campo electromagnético y 

también es conocido como el estado vacío. 

Ya que los eigenvalores no son degenerados, entonces los estado de número son 

ortogonales. Además, los estados se encuentran normalizados, es decir: 

111 n = 8
11111

• 2.23 

La base de los estados de número es una base completa y además muy conveniente para 

expandir estados del campo electromagnético. 

2.4.2. Operadores lineales. 

Todas las dinámicas y las mediciones de sistemas en mecánica cuántica son desc1itas por la 

acción de operadores lineales. Frecuentemente, pero no siempre los operadores son 

denotados por A . En general, cuando un operador actúa sobre un estado, el estado 

resultante es un estado diferente: 

2.24 

Es importante notar el orden entre el 011erador y el estado, y entre diferentes operadores, ya 

que el álgebra de operadores no es conmutativa. Los operadores actúan a la derecha sobre 

kets y a la izquierda para bras. 

Otro producto de interés es el externo de dos operadores \.lf y ~ que se define como: 

\.¡J ~' 2.25 

y que es una matriz. 

Un operador muy especial es el operador identidad J definido por 
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2.26 

El operador identidad se puede escribir de manera más explicita en ténninos del conjunto 

de estados {~
11 

} de una base ortononnal completa, donde el operador identidad queda 

como: 

2.27 
11 

Esta relación es de gran utilidad en el álgebra de operadores. Sin embargo, ya que el efecto 

de cualquier operador se conoce completamente si es conocida la forma de operar de este 

sobre cada uno de los estados base elegidos, entonces cualquier operador se puede expresar 

como una suma de productos externos; es decir si el operador cumple la siguiente relación: 

Á ~11 = Lªmn ~m 
2.28 

117 

entonces _dicho operador se puede expresar como: 

Á = I ª17711 ~111 ~11 • 
2.29 

m.n 

Un operador lineal satisface la siguiente relación: 

2.30 

y también para la suma 

2.31 

Y el inverso de un operador se define como: 
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2.32 

aunque no siempre existe. 

De la relación anterior se desprenden las características para el operador unitario ú : 

o también 2.33 

También se define el conmutador de dos operadores Á y /J como: 

2.34 

De la relación anterior se observa que el conmutador es cero si los operadores comnutan, 

pero si no comnutan es posible encontrar estados muy particulares para los cuales el 

conmutador sea cero. Esta álgebra no-conmutativa es uno de los ingredientes que hace a la 

mecánica cuántica más rica en fenómenos que la mecánica clásica, pero frecuentemente 

más dificil de realizar los cálculos. Además los operadores observables que no conmutan 

conducen al concepto de complementaridad y de incertidumbre en mecánica cuántica. 

El eigenestado E y el eigenvalor Ande un operador Á satisfacen 
11 

2.35 

donde los eigenvalores ''A 11 son en general complejos. 

Y a que todas las entidades medibles u observables corresponden a operadores ó, los cuales 

son operadores hermitianos, que son definidos como: 

2.36 

De la ultima relación se concluye que los eigenvalores de los operadores hem1itianos son 

reales. Además los eigenestados para ó con diferentes eigenvalores son ortogonales. Si 
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todos los eigenvalores son diferentes, entonces el conjunto de eigenestados (nonnalizados) 

{E
11 

} define una base ortononnal completa. 

Cuando uno realiza una medición de una observable correspondiendo al operador 

hennitiano 6, la medida producirá uno de los eigenvalores del operador. La probabilidad 

de obtener una medida específica An cuando se mide el estado \.V esta dada por: 

~, = En '-1' 2.37 

Ya que a priori la medida resultante de un estado específico es en general indetenninista, 

entonces, si la medición produce A0 como resultado, el estado colapsa en el estado E11 • 

Este notable resultado es el postulado de proyección de von Neumann. 

Ya que la mecánica cuántica no es determinista sino mas bien estadística, el valor esperado 

de un operador, tomando como vector de estado \.V , puede expresarse como: 

A = w A111 = 'P
11
A

11 
=' E ... 

11 
_11, 

2
A =' e 

2
A , 't' 't' ¿ ¿ 't' 17 ¿ 11 11 2.38 

11 11 

donde c11 = E11 \.V es el coeficiente de hpansíón del vector de estado en la base {E11 } 

Otro operador importante es el operador de densidad p . Para un estado puro es 

simplemente p = \.V \.V , cuya forma simétrica de operar resulta muy conveniente en el 

álgebra de operadores. El valor esperado de un operador puede escribirse como: 

donde se utiliza Tr para expresar la traza y se calcula por expandir el estado \.V en 

cualquier base ortononnal completa y sumar los elementos de la diagonal, esto es: 
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2.40 I 2,, = C A , 
11 17' 

17 11 

lo que conduce a un caso simple: 

Tr{p}=l. 2.41 
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' CAPITULO 3 

Cuantización del Campo 
Electromagnético. 

3.1. Introducción. 

Para estudiar las características cuánticas de la luz es necesario llevar a cabo la cuantización 

del campo electromagnético por medio del modelo del oscilador annónico. 

El oscilador armónico juega un,papel muy importante en la física, y en particular en física 

cuántica, ya que este se utiliza para modelar de manera aproximada sistemas que involucran 

oscilaciones cuantizadas, como en Electrodinámica Cuántica ó en la teoría de vibraciones 

cristalinas y moleculares [3 .1 ], además se puede resolver exactamente. En capítulos 
I 

posteriores se utilizará en la descripción del campo electromagnético, así como en sistemas 

qe enfriamiento láser de iones en trampas de Paul. 

En este capítulo describiremos los estados cuánticos de un oscilador harmónico simple 

descrito por el siguiente hamiltoniano 

" p2 1 2 "2 
H=---+-MQx, (3.1) 

2M 2 

donde M es la masa de el oscilador y Q es su eigenfrecuencia. Los operadores x y p 

describen su posición y momento, respectivamente. 
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Estudiaremos tres conjuntos posibles de estados base: los estados de F ock o de número, los 

estados coherentes y los estados comprimidos. 

3.2. Cuantización del campo. 

Un punto de partida para la cuantización del campo electromagnético son las ecuaciones 

clásicas de Maxwell para el campo electromagnético libre [3.2, 3.3, 3.4]: 

V•B=O 

VxE=- aB 
a1 

V•D=O 
8D 

VxB=······-
at 

(3.2) 

donde B=µofl, D=EoE, µ0 y EoE son la permeabilidad y permitividad del espacio libre, y 

µ0r,0=c-2
. Las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante cambios de escala o condiciones 

adicionales cuando no hay fuentes. 

Una elección conveniente para analizar problemas en óptica cuántica es la condición de 

contraste de Coulomb, en el cuál tanto B como E pueden ser determinados de un vector de 

potencial A(r,t) como sigue: 

(3.3) 

utilizando la condición de contraste de Coulomb definida como: 

(3.4) 

con estas expresiones podemos encontrar que A(r,t) satisface la ecuación de onda, dada por: 

(3.5) 
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Estudiaremos tres conjuntos posibles de estados base: los estados de Fock o de número, los 

estados coherentes y los estados comprimidos. 

3.2. Cuantización del campo. 

Un punto de partida para la cuantización del campo electromagnético son las ecuaciones 

clásicas de Maxwell para el campo electromagnético libre [3.2, 3.3, 3.4]: 

V•B=O 
éJB 

VxE=----
éJt 

V•D=O 

VxB = éJD 
éJt 

(3.2) 

donde B=µolf, D=EoE, µ0 y EaE son la permeabilidad y permitividad del espacio libre, y 

µ0r,0=c-2_ Las ecuaciones de Maxwell son invariantes ante cambios de escala o condiciones 

adicionales cuando no hay fuentes. 

Una elección conveniente para analizar problemas en óptica cuántica es la condición de 

contraste de Coulomb, en el cual tanto B como E pueden ser determinados de un vector de 

potencial A(r,t) como sigue: 

B = VxA 

E =-él_1' 
éJt 

utilizando la condición de contraste de Coulomb definida como: 

V•A=O, 

(3.3) 

(3.4) 

con estas expresiones podemos encontrar que A(r,t) satisface la ecuación de onda, dada por: 

2 léJ2A(r,t) 
V A(r,t) = 2 ---ati-~-' (3.5) 
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la cual podemos separar en dos términos complejos 

(3.6) 

Donde Ar+) (r,t) contiene todas las amplitudes que varían como e-imt para co>O y Ar-) (r,t) las 

que varían como e +imr y las amplitudes satisfacen Ar+)=(A(-J) *. 

Ya que es más sencillo manejar un conjunto discreto de variables que uno continuo, 

entonces describimos el campo en una región restringida a cierto volumen del espacio y 

expandimos el vector de potencial en términos de un conjunto discreto de funciones de 

modo ortogonales, esto es: 

(3.7) 

donde los coeficientes de F ourier ck son constantes para el campo libre. El conjunto de 

funciones de los vectores de modos uk(r);correspondiendo a las frecuencias cok satisfacen la 

siguiente relación: 

(3.8) 

también, las funciones de modo son requeridas para satisfacer la condición de 

transversalidad: 

(3.9) 

donde las funciones de modo constituyen un conjunto n01mal completo, es decir: 

(3.1 O) 
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además, dichas funciones dependen de las condiciones de frontera del volumen en 

consideración, es decir, condiciones de frontera periódica correspondiendo a modos de 

ondas viajeras o condiciones apropiadas para reflexión en las paredes las cuales conducen a 

ondas estacionarias. Para el caso de un volumen cúbico de lado L, tenemos; 

(3.11) 

donde ¿P,) es un vector unitario de polarización. Los índices de modo k describen diversas 

variables discretas, el índice de polarización (A= 1, 2) y las tres componentes cartesianas de 

el vector de propagación k. Cada una de las componentes de el vector de onda k toma los 

valores siguientes: 

k = 2nn:: 
:: L ' 

(3.12) 

debido a la condición de transversalida9~" es necesario que el vector de polarización ¿<'A) sea 

perpendicular a k. Tomando en cuenta esto, el vector de potencial se puede escribir de la 

siguiente forma: 

(3.12) 

Lo que nos da una fonna para el campo eléctrico: 

(3.13) 

donde en la última ecuación los factores de normalización se han seleccionado para que ak 

y ak * no tengan dimensiones. 

En la Teoría Electromagnética Clásica, éstas amplitudes de Fourier son números complejos. 
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Finalmente la cuantización del campo electromagnético se logra eligiéndolos operadores ak 

y ak * mutuamente adjuntos, y tomando en cuenta que los fotones son bosones, estos 

satisfacen las relaciones de conmutación siguientes: 

(3.14) 

El comportamiento dinámico del campo electromagnético puede ser descrito por un 

conjunto de osciladores armónicos independientes los cuales obedecen las relaciones de 

conmutación anteriores. Los estados cuánticos de cada modo pueden ser descritos por un 

vector de estado \.11 k del espacio de Hilbert apropiado para cada modo. 

El hamiltoniano para el campo electromagnético esta dado por: 

1 f ' 7 • H = 
2 

(E 0E- + µ0H-)dr 
(3.15) 

= ¿ñwk(a/ ak + ½) · 
k 

Este último resultado representa la suma del operador de número de fotones en cada modo, 

multiplicado por la energía de un fotón en ése modo, mas ½ ñw k que representa la energía 

de las fluctuaciones en el vacío de cada modo. En lo que sigue consideraremos tres posibles 

representaciones del campo electromagnético: los estados de número a Fock, los estados 

coherentes y los estados comprimidos. 

3.3. Estados de Fock. 

El hamiltoniano de la ecuación 3 .15 tiene los eigenvalores ñw k (nk + ½) donde nk es un 

entero (nk=O, 1, 2, ... , oc). Los eigenestados se escriben como nk y son conocidos como 

estados de número o de F ock, estos estados son eigenestados del operador de número 

Nk=ak + ak, es decir: 
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(3.16) 

donde además el estado base del oscilador ( o el estado vacío del modo del campo) está 

definido por: 

(3.17) 

lo que da lugar a que la energía del estado base se exprese como: 

(3 .18) 

también, la aplicación de los operadores de creación y aniquilación a los estados de 

número, produce las siguientes relaciones: 

(3.19) 

de lo anterior se puede encontrar que los vectores de estado para los estados de excitación 

más altos se pueden obtener por la aplicación sucesiva del operador de creación al estado 

vacío, esto es: 

nk = O, l, 2, ... , (3.20) 

además los estados de número un conjunto de estados ortogonales y completos, es decir, 

satisfacen las relaciones siguientes: 

a: 

L nk nk = l, (3.21) 
nk=O 
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ya que la norma de estos eigenvectores es finita, entonces forman un conjunto completo de 

vectores base para un espacio de Hilbert. 

Los estados de número son una forma muy útil para la representación de fotones de alta 

energía, pero solo para el caso en que el numero de fotones sea pequeño; ya que para 

campos ópticos en los que el numero total de fotones es grande, esta representación no 

resulta ser muy adecuada. Una base mas apropiada para muchos campos ópticos son los 

estados coherentes. 

3.4. Estados coherentes. 

Los estados coherentes tienen un número de fotones indefinido, lo que permite expresar la 

fase con mayor precisión que en los estados de numero donde la fase es completamente 

aleatoria. El producto de las incertidumbres en la amplitud y la fase para un estado 

coherente, es el valor mínimo p~rmitido por el principio de incertidumbre. Lo que hace que 

sean los estados mecánico-cuánticos más cercanos a la descripción clásica del campo. Estos 

estados se pueden generar fácilmente ut!}izando el operador unitario de desplazamiento de 

Glauber [3 .5]: 

(3 .22) 

donde a es un número complejo arbitra~o. 

Ahora vamos a rescribir esta última relación con ayuda del teorema de Baker-Hausdorff: 

(3.23) 

lo que nos da como resultado para el operador de desplazamiento: 

D( ) 
-a 

2
, 2 act -a•a a =e e e , (3.24) 

este operador de desplazamiento satisface las siguientes propiedades: 
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D+(a) = n-1(a) =D(-a), 

D+(a)a+D(a)=a+ +a* 

D+(a)aD(a) = a+a, 
(3.25) 

Con el operador de desplazamiento, los estados coherentes se generan al aplicarlo sobre el 

estado vacío, es decir: 

a = D(a) O . (3.26) 

Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilación a, y también se 

pueden obtener a partir de una superposición de estados de número, como se muestra en la 

siguiente relación: 

(3.27) 

También podemos determinar la distiil?ución de probabilidad de fotones en un estado 

coherente, la cual toma la forma de una distribución de Poisson: 

2 
P(n) = na = 

211 -a 
a e 

n! 

donde a 2 es el número medio de fotones ( n = ·a ·a+ a a = a 
2 

). 

Para dos estados coherentes cualesquiera a y p se satisface la siguiente relación: 

D(a + P) = D(a )D(í3) exp(-ilm {aP *}), 

con el producto escalar para estos estados de la siguiente forma: 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 
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de ésta última relación tenemos que: 

(3.31) 

La ecuación anterior expresa que los estados coherentes no son ortogonales, pero pueden 

aproximarse a la ortogonalidad. Los estados coherentes fonnan un conjunto sobrecompleto, 

de acuerdo a: 

(3.32) 

Finalmente, para ilustrar el significado físico de los estados coherentes; podemos decir que_, 

el campo generado por un láser altamente estabilizado operando por arriba de su nivel 

umbral, es un estado coherente[3.6]. Estos estados constituyen una base muy útil para 

expandir el campo óptico a problemas relacionados con física de laseres y óptica no lineal. 

3.5. Estados comprimidos. 

Estos estados constituyen otra clase de estados de mínima incertidumbre, los cuales pueden 

tener menos ruido que un estado coherente en una de sus dos componentes en cuadratura, 

en tanto que el ruido en la otra componente en cuadratura es mayor que aquella para el 

estado coherente; logrando de esta forma mantener un estado de mínima incertidumbre. De 

lo anterior podemos dilucidar que los estados coherentes son una clase especial de un 

conjunto mas general de estados de mínima incertidumbre, es decir en los estados 

coherentes las dos componentes en cuadratura presentan igual cantidad de ruido. 

Para analizar esta familia de estados de mínima incertidumbre, comenzaremos citando los 

operadores de posición y de momento para el oscilador armónico: 

q =. 2.l (a+a+), ñw ( +) p=L a-a , 
2 

(3 .33) 
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calculando la varianza, tenemos para un estado coherente, tenemos las siguientes relaciones 

de incertidumbre: 

~ 2 _ ñw 
( {J toh -

2 
' (3.34) 

y el producto de estas incertidumbres, nos da un valor mínimo, como sigue: 

ñ 
(~q~n) = . r coh 2 

(3.35) 

Consideremos ahora las propiedades de un solo modo del campo. Para este caso podemos 

escribir el operador de aniquilación a como una combinación lineal de dos operadores 

hermitianos 

(3.36) 

donde X1 y X2, son las partes real e imaginaria de la amplitud compleja, para amplitudes sin 

dimensiones en las dos cuadraturas del modo. Estos operadores obedecen la relación de 

conmutación 

(3.37) 

con lo que obtenemos para el principio de incertidumbre: 

(3.38) 

si tomamos en esta última relación el signo de igualdad, tenemos los estados de mínima 

incertidumbre, donde un caso particular son los estados coherentes en donde tenemos: 
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(3.39) 

Gráficamente un estado coherente puede ser representado por un circulo de error en un 

plano de complejo con ejes X 1 y X2 y centro en ~ X + iX, = a y radio L1X1=11X2=1 como 
- 1 -'- . 

se muestra en la figura 3 .1 : 

(a) 

Fig. 3. l. Gráfico en el espacio fase ilustrando la incertidumbre en: 

a) un estado coherente a , y b) un estado comprimido a, r 

(b) 

Como ya hemos mencionado existe tma familia de estados de mínima incertidumbre 

definida por la ecuación 3.39. Si gr~ficamos 11X1 contra L1X2 los estados de mínima 

incertidumbre se encuentran sobre la parábola de la figura 3.2. y solamente tienen sentido 

físico aquellos que se encuentran a la derecha de esta curva. El estado coherente con 

L1X1=11X2 es un caso especial y aparece como el punto en la grafica, mientras que los 

estados que se encuentran en la región sombreada en esta misma figura se denominan 

estados comprimidos. Estos estados comprimidos se pueden generar por medio de un 

operador unitario de compresión, definido en términos de E = re2i$ como sigue: 

(3.40) 
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3 

2 3 

Fig. 3.2. Gráfica de LiX 1 contra LiX2 para estados de mínima incertidumbre. 

El punto corresponde a un estado coherente y la región sombreada 

a estados comprimidos 

Este operador de compresión obedece las siguientes relaciones: 

s+ (E)= s-1 (E)= S(-E) 

s+ (E )aS(E) = a cosh r -a+ e-2
i~ senhr 

s+ (E )a+ S(E) = a+ cosh r-a+ e2
;~ senhr 

s+ (E )(Y¡+ iYJS(E) = r;e-r + iY2er 

donde 

(3.41) 

(3.42) 

es una amplitud compleja con una rotación. De aquí se puede observar que el operador de 

compresión atenúa una componente de la amplitud compleja y amplifica la otra, con el 

factor de compresión r= 1 E 1. Entonces, el estado comprimido ex, E se obtiene aplicando 

una compresión al vacío y posterionnente desplazarlo, esto es: 
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a,s =D(a)S(s)O. (3.43) 

Finalmente, podemos calcular los valores esperados y vananzas para un estado 

comprimido, lo que resulta en: 

X 1 +iX2 = Yi +i}"; ei<f> = 2a 

~Yi = e-r, ~y2 = er 

7 7 
N = a - +senh-r 

(3.44) 

7 * 7 • l 7 7 (~)~ = acoshr-a e-1
<1> senhr + 2cosh-rsenh-r 

En esta última relación se muestra como el estado comprimido tiene diferentes 

incertidumbres para Y1 y Y2, como se había graficado en la elipse de la figura 3 .1 b, donde 

sus ejes principales pennanecerta lo largo de los ejes Y1 y Y2. 
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' CAPITULO 4 

Midiendo • T compres1on y fase del 
campo electromagnético. 

4.1. Introducción. 

Es una característica esencial de la Segunda Ley de Newton que dadas las coordenadas 

iniciales y velocidad de una partícula y conociendo todas las fuerzas que actúan sobre ella, 

la órbita queda detenninada unívocamente; y lo mismo es cierto para un sistema de 

partículas. Esta es la esencia del detenninismo [ 4.1]. Sin embargo, en la Física Cuántica 

existe una limitación sobre la certeza con la que se pueden medir dos o más magnitudes no 

compatibles simultáneamente. Este hecho fue fonnulado por el científico alemán W emer 

Heisenberg en 1925, quien demostró que la incertidumbre en el conocimiento de la 

posición de una partícula, multiplicada por la incertidumbre en su cantidad de movimiento, 

nunca puede ser más pequeña que una cierta cantidad, la constante de Planck. Además éste 

límite es una propiedad fundamental e ineludible, que no depende de la fonna en que se 

realicen las medidas, ni del tipo de partícula. 
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4.2. Principio de incertidumbre de Heisenberg. 

La observable de un sistema medido lleva su propia incertidumbre, independientemente de 

cómo el aparato de medición es preparado y de cómo se efectúa la medición [ 4.2]. Para 

comprender mejor este principio fundamental, consideremos un ensemble de sistemas 

cuánticos idénticos preparados en el estado \ji , enseguida medimos una observable A 

para la mitad del ensemble y otra observable ÍJ para la mitad restante además, cada mitad 

contiene prácticamente un número infinito de sistemas idénticos. Suponiendo que la 

medición es perfecta, es decir, que el error medido es cero, entonces, la medición de A dará 

~ 2 
"a'~, uno de los eigenvalores de A con una probabilidad a\jf . Similannente, la medición 

2 
de ÍJ dará uno de sus eigenvalores "b" con una probabilidad de b \ji 

Los valores promedio del ensemble son: 

A = \V A\Jf 

y la desviación cuadrática media de cada medición se define como: 

4.1 

4.2 

El principio de incertidumbre s puede ahora enunciar de la siguiente forma: dadas dos 

observables A y ÍJ' tales que su conmutador es [4,/J ]= iC' donde e es un número o 

una observable, para cualquier estado \.lf del sistema físico sobre el que se realice la 

medida simultánea de ambos, se verifica la relación: 

4.3 
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Como un caso especial tomemos los operadores Á = q (posición) y B = p (momento), de 

una partícula libre. Entonces se llega a la siguiente relación de incertidumbre: 

4.4 

Ya que hemos visto que una representación conveniente del operador de posición es en 

ténninos de los operadores de creación y aniquilación, entonces necesitamos para 

detenninar las desviaciones cuadráticas que nos darán una medida de la compresión medir 

cantidades como: 

q 2
:::; éi 2 +éi+ 2 +2fi +l 4.5 

donde á + y a son los operadores de creación y aniquilación del campo electromagnético, 

respectivamente. Es decir, medir cantidades como " k a con k=O, 1, 2. 

4.3. Espectroscopia inversa. 

En la espectroscopia tradicional algún tipo de radiación incide sobre una muestra y 

posteriormente se colecta nuevamente la radiación ya sea transmitida o reflejada la cual 

contiene información de las características atómicas del material. 

En nuestro caso tomaremos una alternativa diferente, en la cual utilizaremos un átomo 

como instrumento de medición para analizar el campo electromagnético, y es en este 

sentido que podríamos denominarlo espectroscopia inversa. 
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4.4. Midiendo compresión .. 

Empezaremos por escribir el hamiltoniano de interacción para un átomo de dos niveles en 

resonancia con el campo electromagnético y en la aproximación de la onda rotante: 

J-1 = 4.6 

donde cf + y cf _ son los operadores atómicos de subida y bajada, respectivamente, los 

cuales obedecen la relación de com1mtación ~ +'ª J= cr:::. 

Podemos escribir el hamiltoniano de la ecuación 4.6 de otra forma haciendo uso de los 

operadores de Susskind-Glogower [4.3], obteniendo: 

f¡ = "At(. o 
- ñ+l 

4.7 

donde 

4.8 

para el operador de número 11 = a+ a y V= 1 
~--a. Debido a las relaciones f+f = 1 y 

- ñ+l 

f+f -=t-1 es claro que los operadores implicados son anticonmutativos lo que nos permite 

expresar el operador de evolución, como: 

cos( A t . 11 + l ) 

u (t) 
. ,.. + 
lG 

sen 
--

71 + l) 

11 + l 

. sen 
l -

cos( A t 

n//l)dl 

.11) 

4.9 
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Ahora supongamos que el campo electromagnético se encuentra en un estado desconocido 

y el átomo en estado excitado, en éste caso el estado inicial del sistema es 

\-lf (O) = e \-lf F(O) , el cual utilizamos para calcular el promedio del operador cr +, esto es: 

d\ = -i\_¡J F(O) cos(Át n+l)V+sen(Át n+l)\-lf F(O) 

= - ~ \-lf F (O) JJ+ ~en[AtLi+ (n)]-sen[AtLi_ (ñ)J}v F (O) 
4.10 

donde 

Li_(ñ)=- ñ+2- ñ+1. 4.11 

Se puede identificar la forma de la ecuación 4.1 O como una de las integrales de Fresnel 

[ 4.4], como se ve enseguida. 

f 7 AB nA ( • AB
2 

AB
2 J dTTsen(T- / A)sen(BT) = - ---- cos - - + sen - , 

4 2 4 4 
4.12 

si hacemos At=T, podemos utilizar esta integral para calcular el valor promedio anterior: 

4.13 

con 

4.14 

Considerando el hecho de que el número de fotones del campo electromagnético es muy 

grande [ 4.5], entonces podemos hacer la siguiente aproximación , . {~ +2 }~ + 1) ~ n + 3 / 2, 
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y entonces podemos también escribir ,,f+(ñ) ~ 4ñ+ 6 y A2_(ñ) ~O. Tomando ahora 1/A 

=4n, tenemos: 

-- --

i?) ~e ñ+2+- ñ+l)ncos[(4ñ+6)n]=· 2n 2A+(ñ), 4.15 

y también 

,...(J) ~ 2 2 A ( ") y 2 ~ TI u_ n · 4.16 

Finalmente, tomando las simplificaciones anteriores la transformada integral que teníamos 

previamente toma la forma [ 4.6]: 

r dTTsen(T 2 
/ A)a + = -i '2n 2 \11 F(O) p+ ñ +-1 \11 F(O) 

= -i 2n 2 \11 F(O)'ét '-IJ F(O) 
4.17 

En esta última relación notamos que el valor promedio del operador de sub,ida se obtiene a 

partir del operador de creación. 

Ahora lo que necesitamos es encontrar una manera de medir la cantidad 

\11 F (O) [a+f\11 F (O) , para la cual necesitamos una transición de dos fotones, en cuyo caso 

tenemos: 

4.18 

donde 11.(2) es una constante de interacción en el caso de dos fotones. Análogamente al caso 

de un fotón se puede encontrar una expresión para el operador de evolución haciendo 

algunos cambios de variable como: (ñ +i) ➔ (h-t--2)i+.1), V ➔ V2 y p+ ➔ [V+] 2
. 
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De ésta forma es sencillo calcular el promedio del operador a 2l, el cual se puede expresar 

como: 

donde 

= -i \+f F(O) cos ~(2)1 (ñ +-l)(ñ + 2) ]v+J2 sen~\,(l)f _ (ñ + l)(ñ + 2) )v F(O) 

= - ~ \V r(0) [V+]
2
~en[Át8+(ñ)]-sen[Át8 (ñ)])v r(0) 2 -

y lo mismo para: 

8_(ñ) = . (ñ+4)(ñ+3)-- (ñ+2)(ñ+l) ~ 2. 

4.19 

4.20 

4.21 

Observando la forma que toma la ecuación 4.19 en términos de la función seno, utilizamos 

11uevamente la transfom1ada integral de Fresnel de la ecuación 4.12, lo que nos da: 

4.22 

con: 

4.23 

y 

4.24 
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si ahora utilizamos A=Srr, tenemos que la ecuación 4.22. queda [ 4.6]: 

[ dTTsen(T 2 I Srr) cf + ('2) = -i8rr 4 \V F (O) [V+]2 (ñ + l)(ñ + 1) \V F (O) 

= -i8rr 4 [ét]2 
4.25 

Y nuevamente nos queda el promedio del cuadrado del operador de subida en ténninos del 

cuadrado del operador de creación. 

4.5. Midiendo propiedades de fase .. 

Ahora analizaremos las propiedades de fase del campo electromagnético. El procedimiento 

es similar al de las componentes en cuadratura del campo, solo cambia en las transfonnadas 

integrales que utilizaremos. Calcularemos el promedio de cf + para la transición de un fotón 

en el sistema conformado por el átomo en el estado base y un campo arbitrario \jJ F (O) , 

tomando la aproximación para un número grande de fotones, tenemos: 
~ 

cf + = i \J1 F (O) v+ sen(At-, iz-+ 1) cos(AF ñ )(1- O Ü}\jl F (O) 

= i \J1 F (O) v+ sen(At-, ñ + 1) cos(At- i )\jl F (O) 

ahora utilizamos la siguiente transformada integral: 

r sen_(1T) cos~IJ_?JdT = rr / 2 
T ' 

A>B>O 

que en nuestro caso queda: 

4.26 

4.27 

4.28 
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4.29 

para medir [V+ J2 , necesitamos nuevamente un proceso para dos fotones. Así el valor 

promedio de cf ~ para el átomo en el estado base, es : 

cf; = i \V F (O)[V+]2 sen(A(2)t (ñ + l)(ñ +2) )[J/+]2 cos(A(2
)t , (ñ-+ 1)(ri + 2) )J/ 2 \V F (0) 

= i \V F (0) [V+J4 sen(A' 2
)t (ñ + 3)(ñ + 4)) cos(A(2)f_ (fl + l)(ñ + 2.) )J/ 2 \V F(0) 

y nuevamente con la transfom1ada integral anterior, tenemos: 

0(2) . 

f + zn "+ 4 "2 
- -dT = -- \V F(0) [V ] V \V F(0) 
T 2 , 

la cual para un número grande de fotones queda: 

4.30 

4.31 

4.32 

Ahora bien, para detenninar el valor promedio de cf , este se puede determinar a partir de 
' + 

los valores promedio de las variables observables ax y cf .r, de acuerdo con la relación 

ª+ =cf X +icf_,... Donde utilizamos la traza, de la siguiente 

de cf = (la inversión de población o la probabilidad de encontrar el átomo en el estado 

excitado menos la probabilidad de encontrarlo en el estado base) para una matriz de 

densidad con una rotación (en la base atómica) R.= exp[(cf _ -cf Jn / 4]. Lo mismo se lleva 

a cabo para cf .r . Experimentalmente debemos mandar un átomo a través de la cavidad que 
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contiene el campo a estudiar, posteriom1ente rotamos este cuando sale de la cavidad y 

medimos su energía. 
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, 
CAPITULO 5 

Trampa de Paul. 

5.1. Introducción. 

El atrapamiento ó confinamiento de iones por grandes periodos de tiempo ha incrementado 

las aplicaciones de la espectroscopia láser. El hecho de confinar un solo ión nos lleva a un 

sistema con características únicas que permiten probar conceptos fundamentales de la 

mecánica cuántica. Por ejemplo, los saltos cuánticos han sido observados directamente y 

por ello son usados para monitorear la d\námica interna del ión. 

También éste atrapamiento a llevado a la implementación de compuertas cuánticas, lo que 

marca una tendencia a desarrollar computadoras cuánticas. 

En éste capítulo se revisan algunos conceptos básicos sobre la trampa de Paul y se analizan 

las relaciones que rigen el comportamiento de iones dentro de la trampa. 

5.2. Fundamentos de atrapamiento de iones. 

Debido a su carga los iones pueden ser manipulados por campos electromagnéticos, a 

diferencia de los átomos neutros, por ésta razón debemos controlar el campo 
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electromagnético que confinara al ión. Como una primera aproximación consideremos un 

arreglo sencillo que consiste, en un campo estático producido por un electrodo de anillo y 

dos extremos [5.1]. De tal forma que el movimiento de la pmiícula, resulta en un potencial 

denominado de silla de montar, para f 0=cte; que básicamente se caracteriza por un 

movimiento estable en la dirección radial y uno inestable en la dirección normal: 

(5.1) 

Aplicando la ecuación de Laplace al potencial <P anterior [5.2], tenemos: 

~<D(P) = fo ·(2+2-2-2) = 0 (5.2) 

Existen dos técnicas para solucionar este problema con la silla de montar. La primera 

utiliza campos eléctricos y magnéticos estáticos, y se conoce como trampa de Pe1ming 

[5.3]; y la segunda conocida como trampa de Paul [5.4], utiliza campos eléctricos 

dependientes del tiempo. 

En la trampa de Paul, el voltaje de los electrodos se cambia de polaridad logrando con ello 

que las regiones de estabilidad se alternen y se vuelvan estables en esos instantes. 

La situación anterior se puede modelar C,on la siguiente relación: 

(5.3) 

donde ahora tenemos: 

(5.4) 

y los términos U y V son las amplitudes de los voltajes directo y alterno (C.D. y C.A.), 

respectivamente, r0 es el radio del electrodo de anillo, 2z0 es la distancia entre los extremos 

de los campos, y ro,.F2n/T es la frecuencia de C.A como se observa en la figura 2.1 y 2.2. 
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(a) (b) 

► r 

(c) 

Fígura 2.1: Trampa de Paul. (a) Curvas equipotenciales para el campo cuadrupolar. 

(b) Configuración de los electrodos. (c) A la izquierda se muestra un esquema de la 

trampa con electrodos hiperbólicds y a la derecha un modelo eléctrico del sistema 

donde r representa las pérdidas en los electrodos y los alambres, lL y cL la inductancia y 

capacitancia equivalente para el modo COM de oscilación en la dirección z, y CT toma en 

cuenta los efectos combinados de las capacitancias del arreglo a la izquierda. 

Con éstas relaciones, la ecuación clásica de movimiento del ión de masa M y carga e, en 

ténninos del potencial queda: 

Mi+ 2ef (t)(r -3z) = O (5.5) 

donde z = (0,0,z/. Podemos notar que ésta última relación corresponde a la ecuación de 

Mathieu siguiente: 

ª
7 -u 

--- 7 +{a+ 2q cos(2-c )}u= O 
ar-

(5.6) 
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donde realizamos los siguientes cambios de variable: 

'I = ~ Wr/, y (5.7) 

La ecuación de Mathieu es una ecuación diferencial lineal con coeficientes periódicos. Esta 

ecuación puede ser resuelta con el teorema de Floquet el cual asegura que la solución 

general de 5.6 es [5.5]: 

(5.8) 

A y B son constantes y 

O'.) 

~(r) =Hr +n) = ¿C
11
e2

im (5.9) 

es una función periódica. 

Las ecuaciones de Mathieu tienen dos tipos de soluciones [5.6]: 

1) Movimiento estable: Cuando el exponente característico í3 es puramente real la variable 
'i 

u(-r) es acotada y consecuentemente él movimiento es estable. Esto significa que las 

partículas oscilan con amplitudes limitadas y sin golpear los electrodos. 

2) Movimiento inestable: Cuando í3 tiene una parte imaginaria la función u(-r) contiene 

una cont1ibución exponencialmente creciente. Las amplitudes crecen exponencialmente y 

las partículas se pierden al chocar contra los electrodos. 

Es decir, existen condiciones que permiten que el ión quede atrapado en el campo 

cuadrupolar. 
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Las fronteras de las regiones de estabilidad corresponden a valores enteros o cero de 13 y la 

primera región de estabilidad está rodeada por cuatro líneas con 13 =O y l y 13 = O y 1, 

como se muestra en la figura 2.2 siguiente [5.7]: 

a, b 

••• ~ -ío-~ 15 

~~ 

~/ 

-
JJ•il

1 

Figura 2.2: Región de estabilidad I y II de la trampa de Paul. 

Y a que 13 esta detenninada por a y % la ecuación de Mathieu tiene soluciones estables 

como una función de a y q. Regiones de estabilidad para la ecuación (5.8) corresponden a 

regiones en el espacio de los parámetros a-q en donde se traslapan las regiones de 

estabilidad en la dirección axial y radial. 

En la literatura no es posible encontrar soluciones analíticas para la ecuación (5.8), pero 

para la mayoría de las aplicaciones una especificación de la carta de estabilidad de sus 

soluciones es suficiente y no es necesaria una dependencia funcional detallada. Pero se 

puede dar una solución aproximada en la región de estabilidad que es de interés. 

Con este fin podemos rescribir la ecuación (5.8) como: 

oc ~ 

u¡('r) =A¡¿ C~
11 

cos(2n + 13;)-r +B¡ ¿ C~
11
csin(2n + l3¡)t, (5.10) 

n=ctJ 
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.. 
Donde A¡ y B¡ están detennínadas por la posición inicial u¡ (O) y la velocidad u¡ (O) del 

ion, también como de la fase inicial del campo ,f El subíndice i=r, z corresponde a las 

cantidades asociadas con el movimiento axial y radial del ion., respectivamente. 

Los coeficientes C~ están dados por una relación de recurrencia 
_/1 

con 

Dados a¡ y q í, entonces se pueden calcular C~ 11 y í3 ¡ . 

Si definimos 

y haciendo 

u.(t) = U 5 (t) + u111 (t), 
I i 1 

Se obtiene de la ecuación (5.10) 

D'J 

u;1('r) = ¿)(A; coSO\t+B,'senw/)(G~ 11 +G~2,JcosnOt] 
11=1 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 
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Con ro. = í3P. Puede verse de las ecuaciones (5.15) y (5.16) que el movimiento del ion 
1 2 

para la dos regiones consiste de dos componentes: el movimiento u: (t) en la forma de una 

oscilación armónica con una frecuencia ro. y el movimiento um (t) compuesto de la 
I ¡ 

superposición de varias subcomponentes con frecuencia fundamental Q y sus múltiplos 

n.Q (n=2, 3, ... ) y con amplitudes moduladas con la frecuencia ffi¡. Sin embargo, la 

proporción de las dos componentes, ]os valores de ro., el número de subcomponentes que 
1 

contribuyen apreciablemente y sus pesos depende fuertemente de los valores a; y q; , de tal 

forma que ellos variarán con la región. Todo esto se detennina cuando los valores de í3; y 

G~
11 

están dados. 

Varios valores de í3; y G~
11 

correspondientes a algunos valores típicos de a; y q; aparecen 

listados se pueden encontrar en la literatura, de cuya infonnación se puede apreciarse que 

para a<< q < < l en la primera región uno puede asumir que G~
11 
~ G~

211 
y se pueden 

ignorar el resto de los coeficientes G~
211 

(n>l); entonces las ecuaciones (5.15) y (5.16) 

pueden ser rescritas corno 

u 111 (r) = Cu cos Ot cos( w .t + 8. ), 
i iO 1 l 

Es decir 

U¡(t) = uíO cos(ffi/ + 8;)Q + C cosnt) 

donde 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 
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Generalmente se desprecia el micromovimiento, aunque es posible su reducción mediante 

el uso de electrodos adicionales [5.8]. Entonces el movimiento del ion está gobernado por 

la ecuación (5.17) y se comporta como si estuviera confinado en un potencial armónico, 

que para la parte radial, tiene la forma 

En la figura 2.3 se muestra una gráfica de la ecuación (5.20). 

10 20 30 40 

-2 

Figura 2.3: Muestra el micromovimiento y el movimiento secular de un ion atrapado. 

Las oscilaciones a mayor 'frecuencia son el micromovimiento y las de menor frecuencia 

el movimiento secular. 

(5.20) 

Típicamente, U 
O 

= O V y de aquí a=O./además de que se está trabajando en la región para 

la que a=O); así que la frecuencia radial rox y roY son degeneradas. La ecuación (5.20) se 

reduce a: 

(5.21) 

Donde la frecuencia radial de la trampa ro está dada por 
r 

Qb qV0 
(O --------

r - 2312 - mro2n2112 
(5.22) 
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La conclusión importante aquí es que podemos utilizar el modelo del oscilador armónico 

para modelar el movimiento de un ion atrapado en una trampa de Paul. 
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, 
CAPITULO 6 

Trampa de Paul con 
dependiente del tiempo. 

6.1. Introducción. 

frecuencia 

El esquema propuesto en el capítulo 4 mediante transfonnaciones integrales para extraer 

infonnación del campo electromagnético a partir de medir propiedades de los átomos 

saliendo de la cavidad se puede extender a trampas de iones. En éste capítulo analizamos el 

problema de un ión atrapado en una trampa de Paul dependiente del tiempo interactuando 

con un campo láser. Mediante un conjunto de transfonnaciones unitarias se muestra que 

este sistema es equivalente a la interacción entre un campo cuantizado y un sistema de dos 

niveles con parámetros dependientes del tiempo. Usando transfonnaciones unitarias 

dependientes del tiempo se linealiza el problema. 

6.2. Invariante de lewis. 

En 1967 Lewis [ 6.1] consideró hamiltonianos paramétricos con la siguiente forma estándar: 

(6.1) 
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Donde q es una coordenada canónica, p es su momento conjugado y w(t) es una función 

continua de t arbitraria. La motivación original para considerar tales sistemas fue el deseo 

de investigar la naturaleza de las series del momento magnético para una partícula cargada 

moviéndose en un campo electromagnético relativamente simple para el cual el potencial 

escalar es cero y el vector potencial es: 

➔ 1 ➔ ➔ 

A= -h(t)B(t)x r, 
2 

(6.2) 

La ecuación de movimiento para tal sistema corresponde al Hamiltoniano ( 6.1 ), en cuyo 

casow (t) es 112.B(t), y s es la razón carga-masa. Lewis aplicó la teoría de Kruskal [6.2] a 

este sistema y como una consecuencia derivó el siguiente invariante exacto 

Con p una función de t satisfaciendo la llamada ecuación de Ermakov [6.3, 6.4] 

•• 1 
p+w(t)p = -~ 

p.) 

(6.3) 

(6.4) 

Este invariante exacto resulta ser una constante de movimiento del sistema descrito por el 

Hamiltoniano ( 6.1) en el sentido de que 

di =O 
dt 

(6.5) 

Sí se considera a un sistema cuántico cuyo Hamiltoniano esté dado por la ecuación ( 6.1) 

donde q y p son ahora operadores que satisfacen la relación de comnutación 

Íq,p ]= ih, (6.6) 
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usando la relación de conmutación dada arriba y la ecuación para p se puede demostrar 

que la cantidad J el cual es un invariante del sistema clásico es también un invariante del 

sistema cuántico. Esto es, satisface, 

dl = al + ~-- [I fJ] = 0 
dt at iñ ' 

6.3. Transformaciones unitarias 

(6.7) 

Recientemente Moya y Guasti [6.5] presentaron una forma alternativa de obtener el 

invariante J . Utilizando transfonnaciones unitarias que involucran la función auxiliar del 

sistema cuántico (6.1) como se muestra a continuación: 

iñ _éJ_ é (t) = H ~ (t) 
at J 

con la siguiente transfonnación ~ = T(t) ( , donde: 

agrupa las transfonnaciones siguientes: 

S" ( • ln p ( ,.. ,., ,., ")) =exp z -- qp+pq 
2ñ 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 
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Estas transformaciones pueden ser obtenidas a partir del invariante de Lewis considerando 

a los ténninos lj y pp en el invariante como una compresión en las variables q y p, y al 
p 

. 
término - p q como un desplazamiento en la variable p . 

Aplicando esta transformación obtenemos la ecuación para 1 ~ ): 

iñ 
O 

~(t) = .B ~U) 
a1 

expresada en ténninos del hamiltoniano transformado. 

(6.12) 

El Hamiltoniano para el sistema con el ion atrapado con frecuencia dependiente del tiempo 

en interacción con un láser es 

(6.13) 

El Hamiltoniano se construye igual que en el caso independiente del tiempo pero ahora la 

frecuencia de la trampa no es constante sino que se considera una función del tiempo. La 

ecuación de Schrodinger para este hamiltoniano lo escribimos 

itz ~ I ~ e 1)) = H 1 ~ e 1)) 
a1 

En el análisis del problema primero hacemos la transformación 

,~ (t)) = T(t)I~ (t)) 

con 

( 6.14) 

(6.15) 
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(6.16) 

y con la ecuación de Ermakov. 

Al igual que en las transformaciones que hemos utilizado anterionnente debemos calcular 

la expresión 

H T = (m º T(t) r + + T(t) H T(t)J, 
ot 

para encontrar el Hamiltoniano transformado. 

/\ 

oT(t) /\ + 
Para obtener --T (t) calculamos 

ar 

(6.17) 

(6.18) 

57 



8T(t) "+ in ~(t) " ,~ " " [ ; ~(t)p(t)- ~ 
2 

(t)l [ iln{p(t)F,}(; ;+; ;)J ,-
2 

--T (t)=---(xp+px)+ - ? exp -------- x 
ar 2ñ p(t) 211 p-(t) 2ñ 

(6.19) 

Para calcular lo anterior necesitamos en el segundo ténnino la expresión siguiente 

(6.20) 

por comodidad definimos 

iln(p(t)F,) 
a=-----

2ñ 
(6.21) 

El conmutador 

x p+ px,x = -4iñx2 

[

/1 /1 /1 A /\2] 
(6.22) 

Se puede obtener usando la propiedad 

(6.23) 

por lo que 

58 



2 -4ifnx 2 2 =xe =xpv 0 
(6.24) 

Sustituyendo en ( 6.20) y utilizando la ecuación de Ermakov ( 6.4) se obtiene 

a i u) ,, ~ 1 ; u) .~ - - - 1 ( •• • 2 J ,,, 2 

in--T (t)=---(xp+px)+- p(t)p(t)-p (t) x v 0 ar 2 p(t) 2 
(6.25) 

/\ /\ /\ + 

Para calcular T(t) H T (t) necesitamos en primer lugar 

(6.26) 

En esta tarea se encuentra uno en la necesidad de obtener 

(6.27) 

/\ 
a(xp+px) -a(xp+px) _ C-

e xe - P-vV O x (6.28) 

y (6.29) 

Con las expresiones anteriores se puede obtener 

(6.30) 
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y 

,\ 2 

T ?T+ ') x~ = p -y 
O 

X (6.31) 

Para finalmente obtener: 

;\ ( J J /\ 1 /\ /\ 2 ;, + a r t /\ + 1 1 2 v /\ 2 

T(t)(- p+v 2 (t)x )T + (t) + in_(_) T (t) = - (-
1 

- p + ~x 
2 ar 2 p -v 

O 
p-

(6.32) 

debido a que también se requiere 

Te-ikxT+= exp a(x p+ px) e-ikx exp -a(x p+ px) = ( /, /\ /\ /, ) ( /\ /\ /\ /\ ) 
(6.33) 

Desarrollando en se1ie de Taylor la exponencial, nos queda (6.33) como: 

Te -i(h-wt)T + = e -i(kp Fox-cot) (6.34) 

Con éstos resultados el Hamiltoniano tnmsformado resulta ser 

( 
7J ~ -_ 1 2 2 /\ - fl -i(kp,F-;;x-w) 

Hr - -
2
- p +v o x +-co 21a = +ñQ.(t) a_+ h.c. 

2p V O 2 -
(6.35) 

identificando la frecuencia de Rabi siguiente: 

(6.36) 

Como podemos ver en el Hamiltoniano (6.35), hemos podido factorizar la dependencia 

temporal de la trampa, en esta dependencia está implícita p . Esto representa una ventaja 

cuando se requiere resolver la ecuación de Schrodinger para este sistema. 
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Ahora transformamos a un marco rotante de frecuencia ro usando la transfonnación 

,­
-(!)/(J_ 

T =e 2 -
(!) 

(6.37) 

La transformación T conmuta con p y q porque estos se refieren al movimiento 
rn 

vibracional y e, 
0 

a los estados internos. También conmuta con %0)
21

c, 
0 

por ser función del 

mismo operador. 

De aquí que el hamiltoniano se pueda escribir como: 

(6.38) 

donde hemos considerado 8 = ( ro
21 

- ro) como la desintonía entre el láser y el ion, y 

w (t) = _l_ es la frecuencia característica del oscilador armónico dependiente del tiempo. 
p2 

El parámetro de Lamb-Dicke dependiente del tiempo se puede expresar como: 

con r¡ 
0 

= k ✓ ñ y k la magnitud del vector de onda del láser que ilumina al ion. 
2v o 

(6.39) 

El hamiltoniano (6.38) es equivalente al de la interacción entre un campo cuantizado y un 

sistema de dos niveles con parámetros dependientes del tiempo. 
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6.4. Medición. 

Analizando ahora el sistema como se realizo en el capitulo 4, consideramos un estado de 

movimiento vibracional desconocido, y el estado interno de el ión se considera excitado, tal 

que el estado inicial de el sistema es ~ (0) = e ~ 
1
_(0) , el promedio del operador d\ es 

dado por: 

á+ =-i~
1
.(0) cos(µ,~1

)1 ñ+])V+sen(µ,'.,1)t ñ+l)\V)O) 

=-
1 

\V,.(O) p+(en[µ?)tLi+Uz)]-sen[µ¡ 1)tLi_(ñ)]\ __ '"(O) 2 ~· 11 11 )V 

donde 

Utilizando la integral de Fresnel ( ec. 4.12) y µ¡ 1
)t ='t tenemos 

(1 

con 

---~ -

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

( 6.43) 

Ahora usamos la aproximación , (ñ + 2)(ñ + 1) ~ ñ + 312 que es válida para numeros de 

excitación grandes. Podemos entonces escribir Li: (ñ) ~ 4ñ + 6 y Li2_(ñ) ~O. Asignando 

A=4n, obtenemos: 
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1:1
) ~C ñ+2+ ñ+l)n cos[(4ñ+6)n]= 2n 2Li+(ñ) 

f~l) ~ 2TI 2 Li_(ñ) 

tal que la transformada integral queda 

r dnsen('r 2 
/ A) cr + = -i 2n 2 ·\!f JO) v+ • ñ + 1 \V 1.(0) 

= -i· 2n 2 \V r(O) b+ \V v(O) 

(6.44) 

( 6.45) 

para medir \V 
1
. (0) ~+ l\v 

1
. (0) es necesaria una transición de dos fotones, es decir calcular 

el promedio de (cr+)2, lo que nos conduce después de hacer las aproximaciones necesarias 

a: 

r dnsen('r 2 /8n}cr~2
) =-i8TI 4 \!},,(0)[V+]2. (ñ+l)(ñ+l)\Vr(O) 

= -i8n 4 [b+J 2 

(6.46) 
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CONCLUSIONES. 

En este trabajo estudiamos una parte fundamental en física que corresponde al p1incipio de 

incertidumbre de Heisenberg, y como consecuencia la generación de estados coherentes y 

comprimidos del campo electromagnético. Para lograr nuestro objetivo estudiamos la 

cuantización del campo electromagnético, así como la formulación hamiltoniana para la 

interacción de un átomo con el campo en la aproximación de la onda rotante. 

Una vez obtenido el hamiltoníano, lo expíesamos en ténninos de los operadores de creación 

y aniquilación y se identifica una relación que corresponde a una transformación integral de 

Fresnel, con lo cual se identifica la forma de medir las propiedades de compresión y de fase 

del campo electromagnético en la cavidad a partir de la información del estado de los 

átomos que abandonan la cavidad. 

Revisamos el funcionamiento de la trampa de Paul a fin de aplicar los resultados obtenidos 

en la medición de las propiedades de compresión a trampas de iones. 

Mostramos la aplicación de éste método en iones, después de realizar un conjunto de 

manipulaciones para describir el sistema en una trampa de Paul con frecuencia dependiente 

del tiempo. 
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