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Resumen

La reconstrucciéon de un estado cudntico es un problema de gran importancia en Optica
Cuantica y campos relacionados. Diversas técnicas se han desarrollado para ¢éste fin,
muchas de ellas basadas en Tomografia Cuantica mediante la cual experimentalmente se
reconstruye el estado cuantico de la luz desde un conjunto completo de mediciones.
También se ha propuesto medir campos electromagnéticos dentro de cavidades lo que
permite reconstruir funciones de distribucion de cuasi-probabilidad, como la funcién de
Wigner que constituye una representacion alterna de un estado cuéantico del campo
Electromagnético. 7

Recientemente se ha propuesto un método para medir la funcion de Wigner de un Campo
Electromagnético cuantizado d¢xitr0 de una cavidad usando la Transformada de Fresnel de
la inversion de poblacion de atomos cruzando la cavidad. Medir la funcion de Wigner es
una tarea dificil, sin embargo, puede sf?r que sea suficiente tener informacion de algunas
caracteristicas del campo, como propiedédes de compresion y de fase.

Proponemos un esquema sencillo para medir propiedades de fase y compresién de un
oscilador arménico. Tratamos el caso de un Campo Electromagnético en una cavidad, pero
este esquema puede ser facilmente realizado en trampas de iones, como la trampa de Paul.
El método consiste en realizar transformaciones integrales de propiedades atdmicas
mensurables, obtenidas al mandar un atomo a través de una cavidad conteniendo el éampo
bajo estudio, después se aplica una rotacion apropiada a la salida de la cavidad y se mide su
energia. De esta forma midiendo las polarizaciones atomicas es posible, después de un
proceso de integracion, medir las fluctuaciones del Campo Electromagnético asi como sus
propiedades de fase.

Después aplicamos esta metodologia a una trampa Paul con frecuencia dependiente del
tiempo donde con ayuda del invariante de Lewis le quitamos la dependencia temporal al

hamiltoniano para aplicarle nuestra metodologia.
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CAPITULO 1

Introduccion.

Desde el siglo pasado ha tenido lugar un profundo cambio en las opiniones que los
cientificos tenian sobre los principios' Ii}?ateméticos de la fisica. Anteriormente se suponia
que la mecanica de Newton constituia la base para la descripcion de todos los fenomenos
fisicos, y que por tanto, todo fisico tedrico debia contribuir al desarrollo y aplicacion de
éstos principios. El reconocimiento de que no existe razén légica alguna para que los
principios newtonianos y de otros clasicos tengan que ser validos fuera del campo en que
han sido comprobados experimentalmente, trajo consigo las primeras experiencias que
pusieron de manifiesto la absoluta necesidad de apartarse de éstos principios. Los intentos
de superar las divergencias se concretaron en la introduccion de nuevos formalismos
matematicos, de nuevos sistemas de axiomas y reglas en los métodos de la fisica teérica. La
mecanica cuantica es un buen ejemplo de las nuevas ideas. En ella se exige que los estados
de un sistema dinamico estén relacionados con las variables dinamicas de una nueva forma,

ninteligible desde el punto de vista clasico[1.1, 1.2].

Como todos los procesos estan interconectados lo ideal es separarlos y estudiarlos

individualmente. La posibilidad ‘de observar particulas individuales atrapadas abri6 la



posibilidad de una nueva dimension en mediciones atomicas. Hasta hace unos afios todas
las mediciones fueron llevadas a cabo sobre un ensamble de particulas. Por lo tanto, el

valor medido era un valor promediado sobre muchas particulas.

Muchos experimentos modemos de Optica cuantica examinan la interaccién de uno o
algunos 4tomos con un modo de un resonador cuantizado de una cavidad de muy alta
calidad. Estos experimentos permiten estudiar el acoplamiento de la radiacion y la materia
en gran detalle [1.3, 1.4, 1.5]. Los resultados de éstos experimentos incluyen la
demostracidn de la naturaleza cuantica de la luz, la modificacion de la razén de emision
espontanea por una cavidad reséhante, etc.

La posibilidad de llevar a cabo éxperimentos de éste tipo se propicio por el atrapamiento de
nubes de particulas o incluso 4tomos o iones individuales en pequefias regiones del espacio

fue abierta con la invencion de trampas electromagnéticas.

Varias trampas han sido desarrolladas para mantener aislados dtomos por largos periodos
de tiempo, como las de Kingdom [1.6], Penning [1.7] y Paul [1.8] quien recibi6 el premio
nobel por la invencion de la trampa eleo;'érodinémica. En ésta trampa la idea es mantener la
particula cargada confinada mediante campos electromagnéticos oscilando  a
radiofrecuencias.
5

Se han hecho grandes esfuerzos enfocados en las fluctuaciones en las amplitudes en
cuadratura del campo electromagnéticz) para producir estados comprimidos. Esto es una
componente en cuadratura del campo tiene menor ruido que un estado coherente, y un
exceso de ruido en la componente en cuadratura conjugada de manera tal que el producto
de las varianzas de estas componentes debe satisfacer la relacion de incertidumbre. En este
sentido se han realizado estudios debido a sus aplicaciones en redes de comunicacion
opticas [1.9], en técnicas interferométricas [1.10], ademds, la generacion de estados
comprimidos ha sido observado en muchos procesos opticos [1.11, 1.12].

De esta forma, la investigacion de las propiedades de compresion del campo de radiacion es

un topico central en dptica cudntica.



A fin de comprender la importancia de las propiedades mencionadas del campo
electromagnético en la cavidad y resolver el problema que nos hemos propuesto,
empezaremos revisando en el Capitulo 2 los conceptos fundamentales de la Mecanica
Cuantica ya que es en ¢ste escenario donde el sistema propuesto se encuentra. En el
Capitulo 3 discutiremos la Cuantizacion del Campo Electromagnético, asi como las
distintas bases para expresar estados del Campo Electromagnético como los estados de
Fock, Coherentes y Comprimidos que son un ingrediente esencial para nuestro problema.
En el Capitulo 4 plantearemos el principio de incertidumbre de Heisenberg el cual nos
permite ver el problema de una manera mas clara en términos del camino que debemos
seguir para Jograr nuestro objetiizo, donde finalmente lo resolvemos, mostrando la relacion
entre la informacion medible u oﬁservable y su relacion con el Campo Electromagnético en
la cavidad. Una vez resuelto nuestro problema aplicar nuestra metodologia en el caso de
una trampa de Paul para iones para lo cual en el Capitulo 5 revisamos la teoria necesaria
para comprender el funcionamiento de una trampa de Paul en términos de los campos
involucrados y del ion, para finalmente en el Capitulo 6 aplicar nuestro resultado a una
situacion novedosa que consiste en una trampa de Paul pero con frecuencia dependiente del
tiempo. En éste capitulo partimos de un hamiltoniano dependiente del tiempo y
posteriormente mediante transformaciones le quitamos la dependencia temporal y

finalmente extraemos informacion del Campo Electromagnético, como queriamos.
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CAPITULO 2

Conceptos fundamentales.

2.1. Introduccion.

La mecanica clasica desde los tiempos de Newton se ha ido desarrollando progresivamente
y se ha aplicado a un conjunto de sistemas dindmicos cada vez més amplio, del que forma
parte el campo electromagnético en ‘su interacciéon con la materia [2.1]. Las ideas
fundamentales y las leyes que rigen su aplicacién constituyen un esquema tan sencillo y
elegante, que parecia imposible modificarlo seriamente sin destruir todas sus atractivas
caracteristicas. Sin embargo, se ha conseguido construir un nuevo esquema, llamado
mecénica cuantica, mas adecuado para la descripcion de los fenémenos de escala atdmica,
y que es en ciertos aspectos mas elegante y satisfactorio que el esquema clasico. Esto ha
sido posible gracias a que los cambios introducidos por la nueva teoria son de cardcter muy
profundo y no simples modificaciones que destruirian las caracteristicas de la teoria clasica
que le confieren su armonia, y asi ha resultado que todas estas caracteristicas han podido

ser incorporadas al nuevo esquema.



La fisica Cuéntica constituye en la actualidad la base del conocimiento de]l mundo que nos
rodea. A escala atomica y subatomica cualquier fendmeno precisa para su explicacion de
ésta teoria, incluso fenomenos catalogables como macroscopicos requieren de argumentos

cudnticos para su correcta asimilacion.

2.2. Descripcion cuantica de un sistema.

Para poder entender soméramente la diferencia entre la descripcion clédsica y cuantica de un
sistema fisico comenzaremos pé‘rf“el estudio de un caso muy sencillo; el sistema elemental
formado por una sola particula. .

Desde el punto de vista clasico, la dindmica de este sistema viene dada por el conocimiento
de su posicién, 7(r) y su velocidad, v(r); y con éste conjunto de parametros se determina
el estado de la‘pam'cula del cual se conoce su evolucion temporal aplicando la mecéanica
newtoniana a un estado inicial.“Por lo tanto el estado es determinista; esto es, descrito con
incertidumbre nula.

Sin embargo en el caso cuantico el est(;ﬂo viene dado por el conocimiento de un campo
escalar, denominado funcién de onda, y (7,7), en todos los puntos del espacio. Es decir,
ahora el estado, para cada instante de tiempo 7, viene dado por un numero infinito de
parametros, en lugar de los seis del gaso clasico. Ademas la evolucién del estado del

sistema esta determinado por la ecuacion de Schrodinger para la funcion de onda:
, 0 a
in v .0=Hy 1) e

donde H es el operador hamiltoniano del sistema que representa la energia total, similar al
utilizado en mecénica cldsica. Asi pues, conocida (f,o), es posible, resolviendo la
ecuacion 2.1, determinar (F,t) para cualquier instante posterior.

Ya que la descripcion del estado del sistema en el caso cuantico es probabilistica. La

probabilidad de encontrar a nuestra particula en el instante 7 en el intervalo de volumen



diferencial ¢’r=dxdydz alrededor del punto del espacio 7 viene dada por . r)2d3r . Por

tanto, la funcién de onda actiua en la teoria como una funcion de densidad de probabilidad,

y, como tal, ha de verificar en todo el espacio la relacion siguiente:

j\u .0)dr=1. 22

2.3. El espacio de las fqnciones de onda.

El espacio de funciones de onda que verifican la relacion 2.2, se debe réstringir a funciones
que sean de modulo al cuadrado integrable, este espacio se denomina espacio L?. Pero
debido a que estas funciones de onda satisfacen ciertos criterios de regularidad (estan
acotadas, estan definidas para cualquier 7, y son continuas e infinitamente diferenciables),
se supondrd que constituyen un subespacio de L’ al que se denomina F y es posible
demostrar que es un espacio dé&Hilbert, es decir es un espacio vectorial lineal, en cual esta
definido un producto escalar, y es completo. Este espacio tiene definido el producto con las
propiedades ya conocidas de’simen'ia,/‘linealidad, ortogonalidad, autoproducto escalar,
norma y desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sobre las funciones de onda pueden actuar operadores lineales, que son entidades

mateméticas que al aplicarse sobre una funcién de onda y () € F, la transforma mediante

una correspondencia lineal, en otra  (7*) no necesariamente perteneciente a £

W) =Ay(r). 2.3

Asi mismo se puede definir el producto de dos operadores lineales 4 y B, el cual en general
no es conmutativo; es decir ABy (7) # BAy(7) y en donde se obtiene una relacion
llamada el conmutador, que se define como /4, B]=AB-BA.

Ya que el espacio F tiene la estructura de un espacio de Hilbert; se trata entonces de un
espacio vectorial de dimensién infinita, el cual puede ser expandido de forma unica por

ciertos conjuntos de funciones (no necesariamente pertenecientes a F), cada uno de los



cuales recibe el nombre de base del espacio F. Con base en lo anterior, podemos decir que
un conjunto ortonormal de funciones se dice base de F si cualquier funcion de onda de £,
W (7), puede expresarse de forma univoca como una combinacion lineal de las funciones

que constituyen el conjunto:
W (f): Zciui(F)_’ 2.4

donde ¢, = (u,,y) es el producto escalar de u; con Y [2.2]. De ésta forma el conjunto de
mimeros complejos ¢; representa‘,fé,a v (F) enlabase {u (7)}-

Una vez establecida una base, se puede expresar de manera muy sencilla el producto

escalar de dos funciones de onda en funcion de sus componentes en dicha base. Es decir,

dada { (7)} base de F,y y(r), ¢(7) € F tales que

y@)=>au@, . 25

06)= b, 26

se tiene que

i

(w,d)):Zafb,» 27

Y ademas la condicion para que el conjunto {”;(’7)}» sea una base se puede expresar como:
> (7 (F) =8 (F'-F), 2.8

donde d(x) es la delta de Dirac. Este tipo de relacion se denomina de clausura.

Ahora sea el conjunto de funciones {o_ (f)h donde o es un pardmetro de enumeracion

real. Este conjunto se dice ortonormal si se satisface la siguiente relacion:



Joo (Mo, (P =8 (0 —a) . 2.9

El conjunto es una base si es posible una descomposicion lineal univoca de cualquier

funcion de onda:

v (F) = jcomq(f)da, 2.10

con ¢, = fo] (Fyy (F)d’r -

Al igual que en el caso de bases pertenecientes a F, dadas dos funciones de onda (7).,

$(7) €F cuyos componentes en una base concreta {o_ (7)}, son conocidos,

()= fa,0, (F)o | 211

$(7) = [b,w, (F)da, ,: 2.12
su producto escalar se puede calcular como

W.9)= [a,b,do. \ 2.13
1

De forma similar se define también una relacion de clausura
for (M, (e =8 (7~ 214

De lo expuesto anteriormente podria decirse que todas las bases de F" han de ser conjuntos
ortonormales de funciones, y esto no es asi. No existe razén por la cual un conjunto no
ortogonal, pero completo, no pueda ser una base; basta con que verifique la relacion de

clausura adecuada.



2.4. Notacion de Dirac.

Ya que las entidades fundamentales en mecdanica cuéntica son los estados de sistemas y los
operadores. El formalismo de Dirac es conciso y conveniente para analizar estas
expresiones mecanico-cuanticas. En la notacién de Dirac, un sistema mecanico-cuantico
puede ser descrito completamente por su vector de estado el cual puede ser expresado por

bras y kets. Estas dos representaciones contienen la misma informacién y son adjuntos

entre s1 en un espacio de Hilbert H. El ket se escribe como  , donde W especifica el

estado, y el vector asociado a este estado se denomina bra y se escribe como .

Un estado puede ser expandido en una superposicion de estados ¢ :
. \V :ch(bn ? 215

donde c,, es un numero complejo.

El producto escalar de dos estados se exﬁiﬁesa en la siguiente forma

W.0)=vo, 2.16

donde el vector asociado  es el conjugado hermitiano del ket correspondiente [2.3]. La

conjugacion hermitiana se identifica con “+” y es una operacion lineal. Cuando un producto
simple escalar ya sea de operadores y/0 de estados se conjuga, los factores se conjugan y su

orden se invierte

bW =yo =0y . 2.17

donde el producto escalar es un numero complejo. Similarmente se puede aplicar a

productos de mas de dos factores, repitiendo la regla:

10



(0aw J=w(A)=y iog. 218
Ya que y ycy , representan el mismo estado, por convencion (y para simplificar la

interpretacion probabilistica del vector de estado) se utilizan vectores de estado

normalizados

Entonces a cada estado le corresponde un vector de estado unico (excepto por un factor de

fase) y la probabilidad de encontrar el objeto descrito por y en el estado ¢, esta dada

por:

0< ¢, <I. o | 2.20
Dos estados son ortogonales si satisfacen 1a siguiente relacion:

Vo =0, 4’ 2.21
y son idénticos si se verifica que

v o =1 222

2.4.1. Estados de numero.

Ya que la energia es un observable, entonces se asocia con un operador Hermitiano y con
un conjunto completo de estados, donde la energia de cualquiera de estos puede ser escrita

como Av(n+1/2), donde n=1, 2, 3, ... es el nimero de cuantos de energia electromagnética

en el modo, y los eigenestados de energia se representan como {n }y son llamados estados

11



de numero o de Fock [2.4]. El estado 0 es el estado base del campo electromagnético y

también es conocido como el estado vacio.
Ya que los eigenvalores no son degenerados, entonces los estado de nimero son

ortogonales. Ademas, los estados se encuentran normalizados, es decir:

2.23

mn =90

mn "

La base de los estados de nimero es una base completa y ademds muy conveniente para

expandir estados del campo electromagnético.

2.4.2. Operadores lineales.

Todas las dinamicas y las mediciones de sistemas en mecénica cudntica son descritas por la

accion de operadores lineales. Frecuentemente, pero no siempre. los operadores son

denotados por 4. En general, cuando un operador actia sobre un estado, el estado

resultante es un estado diferente:

Ay =y . 2.24
Es importante notar el orden entre el ogerador y el estado, y entre diferentes operadores, ya

que el algebra de operadores no es conmutativa. Los operadores actiian a la derecha sobre

kets y a la izquierda para bras.

Otro producto de interés es el externo de dos operadores  y ¢ que se define como:

v oo, 2.25

y que es una matriz.

Un operador muy especial es el operador identidad j definido por

12



Iy =y Yy eH. 2.26

El operador identidad se puede escribir de manera mas explicita en términos del conjunto

de estados {¢" } de una base ortonormal completa, donde el operador identidad queda

como:

=>4, 9, 227

Esta relacion es de gran utilidad en el algebra de operadores. Sin embargo, ya que el efecto
de cualquier operador se conoce completamente si es conocida la forma de operar de este
sobre cada uno de los estados base elegidos, entonces cualquier operador se puede expresar

como una suma de productos externos; es decir si el operador cumple la siguiente relacion:

Il

Sa,, b, - 228

m

A¢

n

entonces.dicho operador se puede expresar como:

A= Zanm b, 0, - ‘ 2.29

m.n
4
T

Un operador lineal satisface la siguiente relacion:

ey, +ev, =cdy, +edy, 2.30
y también para la suma

(4+B)y =iy +By . 231

Y el inverso de un operador se define como:

13



AA" = A"A=1, 2.32

aunque no siempre existe.

De la relacion anterior se desprenden las caracteristicas para el operador unitario U :
U'=0"  otambien UU =U'U=1. 2.33
También se define el conmutador de dos operadores 4y B como:

[2.8) 28-24. L 234
De la relacion anterior se observa que el conmutador es cero si los operadores conmutan,
pero si no conmutan es posible encontrar estados muy particulares para los cuales el
conmutador sea cero. Esta algebra no-conmutativa es uno de los ingredientes que hace a la
mecdnica cuadntica mas rica en fendmenos que la mecanica clasica, pero frecuentemente

mas dificil de realizar los calculos. Ademas los operadores observables que no conmutan

conducen al concepto de complementaridad y de incertidumbre en mecanica cuantica.

El eigenestado E yel eigenvélor A, de un operador 4 satisfacen

AE =X E 2.35

donde los eigenvalores A, son en general complejos.

Ya que todas las entidades medibles u observables corresponden a operadores (), los cuales

son operadores hermitianos, que son definidos como:
0" =0. 2.36

De la ultima relacion se concluye que los eigenvalores de los operadores hermitianos son

reales. Ademads los eigenestados para (O con diferentes eigenvalores son ortogonales. Si

14



todos los eigenvalores son diferentes, entonces el conjunto de eigenestados (normalizados)

{E" } define una base ortonormal completa.

Cuando uno realiza una medicion de una observable correspondiendo al operador
hermitiano (), la medida producira uno de los eigenvalores del operador. La probabilidad

de obtener una medida especifica A, cuando se mide el estado \y esta dada por:

P=Evy . 237

Ya que a priori la medida resultante de un estado especifico es en general indeterminista,

entonces, si1 la medicion produce A, como resultado, el estado colapsa en el estado E .

Este notable resultado es el postulado de proyeccion de von Neumann.

Ya que la mecanica cudntica no es determinista sino mas bien estadistica, el valor esperado

de un operador, tomando como vector de estado \y , puede expresarse como:

donde ¢, = E y eselcoeficiente de Expansién del vector de estado en la base {E" }

k!
¥

Otro operador importante es el operador de densidad . Para un estado puro es
simplemente 3 =\ y , cuya forma simétrica de operar resulta muy conveniente en el

algebra de operadores. El valor esperado de un operador puede escribirse como:
A=Trfy v 4} 239

donde se utiliza Tr para expresar la traza y se calcula por expandir el estado - en

cualquier base ortonormal completa y sumar los elementos de la diagonal, esto es:
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Tr{\p Y ﬁ}:z E v yAE, :chzkn,

lo que conduce a un caso simple:

Tr{ﬁ}zl.

2.40

241
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CAPITULO 3

Cuantizacion del Campo
Electromagnetico.

3.1. Introduccion.

Para estudiar las caracteristicas cuanticas de la luz es necesario llevar a cabo la cuantizacién
del campo electromagnético por medio del modelo del oscilador arménico.

El oscilador arménico juega un papel muy importante en la fisica, y en particular en fisica
cuantica, ya que este se utiliza para modelar de manera aproximada sistemas que involucran
oscilaciones cuantizadas, como en Electrodinamica Cuantica 6 en la teoria de vibraciones
cristalinas y moleculares [3.1], adem%'\s se puede resolver exactamente. En capitulos
posteriores se utilizara en la descripcidn del campo electromagnético, asi como en sistemas
de enfriamiento laser de iones en trampas de Paul.

En este capitulo describiremos los estados cudnticos de un oscilador harmoénico simple

descrito por el siguiente hamiltoniano

n_ Pl e

donde M es la masa de el oscilador y € es su eigenfrecuencia. Los operadores £ y p

describen su posiciéon y momento, respectivamente.
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Estudiaremos tres conjuntos posibles de estados base: los estados de Fock o de nimero, los

estados coherentes y los estados comprimidos.

3.2. Cuantizacion del campo.

Un punto de partida para la cuantizacion del campo electromagnético son las ecuaciones

clasicas de Maxwell para el campo electromagnético libre [3.2, 3.3, 3.4]:

VeB =0
VxE:—QB
VeD=0 o, | (3.2)
VxB:QP
ot

donde B=W,H, D=¢,E, 1y y €,F son la permeabilidad y permitividad del espacio libre, y
wsep=c. Las ecuaciones de Méxwell son invariantes ante cambios de escala o condiciones
adicionales cuando no hay fuentes. ‘

Una eleccion conveniente para analizar’problemas en Optica cuéntica es la condicion de
contraste de Coulomb, en el cual tanto B como E pueden ser determinados de un vector de

potencial A(r,t) como sigue:

B=VxA4 {
. @4 , (3.3)
ot
utilizando la condicidon de contraste de Coulomb definida como:
VeAd=0, (3.4)

con estas expresiones podemos encontrar que A(7,¢) satisface la ecuacion de onda, dada por:

2
V2A(r) = L OACD

A . (3.5)
2 ol
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Estudiaremos tres conjuntos posibles de estados base: los estados de Fock o de nimero, los

estados coherentes y los estados comprimidos.

3.2. Cuantizacion del campo.

Un punto de partida para la cuantizacion del campo electromagnético son las ecuaciones

clasicas de Maxwell para el campo electromagnético libre [3.2, 3.3, 3.4]:

VeB=0

VxE:—aalj
VeD=0 ~ (3.2)
VxB:—aP

ot

donde B=W,H, D=¢,FE, W, y €,E son la permeabilidad y permitividad del espacio libre, y
Wsep=c. Las ecuaciones de Mékwell son invariantes ante cambios de escala o condiciones
adicionales cuando no hay fuentes.

Una eleccion conveniente para analizar problemas en dOptica cuantica es la condicion de
contraste de Coulomb, en el cual tanto B como E pueden ser determinados de un vector de

potencial A(r,t} como sigue:

B=VxA4 1
o4, (3.3)

ot

utilizando la condicion de contraste de Coulomb definida como:
Ved=0, (3.4)

con estas expresiones podemos encontrar que A(r,t) satisface la ecuacion de onda, dada por:

2
VZA(I’, ,) - ] a,é(r’l)

) : 3.5
2 o )
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la cual podemos separar en dos términos complejos
Ar,)= A )+ A7 (r,1) (3.6)

Donde A”(r,1) contiene todas las amplitudes que varian como e’ para ©>0y A”(r,1) las

i

que varian como ¢y las amplitudes satisfacen 4" =(4")*.

Ya que es mas sencillo manejar un conjunto discreto de variables que uno continuo,
entonces describimos el campo en una region restringida a cierto volumen del espacio y
expandimos el vector de potencial en términos de un conjunto discreto de funciones de

modo ortogonales, esto es:
AT 1) =3 (e’ (3-7)

donde los coeficientes de Fourier ¢; son constantes para el campo libre. El conjunto de
funciones de los vectores de modos u(r) correspondiendo a las frecuencias oy satisfacen la

siguiente relacion:

[v2+.@§)uk(r):o, . (3.8)

C

también, las funciones de modo son requeridas para satisfacer la condicion de

transversalidad:
Veu (r)=0, (3.9
donde las funciones de modo constituyen un conjunto normal completo, es decir:

J:uk*(r)uk,(r)dr =Dy (3.10)
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ademas, dichas funciones dependen de las condiciones de frontera del volumen en
consideracion, es decir, condiciones de frontera periddica correspondiendo a modos de
ondas viajeras o condiciones apropiadas para reflexion en las paredes las cuales conducen a

ondas estacionarias. Para el caso de un volumen cubico de lado L, tenemos;
u, (r)=L>"e" exp(ikor), (3.11)

donde ¢ es un vector unitario de polarizacién. Los indices de modo k describen diversas
variables discretas, el indice de polarizaciéon (A=, 2) y las tres componentes cartesianas de

el vector de propagacion k. Cada una de las componentes de el vector de onda k toma los

valores siguientes:
(3.12)

debido a la condicion de transversalidad, es necesario que el vector de polarizaciéon ¢ sea
perpendicular a k. Tomando en cuenta esto, el vector de potencial se puede escribir de la

siguiente forma:

12 2

A(r,t) = Z( h ~ [ak u, (r)e""’)*' . ak+uk*(r)eicm] ) (3.12)
w20 1

k*o
Lo que nos da una forma para el campo eléctrico:

172

E(r’[) = IZ(Z(:’* [ak u, (’,)e.im‘r _ak-»uk*(r)eimu] , (3.13)
k

o

donde en la tiltima ecuacién los factores de normalizacion se han seleccionado para que a
* . .
y a; no tengan dimensiones.

En la Teoria Electromagnética Clasica, éstas amplitudes de Fourier son nimeros complejos.
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Finalmente la cuantizacioén del campo electromagnético se logra eligiéndolos operadores gy
* .
y a; mutuamente adjuntos, y tomando en cuenta que los fotones son bosones, estos

satisfacen las relaciones de conmutacion siguientes:
* * *
[aw af=[ar, ax J=0, [ay, ax [=Oy. (3.14)

El comportamiento dindmico del campo electromagnético puede ser descrito por un
conjunto de osciladores armonicos independientes los cuales obedecen las relaciones de

conmutacion anteriores. Los estados cuénticos de cada modo pueden ser descritos por un

vector de estado \ del espacio de Hilbert apropiado para cada modo.

El hamiltoniano para el campo electromagnético esta dado por:

1 2 25 -
H= [(eoE” + poH)dr |

(3.15)
= ho(a, a, +1)

e

Este ultimo resultado representa la suma del operador de nimero de fotones en cada modo,
multiplicado por la energia de un fotén en ése modo, mas 1 ho, que representa la energia

de las fluctuaciones en el vacio de cada modo. En lo que sigue consideraremos tres posibles
?
representaciones del campo electromagnético: los estados de numero a Fock, los estados

coherentes y los estados comprimidos. * -

3.3. Estados de Fock.
El hamiltoniano de la ecuacién 3.15 tiene los eigenvalores hw,(n, +1) donde 7; es un

entero (m;=0, 1, 2, ..., «). Los eigenestados se escriben como p, =y son conocidos como

estados de numero o de Fock, estos estados son eigenestados del operador de nimero

N .
Ni=a; ay, es decir:
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a’a, n, =nn, , ' (3.16)

donde ademas ¢l estado base del oscilador (o el estado vacio del modo del campo) esta

definido por:
a 0 =0, (3.17)

lo que da lugar a que la energia del estado base se exprese como:
0HO :;Zh@k, (3.18)
k

también, la aplicacion de los operadores de creacién y aniquilacion a los estados de

numero, produce las siguientes relaciones:

A = ”1\»]"2 n—1, a; n, =(m, +1ij'/2 mo+1, | (3-19)

de lo anterior se puede encontrar que los vectores de estado para los estados de excitacion

mas altos se pueden obtener por la aplicacion sucesiva del operador de creacién al estado
A

vacio, esto es:

s

@), S0, (3.20)
G ‘

ademads los estados de numero un conjunto de estados ortogonales y completos, es decir,

satisfacen las relaciones siguientes:

an n, =1, (3.21)

m=0

n,om, =90

mn?
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ya que la norma de estos eigenvectores es finita, entonces forman un conjunto completo de
vectores base para un espacio de Hilbert.

Los estados de nimero son una forma muy util para la representacion de fotones de alta
energia, pero solo para el caso en que el numero de fotones sea pequeflo; ya que para
campos Opticos en los que el numero total de fotones es grande, esta representacion no
resulta ser muy adecuada. Una base mas apropiada para muchos campos opticos son los

estados coherentes.

3.4. Estados coherentes.

Los estados coherentes tienen un numero de fotones indefinido, lo que permite expresar la
fase con mayor precision que en los estados de numero donde la fase es completamente
aleatoria. El producto de las incertidumbres en la amplitud y la fase para un estado
coherente, es el valor minimo permitido por el principio de incertidumbre. Lo que hace que
sean los estados mecéanico-cuénticos mas cercanos a la descripcion clasica del campo. Estos
estados se pueden generar facilmente utilizando el operador unitario de desplazamiento de

Glauber [3.5]:
D(a) = exp(oa’™ —a’a), (3.22)

donde o es un nimero complejo arbitranio.

Ahora vamos a rescribir esta ultima relacién con ayuda del teorema de Baker-Hausdorff:

M — oA B AB2 (3.23)

lo que nos da como resultado para el operador de desplazamiento:

D(a)=e® 2" ga, (3.24)

este operador de desplazamiento satisface las siguientes propiedades:
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D' ()=D""(a) = D(-a), D*(a)aD(a) = a+o,

: (3.25)
D (a)a’ D) =a" +ao

Con el operador de desplazamiento, los estados coherentes se generan al aplicarlo sobre €l

estado vacio, es decir:
oa =D(@)0 . (3.26)

Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilacion a, y también se
pueden obtener a partir de una superposicion de estados de numero, como se muestra en la

siguiente relacion:

_ 2’7 o a"
o =€ i T (327)
;;(n!)l”

También podemos determinar la distribucion de probabilidad de fotones en un estado

coherente, la cual toma la forma de una distribucion de Poisson:

.
2n —q "

P(n)= no o R , 3 (3.28)
n!
!
donde ¢ es el nimero medio de fotones (n=odaa =a ? ).

Para dos estados coherentes cualesquiera o y [ se satisface la siguiente relacion:

D(a+B) = D@)D(B)exp(—im{op}) (3.29)
con el producto escalar para estos estados de la siguiente forma:

Ba = 0D'(B)D@)0

R . (3.30)
—expl-1(a’+ B ) +ap’]
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de ésta ultima relacidn tenemos que:
2 e 2
Ba =P (3.31)

La ecuacion anterior expresa que los estados coherentes no son ortogonales, pero pueden
aproximarse a la ortogonalidad. Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto,

de acuerdo a:
o ada=1. (3.32)
i

Finalmente, para ilustrar el significado fisico de los estados coherentes; podemos decir que,
el campo generado por un laser altamente estabilizado operando por arriba de su nivel
umbral, es un estado coherente[3.6]. Estos estados constituyen una base muy util para

expandir el campo Optico a problemas relacionados con fisica de laseres y Optica no lineal.

3.5. Estados comprimidos.

Estos estados constituyen otra clase de éstados de minima incertidumbre, los cuales pueden
tener menos ruido que un estado coherente en una de sus dos componentes en cuadratura,
en tanto que el ruido en la otra componente en cuadratura es mayor que aquella para el
estado coherente; logrando de esta forma mantener un estado de minima incertidumbre. De
lo anterior podemos dilucidar que los estados coherentes son una clase especial de un
conjunto mas general de estados de minima incertidumbre, es decir en los estados
coherentes las dos componentes en cuadratura presentan igual cantidad de ruido.

Para analizar esta familia de estados de minima incertidumbre, comenzaremos citando los

operadores de posicion y de momento para el oscilador armoénico:

g=. - (a+a"), p=i — (a-a’), : (3.33)
L 20
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calculando la varianza, tenemos para un estado coherente, tenemos las siguientes relaciones

de incertidumbre:

2 i 2 Ao
(Aq);’(}h = ’ (Ap);()h = (3'34)
20 2

y el producto de estas incertidumbres, nos da un valor minimo, como sigue:
h
(AgApP).,, = 5 ‘ (3.35)

Consideremos ahora las propiedades de un solo modo del campo. Para este caso podemos

escribir el operador de aniquilacion a como una combinacién lineal de dos operadores

hermitianos
2= *;Xz , (3.36)

donde X, y X5, son las partes real e imaginaria de la amplitud compleja, para amplitudes sin
dimensiones en las dos cuadraturas det modo. Estos operadores obedecen la relacion de
conmutacion §

[X] 5 Xz]:2i, (3 37)
con lo que obtenemos para el principio de incertidumbre:

AX;AX>1, (3.38)

si tomamos en esta ultima relacion el signo de igualdad, tenemos los estados de minima

incertidumbre, donde un caso particular son los estados coherentes en donde tenemos:
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AX]ZAXZ_—_]; (3.39)

Gréaficamente un estado coherente puede ser representado por un circulo de error en un
plano de complejo con ejes X} y X; y centro en ! X, +iX, =o yradio AX;=AX,=1 como

se muestra en la figura 3.1:

(a) (b)

Fig. 3.1. Gréafico en el espacio fase ilustrando la incertidumbre en:

a) un estado coherente o -, y b) un estado comprimido o, 7

Como ya hemos mencionado existe tna familia de estados de minima incertidumbre
definida por la ecuacion 3.39. Si graficamos AX; contra AX, los estados de minima
incertidumbre se encuentran sobre la parabola de la figura 3.2. y solamente tienen sentido
fisico aquellos que se encuentran a Ja derecha de esta curva. El estado coherente con
AX;=AX, es un caso especial y aparece como el punto en la grafica, mientras que los
estados que se encuentran en la region sombreada en esta misma figura se denominan

estados comprimidos. Estos estados comprimidos se pueden generar por medio de un

operador unitario de compresion, definido en términos de g = re*® como sigue:

S(e) = exp(} (e a> —ea™)). (3.40)
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Fig. 3.2. Gréfica de AX, contra AX, para estados de minima incertiddumbre.
El punto corresponde a un estado coherente y la region sombreada

a estados comprimidos

Este operador de compresion obedece las siguientes relaciones:

S*()=5"(e)=S(-¢)

S*(e)aS(e) = acoshr —a*e* senhr

. | (3.41)
S*(e)a*S(e)=a' coshr—a*e’senhr '
STe)Y, +iY)S(e)=Ye  +iV,e  «
donde
Y, +iY, = (X, +iX,)e™, (3.42)

es una amplitud compleja con una rotacién. De aqui se puede observar que el operador de

compresion atenia una componente de la amplitud compleja y amplifica la otra, con el

factor de compresion =l Entonces, el estado comprimido o,e se obtiene aplicando

una compresion al vacio y posteriormente desplazarlo, esto es:
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o,e =D(@)S()0 - (3.43)

Finalmente, podemos calcular los valores esperados y varianzas para un estado

comprimido, lo que resulta en:

X, +iX, = Y, +iY, €* =2
AY, =e™, AY, =¢

o 5 ) (3.44)
N =o +senh’r

. o 2
(AN)’ = acoshr —a."e*senhr ~ +2cosh’rsenh’r

En esta ultima relacién se muestra como el estado comprimido tiene diferentes
incertidumbres para Y; y Y;, como se habia graficado en la elipse de la figura 3.1b, donde

sus ejes principales pennanecenia lo largo de los ejes Y, y Y>.

gl

30



3.6. Referencias.

[3.1] Albert Messiah, Quantum Mechanics, Dover Publications, Inc., 1999.
[3.2] D: F. Walls and Gerard J. Milburn, Quantum Optics, Springer-Verlag, 1994.
[3.3] Marlan O. Scully and M. Suhail Zubairy, Quantum Optics

[3.4] P. Meystre and M. Sargent 111, Elements of Quantum Optics, Springer Verlag, 1990.

[3.5] R.J. Glauber, Phys. Rev. (1963), A 131, 2766.
[3.6] Ver referencia [3.2].

31



CAPITULO 4

Midiendo compresion y fase del
campo electromagnético.

4.1. Introduccion.

Es una caracteristica esencial de la Segunda Ley de Newton que dadas las coordenadas
iniciales y velocidad de una particula y conociendo todas las fuerzas que actaan sobre ella,
la orbita queda determinada univocalfiente; y lo mismo es cierto para un sistema de
particulas. Esta es la esencia del deterininismo [4.1]. Sin embargo, en la Fisica Cuantica
existe una limitacion sobre la certeza con la que se pueden medir dos o mas magnitudés no
compatibles simultaneamente. Este hecho fue formulado por el cientifico aleman Werner
Heisenberg en 1925, quien demostré que la incertidumbre en el conocimiento de la
posicion de una particula, multiplicada por la incertidumbre en su cantidad de movimiento,
nunca puede ser mdas pequefla que una cierta cantidad, la constante de Planck. Ademas éste
limite es una propiedad fundamental e ineludible, que no depende de la forma en que se

realicen las medidas, ni del tipo de particula.
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4.2. Principio de incertidumbre de Heisenberg.

La observable de un sistema medido lleva su propia incertidumbre, independientemente de
como el aparato de medicion es preparado y de como se efectua la medicion [4.2]. Para

comprender mejor este principio fundamental, consideremos un ensemble de sistemas

cuanticos idénticos preparados en el estado \ , enseguida medimos una observable A

para la mitad del ensemble y otra observable B para la mitad restante ademas, cada mitad

contiene practicamente un numero infinito de sistemas idénticos. Suponiendo que la

medicion es perfecta, es decir, que el error medido es cero, entonces, la medicion de 4 dara

. Ky’ - 2 . - . ey
“a”, uno de los eigenvalores de A con una probabilidad aw . Similarmente, la medicion

A~ 2
de B dara uno de sus eigenvalores “b” con una probabilidad de by

Los valores promedio del ensemble son:

A=y iy B=yby, ' 41

N ~ 2 ~ " N2

M =4 - 4 AB =B — B, . 4.2
El principio de incertidumbre s puede ahora enunciar de la siguiente forma: dadas dos
observables 4 y B, tales que su conmutador es [,21,3]2 iC', donde C es un nimero o
una observable, para cualquier estado \ - del sistema fisico sobre el que se realice la

medida simultanea de ambos, se verifica la relacion:

(ay@8Y =) ¢ - 4.3
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Como un caso especial tomemos los operadores flzq (posicién)y B = p (momento), de

una particula libre. Entonces se llega a la siguiente relacion de incertidumbre:

2
lo.plin— 23> A’ ZZ-. 44

Ya que hemos visto que una representacion conveniente del operador de posicién es en
términos de los operadores de creacion y aniquilacidén, entonces necesitamos para
determinar las desviaciones cuadraticas que nos dardn una medida de la compresion medir

cantidades como:

Q9
i
Q
+
Q

+ 27 +1 . 45

i
y

donde 4 y & son los operadores de creacidon y aniquilacion del campo electromagnético,

respectivamente. Es decir, medir cantidades como 4% - con k=0, 1, 2.

4.3. Espectroscopia inversa.’

En la espectroscopia tradicional algiun tipo de radiacion incide sobre una muestra y
posteriormente se colecta nuevamente la radiacién ya sea transmitida o reflejada la cual
contiene informacion de las caracteristicas atdmicas del material.

En nuestro caso tomaremos una alternativa diferente, en la cual utilizaremos un atomo
como instrumento de mediciéon para analizar el campo electromagnético, y es en este

sentido que podriamos denominarlo espectroscopia inversa.
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4.4. Midiendo compresion.

Empezaremos por escribir el hamiltoniano de interaccion para un atomo de dos niveles en

resonancia con el campo electromagnético y en la aproximacion de la onda rotante:

j | 46

donde ¢, y & _ son los operadores atémicos de subida y bajada, respectivamente, los

0

d+

X

H=X(4"c_+0c,d)= x(

<

cuales obedecen la relacién de conmutacion Eﬁﬁ_]: S .

Podemos escribir el hamiltoniano de la ecuacion 4.6 de otra forma haciendo uso de los

operadores de Susskind-Glogower [4.3], obteniendo:

0 A+l L s :
H=2T & T 4.7
- A+l 0

donde

10 .
T= . ’ 4.8

oV

”i
para el operador de nimero p=a'ay vV = - 1<1~ a. Debido a las relaciones 747 =1 y
A+

T*T #1 es claro que los operadores implicados son anticonmutativos lo que nos permite

expresar el operador de evolucion, como:

cos( At A +1) _osen (Mt A+1)
U (1) = Csen (At A+ 1) o+ 1 » 4.9
— 14 e O J—
A+ 1 cos( At- A7)
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Ahora supongamos que el campo electromagnético se encuentra en un estado desconocido

y el atomo en estado excitado, en éste caso el estado inicial del sistema es

v (0) = ey ,(0) , €l cual utilizamos para calcular el promedio del operador & _, esto es:

S, =—iy,(0) cos(Ar- A+1)V sen(ht- A+1)y .(0)

+

. 4.10
== W)V GenhiA, (#)] - senMA_ ()] )y +(0)

donde
A,(Ay=-A+2+ A+l, A (A)=- A+2— A+1. 4.11

Se puede identificar la forma de la ecuacion 4.10 como una de las integrales de Fresnel

[4.4], como se ve enseguida.

Ea’TTsen(T2 / A)sen(BT) = Af ﬁ; (cos Af +sen Af] ,

4.12

si hacemos Ar=T, podemos utilizar esta integral para calcular el valor promedio anterior:
¢

. i
deTsen(Tz/A)<§+ :—é Y (0) P (f, =¥,) ¥, (0) 413
con
A A~ T Az A Az ~
MO W O S AN 414
- 4a 2a 4a 4a

Considerando el hecho de que el nimero de fotones del campo electromagnético es muy

grande [4.5], entonces podemos hacer la siguiente aproximacion (ﬁ +2)ﬁ+1) ~n+3/2,
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y entonces podemos también escribir A’ (7)~47+6 y A’ (7)=0. Tomando ahora 1/4

=47, tenemos:

¥ % ( A+2+ A+Dmcos[(4n+6)yn]= 2n°A,(A). 4.15
y también
Y;]) z“,éﬂzAﬁ(ﬁ)- : 416

Finalmente, tomando las simplificaciones anteriores la transformada integral que teniamos

previamente toma la forma [4.6]:

[’ dTTsen(T* | A)S, =—i- 2n>y (0) P+ A+1y,(0) e
=—i 2, (0)a" g, (0)

En esta ultima relacién notamos que el valor promedio del operador de subida se obtiene a

partir del operador de creacién.

Ahora lo que necesitamos es encontrar una manera de medir la cantidad
W, (0)[@" 1>, (0) , para la cual necesitamos una transicién de dos fotones, en cuyo case

tenemos:

H:X‘Z)Tz[ | 0 | /(ﬁ+l)(ﬁ+2)][f+]zy 418
L e+ 0

donde A es una constante de interaccion en el caso de dos fotones. Andlogamente al caso

de un fotén se puede encontrar una expresion para el operador de evolucién haciendo

algunos cambios de variable como:  (A+1) . (A+2)a+1),V - V2 yV* 5[V
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De ésta forma es sencillo calcular el promedio del operador ', el cual se puede expresar

como:

6P =iy, (0) cosp?r (+1)n+2) P senp e (a1 +2) . (0)

== W OV enfhs, (1)) =sen{sS_ ()] (0 o
donde
.= (At da+d+ (hr2)A+])~20+5, 420
y lo mismo para:
8§ ()= (h+d)Asd)— (1 ;‘gﬁ)(m) 2. . 421

Observando la forma que toma la ecuacién 4.19 en términos de la funcién seno, utilizamos

nuevamente la transformada integral de Fresnel de 1a ecuacién 4.12, lo que nos da:

[ drtsen(r?/4)6,% ==ian® () [P PG =75") - (0) 4.22
con:

o 4%@&; [[%4()}{%4()}} 423
y

g AB@) ;({AZ()}{AS;D 424
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si ahora utilizamos 4=87, tenemos que la ecuacion 4.22. queda [4.6]:

f‘dTTsen(T2 /18n) 6. P =—isn Y (O) [P (A+D)(+1) -(0) 45
=8’ [a']

Y nuevamente nos queda el promedio del cuadrado del operador de subida en términos del

cuadrado del operador de creacion.

4.5. Midiendo propiedades de fase.

Ahora analizaremos las propiedades de fase del campo electromagnético. El procedimiento

es similar al de las componentes en cuadratura del campo, solo cambia en las transformadas

integrales que utilizaremos. Calcularemos el promedio de &, para la transicion de un fotén

en el sistema conformado por el 4tomo en el estado base y un campo arbitrario . (0) ,

S, =iy (0)V senOr A+1W* cos(hr- A+1)W y -(0) 426

+

tomando la aproximacion para un nﬁmego grande de fotones, tenemos:

*

S, =iy, (0)V*sen(rt ;%w;l')cos(?»l:ﬁ)(l— 0-0)y,(0)

C 427
=iy (0) V' sen(ht- 7i+1)cos(ht- )y (0)
ahora utilizamos la siguiente transformada integral:
ff‘*’*@? )TCOSSBT)a’T =n/2, A>B>0 428

que en nuestro caso queda:
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- G, in -
[ Ly dOD =", 0V (0) 429
para medir [V*] , necesitamos nuevamente un proceso para dos fotones. Asi el valor

promedio de &’ para el atomo en el estado base, es :

2
+

67 =iy, (0[P Psen(APr (A+1)(2+2))[V T cosOPt (A+1)(A+2))P*y (0)

4.30
=iy, (0) [V ] sen(A V1. (7+3)(7+4))cos(MVr (+1) (7 +2))V >y -(0)
y nuevamente con la transformada integral anterior, tenemos:
r (§i2) iﬂ: PPN
[ dr="" g, U717y, | 4.31
T 2 ‘
la cual para un nimero grande de fotones queda:
2 (2) o é
[ =" v Ty, 0 432

*

Ahora bien, para determinar el valor promedio de &, este se puede determinar a partir de
los valores promedio de las variables observables ¢y & , de acuerdo con la relacién

S, =8, +id . Donde utilizamos la traza, de la siguiente

forma: S, =Tr[s,p]l= Tr[Rg*:R+§] = Tr[cf_,R*;ﬁR] =Tr[S_p,], es decir, el valor esperado

de . (la inversion de poblacién o la probabilidad de encontrar €l atomo en el estado
excitado menos la probabilidad de encontrarlo en el estado base) para una matriz de

densidad con una rotacion (en la base atomica) R = exp[(S_—¢&,)n /4]. Lo mismo se lleva

acabopara ¢ . Experimentalmente debemos mandar un dtomo a través de la cavidad que
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contiene el campo a estudiar, posteriormente rotamos este cuando sale de la cavidad y

medimos su energia.
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CAPITULO 5
Trampa de Paul.

5.1. Introduccion.

El atrapamiento ¢ confinamiento de iones por grandes periodos de tiempo ha incrementado
las aplicaciones de la espectroscopia laser. El hecho de confinar un solo 16n nos lleva a un
sistema con caracteristicas unicas que permiten probar conceptos fundamentales de la
%

mecanica cuantica. Por ejemplo, los saltos cuanticos han sido observados directamente y
por ello son usados para monitorear la dindmica interna del ién.

También éste atrapamiento a llevado a la implementacién de compuertas cuanticas, lo que
marca una tendencia a desarrollar computadoras cuanticas.

En éste capitulo se revisan algunos conceptos basicos sobre la trampa de Paul y se analizan

las relaciones que rigen el comportamiento de iones dentro de la trampa.

5.2. Fundamentos de atrapamiento de iones.

Debido a su carga los iones pueden ser manipulados por campos electromagnéticos, a

diferencia de los 4tomos neutros, por ésta razon debemos controlar el campo
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electromagnético que confinara al ién. Como una primera aproximacion consideremos un
arreglo sencillo que consiste, en un campo estatico producido por un electrodo de anillo y
dos extremos [5.1]. De tal forma que el movimiento de la particula, resulta en un potencial
denominado de silla de montar, para fj=cte; que basicamente se caracteriza por un

movimiento estable en la direccion radial y uno inestable en la direccion normal:

O(F) = f,-( +? -22) (5.1)
Aplicando la ecuacion de Laplace al potencial @ anterior [5.2], tenemos:
AD(F)=f,-(2+2-2-2)=0 (5.2)

Existen dos técnicas para solucionar este problema con la silla de montar. La primera
utiliza campos eléctricos y magnéticos estaticos, y se conoce como trampa de Penning
[5.3]; v la segunda conocida como trampa de Paul [5.4], utiliza campos eléctricos
dependientes del tiempo.
En la trampa de Paul, el voltaje de los electrodos se cambia de polaridad logrando con ello
que las regiones de estabilidad se alternen y se vuelvan estables en esos instantes.

La situacidn anterior se puede modelar ¢on la siguiente relacion:

i}

OF,0) = f()(xP + y* —22%) (5.3)
donde ahora tenemos:

F() = yj;[/(i(,)sgwf,t) (5.4)

2 2
vy +2z,

y los términos U y V son las amplitudes de los voltajes directo y alterno (C.D. y C.A.),
respectivamente, r, es el radio del electrodo de anillo, 2z, es la distancia entre los extremos

de los campos, y ®,/~27/T es la frecuencia de C.A como se observa en la figura 2.1 y 2.2.
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Figura 2.1: Trampa de Paul. (a) Curvas equipotenciales para el campo cuadrupolar.
(b) Configuracidn de los electrodos. (c) A la izquierda se muestra un esquema de la
trampa con electrodos hiperbélico% y a la derecha un modelo eléctrico del sistema
donde r representa las pérdidas en los electrodos y los alambres, I y ¢ Vla inductancia y
capacitancia equivalente para el modo COM de oscilacion en la direccién z, y Cy toma en

cuenta los efectos combinados de las capacitancias del arreglo a la izquierda.

Con éstas relaciones, la ecuacion cldsica de movimiento del 16n de masa M y carga e, en

términos del potencial queda:
M§ +2ef (1)(F —=32) =0 (5.5)

donde z =(0,0,z)" . Podemos notar que ésta wiltima relacion corresponde a la ecuacién de

Mathieu siguiente:

2

g_i{+{a+2q cos(2t)u =0 (5.6)
2
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donde realizamos los siguientes cambios de variable:

8elU 4eU

y g=-

’[ — s R .57,_..“"7,, ——— 7,,, .
Mco;. (ro2 + 223) M(o,}(ro2 +2z;)

it
il

t a

Yot 5.7

La ecuacion de Mathieu es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes periddicos. Esta
ecuacion puede ser resuelta con el teorema de Floquet el cual asegura que la solucion

general de 5.6 es [5.5]:
u(t) =A™ o)+ Be ™ o(—t) (5.8)

Ay B son constantes y

d@) = +m)= icnez“”‘ ; (5.9)

n=—ox
es una funcién periddica.

Las ecuaciones de Mathieu tienen dos tipos de soluciones [5.6]:

%
1) Movimiento estable: Cuando el exponente caracteristico 3 es puramente real la variable

o

{ - -
u(t) es acotada y consecuentemente ¢l movimiento es estable. Esto significa que las

particulas oscilan con amplitudes limitadas y sin golpear los electrodos.

2) Movimiento inestable: Cuando ( tiene una parte imaginaria la funcién y(r) contiene
una contribucion exponencialmente creciente. Las amplitudes crecen exponencialmente y
las particulas se pierden al chocar contra los electrodos.

Es decir, existen condiciones que permiten que el ién quede atrapado en el campo

cuadrupolar.
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Las fronteras de las regiones de estabilidad corresponden a valores enteros o cero de 3 y la
primera region de estabilidad estd rodeada por cuatro lineas con =0y 1y =0 y I,

como se muestra en la figura 2.2 siguiente [5.7]:

4 ,rilf\ \’\

Figura 2.2: Region de estabilidad I y 11 de la trampa de Paul.

Ya que B esta determinada por a y g, la ecuacion de Mathieu tiene soluciones estables

como una funcién de a y q. Regiones gie estabilidad para la ecuacion (5.8) corresponden a
regiones en el espacio de los parém;tros a-g en donde se traslapan las regiones de
estabilidad en la direccion axial y radial.

En la literatura no es posible encontrar soluciones analiticas para la ecuacion (5.8), pero
para la mayoria de las aplicaciones una especificacién de la carta de estabilidad de sus
soluciones es suficiente y no es necesaria una dependencia funcional detallada. Pero se
puede dar una solucion aproximada en la region de estabilidad que es de interés.

Con este fin podemos rescribir la ecuacién (5.8) como:

u(w)= 4,3 Cl, cos(2n+ B, +B,> Cicsin(2n+ B,), (5.10)

n=o n=w
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Donde 4, y B, estan determinadas por la posicién inicial w,(0) y la velocidad L./,»(O) del

ion, también como de la fase inicial del campo rf. El subindice i=r, z corresponde a las

cantidades asociadas con el movimiento axial y radial del ion., respectivamente.

Los coeficientes ) estdn dados por una relacién de recurrencia

Ci.,—-DC +C, ,=0,

2n+2 2n " 2n 2n=-2

con
Dl =, -@n+p) }a.-

Dados a, y g,, entonces se pueden calcular C; yj3,.

Si definimos

i
Gi - C2n
2n i

0

,A=4,C, Yy B =B_C,,

y haciendo

u (1) = (1) +u" (1),
Se obtiene de la ecuacion (5.10)

u'(t)=A coswt+ B seno.t,

)cos nQt]

-2n

le,m (‘[) = Z[(A; COS(D;I + B;Seno‘)il)(G'_;n + Gi

n=1

+(B coso,t— A seno, )G}, —G',,)sinnQt.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Con o, = B

> Puede verse de las ecuaciones (5.15) y (5.16) que el movimiento del i1on

para la dos regiones consiste de dos componentes: el movimiento #*(7) en la forma de una

oscilacion armonica con una frecuencia o, y el movimiento u”(r) compuesto de la

i

superposicion de varias subcomponentes con frecuencia fundamental ) y sus multiplos

nQ (n=2, 3,...) y con amplitudes moduladas con la frecuencia ,. Sin embargo, la
proporcion de las dos componentes, los valores de o, , el nimero de subcomponentes que
contribuyen apreciablemente y sus pesos depende fuertemente de los valores 4, y g, , de tal
forma que ellos variaran con la region. Todo esto se determina cuando los valores de 3, y

Gén estan dados.

Varios valores de 3, y G, correspondientes a algunos valores tipicos de a,y g, aparecen
listados se pueden encontrar en la literatura, de cuya informacion se puede apreciarse que

para g<<q<<1 en la primera regién uno puede asumir que G, =G’, Y se pueden

ignorar el resto de los coeficientes Gi;n (n>1); entonces las ecuaciones (5.15) y (5.16)

pueden ser rescritas como

u (t)=u  cos(®;t+3,), 1 (5.17)
u"(t)=Cu cosQrcos(®,r+95,), (5.18)
Es decir

u(t)y=u_cos(@+3)(1+CcosQr) (5.19)
donde

\
“izu = A;Z + sz , & =cos™ (4; /,(Ai2 +B}_2 )y C una constante.
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Generalmente se desprecia el micromovimiento, aunque es posible su reduccion mediante
el uso de electrodos adicionales [5.8]. Entonces el movimiento del ion estd gobernado por
la ecuacion (5.17) y se comporta como si estuviera confinado en un potencial armonico,

que para la parte radial, tiene la forma

U 9 2 2
aV1p =-’2—1@3;x2 +02y) (5.20)

En la figura 2.3 se muestra una grafica de la ecuacién (5.20).

.10 . 20 z0 40

Figura 2.3: Muestra el micromovimiento y el movimiento secular de un ion atrapado.
Las oscilaciones a mayor frecuencia son el micromovimiento y las de menor frecuencia

el movimiento secular.
®
Tipicamente, U, =0 V y de aqui a=0 (ademas de que se esta trabajando en la region para

la que a=0); asi que la frecuencia radial ©® y o son degeneradas. La ecuacion (5.20) se

reduce a:

qQWap = m;)f (2 +5°) A (5.21)

Donde la frecuencia radial de la trampa ¢ estd dada por

Qb ___a¥, (5.22)

r = 3/2 2 1/2
2 mry 2

(0]
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La conclusion importante aqui es que podemos utilizar el modelo del oscilador arménico

para modelar el movimiento de un ion atrapado en una trampa de Paul.
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CAPITULO 6

Trampa de Paul con {recuencia
dependiente del tiempo.

6.1. Introduccion.

El esquema propuesto en el capitulo 4 mediante transformaciones integrales para extraer
informacion del campo electromagnético a partir de medir propiedades de los atomos
saliendo de la cavidad se puede extender a trampas de iones. En éste capitulo analizamos el
problema de un 16n atrapado en una trampa de Paul dependiente del tiempo interactuando
con un campo laser. Mediante un conjﬁnto de transformaciones unitarias se muestra que
este sistema es equivalente a la interaccion entre un campo cuantizado y un sistema de dos
niveles con parametros dependientes del tiempo. Usando transformaciones unitarias

dependientes del tiempo se linealiza el problema.

6.2. Invariante de lewis.

En 1967 Lewis [6.1] considerd hamiltonianos paramétricos con la siguiente forma estandar:

A=0/2e)p" +0°()8") (6.1)
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Donde ¢ es una coordenada candnica, p es sumomento conjugado y o(7) €s una funcion

continua de ¢ arbitraria. La motivacion original para considerar tales sistemas fue el deseo
de investigar la naturaleza de las series del momento magnético para una particula cargada
moviéndose en un campo electromagnético relativamente simple para el cual el potencial

escalar es cero y el vector potencial es:
- 1 - -
A= Eh(r)B(t)x r, (6.2)

La ecuacion de movimiento para tal sistema corresponde al Hamiltoniano (6.1), en cuyo
casom(r) es 1/2B(r), y € es larazon carga-masa. Lewis aplico la teoria de Kruskal [6.2] a

este sistema y como una consecuencia derivé el siguiente invariante exacto

1=% [qj +[pp— p qj (6.3)
2|\p |

Con p una funcion de ¢ satisfaciendo la llamada ecuacién de Ermakov [6.3, 6.4]

pro(n)p = (6.4)

3 *
-

Este invariante exacto resulta ser una constante de movimiento del sistema descrito por el

Hamiltoniano (6.1) en el sentido de que

dl

a _ 6.5
- 0 (6.5)

Si se considera a un sistema cuantico cuyo Hamiltoniano esté¢ dado por la ecuacion (6.1)

donde g y p son ahora operadores que satisfacen la relacion de conmutacion

[g:ﬁ]: in, (66)
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usando la relacion de conmutacidn dada arriba y la ecuacion para p se puede demostrar
que la cantidad / el cual es un invariante del sistema clasico es también un invariante del

sistema cuantico. Esto es, satisface,

a e 1. .
a o =0 (6.7
dt ot ih[ ] )

6.3. Transformaciones unitarias

Recientemente Moya y Guasti [6.5] presentaron una forma alternativa de obtener el
invariante / . Utilizando transformaciones unitarias que involucran la funcidén auxiliar del

sistema cuantico (6.1) como se muestra a continuacion:
e,
i &0 =HE®) 6:8)

con la siguiente transformacion ¢ = 7'(r)£ , donde:

7= exp( "lnp@f”“p@)exp —ip(t ,)Qi) (6.9)
2 20(1)°

agrupa las transformaciones siguientes:

5 — axg| —1POX (6.10)
2np (1)

$- exp(il,‘%? (p + pq)) (6.11)
2h

55



Estas transformaciones pueden ser obtenidas a partir del invariante de Lewis considerando

A

a los términos ¢ y pp en el invariante como una compresion en las variables g y p,yal

término — p § como un desplazamiento en la variable p .

Aplicando esta transformacion obtenemos la ecuacidn para[ ¢):

zhjt o) =H6(1) (6.12)

expresada en términos del hamiltoniano transformado.

El Hamiltoniano para el sistema con el ion atrapado con frecuencia dependiente del tiempo

en interaccion con un laser es

2
nT #

H= %[;'FV (H)x ]+§w2]0: +h7x(l)[}?(_) (;c, 1o _ +H.c] (6.13)

El Hamiltoniano se construye igual que en el caso independiente del tiempo pero ahora la
frecuencia de la trampa no es constante sino que se considera una funcion del tiempo. La

ecuacion de Schrodinger para este hamiltoniano lo escribimos

ih%\g(r)} = H|e () (6.14)

En el andlisis del problema primero hacemos la transformacion

16(5)) = T(D[E (1)) (6.15)

con
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P exp (D3} (xpt p) oxp —ip(H)x ) 6.16
2h 1 2mp(1)

y con la ecuacion de Ermakov.

Al igual que en las transformaciones que hemos utilizado anteriormente debemos calcular

la expresion

oT(r)
ot

H, =|ih—= T +T(r)HT(t) (6.17)

T

para encontrar el Hamiltoniano transformado.

A

Para obtener a—g-@— T (t) calculamos
1
aT() - or@ .t (1) = [11n{P(l)x/;’:}(xP+PX)lﬂ(;}H};;) o (1) exo| = o(0)x exp ip()x
ot 2 2h p(1) 2hp(t) 2hp(1)

k!

2

o —iln{p(1)\Vo }(x p+ p ) e in{p(1)a, Hx pt p ) oxp —ip(N)x

2n 2n 2hp (1)
NEEES p(z)p(r) 50 oxp —ip()x oxp ~in{p (v, }(x pt p2) 6.19)
2h p (0 2hp(1) 2h
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OT(W) a" ih p() - G bmem-p 0] [ intp0 Gt |
a L O P P+ o oy P 2h *

| PO} pt p)

6.19
o (6.19)

Para calcular lo anterior necesitamos en el segundo término la expresion siguiente

2

soon son ~ A A R n2 AA nonon2 2 non YN nor 22
exp(oc(xp+px))x exp(—a(xp+px))=x +o{xp+px,x :|+O(2 {xp-kpx{xp-&pr X HJr

(6.20)
por comodidad definimos
] !
_in(p()yvo) (6.21)
2h

El conmutador
{Ax I prx:| — i’ (6.22)
Se puede obtener usando la propiedad
[0 ], —ih ——x ; (6.23)

por lo que
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L2 k) 2

exp(a(,\' p+px))x exp(— (rp+px))— x o (—4ih)x’ +2 py

(—~4in)> x* +..

2 _—4if 2 2
=xe "™ =xpv,

Sustituyendo en (6.20) y utilizando la ecuacion de Ermakov (6.4) se obtiene

7 €T }A(T): 1 p(1)

ot B ()( P pr)+—-(p(r)p(z) p (1)}( v,

+

Para calcular }(i) fA{ } () necesitamos en primer lugar

+

TGP+ 0T ().

En esta tarea se encuentra uno en la necesidad de obtener

. A2 . A2

—_7 A ; t A A
eXp _—*———Ip(t)x pexp —-——lp( )x :p+Bx,
2np(1) 2hp(1) p

%

ecx(xp+px)xe—a(.rp+px) — p ,VO ;

y exp(oc(;r A;+j;;c))(‘;+£;) exp( cx(xp-i—px)) [ ]
p p\/v

Con las expresiones anteriores se puede obtener

2 7
)p +p Vo X +—(xp+px)

Tp2T+ :(

PVO

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)
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2 2
Ix'T" =pv,x

Para finalmente obtener:

1! 2 2
debido a que también se requiere

Te™T*= exp[oc(; ;7+ ;n)) exp(—oc(;c;wr ]A)Q)) =

Desarrollando en serie de Taylor la exponencial, nos queda (6.33) como:

Te —i(lo(-mr)T o e—i(kp SV x—wt)

Con éstos resultados el Hamiltoniano transformado resulta ser

E

H; =

—| pP+viox |+ —71(02,0__ + hQ(1) E"i(kp‘/“_”X_")')G_ + he.
2pv, 2

identificando la frecuencia de Rabi siguiente:

Q1) = \E,

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

Como podemos ver en el Hamiltoniano (6.35), hemos podido factorizar la dependencia

temporal de la trampa, en esta dependencia estd implicita p . Esto representa una ventaja

cuando se requiere resolver la ecuacion de Schrodinger para este sistema.
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Ahora transformamos a un marco rotante de frecuencia ¢ usando la transformacion

T = | (6.37)

La transformacion 7 conmuta con p y q porque estos se refieren al movimiento

vibracional y ¢ _ a los estados internos. También conmuta con —@, o . por ser funcion del
: PREE

mismo operador.

De aqui que el hamiltoniano se pueda escribir como:

hOW G4 1/2)4 10 . + RO L6+ e (6.38)

0

Hw =

AY

donde hemos considerado § =(w,, —®) como la desintonia entre el laser y el ion, y

y 1 . C . . . .
o(t)=— es la frecuencia caracteristica del oscilador armonico dependiente del tiempo.

El parametro de Lamb-Dicke dependiente del tiempo se puede expresar como:

(1) =N (N, » | (6.39)

4
conn, =k ﬂ-&h— y k la magnitud del vector de onda del laser que ilumina al ion.
0

El hamiltoniano (6.38) es equivalente al de la interaccion entre un campo cuantizado y un

sistema de dos niveles con pardmetros dependientes del tiempo.
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6.4. Medicion.

Analizando ahora el sistema como se realizo en el capitulo 4, consideramos un estado de

movimiento vibracional desconocido, y el estado interno de el 16n se considera excitado, tal

que el estado inicial de el sistema es (0) = ¢ y (0) , el promedio del operador &, es

dado por:

+

== 3 w0 7 eenl A, ()] - senl 1B ()] Jy, (0)

S, ==iy.(0) cos(u'r A+1)V sen(u"t A+1)y (0)

donde
A,(M)= A+2% A+

Utilizando la integral de Fresnel (ec.4.12)y p"t —1 tenemos

le,

fdrtsen(t TA)S, = ——12— y. ()7 Q‘f) —Yf”)l/‘.(())

con

o _ AR maf  FaR@)] FAR, ()
N .2 4 4

|

AN

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

Ahora usamos la aproximacién . (7+2)(A+1) ~2+3/2 que es vélida para numeros de

excitacion grandes. Podemos entonces escribir A’ (7)~4i+6 y A’ (n)~0. Asignando

A=47, obtenemos:
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(6.44)
7= 2 A ()
tal que la transformada integral queda
f dvsen(c® | A) S, =i 2n w (0)V" A+1y . (0) (6.45)

=—i- 2y, (0) 5"y (0)

para medir y (0) E*]\V .(0) es necesaria una transicion de dos fotones, es decir calcular

el promedio de (¢*)*, lo que nos conduce después de hacer las aproximaciones necesarias

a:

Fa’rtsen(r */8n) ¢ =—i8n'y (O) [V A+ D) (A +1) ,(0) (6.46)
=—i8n* [B')
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CONCLUSIONES.

En este trabajo estudiamos una parte fundamental en fisica que corresponde al principio de
incertidumbre de Heisenberg, y como consecuencia la generacion de estados coherentes y
comprimidos del campo electromagnético. Para lograr nuestro objetivo estudiamos la
cuantizacion del campo electrémagnético, asi como la formulaciéon hamiltoniana para la
interaccion de un atomo con el campo en la aproximacion de la onda rotante.

Una vez obtenido el hamiltoniano, 1o expresamos en términos de los operadores de creacion
y aniquilacion y se identifica una relacidon que corresponde a una transformacion integral de
Fresnel, con lo cual se identifica la forma de medir las propiedades de compresion y de fase
del campo electromagnético en la cavidad a partir de la informacion del estado de los

atomos que abandonan la cavidad.

Revisamos el funcionamiento de la trampa de Paul a fin de aplicar los resultados obtenidos

en la medicion de las propiedades de compresion a trampas de iones.
Mostramos la aplicaciéon de éste método en iones, después de realizar un conjunto de

manipulaciones para describir el sistema en una trampa de Paul con frecuencia dependiente

del tiempo.
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