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Resumen

Durante los últimos años, el interés por las marcas de agua en imágenes médi-

cas ha ido creciendo. Esto se debe a las ventajas que provee su uso para garantizar

los requerimientos de confidencialidad, disponibilidad y confiabilidad.

La confidencialidad de la información del paciente se refiere a que sólo las personas

autorizadas tengan acceso a la información. La disponibilidad permite que el pa-

ciente, el doctor o persona autorizada, tenga acceso a dicha información sólo en el

momento autorizado. La confiabilidad permite asegurar que la imagen radiológica

no ha sido alterada por personal no autorizado.

En esta tesis se propone un nuevo método para insertar y recuperar marcas de

agua en tomograf́ıas computarizadas utilizando la Transformada Compleja Modu-

lada Traslapada y Cuantización por Modulación de Índice. Este trabajo presenta

un nuevo enfoque para la inserción y detección de marcas de agua en imágenes

radiológicas, aśı como una garant́ıa de cuánta degradación va a tener la imagen

médica marcada con respecto a la imagen original.

A diferencia de otros trabajos, en esta tesis se determina la recuperación de la

marca de manera anaĺıtica a partir de la forma de inserción. De igual manera, la

inserción de la marca se realiza considerando que las imágenes radiológicas, trata-

das en este proyecto, presentan un gran número de regiones cuyos pixeles tienen el

mismo valor, es decir, se pueden encontrar matrices de m×n, donde ei,j representa

el elemento de esta matriz que se encuentra en el renglón i y columna j y éste es

igual a λ para toda i y j con i ∈ {1, 2, . . . ,m} y j ∈ {1, 2, . . . , n}
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La inserción se realiza considerando las caraceŕısticas de la imagen a marcar para

que la detección pueda tener un mejor desempeño en comparación de los esquemas

actuales propuestos para imágenes radiológicas.

El análisis de la Transformada Compleja Modulada Traslapada y la forma de

marcado, permiten determinar la degradación introducida en ciertas regiones de

la imagen, lo que garantiza que el método propuesto se encuentra dentro de los

ĺımites permitidos de degradación.

A diferencia de los trabajos reportados en la literatura, no es necesario realizar

experimentos para determinar si el nivel de degradación que tendrá la imagen

médica marcada es aceptable, dado que esto es calculado a priori por medio de

fórmulas determinadas en el análisis de regiones suaves. Los experimentos realiza-

dos sirven para verificar que el análisis fue realizado correctamente.

Por medio del análisis realizado y los resultados obtenidos en los experimentos

que se llevaron a cabo, el método propuesto es adecuado para insertar marcas de

agua en imágenes médicas, en cuestión de capacidad de inserción garantizada, y

la degradación inducida es aceptable de acuerdo a ciertas medidas de similitud y

es determinada sin necesidad de realizar experimentos.
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Abstract

During the last few years, the interest about watermarking in medical images

has increased. This is due to the advantages they provide to guarantee certain

requirements as patient confidentiality, availability and reliability.

Patient confidentiality refers to the fact, that only authorized people have access

to the electronic patient records. Availability allows the patient, physician and

authorized personnel, to have access to the electronic patient record only when

it is needed or permitted. Reliability certifies that the radiological image has not

been tampered by unauthorized personnel.

This thesis proposes a novel method to insert and extract digital watermarks

from computed tomographies using the Modulated Complex Lapped Transform

and Quantization Index Modulation.This work presents a novel approach to insert

and detect watermarks in radiological images, as well as a guarantee of how de-

graded the watermarked medical image is going to be, compared to the original one.

Unlike other works, the watermark extraction is determined analytically from the

insertion process. The insertion process considers that the radiological images,

treated in this project, present a great amount of regions whose pixels have the

same value.

The insertion process is done considering the characteristics of the image to be

watermarked, in such a way the detection can achieve a better performance, com-

pared to the current methods proposed for radiological images.

The analysis of the Modulated Complex Lapped Transform and the way the wa-
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termark is inserted, help to establish the induced degradation in certain regions,

which assures the proposed method satisfies the allowable degradation limits.

Compared to methods presented in the literature, the experiments implemented

serve to verify that the analysis carried out is correct, which implies that there is

no need to run experiments to establish if the watermarked medical image’s level

of degradation is allowed.

By means of the analysis and the experimental results derived, the proposed met-

hod is suitable for inserting watermarks in medical images, as well as the induced

degradation is admited according to certain similarity metrics.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se presenta una introducción general a las marcas de agua

digitales, sus aplicaciones, clasificación y los sacrificios que se existen entre reque-

rimientos, aśı como las imágenes más utilizadas actualmente para realizar experi-

mentos. También se introduce el uso de las marcas de agua digitales en imágenes

médicas junto con la problemática que esto plantea. Por último, se describe la

motivación para desarrollar este trabjo, el objetivo general propuesto, objetivos

espećıficos y la estructura de la tesis.

1.1. Introducción a las marcas de agua digitales

Las marcas de agua digitales surgen con el fin de ocultar información en un

medio, ya sea imagen, audio, video o voz. La criptograf́ıa esconde el contenido de

un mensaje, pero no la existencia de éste; las marcas de agua digitales se encargan

de la inserción y detección confiable de información en un medio de tal forma que

esconden la información aśı como su existencia, lo que lleva a las marcas de agua

digitales a ser consideradas una forma de comunicación Cox et al. (2006)

Dependiendo de la información a insertar, aśı como del proceso de detección usado,

las marcas de agua digitales se pueden utilizar para:

Control de copias. Las marcas de agua digitales son utilizadas para preve-

nir o detectar la creación de copias no autorizadas Zhao and Koch (1995a).
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1.1. Introducción a las marcas de agua digitales

Protección de derechos de autor. Se refiere a demostrar ante una corte

la propiedad de un medio, mediante la capacidad de detección de la marca

de agua digital que identifica al propietario de tal medio Zhao and Koch

(1995b).

Búsqueda del traidor. Un medio es distribuido con una marca de agua

distinta para cada cliente; aquel que distribuya el medio de manera ilegal,

puede ser detectado a través del medio original Liu et al. (2005).

Monitoreo de radiodifusión. Se inserta una marca de agua en el medio a

difundir ya sea para protección de derechos de propiedad intelectual, o para

la verificación de su transmisión (como en el caso de comerciales) Kalker

et al. (1999).

Comunicaciones encubiertas. También los esquemas de marcas de agua

digitales pueden utilizarse para insertar información como una forma de co-

municación encubierta Karthigaikumar et al. (2011).

Las marcas de agua digitales pueden ser visibles e invisibles. En este trabajo

se tratan las marcas de agua digitales invisibles de tal forma que no se afecte el

tamaño o formato del medio original.

También las marcas de agua digitales pueden ser reversibles o no reversibles. Las

marcas de agua digitales reversibles pueden ser removidas del medio marcado y

aśı obtener el medio original Caldelli et al. (2010). Las marcas de agua digitales

no reversibles son aquellas que no permiten la reconstrucción del medio original,

es posible eliminarlas por medio de ataques pero no se puede recuperar el medio

original.

Existe otro tipo de marcas de agua digitales, llamadas semi-reversibles; este ti-

po de marcas pueden ser removidas parcialmente, lo que permite recuperar gran

parte del medio original Ahmed and Moskowitz (2006a).

Las marcas de agua digitales se pueden insertar en el dominio espacial (el me-

dio como tal), o en el dominio de alguna transformada (transformada discreta del

21 de febrero de 2012 2



1.1. Introducción a las marcas de agua digitales

coseno, wavelet, Fourier, etc.). También es posible insertar las marcas de agua di-

gitales al modificar propiedades estad́ısticas del medio Zeng and Liu (1999).

Cuando el esquema propuesto permite recuperar la marca de agua, después de

que el medio marcado haya recibido ataques, se dice que es robusto ante los ata-

ques realizados.

Al insertar la marca en el medio, se espera que la degradación causada sea mı́ni-

ma, esto quiere decir que al comparar el medio original y el medio marcado, sea

imperceptible la manipulación realizada para insertar la marca.

En el caso de que se oculte información, como marca de agua en un medio, se

desea que la capacidad de inserción sea lo más grande posible.

En el área de marcas de agua, las propiedades que un método de marca de agua

digital debe satisfacer se conocen como requerimientos Barni and Bartolini (2004).

Existen tres requerimientos principales para los esquemas de marcas de agua digi-

tales Navas et al. (2007b). El primer requerimiento corresponde a la capacidad de

inserción, es decir, cuánta información puede ser insertada en el medio. El segundo

requerimiento es la imperceptibilidad, que se refiere a la degradación que presenta

el medio marcado, con respecto al medio original. El tercer requerimiento se refiere

a la robustez de la marca de agua, lo que corresponde a cuánto de la marca de

agua se puede extraer correctamente, después de que el medio marcado haya sido

manipulado. Existe un compromiso entre estos requerimientos, el cual se presenta

en la Figura 1.1.

Robustez

Capacidad

Imperceptibilidad

Figura 1.1: Compromiso entre requerimientos tomado de Barni and Bartolini
(2004)
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1.1. Introducción a las marcas de agua digitales

Actualmente, la mayoŕıa de los esquemas de marcas de agua digitales para

imágenes se comparan midiendo su robustez, capacidad de inserción e impercepti-

bilidad, evaluándolos con imágenes de distintas texturas (ver Figura 1.2), tal como

se presenta en los trabajos de Zhang et al. (2009a); Meerwald and Uhl (2009);

Ouhsain and Hamza (2009); Lin et al. (2009). Dependiendo de la aplicación del

método de marca de agua digital, los trabajos presentan resultados de degradación

causada en la imagen marcada con respecto a la original, junto con el tamaño de

la marca de agua insertada y la resistencia de ésta ante ciertos ataques.

(a) Baboon (b) Bárbara

(c) Lena (d) Pimientos

Figura 1.2: Imágenes de prueba
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1.2. Problemática

El trabajo de Coatrieux, et al. en Coatrieux et al. (2000) presenta la importan-

cia de las marcas de agua digitales en imágenes médicas, debido a que permiten

determinar si una imágen médica es auténtica o ha sufrido modificaciones, aśı co-

mo el ocultamiento (inserción) del expediente electrónico del paciente (EPR, por

sus siglas en inglés) para proteger la información confidencial del mismo.

El uso de las marcas de agua digitales en el ambiente médico se ha incrementado

por la necesidad de transmitir las imágenes médicas, ya que insertar la información

del paciente como marca de agua en la imagen médica permite ahorrar espacio en

los sistemas de almacenamiento Mohamed Kallel (2010); además permite ahorrar

ancho de banda al transmitir la imagen y dicha información, para que sean evalua-

das por otro médico de manera remota Giakoumaki et al. (2010); y también, como

una medida de seguridad para proteger la información del paciente, dado que una

persona no autorizada no podrá encontrar la información insertada Chemak et al.

(2007b).

1.2. Problemática

Se han presentado diversos trabajos como el de Planitz y Maeder en Planitz

and Maeder (2005), en el que varios esquemas muy utilizados de marcas de agua

digitales son evaluados con imágenes médicas y se ha reportado que degradan la

imagen considerablemente. Esto se debe a que un método que no fue diseñado

para insertar marcas de agua digitales en imágenes médicas, tendrá un desempeño

pobre debido a las diferentes caracteŕısticas entre imágenes; como la gran canti-

dad de regiones suaves en una imagen médica, de las cuales, gran parte los ṕıxeles

tienen valores muy pequeños.

Si el método no considera que ciertas regiones son más importantes que otras

(región de interés), la degradación en la imagen médica marcada comparada con

la imagen original puede ser tal que el diagnóstico cambie.

De igual forma, muchos esquemas realizan la inserción sin considerar las propie-

dades de las imágenes. Esto influye en la degradación de la imagen, dado que

hay regiones en las cuales no es necesario realizar modificaciones para una buena
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1.3. Motivación

detección.

1.3. Motivación

Dentro del ámbito médico ha ido creciendo la necesidad de preservar la seguri-

dad de la información confidencial de los pacientes. En México, desde hace algunos

años, ya se almacenan las imágenes médicas de manera electrónica, y en algunos

casos éstas son enviadas por correo electrónico para su diagnóstico, a radiólogos

que se encuentran en otros hospitales. Después de que el/la radiólogo(a) realice su

diagnóstico, este último es enviado como texto plano por correo electrónico, lo que

compromete la confidencialidad de la información del paciente. Los esquemas de

marcas agua deben cumplir con las caracteŕısticas de confidencialidad, disponibi-

lidad y confiabilidad, que se requieren para almacenar la información del paciente.

Estas caracteŕısticas son definidas en el trabajo de Coatrieux et al. (2000), del tal

forma que la confidencialidad de la información del paciente se refiere a que sólo

las personas autorizadas tengan acceso a la información. La disponibilidad permite

que el paciente, el doctor o persona autorizada, tenga acceso a dicha información

sólo en el momento autorizado. La confiabilidad cuenta con dos aspectos, la in-

tegridad, lo que permite asegurar que la imagen radiológica no ha sido alterada

por personal no autorizado y la autenticación, lo que permite demostrar que la

información pertenece al paciente correcto y es emitida por la fuente correcta.

1.4. Objetivo general

Desarrollar e implementar un método de marcas de agua digitales, no reversible,

para imágenes radiológicas de tomograf́ıa computarizada, cuya inserción dependa

de las caracteŕısticas de la imagen médica.

1.5. Objetivos espećıficos

Proponer un método de inserción, no reversible, que adecue la inserción in-

formada a imágenes radiológicas.
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Garantizar que se alcanzan los ĺımites de degradación aceptables, con las

métricas establecidas para tomograf́ıas.

Superar los métodos sobresalientes, presentados en el estado del arte, en

cuestión de capacidad, para imágenes radiológicas.

• Tener una tasa de error menor al 5 %, después de la recuperación.

• Insertar entre 8, 000 y 40, 000 bits en una imagen de 512× 512.

1.6. Estructura del documento

El resto de este documento se encuentra organizado como sigue:

Caṕıtulo 2. Este caṕıtulo presenta diversos tipos de imágenes médicas,

las técnicas de inserción clásica e informada, aśı como la descripción de la

transformada a utilizar en este proyecto y las métricas para determinar la

degradación introducida en una imagen.

Caṕıtulo 3. En este caṕıtulo se presentan trabajos representativos tanto en

el área de marcas de agua digitales en general, como en imágenes médicas.

Caṕıtulo 4. Este caṕıtulo presenta el análisis de la Transformada Compleja

Modulada Traslapada para poder extraer la marca de agua insertada en

imágenes médicas, aśı como el análisis de la degradación introducida.

Caṕıtulo 5. En este caṕıtulo se describen los experimentos realizados para

comprobar el análisis del caṕıtulo 4, aśı como otras técnicas de inserción para

poder comparar su rendimiento.

Caṕıtulo 6. Finalmente, este caṕıtulo expone las conclusiones y el trabajo

futuro.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

Este caṕıtulo describe las caracteŕısticas de las imágenes médicas, que son el

medio en el cual se va a trabajar, aśı como las técnicas que se utilizan para insertar

información en imágenes.

2.1. Imágenes médicas

A continuación se introducen diversos tipos de imágenes médicas, se describe

cómo se obtienen y se mencionan algunas de sus caracteŕısticas.

Rayos X

Los rayos X son perturbaciones electromagnéticas que tienen una frecuencia

relativamente alta a lo largo del espectro. Éstos son absorbidos o transmitidos

por diferentes tejidos del cuerpo en cantidades variables, produciendo diferentes

tonos de blanco y negro en una imagen de rayos X. En general, el hueso aparece

de color blanco, los tejidos suaves aparecen de color gris, y el aire se ve negro;

ver Figura 2.1a. El tipo básico de imagen de rayos X es la radiograf́ıa simple. Se

trata de una máquina de rayos X, a la que el cuerpo del paciente queda expuesto,

con una placa de registro colocada detrás de la región de interés. Una vez que la

máquina emite su radiación, la imagen es capturada en la placa. Esto le permite

a un médico evaluar fracturas en los huesos, obstrucción intestinal en el abdomen,

señas de cáncer en el pecho (mamograf́ıa), entre otras aplicaciones (Viswanathan
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2.1. Imágenes médicas

and Krishna (2009)).

Tomograf́ıa computarizada

Los rayos X son utilizados para generar tomograf́ıas computarizadas (CT por

sus siglas en inglés). Para este tipo de estudio, el paciente se recuesta en una tabla

deslizante de un escáner CT y se mueve lentamente a través de un borde circular

donde los rayos X se emiten en múltiples direcciones. Una computadora cercana

combina los datos de cada toma de rayos X y forma partes del cuerpo en dos

dimensiones. Las tomograf́ıas computarizadas permiten a los médicos evaluar las

partes del cuerpo que de otra forma no seŕıan visibles en una radiograf́ıa simple

(ver Figura 2.1b), como se explica en el trabajo Brenner and Hall (2007).

(a) Rayos X de torax (b) Tomograf́ıa de torax

Figura 2.1: Ejemplo de rayos X y tomograf́ıa de torax

Cuando un paciente necesita un estudio, se obtienen entre 15 y 70 imágenes,

dependiendo de qué parte del cuerpo se va a examinar. Las tomograf́ıas compu-

tarizadas, utilizadas para realizar pruebas de marcas de agua digitales, usualmente

tienen un tamaño de 512 × 512 pixeles y el número de bits utilizados por pixel

depende de la intensidad de grises que se desee, el cual puede ser 8 bits, lo que

permite tener valores de pixeles entre 0 y 255 (Rahimi and Rabbani (2011b)).
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2.2. Clases de métodos de inserción

Un gran número de métodos de inserción han sido propuestos en la literatura,

como los métodos presentados en los trabajos Karthigaikumar et al. (2011); Zhang

and Shu (2009); Al-Qershi and Khoo (2011); Mostafa et al. (2010). Estos trabajos

pueden ser clasificados en dos grupos, aquellos que consideran al medio de inserción

como ruido y los que nó. A continuación se presentan sus caracteŕısticas, aśı como

ventajas y desventajas que presentan cada uno de ellos.

2.2.1. Inserción ciega

Esta clase de métodos también son conocidos como “métodos que no rechazan

la interferencia del medio”; dado que son diseñados con la premisa de que el medio

es como una fuente de ruido o interferencia (ver Figura 2.2a), como se detalla en

el trabajo de Chen and Wornell (1999). Estos métodos ignoran el hecho de que el

codificador tiene acceso al medio, por lo que no se puede aprovechar la información

que se tiene sobre el mismo. Como se aprecia en el ejemplo mostrado en la Figura

2.2b, la inserción ciega no toma en cuenta el medio debido a que al escribir la letra

A no se aprovechan las marcas circulares que ya se encuentran en el medio, lo que

refleja un bajo rendimiento en la detección.

(a) Modelo de inserción ciega

Figura 2.2: Modelo de inserción ciega tomada del trabajo de Cox et al. (2007)
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2.2. Clases de métodos de inserción

(b) Inserción que considera
el medio como ruido

Figura 2.2: Representación de inserción ciega tomada del trabajo de Cox et al.
(2007)

Uno de los métodos más sencillos de inserción ciega, presentado en Cox et al.

(1997b), utiliza funciones aditivas de la forma presentada en la ecuación (2.1),

s(x,m) = x+ w(m) (2.1)

donde x es el medio original, m indica el mensaje a insertar y w(m) es usualmente

una secuencia pseudo-aleatoria, que representa cómo se va a distribuir el mensaje

a insertar. Los métodos de inserción en esta clase usualmente son conocidos como

métodos de espectro disperso. En la ecuación (2.1), el medio x actúa como una

interferencia aditiva que perturba la habilidad del decodificador para estimar m,

como se explica en el trabajo de Chen and Wornell (2001).

Una variación de la ecuación (2.1) consiste en asignarle un peso a la secuencia

pseudo-aleatoria. Usualmente este peso se representa como α, y su valor depende

del compromiso entre la degradación que introduce a la imagen y la robustez que

se desea de la marca. Una generalización de esta variación consiste en determinar

el valor de α para cada x. Esto se representa en la ecuación (2.2).

si(x,m) = xi + αi(xi)wi(m) (2.2)

En la ecuación (2.2), el sub́ındice i denota el i-ésimo elemento del vector co-
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2.2. Clases de métodos de inserción

rrespondiente, es decir, el i-ésimo elemento de w(m) es ponderado por un factor de

amplitud αi(xi). El factor αi(xi) depende de caracteŕısticas del sistema perceptual

humano; dado que existen regiones para las cuales el sistema visual humano es más

dif́ıcil que perciba que hubo un cambio, en esas regiones el valor de αi(xi) es mayor;

en las regiones para las cuales el sistema visual puede detectar con mayor facili-

dad un cambio, el valor de αi(xi) es menor, como en el trabajo de Ni et al. (2005a).

Hay una clase especial de métodos aditivos ponderados que permiten a los fac-

tores de amplitud ser proporcionales a x, de tal forma que ai(xi) = κ · xi, donde

κ es una constante, como se presenta en el trabajo de Ni et al. (2005b). Estos

métodos tienen la propiedad de alterar los pixeles con valores grandes más que a

los pixeles con valores pequeños y se representan con la ecuación (2.3). Sean dos

pixeles ω y %, tal que ω > %, entonces el pixel ω va a sufrir una mayor modificación

que el pixel %.

si(x,m) = xi + κxi · wi(m) = xi (1 + κ · wi(m)) (2.3)

Un caso especial presentado por Cox et al. (1996), consiste en utilizar la ecua-

ción (2.4):

si(x,m) = xie
αi(xi)·wi(m) (2.4)

Como se detalla en el trabajo de Cox et al. (1996), la ecuación (2.4) da re-

sultados similares a la ecuación (2.3) cuando el valor de αi(xi) se encuentra en

el intervalo en que la función identidad se aproxima a la función logaritmo. De

igual forma, este método de inserción es equivalente a la ecuación (2.5), como una

aplicación de la ecuación (2.2), cuando son utilizados los logaritmos de los valores

originales, es decir, en vez de xi, se utiliza log(xi).

lg(si(x,m)) = lg(xi) + αi(xi) · wi(m) (2.5)

De acuerdo al trabajo de Cox et al. (1997b), el uso de la ecuación (2.4) para

insertar marcas de agua digitales es casi nulo, dado que se prefiere utilizar la

ecuación (2.5) o las ecuaciones (2.2) y (2.3).
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2.2.2. Inserción informada

Este tipo de métodos aprovechan el conocimiento que se tiene sobre las carac-

teŕısticas del medio antes de realizar la inserción (ver Figura 2.3a). Por esta razón

también se les conoce como métodos que rechazan la interferencia del medio. Los

primeros trabajos que introducen este tipo de inserción fueron los presentados por

Swanson et al. (1996) y Swanson et al. (1997).

(a) Modelo de inserción informada

Figura 2.3: Modelo de inserción informada tomada del trabajo de Cox et al. (2007)

(b) Inserción que rechaza
la interferencia del medio

Figura 2.3: Representación de inserción informada tomada del trabajo de Cox et al.
(2007)

Al insertar un mensaje en un medio, es mejor adaptar el mensaje a la informa-

ción que ya se encuentra en el medio (ver Figura 2.3b), como se demuestra en los
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trabajos Chen and Wornell (1999, 2001); Li and Cox (2005, 2007).

Muchos métodos de marcas de agua digitales relacionados con inserción infor-

mada recurren a la cuantización de un valor x. La cuantización es la sustitución

del valor x, por un múltiplo de un valor ∆, el cual, es aproximadamente igual a x

(x ≈ m ·∆ con m ∈ N). El valor ∆, en el proceso de cuantización, usualmente se

conoce como “tamaño de paso” (Chen and Wornell (1999)).

En los trabajos desarrollados por Swanson et al. (1996) y Swanson et al. (1997)

se propone un método de marcas de agua digitales que rechaza la interferencia

del medio, el cual es utilizado y llamado “modulación generalizada de baja tasa

de bits” en Chen and Wornell (2001). La idea consiste en cuantizar, por medio

de una función q, la proyección lineal del vector de muestras x sobre una direc-

ción pseudo-aleatoria, representada por un vector v, para después perturbar el

resultado, al sumar cierta cantidad d(m), que depende del mensaje a insertar. De

aqúı que, el resultado perturbado ŝ = q(x · v) + d(m), se utilice para obtener el

vector marcado s = x+ (ŝ− x · v) · v.

Como desventaja, se tiene que la perturbación tiene la misma magnitud al insertar

un 0 o un 1, lo cual, no es necesario. Al variar la magnitud para insertar un 0 o

un 1, permite obtener funciones de inserción que tienen un desempeño mejor con

respecto a la tasa de recuperación, distorsión y robustez.

La idea anterior es generalizada por Chen and Wornell (2001) y Chen and Wornell

(1999) al considerar la función de inserción, s(x,m), como un conjunto de funcio-

nes de x, donde cada función depende de m, s(x;m). Si la distorsión introducida,

al insertar información, es pequeña, cada función en el conjunto debe ser cercana

a una función identidad, de tal forma que s(x;m) ≈ x, para todo m. Si todas las

funciones que se aproximan a la función identidad realizan cuantización, entonces

al método de inserción se le conoce como método de modulación por cuantización

de ı́ndice (QIM, por sus siglas en inglés).

La idea de QIM se representa en la Figura 2.4, en la cual, el valor a modificar

es ♠ y se cuenta con 3 con cuantizadores QX , Q� y Q4, lo que indica que se
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pueden insertar 3 mensajes X,� y 4. Si se desea insertar el mensaje X en ♠,

entonces el valor ♠ es cuantizado con QX , lo que indica, que ♠ se va a mover al

X más cercano. El X más cercano está indicado como X en la Figura 2.4, como

se detalla en el trabajo de Chen and Wornell (2001).

△ △ � X

� ♠ △ △

X �

X � X

△ △

� X X �

Figura 2.4: Representación de QIM basada en Chen and Wornell (2001)

Para realizar la extracción del mensaje, el valor z recibido por el extractor, es

cuantizado por cada uno de los cuantizadores QX , Q� y Q4, de manera indepen-

diente y cada valor cuantizado zX , z� y z4 es restado de z. El valor absoluto más

pequeño indica qué cuantizador se aproxima más a z, lo que refleja el mensaje

insertado. En el ejemplo anterior, el valor absoluto de la diferencia |z − QX(z)|
debe ser el valor más pequeño, dado que se insertó el mensaje X.

El trabajo de Eggers et al. (2003), presenta una implementación de QIM, conoci-

da como modulación dither, que consiste en empezar con un cuantizador base Qb

y producir el conjunto de cuantizadores al compensar Qb con un desplazamiento

espećıfico del mensaje, o dither, representado por d(m), donde m es el mensaje.

La función de inserción es s(s;m) = Q(x + d(m))− d(m). El cuantizador base se

puede definir como en la ecuación (2.6), en donde R(x) indica la función redondeo.

Q(x) = ∆ · R
( x

∆

)
(2.6)

Se puede utilizar la ecuación (2.6) para generar una nueva familia de cuantiza-

dores como en la ecuación (2.7).

Qi(x) = Q(x− di) + di (2.7)
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Para i = 0, 1, con d(m) = di, si el valor x es un escalar, entonces d0 = ∆
4

y

d1 = ∆
4

, como se sugiere en el trabajo de Chen and Wornell (2001) para cumplir

con la restricción de que los cuantizadores se encuentre lo más alejado posible

de cada uno, que es impuesta en el mismo trabajo. Para realizar la inserción de

m ∈ {0, 1}, se considera la ecuación (2.8), donde x′ es el valor marcado.

x′ =

{
Q0(x) : m = 0

Q1(x) : m = 1
(2.8)

En el proceso de detección se utiliza la ecuación (2.9).

m̂ = arg minm∈{0,1}|z −Qm(z)| (2.9)

Al suponer que el valor recibido es igual a z = Q1(x), es decir, que en x

se insertó el mensaje m = 1, entonces se obtiene la ecuación (2.10) al insertar

nuevamente el mensaje m = 1.

z = Q(x− d1) + d1

= ∆ · R
(
x

∆
− 1

4

)
+

∆

4
(2.10)

De manera análoga, al suponer que z = Q0(x), es decir, se asume que en x

se insertó el mensaje m = 0, entonces se obtiene la ecuación (2.11) al insertar

nuevamente el mensaje m = 0.

z = Q(x− d0) + d0

= ∆ · R
(
x

∆
+

1

4

)
− ∆

4
(2.11)

De acuerdo al análisis anterior, en el proceso de detección, si z = Q1(x), en-

tonces se cumple que Q1(z) = Q1(Q1(x)) = Q1(x) y si z = Q0(x), entonces

Q0(z) = Q0(Q0(x)) = Q0(x). Por lo que el cuantizador indica el mensaje inserta-

do, como se detalla en el trabajo de Li and Cox (2007).

La función de inserción se puede expresar como en la ecuación (2.12), donde m es
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determinado por el mensaje a insertar (0 ó 1) y de igual forma, determina el signo

a utilizar, es decir, si se considera ∆ · R
(
x

∆
+

1

4

)
, entonces se va a restar

∆

4
, en

caso contrario, con ∆ · R
(
x

∆
− 1

4

)
se suma

∆

4
.

Qm(x) = ∆ · R
(
x

∆
± 1

4

)
∓ ∆

4
(2.12)

En Pérez-González et al. (2005), presenta una generalización llamada “modu-

lación fraccionaria dither”, que consiste en insertar un mensaje m ∈ {0, 1}, en

un vector ~x de longitud n y cada elemento de ~x es cuantizado con respecto a

una función g, que depende del vector ~yk que representa los últimos L elementos

marcados. La fórmula de inserción se presenta en la ecuación (2.13).

yk = g( ~yk−1)Qm

(
xk

g( ~yk−1)

)
(2.13)

La función g(~yk) debe pertenecer a un conjunto de funciones G, tal que g :

RL → R, con la propiedad de que para cualquier ρ > 0, g(ρ · ~yk) = ρ · g(~gk).

Esto permite que en la detección se eliminen los ataques de escalamiento. Los

autores proponen el uso de la función en la ecuación (2.14), recordando que k ∈
[0, . . . ,M − 1] y se consideran los últimos L elementos marcados.

g( ~yk−1) =

(
1

L

k−2∑
m=k−L−1

|ym|p
)1/p

(2.14)

Los autores proponen el valor de p = 1, lo que reduce la ecuación (2.14), a un

promedio de los L últimos elementos.

Un caso muy particular de QIM, consiste en reemplazar el bit menos significa-

tivo del valor del pixel, por el bit a insertar. Este caso se conoce como LSB (por

sus siglas en inglés, Least Significant Bit) y en los trabajos de M. Z. M. Khedher

and Abdul Manaf (2009) y Navas et al. (2007b) se ha ampliado a utilizar el segundo

y cuarto bit menos significativo, debido a que experimentalmente se descubrieron

que el modificar esos bits no presenta una degradación visual que sea perceptible,

de acuerdo a métricas que consideran el sistema visual humano como SSIM (por
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sus siglas en inglés, structural similarity) o Watson, tratadas más adelante.

2.3. Transformada compleja modulada traslapada

La “transformada compleja modulada traslapada” (MCLT, por sus siglas en

inglés) permite representar tanto la fase como la magnitud de una señal. Esta

transformada fue propuesta por Malvar (1999), como una extensión compleja de

la transformada modulada traslapada, para la eliminación de eco acústico y reduc-

ción de ruido.

La transformada MCLT ha sido utilizada para insertar marcas de agua digitales en

audio utilizando el modelo psicoacústico Mirza et al. (2007), aśı como modulación

fraccionaria dither Garcia-Hernandez et al. (2008b), junto con su implementación

en hardware Garcia-Hernandez et al. (2008a). Su principal ventaja con respecto a

otras transformadas, como la transformada discreta del coseno, es la eliminación

del efecto bloque al realizar compresión, que consiste en pequeñas discontinuidades

entre bloques adyacentes de n× n (Luo et al. (1994)). Este efecto también ocurre

al realizar el marcado en el dominio de la transformada DCT y en la figura 2.5 se

puede apreciar que la transformada MCTL elimina este efecto.

(a) Compresión con DCT (b) Compresión con MCLT

Figura 2.5: Compresión de la imagen Lena (ver Figura 1.2c) con DCT y MCLT
tomada de Queiroz and Tran (2000)

El efecto bloque es eliminado porque se realiza un suavizado en las orillas del
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bloque de muestras, éstas se traslapan con las orillas suavizadas del siguiente blo-

que, lo que degrada menos la imagen en los casos de compresión, o de inserción,

de información. El traslape se realizar al sumar la mitad de los elementos de un

bloque con sus correspondientes elementos de los dos bloques adyacentes.

La transformada MCLT recibe como entrada una secuencia de 2M valores

reales, con M ∈ N y tiene como salida M componentes frecuenciales complejas y

ésta se define en la ecuación (2.15) en el trabajo de Malvar (1999).

X(k) =
2·M−1∑
n=0

x(n) · p(n, k) (2.15)

donde los ı́ndices de frecuencia k vaŕıan de 0 a M − 1, n es el ı́ndice en el dominio

del espacio y p(n, k) es una función de análisis definida en la ecuación (A.2) y M

es el número de componentes frecuenciales.

p(n, k) = pc(n, k) + i · ps(n, k) (2.16)

donde i =
√
−1 y pc(n, k) y ps(n, k) están definidas en las ecuaciones (A.3) y (A.4)

respectivamente.

pc(n, k) =

√
2

M
· h(n) · cos

[(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

]
(2.17)

ps(n, k) =

√
2

M
· h(n) · sin

[(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

]
(2.18)

donde h(n) es una función ventana dada por la ecuación (A.5)

h(n) = −sin
[(
n+

1

2

)
π

2 ·M

]
(2.19)

La transformada MCLT también se puede definir como X(k) = Xc(k)− iXs(k)

con Xc(k) y Xs(k) definidas en (2.20) y (2.21) respectivamente.
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2.3. Transformada compleja modulada traslapada

Xc(k) =
2M−1∑
n=0

x(n)pc(n, k) (2.20)

Xs(k) =
2M−1∑
n=0

x(n)ps(n, k) (2.21)

La transformada inversa se puede calcular a partir de la ecuación (2.22).

I(n) = βc

M−1∑
k=0

Xc(k)pc(n, k) + βs

M−1∑
k=0

Xs(k)ps(n, k) (2.22)

Los coeficientes βc y βs pueden tener valores como 1 y 0 ó 0 y 1, lo que permite

reconstruir la secuencia con sólo la parte real, o sólo la parte imaginaria o ambas.

La ecuación funciona para cualquier βc + βs = 1. En Malvar (2003) se sugiere la

selección βc = βs = 1/2 porque reduce la ecuación (2.22) a la ecuación (2.23), al

sustituirXc yXs por su correspondiente sumatoria, lo que representa la eliminación

del efecto aliasing, debido a que la función h(n) suaviza los bordes, en el dominio

del espacio, el cual aparece en una imagen como un efecto de borde no deseado en

el que los pixeles mezclan colores del interior con otro de fondo.

I(n) = x(n) · h2(n) (2.23)

En este caṕıtulo se presentaron las herramientas a utilizar para el desarrollo de

un método de marcas de agua digitales que utilice la información de la imagen en el

dominio de la MCLT. El uso de la inserción informada permite que la degradación

causada en la imagen médica marcada con respeto a la imagen médica original sea

casi imperceptible. De igual forma, la MCLT permite que los cambios realizados en

el dominio de la transformada se vean ligeramente reflejados en el domino espacial,

lo cual es adecuado para insertar marcas de agua digitales, debido al requerimiento

de imperceptibilidad.
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Caṕıtulo 3

Estado del arte

En este caṕıtulo se presentan trabajos relacionados con la inserción de mar-

cas de agua digitales, que permiten discernir entre marcas de agua digitales para

imágenes en general y para imágenes médicas.

3.1. Marcas de agua digitales

La marca de agua digital es la práctica de alterar un medio de manera imper-

ceptible para insertar un mensaje acerca del mismo. Un medio puede ser imagen,

video, audio, gráficos en 3D, texto, voz, etc. Un mensaje acerca del medio puede

ser información de derechos digitales, aviso de derechos de autor, información de

identificación.

En 1954 la corporación Muzak archivó una patente para insertar marcas de agua

digitales en audio. Desde entonces, el interéres sobre las marcas de agua digita-

les continuó durante los siguientes 35 años. Alrededor de 1995, las marcas de agua

digitales comenzaron a tener más auge en un gran número de revistas relacionadas.

El incremento repentino en el interés sobre marcas de agua digitales se debe, en

mayor parte, al aumento en la preocupación sobre la protección de contenido con

derechos reservados.

Los contenidos digitales protegidos con derechos reservados son fácilmente graba-
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3.1. Marcas de agua digitales

dos y distribuidos debido a la prevalencia de dispositivos de alta capacidad de

grabación digital y al crecimiento explosivo del uso de internet.

Algunos grupos que han trabajado con de marcas de agua digitales estándares,

para la protección de contenido digital, presentados en Cox and Miller (2002),

son:

CPTWG (Copy Protection Technical Working Group) utilizó sistemas de

marcas de agua digitales para protección de video sobre DVDs.

SMDI (Secure Digital Music Initiative) hizo que las marcas de agua digitales

fueran un componente principal en su sistema para protección de música.

Dos proyectos patrocinados por la Unión Europea, VIVA y Talisman, pro-

baron marcas de agua digitales para monitoreo de medios de difusión.

ISO (International Organization for Standardization) tomó interés en el con-

texto de diseñar estándares avanzados de MPEG (MPEG-21).

Las marcas de agua digitales han servido para la identificación de propieta-

rios como la corporación Muzak y en el reproductor DiVX de la corporación DiVX

(Honsinger (2000)). También han servido para monitorear publicidad, tal es el caso

de empresas como Verance Corporation, Competitive Media Reporting y Nielsen

Media Research (Cox and Miller (2002)).

Algunas de las aplicaciones potenciales de las marcas de agua digitales son el segui-

miento de transacciones (Jing et al. (2011)), prueba de propiedad (Woo (2007)),

control de copias (Petrovic et al. (2007)), autenticación (Memon (2010)) y vin-

culación de bases de datos (Kalker et al. (2001)). En la prueba de propiedad, se

pretende demostrar la propiedad en una corte legal, lo cual es técnicamente posi-

ble con diseños apropiados. Para esto, se requiere del medio marcado y del medio

original (sin marcar), a lo que se le conoce como como detección no ciega, dado

que el medio marcado se considera como ruido y éste es eliminado gracias al medio

original, dejando solamente la marca de agua.
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Como se detalla en el trabajo de Cox and Miller (2002), en el ámbito de la inves-

tigación, los primeros trabajos eran esencialmente heuŕısticas. Un entendimiento

más riguroso de las marcas de agua digitales se desarrolló a mediados de los años

90 y los progresos más significativos han sido el desarrollo de métodos sofisticados

al modelar el medio de las marcas de agua digitales como canales de comunica-

ción. En los últimos 10 años se ha logrado un progreso significativo en desarrollo

de ataques y contra-ataques.

3.2. Métricas de evaluación

Para determinar la degradación que se introduce en una imagen, se han uti-

lizado diversas métricas o estimadores. En esta sección se presentan las métricas

más utilizadas para evaluar la degradación en una imagen marcada con respecto

a la imagen original.

3.2.1. MSE

Uno de los estimadores más usados es el error cuadrático medio MSE (por sus

siglas en inglés, Mean Square Error), el cual cuantifica la diferencia entre un grupo,

de cardinalidad N , de valores marcados y los originales. El error cuadrático medio

mide el promedio de los cuadrados de los errores. El error es la cantidad por la cual

el valor marcado difiere del valor original. El MSE se puede calcular por medio de

la fórmula (3.1), donde xi representa la muestra original y x′i representa la muestra

marcada Navas et al. (2008c).

MSE =
1

N

N∑
i=1

(xi − x′i)2 (3.1)

3.2.2. PSNR

Otra métrica es la relación señal a ruido de pico PSNR (por sus siglas en inglés,

Peak Signal to Noise Ratio), la cual define la relación entre el valor máximo de

una señal y la degradación causada por la marca de agua.
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3.2. Métricas de evaluación

Una imagen puede tener pixeles que se encuentren en el rango de 0 a 255 (8

bits por pixel), de 0 a 4095 (12 bits por pixel), o inclusive de 0 a 65, 535 (16 bits

por pixel). Debido al rango variable que se puede presentar en las imágenes (o una

señal en śı), el PSRN se expresa en escala logaŕıtmica y utiliza el decibel como

unidad. El PSNR se puede calcular por medio de la fórmula (3.2), en la cual, se

utiliza el MSE calculado por medio de la ecuación (3.1); el valor MaxI representa

el valor máximo que puede alcanzar un pixel.

PSNR = 20 · log10

(
Max2

I

MSE

)
(3.2)

Algunos estudios relacionados con medidas adecuadas para compresión con

pérdida para imágenes médicas, establecen un PSNR mı́nimo de 40 a 50 dB como

aceptable Chen and Ramabadran (1994).

En trabajos más recientes, Saffor et al. (2002) y Garawi et al. (2006), se especifi-

ca que el nivel aceptable depende del tipo de imagen médica a considerar y para

tomograf́ıas computarizadas, de pecho y abdomen, un PSNR arriba de 35 dB es

aceptable, umbral que ha sido corroborado en los resultados reportados en Shrest-

ha and Wahid (2010).

Una caracteŕıstica del PSNR es que trata los cambios en toda la imagen de la

misma forma. Sin embargo, los mecanismos de percepción humana no son unifor-

mes.

3.2.3. Métrica de Watson

La respuesta del sistema visual humano (HVS, por sus siglas en inglés) vaŕıa

con respecto a la frecuencia espacial, brillo y color. Lo anterior sugiere que no todos

los cambios que induce la inserción de la marca de agua son igualmente percepti-

bles. Debido a las variaciones perceptuales, se han desarrollado varias métricas que

consideran el sistema visual humano. Un modelo perceptual generalmente toma

en cuenta tres tipos básicos de fenómenos: sensibilidad, enmascaramiento y pooling.

La sensibilidad se refiere a la respuesta del ojo a est́ımulos directos, la cual de-
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3.2. Métricas de evaluación

pende de la frecuencia de la señal. En visión, existen tres formas de respuesta de

frecuencia, la espacial, espectral y temporal.

La frecuencia espacial es percibida como patrones o texturas y se describe, usual-

mente, por la sensibilidad a los cambios de brillo, como una función de sensibilidad

al contraste (CSF, por sus siglas en inglés) y fue modelada en Mannos and Sakri-

son (1974).

Los patrones de frecuencia espacial de dos dimensiones (como imágenes) pueden

ser representados por su magnitud y orientación, a lo cual, el ojo humano es más

sensible a ĺıneas verticales y horizontales que a ĺıneas y bordes con una orientación

de 45 grados Campbell et al. (1966); Taylor (1963).

La frecuencia espectral se percibe como colores. La respuesta de baja frecuen-

cia, usualmente llamado “canal azul”, es mucho más bajo que los otros canales.

Por esta razón, muchos esquemas de marcas de agua digitales, como los propuestos

en Hartung and Kutter (1999), Kutter et al. (1999) y Sayrol et al. (1999), colocan

una gran porción de la marca en el canal azul en una imagen RGB. La frecuencia

temporal es percibida como movimiento o un efecto de parpadeo.

En visión existen dos fenómenos principales de enmascaramiento, el enmascara-

miento de frecuencia, en el que la presencia de una frecuencia enmascara a otra, y

de brillo, en el cual el brillo local enmascara cambios de contraste. La sensibilidad y

el enmascaramiento pueden proveer un estimado de la perceptibilidad de un cam-

bio en una caracteŕıstica particular. Sin embargo, si múltiples frecuencias cambian,

se necesita saber cómo combinar la información de sensibilidad y enmascaramien-

to para cada frecuencia. El combinar la perceptibilidad de distorsiones separadas

produce un solo estimado para todo el cambio en la imagen, conocido como pooling.

En Watson (1993) se presenta un modelo perceptual que sirve como métrica pa-

ra estimar el número de diferencias notables entre imágenes. El modelo consiste

en una función de sensibilidad, dos componentes de enmascaramiento basados en

brillo y contraste, y un componente pooling. A esta métrica se le conoce como

21 de febrero de 2012 27



3.2. Métricas de evaluación

“métrica de Watson” y pondera los errores para cada coeficiente de la transfor-

mada discreta del coseno en cada bloque de 8× 8 por su correspondiente umbral

de sensibilidad. La métrica de Watson ha sido ampliamente utilizada en diversos

trabajos reconocidos de marcas de agua digitales como Lin et al. (2005) y Li and

Cox (2005), y es la utilizada en este trabajo, debido a que es una de las métricas

que presenta buenos resultados con respecto a la perceptibilidad del sistema visual

humano Li and Cox (2007).

3.2.4. Métrica SSIM

Aśı como la métrica de Watson determina qué tan diferentes son dos imágenes,

en Wang et al. (2004) se introduce un método para medir la similitud entre dos

imágenes. Esta métrica que se conoce como “SSIM”, por sus siglas en inglés (struc-

tural similarity); descarta el uso del PSNR al comparar una imagen con distintos

tipos de ataques como ruido, compresión y filtros, y aunque cada una se aprecia

con distintos grados de degradación, el PSNR es casi el mismo.

Con la métrica SSIM, las imágenes son evaluadas en bloques de 8 × 8. La me-

dida entre dos ventanas I e I ′ se define por la ecuación (3.3),

SSIM(I, I ′) =
(2µI · µI′ + c1)(2σII′ + c2)

(µ2
I + µ2

I′ + c1)(σ2
I + σ2

I′ + c2)
(3.3)

el valor de µI corresponde al promedio de I, µ′I es el promedio de I ′, σ2
I es la

varianza de I, σ2
I′ es la varianza de I ′ y σII′ es la covarianza de I e I ′. Los valores

c1 = (0.01 · L)2 y c2 = (0.03 · L)2 con L igual al valor máximo que puede tener

un pixel, sirven para evitar resultados inestables como en Wang and Bovik (2002),

que es un caso particular con c1 = c2 = 0, lo que produce resultados inestables

cuando µ2
I +µ2

I′ o σ2
I +σ2

I′ es igual a 0. Al final, los resultados de cada ventana son

promediados y el valor resultante se encuentra entre 0 y 1; el valor de 1 se obtiene

solamente cuando las dos imágenes son idénticas. En el caso de que el resultado

sea cercano a 0, la métrica indica que las imágenes tienen poca similitud.
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3.2.5. Comparación entre métricas de degradación

En Navas et al. (2007b) presentan una serie de resultados como referencia de las

métricas del PSNR, SSIM y Watson al sustituir el n-ésimo bit menos significativo,

de cada pixel en una imagen de prueba, con un bit pseudo-aleatorio. Dichos resul-

tados se reproducen en la tabla 3.1, con el fin de comparar resultados publicados

con los presentados en esta investigación.

Tabla 3.1: Variación en medidas de imperceptibilidad presentada en Navas et al.
(2007b)

Plano LSB SSIM PSNR (dB) Watson
1 0.98 49.4 0.028
2 0.92 43.3 0.056
3 0.84 37.4 0.110
4 0.75 31.4 0.210
5 0.65 25.6 0.394
6 0.56 19.8 0.726

A partir de la tabla 3.1, los autores de Navas et al. (2007b) determinan un valor

mı́nimo de la métrica SSIM de 0.84 y un valor máximo de la métrica de Watson

de 0.11 como las cotas aceptadas con base en el valor mı́nimo de PSNR.

En un trabajo más reciente Rahimi and Rabbani (2011a) se presentan diversos re-

sultados de PSNR y SSIM obtenidos al evaluar un esquema en el dominio Wavelet

y en el dominio Counterlet con distintas imágenes médicas; dichos resultados se re-

producen en la tabla 3.2. Estos resultados fueron obtenidos realizando la inserción

en el segundo bit menos significativo en tomograf́ıas computarizadas e imágenes

de resonancia magnética y se encuentran por encima de los resultados de Navas

et al. (2007b).

3.2.6. Tasa de error

Aśı como es necesario determinar la degradación inducida, también es necesario

determinar el desempeño del detector al momento de extraer la marca de agua. La

medida más utilizada para determinar dicho desempeño es la tasa de error o BER

(por sus siglas en inglés). La tasa de error es una medida estad́ıstica de errores

introducidos por una variable aleatoria que altera el estado ideal del canal en el
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Tabla 3.2: Comparación de resultados en términos de PSNR y SSIM tomada de
Rahimi and Rabbani (2011a)

Dominio Wavelet Dominio Counterlet
PSNR SSIM PSNR SSIM

Imagen 1 46.40 0.9435 45.97 0.9390
Imagen 2 46.90 0.9408 46.65 0.9308
Imagen 3 45.59 0.9395 45.07 0.9334
Imagen 4 46.16 0.9411 46.18 0.9353
Imagen 5 46.04 0.9383 46.28 0.9343

sistema de comunicaciones, en este caso, la imagen en la cual la información es

insertada. Esta tasa de error se calcula al dividir los bits erróneos extráıdos entre

el total de bits.

BER =
número de bits erróneos

número de bits enviados
(3.4)

3.3. Marcas de agua digitales en imágenes

En esta sección se presentan trabajos sobre marcas de agua digitales en imáge-

nes, que han presentado buenos resultados con respecto a la tasa de error al recu-

perar la marca de agua digital y la degradación que induce el método.

3.3.1. Frágiles

Las marcas de agua digitales frágiles se utilizan para detectar alteraciones de

una imagen o indicar que la imagen recibió un ataque o modificación no autorizada.

Dominio espacial

Existen diversos trabajos que consideran sólo ciertas partes de la imagen, lo

que implica que la cantidad de bits a insertar depende de la imagen, o de que se

cumplan las condiciones necesarias para insertar.

En Ping et al. (2006), utilizan puntos caracteŕısticos para realizar una inserción de

14,700 bits y logra un PSNR de 66.56 dB. Si la imagen contiene muchas regiones

suaves y pocos puntos caracteŕısticos, la capacidad de inserción se ve comprome-

tida, como en el esquema propuesto en Avalos et al. (2009), que utiliza sistemas
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3.3. Marcas de agua digitales en imágenes

de funciones iteradas para insertar una marca de agua de 5,176 bits en el dominio

espacial utilizando LSB. Esta técnica es resistente a ataques visuales y la canti-

dad de bits que se pueden insertar depende del número de bordes existentes en la

imagen.

Existen otros trabajos como Zhang et al. (2009b), que inserta una marca de agua

de 4,096 bits en la imagen de Lena de 256 × 256 con 8 bits de profundidad, por

medio de operaciones XOR; pero no reporta información acerca de la degrada-

ción inducida como tampoco detalles de su implementación, lo que hace dif́ıcil su

comparación, aunque los autores comentan que la degradación fue muy poca.

Dominio de la transformada

Se han publicado trabajos que presentan diversos métodos utilizados en el

dominio espacial y en el dominio de alguna transformada, como Ping et al. (2006),

que inserta 1,547 bits por medio de la transformada rápida de Fourier, y consigue

un PSNR de 39.48 dB con una robustez ante compresión JPEG de 0 %.

3.3.2. Semi-frágiles

Las marcas de agua digitales semi-frágiles están diseñadas para resistir sola-

mente ciertos ataques, usualmente de compresión de cierta calidad, en otro caso, la

marca de agua se pierde. Un ejemplo es el trabajo reportado en Lin et al. (2000),

que utiliza la marca de agua para detectar si la imagen ha sido manipulada; en

este trabajo se realiza la inserción en los coeficientes de la transformada discreta

del coseno de imágenes a color. La marca de agua es robusta ante compresión pero

sólo logra recuperar la marca del 75 % al 90 %.

En Ahmed and Moskowitz (2004), los autores utilizan una marca de agua para

detectar la autenticidad de la imagen utilizando correlación. La marca de agua

soporta hasta 40 % de compresión JPEG, sólo que necesita hacer uso de códigos

correctores de errores para poder extraer la marca correctamente. La inserción se

realiza solamente en la imagen “Pimientos”, en escala de grises de 512 × 512 con

8 bits de profundidad, en el dominio de la transformada discreta del coseno. La
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imagen marcada presenta un PSNR de 38 dB.

3.3.3. Robustas

Las marcas de agua digitales robustas son aquellas que después de recibir ata-

ques como compresión, escalamiento, rotación, traslación, filtros, etc., el detector

aún puede recuperar gran parte de la marca. En este tipo de trabajos es donde

más se aprecia el compromiso presentado en la Figura 1.1, para que el método de

extracción pueda detectar correctamente la marca después de ciertos ataques, es

necesario introducir bits de control que reduce la cantidad de bits de información

a insertar.

Dominio espacial

En Mayer and Bermudez (2005) se expone un esquema de inserción informada

cuya marca de agua es robusta ante ataques de igualación de histograma, filtro

lineal pasa altas y compresión JPEG con calidad del 50 %. Se insertan 400 bits en

la imagen “Lena” de 512× 512 con 8 bits de profundidad, en el dominio espacial.

La idea consiste en ajustar el valor de robustez de cada patrón que representa

un bit a insertar. Una gran desventaja de este método, es que en los resultados

presenta un PSNR de 27 dB, lo cual es bajo para el número de bits insertados.

Otros trabajos presentan resultados con un conjunto espećıfico de ataques. Por

ejemplo el trabajo reportado en Polanco et al. (2007), que logra insertar una mar-

ca de agua de 4,096 bits y es resistente ante rotación y escalamiento solamente.

Presenta buenos resultados ante los ataques, pero no es resistente a compresión,

cambio de brillo ni contraste. En Rodriguez Colin et al. (2008) se presenta una

técnica de inserción de marca de agua robusta ante ataques, a los que el méto-

do presentado en Polanco et al. (2007) no lo es, como cambio de brillo, contraste,

compresión JPEG y rotación. Se utiliza un mapeo polar para insertar 4,800 bits en

una imagen médica de resonancia magnética de 512×512 con 8 bits de profundidad.

Uno de los esquemas que llega a resistir más ataques, es el presentado en Deng

et al. (2010), el cual inserta 20 bits en las imágenes “Lena”, “Pimientos”, “Ba-
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boon” y “Avión” en escala de grises de 512 × 512, con 8 bits de profundidad. La

marca de agua insertada es robusta ante ataques de filtro mediana 3 × 3, filtro

gaussiano 3 × 3, compresión JPEG con calidad 90 %, 70 %, 50 % y 30 %, recorte,

escalamiento, rotación, eliminación de renglones y columnnas, transformaciones

lineales y shearing. Dichos ataques se detallan en el trabajo de Song et al. (2010).

Después de realizar el marcado de la imagen con el método propuesto por Deng

et al. (2010), se alcanza un valor de métrica PSNR de 55 dB, lo que lo sitúa como

uno de los trabajos con mayor resistencia a un conjunto extenso de ataques.

Dominio de la transformada

Una de las primeras técnicas enfocada a protección de derechos de autor en

imágenes fue publicada en Zhao and Koch (1995b). La inserción se realiza en el

dominio de la transformada discreta del coseno y se aplica a imágenes en escala

de grises, a color y binarias (blanco y negro). Los autores aseguran que la marca

de agua es robusta ante compresión y reducción de color, aunque no presenta ex-

perimentos que lo respalden ni detalles de la implementación.

A partir de este trabajo, surgieron otros que también utilizan la transformada dis-

creta del coseno como el trabajo presentado en Cox et al. (1997a), que realiza la

inserción de una marca de agua digital en una imagen de una pareja baviera. En

Cox et al. (1997a) se presenta un breve resumen del estado del arte hasta 1997 y

la degradación inducida se considera al comparar la imagen original y la imagen

marcada de manera visual, lo cual es subjetivo.

En Hernandez et al. (2000) se presenta un esquema de marcas de agua digita-

les de la cual se hace el análisis tanto de la inserción como de la detección. La

inserción se realiza en la imagen “Lena” de 256 × 256 con 8 bits de profundidad,

en escala de grises. La marca de agua insertada es robusta ante compresión JPEG,

pero los autores no dan detalles espećıficos sobre la cantidad de bits insertados y

la calidad de la compresión, a diferencia del esquema presentado en Miller et al.

(2003), el cual inserta 129 bits en una imagen de 368×240, con 8 bits de profundi-

dad, obtenida de la biblioteca de imágenes de Corel Corel image library. La marca

de agua es robusta ante ataques de compresión con calidad de 75 % y presenta
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un PSNR de 44.50 dB y un MSE de 5.3. La mayor desventaja que presenta este

método es que no permite insertar más de 129 bits en la imagen utilizada.

El esquema presentado en Miller et al. (2004), mejora el esquema propuesto en

Miller et al. (2003), al lograr insertar 1,380 bits y la marca de agua es robusta ante

ruido aditivo, filtro pasa bajas, cambios de contraste y compresión JPEG. Este

esquema supera muchos trabajos hasta el 2004 e introduce los dirty paper codes

(colección de conjuntos de palabras código basado en el trabajo de Costa (1983)),

aśı como los diagramas de Trellis (códigos de convolución para corregir errores

en una transmisión, MacWilliams and Sloane (1978)) para realizar la codificación

informada. La distorsión causada por la inserción de la marca se determina de

manera visual y no por alguna métrica, lo que hace dif́ıcil su comparación con

otros trabajos.

Además de la transformada discreta del coseno, la transformada discreta wavelet

es utilizada también para insertar marcas de agua digitales, como en el esquema

propuesto en Ni et al. (2005b), que inserta 60 bits en las imágenes “Lena”, “Ba-

boon”, “Pimientos” y “Barco Pesquero”, de 512× 512, con 8 bits de profundidad,

en escala de grises. La marca de agua es robusta ante compresión JPEG, ruido

aditivo, ruido gaussiano y sharpenning. Este trabajo fue extendido en Ni et al.

(2005a) al realizar la inserción en el dominio de la transformada discreta wavelet

9/7 biortogonal. La marca de agua insertada es robusta ante rotación, escalamien-

to y traslación además de los ataques presentados en Ni et al. (2005b).

Existe una generalización de los trabajos que utilizan espectro disperso en Altun

et al. (2005), que permite extraer una marca de agua digital, después de ciertos

ataques. Se insertan 100 bits en la imagen “Goldhill” en escala de grises. La inser-

ción se realiza en el dominio fraccional de Fourier.

En Chemak et al. (2007a) se presenta un trabajo en el cual los autores insertan

800 bits en el dominio de la transformada wavelet 5/3 de imágenes médicas de

256 × 256, con 8 bits de profundidad, en escala de grises. La marca de agua es

robusta ante compresión JPEG e introduce una métrica para evaluar la calidad

de la imagen llamada Relative Peak Signal to Noise Ratio. El trabajo no presenta

resultados de degradación después de insertar la marca de agua, sólo después de
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ciertos ataques.

Un trabajo relacionado con marcas de agua digitales, pero que no oculta suficiente

información para estar en esa categoŕıa, es el esquema presentado en Mostafa et al.

(2010), el cual inserta una marca de agua de 952 bits, robusta ante adición de ruido

gausiano, igualación de histograma, corrección gamma, ajuste de contrastre, rota-

ción, compresión y filtro sharpen. La inserción se hace en imágenes médicas (MRA,

MRI, CT) de 512× 512, con 8 bits de profundidad, por medio de la transformada

discreta de paquetes wavelet.

3.4. Marcas de agua digitales en imágenes médicas

En esta sección se presentan diversos trabajos, aplicados a imágenes médicas,

clasificados en autenticación y detección de alteraciones, y ocultamiento del regis-

tro electrónico del paciente. Esta clasificación fue propuesta expĺıctamente enNavas

and Sasikumar (2007).

En Giakoumaki et al. (2010) se presenta una justificación y aplicación de marcas

de agua digitales para mejorar la seguridad en la trasmisión de imágenes médicas

de manera inalámbrica. Dada la audiencia del trabajo, no se dan muchos detalles

de la parte téorica, en donde se indique cómo se realiza la inserción en el dominio

de la transformada del coseno discreta. La inserción se realiza en imágenes médi-

cas de diversos formatos, siendo las imágenes con formato bmp las que presentan

mejores resultados, con respecto a la capacidad de inserción. Se insertan 8,000 bits

en una imagen en escala de grises de 500× 640 con 8 bits de profundidad. El tipo

de imágenes médicas usadas son CT, MRA, MRI, ultrasonido y radioloǵıa simple.

3.4.1. Autenticación y detección de alteraciones

En esta sección se presentan los trabajos relacionados con la detección de re-

giones alteradas en una imagen médica, por lo cual, la capacidad de inserción no

es un requerimiento en el cual se enfoquen estos trabajos, sino en la resistencia

ante ataques y la imperceptibilidad. También se presentan trabajos relacionados
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con la autenticidad de una imagen médica para identificar su origen.

El esquema presentado en Giakoumaki et al. (2003) propone la inserción de tres

tipos de marcas de agua digitales en el dominio de la transformada wavelet. Una

marca de agua robusta que contiene la firma digital del médico para autenticación,

otra marca de agua con información personal relacionada con el paciente, y una

marca de agua frágil para control de integridad.

Se han presentado diversos trabajos, como Lee et al. (2005), en los que la imagen

se separa en dos partes, la región de interés y la región de no interés. A partir de

ciertos estudios se concluye que al radiólogo no le interesa toda la imagen, sólo una

cierta, región, llamada región de interés que, de acuerdo a ciertos experimentos,

corresponde a un 20 % de la imagen. En este trabajo, la región de interés es inser-

tada en la región de no interés y la región de interés es transformada por medio

de la transformada discreta wavelet a 3 niveles. Un esquema similar es el propues-

to en Wakatani (2002), en el que la distorsión de la región de interés es evitada

al insertar la información en otras regiones. El inconveniente es que la región de

interés y de no interés tiene que ser determinada manualmente por un radiólogo

antes de realizar la inserción de la marca de agua y para poder insertar un bit de

información se requieren de 4000 pixeles.

En Ahmed and Moskowitz (2006b) se inserta una firma de autenticidad en el

bit menos significativo en la magnitud de la imagen, obtenida por medio de la

transformada rápida de Fourier. El método propuesto utiliza dos planos de bits

para poder insertar información redundante y poder recuperar casi la misma ima-

gen original, por lo cual, es un método semi-reversible. La firma de autenticidad

extráıda se compara con la original para determinar si la imagen proviene de un

emisor seguro o no. La ganancia de calidad de la imagen semi-recuperada con res-

pecto a la marcada es de aproximadamente 3 dB. Un trabajo similar, pero con

pocos detalles, es el reportado en Gang and Ni-ni (2005) que presenta un esquema

de marca de agua frágil, útil para diagnósticos en tiempo real basada en LSB,

funciones hash y secuencias caóticas, que alcanza un valor de la métrica de PSNR

de 55 dB.
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Se han propuesto diversos métodos para verificar la integridad y autenticidad de

imágenes médicas, particularmente radiológicas con formato DICOM, como el es-

quema reversible es propuesto en Zain et al. (2004), y se basa en insertar una

función hash de toda la imagen en los bits menos significativos de las regiones de

no interés. Un esquema similar es propuesto en Zain and Clarke (2007), el cual crea

un valor hash de la región de interés y lo inserta en la región de no interés, modi-

ficando dos bits menos significativos. Este trabajo clasifica las técnicas de marcas

de agua digitales en técnicas en el dominio espacial, en el dominio de la frecuencia

y en el dominio de caracteŕısticas, dicho dominio toma en consideración carac-

teŕısticas del objeto, región y frontera. Los autores trabajan con una imagen de

ultrasonido de 800×600 pixeles y alcanzan un valor de la métrica PSNR de 32 dB.

Esquemas más recientes aún consideran la inserción de pocos bits para deter-

minar si la imagen fue alterada, comoMohamed Kallel (2010), que inserta 80 bits

en el dominio de transformada wavelet 5/3. Este trabajo presenta una aplicación

práctica al uso de marcas de agua digitales en el ambiente médico y presenta un

PSNR de 47 dB.

3.4.2. Ocultamiento del registro electrónico del paciente

En esta sección se presentan trabajos que se enfocan en insertar cierta cantidad

de información con algunas restricciones de perceptibilidad.

El trabajo de Navas et al. (2007b) presenta puntos de referencia, aśı como ciertos

ĺımites, para técnicas de marcas de agua digitales en imágenes médicas. A partir

de varios experimentos, se deduce que las imágenes CT proveen el valor más alto

de imperceptibilidad, comparadas con otras imágenes en otras modalidades. En

este trabajo, se insertan 3,456 bits utilizando LSB y obtiene un PSNR de 43.3 dB,

con la métrica de Watson obtiene 0.056, con la métrica SSIM se obtiene 0.920.

Uno de los primeros trabajos sobre marcas de agua digitales en imágenes médi-

cas, para ocultar información, es el esquema presentado por Anand and Niranjan

(1998), que oculta información en el dominio espacial en imágenes en escala de gri-
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ses, al convertir el texto, imagen o gráfica en su representación de bits, y cambiar

el bit menos significativo de cada pixel por el bit correspondiente de la informa-

ción a insertar. El ocultamiento de información no ha sido el único propósito de

las marcas de agua digitales en imágenes médicas. El esquema presentado por U.

et al. (2003) es utilizado para reducir espacio de almacenamiento y ancho de banda

durante la transmisión de la imagen y el expediente electrónico del paciente. La

inserción se realiza en el dominio espacial al cambiar el bit menos significativo de

cada pixel, por el bit correspondiente del mensaje.

En Acharya et al. (2004) también se sustituye el bit menos significativo para ocul-

tar información, la diferencia de este trabajo con los demás, es que se realiza en el

dominio de la transformada discreta del coseno y los bits menos significativos de

los coeficientes de alta frecuencia son modificados con los bits de la información a

insertar. Este trabajo fue extendido en Nayak et al. (2004), al realizar la inserción

también en el domino espacial, presentar un estudio comparativo y alcanzar una

tasa de inserción de 0.125s.

A diferencia de los métodos anteriores que convierten el mensaje a insertar en

su representación binaria y sustituyen el bit menos significativo del dominio espa-

cial, en Viswanathan and Krishna (2009) se presenta un método semi-reversible

para insertar información en el dominio espacial o en el dominio de la transfor-

mada discreta wavelet, en el cual se realiza la operación XOR con cada pixel de

la imagen y el mensaje binario a insertar. Debido a que no se menciona cuánta

degradación se introdujo en la imagen ni en la semi original, no se pueden realizar

comparaciones con respecto a la imperceptibilidad de la imagen marcada.

Otro de los trabajos que sustenta el uso de marcas de agua digitales en imáge-

nes médicas, es el publicado en Giakoumaki et al. (2010), que presenta un sistema

completo para utilizar un esquema de marcas de agua digitales en imágenes médi-

cas para mejorar la confidencialidad de la información del paciente. Se propone

como medida alterna de seguridad durante la transmisión de datos, debido a que

las vulnerabilidades en la implementación de algoritmos de seguridad o inclusive

ataques de fuerza bruta pueden llevar a un intruso a tomar el control del canal y
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comprometer la seguridad. El método presentado en este trabajo, con respecto a

capacidad, logra insertar 2,000 caracteres en el dominio de la transformada discre-

ta del coseno, en una tomograf́ıa computarizada.

Un trabajo similar es el método presentado en Osborne et al. (2004), que inser-

ta marcas de agua digitales en imágenes médicas para minimizar la cantidad de

información enviada de manera inalámbrica, y logra soportar compresión JPEG,

aunque no se da detalle de la calidad de compresión utilizada. En este trabajo,

se hace un análisis del área de interés para los radiólogos que usualmente no se

extiende a más del 20 % de toda la imagen, lo que en muchos casos permite insertar

más información en la imagen.

Otros trabajos insertan información del paciente como marca de agua frágil, co-

mo en Mohamed Kallel (2010), que inserta la marca de agua en el dominio de

la transformada wavelet 5/3, pero con ataques sencillos, como cambio de brillo

contraste, ya no se puede recuperar. La degradación causada por la inserción al-

canza un PSNR de 47 dB y de acuerdo a los autores, este método es aplicado en

la plataforma europea TeNeCi que es apoyada por la asociación INTERREGIII.

En Navas et al. (2008b) se presenta un método reversible en el dominio de la

transformada wavelet entera. La información se inserta en el primer nivel de las

subbandas de alta frecuencia de la imagen. La inserción no se realiza en la región

de interés y se logra una tasa de inserción de 0.05 bits por pixel.

Aśı como en el trabajo reportado por Giakoumaki et al. (2010), en Gutierrez et al.

(2010) se propone almacenar el expediente electrónico del paciente (EPR por sus

siglas en inglés) mediante la inserción de las marcas de agua digitales y aśı ahorrar

espacio. Esto permite almacenar la imagen médica, junto con su información, en

un dispositivo móvil y disminuir el tiempo de transferencia de manera inalámbrica.

El método propuesto obtiene un valor de la métrica PSNR de 38.34dB al insertar

la región de interés obtenida por segmentación, en el dominio de la transformada

del coseno de la región de no interés.

En la tabla 3.3 se presentan los trabajos relacionados con la inserción del ex-

pediente médico en una imagen médica digital.
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Tabla 3.3: Tabla comparativa del estado del arte
Esquema Imagen Dominio Capacidad

reportada (bpp)
En 512 ×
512 ṕıxeles

PSNR SSIM

Ping et al. (2006) Ultrasonido,
CT, MRI

Dominio
Espacial

0.0470 12,321 66.65 ——–

Navas et al. (2007a) MRI Dominio
espacial

0.2109 55,287 43.30 0.92

Zavaleta et al.
(2008)

MRI Dominio
espacial

0.4320 113,247 63.56 ——–

Al-Qershi and
Khoo (2011)

MRI Dominio
espacial

0.7000 183,500 39.02 0.9490

Ping et al. (2006) Ultrasonido,
CT, MRI

FFT 0.0060 1,573 39.48 ——–

Mohamed Kallel
(2010)

MRI 5/3
DWT

0.0010 263 47.00 ——–

Mostafa and El-
sheimy (2010)

MRA,
MRI, CT

DWT 0.0036 944 39.94 ——–

Chemak et al.
(2007a)

MRI 5/3
DWT

0.0122 3,199 ——– ——–

Navas et al. (2008a) MRI DWT-
IWT

0.0427 11,194 41.00 ——–

Rodriguez Colin
et al. (2008)

MRI Mapeo
polar

0.0183 4,798 42.3 ——–

Giakoumaki et al.
(2010)

CT, MRA,
MRI

DCT 0.0250 6,554 63.34 ——–

Zhang and Shu
(2009)

Lena,
Baboon

MCLT 0.0150 3,933 44.21 ——–

Villanueva (2008) MRI MCLT 0.0120 3,237 44.56 ——–
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El método propuesto en esta investigación se enfoca a insertar el expediente

electrónico del paciente, considerando la degradación inducida y con una capacidad

de inserción mayor a lo que actualmente se encuentra publicado. A diferencia de los

trabajos anteriores, los experimentos de degradación inducida sólo son presentados

para comprobar el análisis, lo que garantiza una degradación constante en las

imágenes radiológicas.
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Caṕıtulo 4

Desarrollo del método propuesto

En este caṕıtulo se presenta el análisis de la MCLT (transformada compleja

modulada traslapada, propuesta por Malvar (1999)) realizado en esta investiga-

ción, para poder insertar y extraer la marca de agua de imágenes médicas de una

mejor manera, aśı como el análisis de la degradación inducida al insertar informa-

ción y las fórmulas utilizadas para implementar la MCLT y su inversa de manera

directa. En este trabajo, se desea insertar información en la magnitud de las com-

ponentes frecuencias complejas obtenidas por la MCLT, debido a que el sistema

visual humano es menos sensible a los cambios ocurridos en la magnitud, que a los

cambios ocurridos en la fase, como se demuestra en el trabajo de Woo (2007).

4.1. Análisis de regiones suaves

Las tomograf́ıas computarizadas se caracterizan por tener un gran número de

regiones suaves o planas, como se describe en el trabajo de Memon (2010). Una

región suave se define como aquella región cuyos elementos son todos iguales Al-

Qershi and Khoo (2011); al elemento repetido de una región suave se le denomina λ.

En esta sección se presenta el desarrollo de la MCLT sobre una región suave,

esto permite analizar el resultado de marcar las componentes frecuenciales com-

plejas de esta transformada y su respectivo resultado en el dominio espacial. Al

asumir que la transformada MCLT trabaja sobre una región suave, la ecuación
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(2.15) se puede ver como (4.1), debido a que x(n), que representa los valores de

los pixeles, se puede sustituir por la constante λ.

X(k) =
2·M−1∑
n=0

x(n) · p(n, k) =
2·M−1∑
n=0

λ · p(n, k) = λ
2·M−1∑
n=0

p(n, k) (4.1)

Al desarrollar la ecuación (4.1), recordando que x(n) es el n-ésimo pixel del

bloque considerado, M es el traslape y p(n, k) una función definida en la ecuación

(A.2), con k ∈ [0, 1, . . . ,M − 1], se llega a la ecuación (4.2), como se detalla en el

apéndice A.

X(k) =
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n

(4.2)

A continuación se consideran dos casos, dado que la ecuación (4.2) cuenta con

la suma geométrica
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n

. Donde n es la potencia y e
−i·π
M
·k es la base que

permanece constante durante la sumatoria. La resolución de éste tipo de sumatoria

se detalla en el apéndice B, en donde se explica que los casos a considerar ocurren

cuando la base es igual a 1 y distinta de 1. Para que la base e
−i·π
M
·k sea igual a uno,

se resuelve la ecuación (4.3).

e
−i·π
M
·k = 1 (4.3)

Para obtener los casos en que se cumple la condición de la ecuación (4.3), se aplica

la fórmula de Euler y se obtiene la ecuación (4.4).

e
−i·π
M
·k = 1

cos

(
k

M
π

)
− i · sin

(
k

M
π

)
= 1 (4.4)

A partir de la ecuación (4.4), e
−i·π
M
·k = 1 en los en casos que cos

(
k

M
π

)
es 1
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y sin

(
k

M
π

)
es 0. La función seno es una función periódica y mapea a 0 en

0, 2π, 4π, 6π, . . . , 2κπ con κ ∈ N y la función coseno también es una función pe-

riódica y mapea a 1 en 0, 2π, 4π, 6π, . . . , 2 · κ · π. Por lo anterior, e
−i·π
M
·k = 1 siempre

que
k

M
∈ [0, 2π, 4π, 6π, . . . , 2κ]. Al recordar que k ∈ [0, 1, . . . ,M − 1], se tiene que

k es a lo más M − 1, y k = M − 1 < M , por lo que
k

M
< 1, es decir

k

M
nunca

es mayor a 1. De aqúı que la única opción para que e
−i·π
M
·k = 1, es cuando k = 0,

es decir, para resolver la serie geométrica de la ecuación (4.2) se deben considerar

sólo dos casos, cuando k = 0 produce e
−i·π
M
·k = 1 y cuando k 6= 0 asegura que

e
−i·π
M
·k 6= 1.

Cuando k = 0, la ecuación (4.2) se reduce a la ecuación (4.5).

X(0) =
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [ 12 ]

2·M−1∑
n=0

(
e0
)n

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [ 12 ]

2·M−1∑
n=0

(1)n

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [ 12 ] · 2 ·M

= λ · i
√

2 ·Me−
π
4
i

= λ ·
√

2 ·M · e
π
2
ie−

π
4
i

= λ ·
√

2 ·M · e
π
2
i−π

4
i

= λ ·
√

2 ·M · eiπ(
1
2
−π

4 )

= λ ·
√

2 ·M · ei
π
4

= λ ·
√

2 ·M ·
(

cos
(π

4

)
+ i · sin

(π
4

))
= λ ·

√
2 ·M

(
1√
2

+
i√
2

)
(4.5)

A partir de la ecuación (4.5), se obtiene que la magnitud de la primera com-

ponente frecuencial compleja de la MCLT, |X(0)|, es λ
√

2 ·M . En el caso de que
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k 6= 0, entonces la ecuación (4.2) se reduce a 0, de acuerdo al análisis que se mues-

tra en la ecuación (4.6), por medio de la solución de la suma geométrica detallada

en el apéndice B y la simplificación de e−2·π·i = 1, que se detalla en el apéndice C.

X(k) =
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] e
−2·M·i·π

M
·k − 1

e
−i·π
M
·k − 1

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] e
−2·i·π·k − 1

e
−i·π
M
·k − 1

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] (e−2·i·π)k − 1

e
−i·π
M
·k − 1

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] (1)k − 1

e
−i·π
M
·k − 1

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] 1− 1

e
−i·π
M
·k − 1

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ] 0

e
−i·π
M
·k − 1

= 0 (4.6)

Por lo anterior, se concluye que la magnitud de la primera componente frecuen-

cial compleja de la transformada MCLT, X(0), es λ
√

2 ·M y las siguientes M − 1

magnitudes son 0, para regiones suaves.

De aqúı, en regiones suaves, no es necesario calcular la transformada MCLT, sim-

plemente se sustituye el valor de λ y se realiza el marcado. Para el cálculo de la

transformada inversa, es necesario trabajar con las ecuaciones (2.20) y (2.21), que

permiten obtener X(k) como Xc(k)+i ·Xs(k) . Al realizar un análisis similar, al de

la ecuación (4.2), de las ecuaciones (2.20) y (2.21) se llega a las ecuaciones (4.7) y

(4.8) respectivamente, como se detalla en el apéndice D. Éstas ecuaciones, además

de determinar de manera directa la primera componente frecuencial compleja de

la transformada MCLT, sirven para calcular la transformada MCLT inversa.
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Xc(0) = λ ·
√

2 ·M√
2

(4.7)

Xs(0) = −λ ·
√

2 ·M√
2

(4.8)

En regiones suaves, la transformada inversa, definida por la ecuación (2.22),

se puede simplificar en caso de que k 6= 0, que por el análisis del apéndice D,

produce Xc(k) = Xs(k) = 0. Aśı la ecuación (2.22) se reduce a la ecuación (4.9),

al considerar sólo la primera componente frecuencial compleja dado que las demás

compontes son 0.

I(n) = βc

M−1∑
k=0

Xc(k)pc(n, k) + βs

M−1∑
k=0

Xs(k)ps(n, k)

= βc ·Xc(0)pc(n, 0) + βsXs(0)ps(n, 0)

= λ ·
√

2 ·M 1√
2

[βc · pc(n, 0)− βs · ps(n, 0)]

= λ ·
√

2 ·M 1√
M
· sen

(
[2n+ 1] π

4M

)[
βs · sen

(
[M + 2n+ 1] π

4M

)
−βc · cos

(
[M + 2n+ 1] π

4M

)]
(4.9)

Se desea insertar la mayor cantidad de información y que el número de valores

nulos sea el menor posible, ya que al marcarlos, su influencia en el dominio espacial

es casi despreciable.

4.1.1. Caso de traslape M = 1

El mejor caso para insertar la mayor cantidad de información posible, con QIM

(Modulación por Cuantización de Índice), es cuando el traslape es M = 1. En este

caso, el valor a modificar es λ ·
√

2. Al aplicar la fórmula (4.9) para obtener la

MCLT inversa, con βc = βs = 1/2, como sugerido en Malvar (2003), se llega a la

ecuación (4.10).
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I(0) = (λ ·
√

2)(0.353553) I(1) = (λ ·
√

2)(0.353553) (4.10)

Al suponer que se marcan 3 componentes frecuenciales complejas (λ·
√

2) en una

región suave, éstos pueden ser representados como (λ·
√

2)φ, (λ·
√

2)χ y (λ·
√

2)ψ. Su

transformada inversa se obtiene al sustituir su correspondiente valor marcado en la

ecuación (4.10). De esta forma, se obtienen 3 grupos de componentes frecuenciales

complejas marcados en el dominio espacial presentados en las ecuaciones (4.11),

(4.12) y (4.13).

Iφ(0) = (λ ·
√

2)φ(0.353553) Iφ(1) = (λ ·
√

2)ψ(0.353553) (4.11)

Iχ(0) = (λ ·
√

2)χ(0.353553) Iχ(1) = (λ ·
√

2)ψ(0.353553) (4.12)

Iψ(0) = (λ ·
√

2)ψ(0.353553) Iψ(1) = (λ ·
√

2)ψ(0.353553) (4.13)

Para obtener la región marcada en el dominio espacial, denotada por x′(0)

y x′(1) que expresan los dos pixeles del dominio espacial, se deben realizar los

traslapes de longitud M = 1. El traslape se realiza al sumar los pixeles de una

región, con los correspondientes pixeles de las dos regiones de al lado. Por ejemplo,

si se desea obtener la región de χ, se tienen que sumar las regiones traslapadas

para obtener la ecuación (4.14):

x′(0) = Iφ(1) + Iχ(0) = (λ ·
√

2)φ(0.353553) + (λ ·
√

2)χ(0.353553)

x′(1) = Iψ(0) + Iχ(1) = (λ ·
√

2)ψ(0.353553) + (λ ·
√

2)ψ(0.353553)
(4.14)

Al aplicar la transformada MCLT a la ecuación (4.14) el valor marcado es
√
µ,

donde µ se presenta en la ecuación (4.15). En este caso, no se puede determinar

cuánta perturbación interfiere en el elemento que se desea recuperar ((λ ·
√

2)χ).

Al sólo tener una componente frecuencial compleja, X(0), no se cuenta con más

información para poder eliminar la perturbación que se presenta en la magnitud.

µ = 0.125(λ ·
√

2)2
φ + 0.25(λ ·

√
2)2
χ + 0.125(λ ·

√
2)2
ψ
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+0.25(λ ·
√

2)φ(λ ·
√

2)χ + 0.25(λ ·
√

2)χ(λ ·
√

2)ψ (4.15)

4.1.2. Caso de traslape M = 2

A continuación, se considera el caso en que el traslape es M = 2, es decir,

se van tomando bloques de 4 pixeles considerando 2 pixeles del bloque anterior.

A partir de la ecuación (4.9) se obtienen los 4 coeficientes en el dominio espacial

presentados en la ecuación (4.16), donde (λ · 2) es la magnitud de la primera

componente frecuencial compleja que va a ser marcada.

I(0) = (λ · 2)(0.073223) I(2) = (λ · 2)(0.426776)

I(1) = (λ · 2)(0.426776) I(3) = (λ · 2)(0.073223)
(4.16)

Al suponer que se marcan 3 componentes frecuenciales complejas continuas no

nulas (λ · 2) en una región suave, éstos pueden ser representados como (λ · 2)φ, (λ ·
2)χ y (λ · 2)ψ. Su transformada inversa, se obtiene al sustituir su valor marcado

correspondiente en la ecuación (4.16). De esta forma, se obtienen 3 grupos de

coeficientes marcados en el dominio espacial presentados en las ecuaciones (4.17),

(4.18) y (4.19).

Iφ(0) = (λ · 2)φ(0.073223) Iφ(2) = (λ · 2)φ(0.426776)

Iφ(1) = (λ · 2)φ(0.426776) Iφ(3) = (λ · 2)φ(0.073223)
(4.17)

Iχ(0) = (λ · 2)χ(0.073223) Iχ(2) = (λ · 2)φ(0.426776)

Iχ(1) = (λ · 2)χ(0.426776) Iχ(3) = (λ · 2)χ(0.073223)
(4.18)

Iψ(0) = (λ · 2)ψ(0.073223) Iψ(2) = (λ · 2)ψ(0.426776)

Iψ(1) = (λ · 2)ψ(0.426776) Iψ(3) = (λ · 2)ψ(0.073223)
(4.19)

Para obtener la región en el dominio espacial, se tienen que realizar traslapes,

aśı, si se desea obtener, por ejemplo, la región de χ, se deben sumar las regiones

traslapadas como en la ecuación (4.20).
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Iϕ(2) + Iχ(0) = (λ · 2)ϕ(0.42677669) + (λ · 2)χ(0.07322330)

Iϕ(3) + Iχ(1) = (λ · 2)ϕ(0.07322330) + (λ · 2)χ(0.42677669)

Iψ(0) + Iχ(2) = (λ · 2)ψ(0.07322330) + (λ · 2)χ(0.42677669)

Iψ(1) + Iχ(3) = (λ · 2)ψ(0.42677669) + (λ · 2)χ(0.07322330)

(4.20)

De esta forma se tiene la ecuación (4.21) al sumar los traslapes correspondientes

que representan los pixeles, x′, ya marcados en el dominio del espacio.

x′(0) = (λ · 2)ϕ(0.42677669) + (λ · 2)χ(0.07322330)

x′(1) = (λ · 2)ϕ(0.07322330) + (λ · 2)χ(0.42677669)

x′(2) = (λ · 2)ψ(0.07322330) + (λ · 2)χ(0.42677669)

x′(3) = (λ · 2)ψ(0.42677669) + (λ · 2)χ(0.07322330)

(4.21)

A continuación, se calcula la transformada MCLT de una región no conocida

para un traslape M = 2 para determinar la mejor forma de extraer el mensaje

insertado.

X(k) =
3∑

n=0

x(n)p(n, k)

= −
3∑

n=0

x(n)sin

([
n+

1

2

]
π

4

)[
cos

([
n+

3

2

] [
k +

1

2

]
π

2

)
−i · sin

([
n+

3

2

] [
k +

1

2

]
π

2

)]
(4.22)

A partir de la ecuación (4.22), se calcula la primera componente frecuencial

compleja de la transformada MCLT X(0) y se obtiene el número complejo de la

ecuación (4.23).

X(0) = −
3∑

n=0

x(n)sin

([
n+

1

2

]
π

4

)[
cos

([
n+

3

2

] [
k +

1

2

]
π

2

)
−i · sin

([
n+

3

2

] [
k +

1

2

]
π

2

)]
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=
3∑

n=0

x(n)sin

([
n+

1

2

]
π

4

)[
i · sin

([
n+

3

2

]
π

4

)
− cos

([
n+

3

2

]
π

4

)]
= x(0) [0.353553 · i− 0.146446] + x(1) [0.853553 · i+ 0.353553]

+ x(2) [0.353553 · i+ 0.853553] + x(3) [−0.146446 · i+ 0.353553] (4.23)

Al sustituir los valores de una región suave marcada de la ecuación (4.21) en la

primera componente frecuencial compleja de la transformada MCLT en la ecuación

(4.23), se obtiene la componente frecuencial compleja de la ecuación (4.24).

X(0) = [(λ · 2)ϕ(0.301774)− (λ · 2)ψ(0.051775) + (λ · 2)χ(0.749998)]

[
1√
2

+
i√
2

]
(4.24)

De igual forma, se calcula la segunda componente frecuencial compleja de la

MCLT X(1) para una región de 4 pixeles no conocidos y se obtiene el número

complejo de la ecuación (4.25).

X(1) = −
3∑

n=0

x(n)sin

([
n+

1

2

]
π

4

)[
cos

([
n+

3

2

] [
1 +

1

2

]
π

2

)
−i · sin

([
n+

3

2

] [
1 +

1

2

]
π

2

)]
= x(0) [−0.14644660 · i+ 0.35355339] + x(1) [−0.35355339 · i− 0.85355339]

+ x(2) [0.85355339 · i+ 0.35355339] + x(3) [−0.35355339 · i+ 0.14644660]

(4.25)

Al sustituir los valores de una región suave marcada en la ecuación (4.21) en la

segunda componente frecuencial compleja de la transformada MCLT presentado

en la ecuación (4.25), se obtiene la componente frecuencial compleja de la ecuación

(4.26).

X(1) = [(λ · 2)ϕ(0.12499997) + (λ · 2)ψ(0.12500000)− (λ · 2)χ(0.2500000)]

[
1√
2
− i√

2

]
(4.26)
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A partir de las ecuaciones (4.24) y (4.26) se obtienen las magnitudes de las

ecuaciones (4.27) y (4.28).

|X(0)| = (λ · 2)ϕ(0.301775)− (λ · 2)ψ(0.051775) + (λ · 2)χ(0.75) (4.27)

|X(1)| = (λ · 2)ϕ(0.125) + (λ · 2)ψ(0.125)− (λ · 2)χ(0.25) (4.28)

Del coeficiente de la ecuación (4.27) se extrae el mensaje insertado. Dependien-

do del método para insertar una marca de agua en la MCLT (LSB, QIM, etc.),

es posible que la componente frecuencial compleja marcada difiera mucho de la

recibida, debido a las componentes frecuenciales complejas que afectan a los valo-

res de (λ · 2)φ, (λ · 2)ψ y (λ · 2)χ. La solución que se propone para eliminar gran

parte de esta perturbación, es considerar la diferencia $ = |X(0)| − |X(1)| de la

ecuación (4.29).

$ = |X(0)| − |X(1)|

= (λ · 2)ϕ(0.301775)− (λ · 2)ψ(0.051775) + (λ · 2)χ(0.75)

− (λ · 2)ϕ(0.125)− (λ · 2)ψ(0.125) + (λ · 2)χ(0.25)

= (λ · 2)χ + 0.176775 [(λ · 2)ϕ − (λ · 2)ψ] (4.29)

Al seleccionar la ecuación (4.29), se mejora el proceso de extracción no sólo al

utilizar modulación por dither, también funciona cuando se utiliza LSB, espectro

disperso o cualquier otro método que necesite que el valor del cual se va a extraer,

se aproxime lo más posible al valor marcado, dado que la interferencia con respecto

al valor marcado (λ · 2)χ es solamente 0.176775 [(λ · 2)ϕ − (λ · 2)ψ].

En la ecuación (4.29) se considera que tanto |X(0)| como |X(1)| son positivos.

En el caso de que (λ · 2)χ(0.25) sea mayor que (λ · 2)ϕ(0.125) + (λ · 2)ψ(0.125)

en |X(1)|, el análisis es incompleto por no considerar el valor absoluto de (λ ·
2)ϕ(0.125) + (λ · 2)ψ(0.125)− (λ · 2)χ(0.25).

De aqúı que en vez de realizar la diferencia |X(0)|− |X(1)|, se tiene que realizar la

suma |X(0)|+ |X(1)|. Este cambio de signo queda determinado por el signo de la
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parte real de X(0). Cuando el signo de la parte real de X(0) es positivo, se hace

la resta, cuando es negativo, se realiza la suma.

En la Figura 4.1a se presenta el diagrama de flujo del proceso para insertar una

marca de agua digital en una imagen médica y en la Figura 4.1b se presenta el

diagrama de flujo del proceso para realizar la extracción de la marca digital.

4.2. Análisis de la degradación causada en regiones suaves

A diferencia de los trabajos actualmente publicados sobre marcas de agua di-

gitales en imágenes, aśı como en imágenes médicas, en esta tesis se presenta el

análisis sobre la degradación que se introduce al marcar los elementos en una re-

gión suave, usando PSNR como métrica.

Para este análisis, se considera que ∆, el tamaño de paso tal que x ≈ m ·∆,m ∈ N,

es igual a 1/p, con p ∈ N. Debido a la función de redondeo, si se considera ∆ = p/q,

con p, q ∈ N, el análisis se debe realizar de otra manera a causa de los casos que

hay que considerar. De igual forma, se asume que x ∈ N.

Para empezar, se sustituye el tamaño de paso ∆, en la ecuación (2.12) que repre-

senta la función de inserción, y se obtiene la ecuación (4.30), donde al considerar el

signo + en la parte ±, se debe considerar el signo − en la parte ∓ y si se considera

el signo − en la parte ±, se debe considerar el signo + en la parte ∓.

Qb(x) =
1

p

⌊
x · p+ 0.5± 1

4

⌋
∓ 1

4 · p
(4.30)

Dado que p, x ∈ N, entonces p ·x ∈ N. Como 0.5±1/4 < 1, entonces la función

piso en la ecuación (4.30) mapea x · p+ 0.5± 1
4

a x · p, es decir, la ecuación (4.30)

se simplifica a
1

p
· x · p∓ 1

4 · p
. De aqúı que la ecuación (4.30) se simplifique a la

ecuación (4.31). Como ejemplo, se puede considerar p = 3 y x = 2 de tal forma

que x · p = 6, aśı
1

3
[6 + 0.75] es igual a

1

3
· 6 = 2 = x
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Inicio

Pasar la imagen

a un arreglo de 1D

Transformar la imagen

por medio de la MCLT

Obtener la magnitud

de cada elemento

Tomar bloques de

2 magnitudes

Realizar la inserción por medio

de QIM en el primer elemento

Faltan

magnitudes

Obtener cada componente

frecuencial compleja a partir

de la magnitud marcada

Realizar la inversa de la MCTL

del arreglo de 1D marcado

Regresar la imagen

a un arreglo de 2D

Fin

No

Si

(a) Proceso de marcado

Inicio

Pasar la imagen

a un arreglo de 1D

Transformar la imagen

por medio de la MCLT

Obtener la magnitud

de cada elemento

Tomar bloques de

2 magnitudes

Obtener la diferencia ̟

de la primera magnitud

menos la segunda

Faltan

magnitudes

Aplicar los dos cuantizadores

a cada diferencia obtenida

Para cada par de resultados

obtener la diferencia con ̟

Para cada par de diferencia

obtener el mensaje insertado

Fin

No

Si

(b) Proceso de extracción

Figura 4.1: Proceso de marcado y extracción
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Qb(x) = x∓ 1

4 · p
(4.31)

A continuación, se sustituye la ecuación (4.31) en x′(0) de la ecuación (4.21)

para determinar la degradación causada en ese pixel. La sustitución se presenta en

la ecuación (4.32).

x′(0) = (λ · 2)ϕ(0.42677669) + (λ · 2)χ(0.07322330) =

(
λ · 2∓ 1

4 · p

)
(0.42677669)

+

(
λ · 2∓ 1

4 · p

)
(0.07322330)

= λ∓ 1

p
(0.1066)∓ 1

p
(0.0183)

(4.32)

Para determinar cuánta degradación se produce, se tienen que realizar las 4

combinaciones posibles de signos, las cuales se encuentran en la tabla 4.1

Tabla 4.1: Combinación de signos de la ecuación (4.32)
0.1066 0.0183 =

+ + 0.1249
+ - 0.0883
- + -0.0883
- - -0.1249

Con base en la ecuación (4.21), existen 8 formas de insertar un mensaje en una

región de 4 pixeles. Para cada combinación se calcula su MSE para luego obtener

el PSNR. En la tabla la 4.2 se presenta el cálculo de MSE, que dependiendo de la

combinación de mensajes insertados, se identifican 3 posibles casos.

Al aplicar la ecuación (3.2) a los tres resultados de la tabla 4.2, se obtienen los

resultados presentados en la tabla 4.3.

Existe un caso especial, para el cual, el análisis también es válido. Si se consi-

dera p = 1/2, es decir, ∆ = 2, la ecuación (4.30) se reduce Qb(x = λ) = λ∓ 1
2
, esto

se debe al 2 que multiplica a λ. Para otros valores de ∆, el análisis ya no es válido

y se tienen que considerar los casos que el redondeo mapea a 2 ·λ, 2 ·λ+1 y 2 ·λ−1.
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Tabla 4.2: MSE en regiones suaves de 4 pixeles
χ φ ψ =

Caso 1 0 0 0

(
0.1249

p

)2

Caso 2

0 0 1

2(0.1249)2 + 2(0.0883)2

4 · p2

0 1 0
1 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Caso 3 1 1 1

(
0.0883

p

)2

Tabla 4.3: PSNR obtenido a partir de los MSE de la tabla 4.2
MSE PSNR (dB)

Caso 1
(

0.1249

p

)2

66.1995 + 20 · log(p)

Caso 2
2(0.1249)2 + 2(0.0883)2

4 · p2
67.4495 + 20 · log(p)

Caso 3

(
0.0883

p

)2

69.2115 + 20 · log(p)

Se desea que el PSNR se encuentre arriba de cierto umbral ω; para cada uno

de los tres casos definidos en la tabla 4.2,b se tienen las restricciones de la tabla

4.4.

Como p ∈ N, el valor más pequeño que puede tomar p es 1, ó 0.5 en el caso

especial. Al sustituir estos valores en la tabla de restricciones 4.4, se encuentran

los valores de ω para los cuales el método funciona. Estos valores se presentan en

las tablas 4.5 y 4.6 para los valores de p = 0.5 p = 1 respectivamente.

Con lo anterior se garantiza que mientras el valor de p sea un número natural,

o como caso particular igual a 0.5, entonces el PSNR es mayor que 60 dB, lo que
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Tabla 4.4: Restricciones para el valor de p
PSNR (dB) Restricción de p

Caso 1 66.1995 + 20 · log(p) p > 10
ω
20
−3.3099

Caso 2 67.4495 + 20 · log(p) p > 10
ω
20
−3.3724

Caso 3 69.2115 + 20 · log(p) p > 10
ω
20
−3.4605

Tabla 4.5: Valores de ω con p = 0.5
Restricción ω (dB)

Caso 1 p > 10
ω
20
−3.3099 60.17

Caso 2 p > 10
ω
20
−3.3724 61.42

Caso 3 p > 10
ω
20
−3.4605 63.19

Tabla 4.6: Valores de ω con p = 1
Restricción ω (dB)

Caso 1 p > 10
ω
20
−3.3099 66.19

Caso 2 p > 10
ω
20
−3.3724 67.44

Caso 3 p > 10
ω
20
−3.4605 69.21

significa que el método es teóricamente adecuado para regiones suaves de acuerdo

a los resultados con respecto a degradación, reportados en Saffor et al. (2002),

Garawi et al. (2006) y Shrestha and Wahid (2010).

4.3. Cálculo de la transformada MCLT y su inversa de manera

directa

Desde la aparición de la transformada MCLT en Malvar (1999) y su implemen-

tación en Matlab en Malvar (2003), se han publicado diversos algoritmos para su

rápida evaluación Dai and Chen (2004); Dai and Wagh (2009); Shu et al. (2009),

junto con implementaciones en FPGA Garcia-Hernandez et al. (2008a).
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En este trabajo se propone el uso de la MCLT con un traslape M = 2, por lo que

al desarrollar la fórmula (2.15) se obtiene la forma directa para calcular las com-

ponentes frecuenciales complejas X(0) y X(1) con las ecuaciones (4.33) y (4.34)

respectivamente. Donde γ0 = 0.146441, γ1 = 0.353553 y γ2 = 0.853547.

X(0) = −γ0 · x(0) + γ1 · x(1) + γ2 · x(2) + γ1 · x(3)

+ [γ1 · x(0) + γ2 · x(1) + γ1 · x(2)− γ0 · x(3)] · i (4.33)

X(1) = γ1 · x(0)− γ2 · x(1) + γ1 · x(2) + γ0 · x(3)

− [γ0 · x(0) + γ1 · x(1)− γ2 · x(2) + γ1 · x(3)] · i (4.34)

Para la transformada inversa, se puede utilizar la ecuación (4.35), dondeXc(0) =

Real(X(0)), Xc(1) = Real(X(1)), Xs(0) = −Im(X(0)) y Xs(1) = −Im(X(1)).

I(n) =
1

2
[Xc(0) · pc(n, 0) +Xc(1) · pc(n, 1) +Xs(0) · ps(n, 0) +Xs(1) · pc(n, 1)]

(4.35)

A partir de la ecuación (4.35), se pueden sustituir los valores de pc y ps para

cada I y aśı obtener las ecuaciones (4.36), (4.37), (4.38) y (4.39) que permiten el

cálculo de la MCLT inversa con X ′c y X ′s los valores ya con la marca de agua.

I(0) = −γ0 ·X ′c(0) + γ1 ·X ′c(1)− γ1 ·X ′s(0) + γ0 ·X ′s(1) (4.36)

I(1) = γ1 ·X ′c(0)− γ2 ·X ′c(1)− γ2 ·X ′s(0) + γ1 ·X ′s(1) (4.37)

I(2) = γ2 ·X ′c(0) + γ1 ·X ′c(1)− γ1 ·X ′s(0)− γ2 ·X ′s(1) (4.38)

I(3) = γ1 ·X ′c(0) + γ0 ·X ′c(1) + γ0 ·X ′s(0) + γ1 ·X ′s(1) (4.39)

4.4. Análisis de complejidad del método propuesto

Para determinar la complejidad del método propuesto sobre cualquier imagen,

se comienza con el análisis de transformar la imagen por medio de la transformada
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4.4. Análisis de complejidad del método propuesto

MCLT. A partir de las ecuaciones (4.33) y (4.34), se realizan 16 multiplicaciones

y 14 sumas, como operaciones constantes dado que se fijó el traslape M = 2. Si la

imagen se ve como un arreglo de longitud n, se debe calcular el número de bloques

que se obtienen. Para realizar este cálculo, se considera el caso en que n = 4,

por ejemplo [λ1, λ2, λ3, λ4] (con λi ∈ N que representa el valor cualquiera de un

pixel), para evitar el suavizado en las orillas de la imagen, se agregan dos elementos

nulos en cada extremo, lo que da como resultado el arreglo [0, 0, λ1, λ2, λ3, λ4, 0, 0].

En la ecuación (4.40) se presentan los 3 bloques a los que se les va a aplicar la

transformada MCLT.

0, 0, λ1, λ2 λ1, λ2, λ3, λ4 λ3, λ4, 0, 0 (4.40)

Si se considera el caso en que n = 6, es decir [λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6], se obtienen

los 4 bloques presentados en la ecuación (4.41).

0, 0, λ1, λ2 λ1, λ2, λ3, λ4 λ3, λ4, λ5, λ6 λ5, λ6, 0, 0 (4.41)

Si se continua de esta manera, por inducción matemática se asume que para

un arreglo de longitud n = 2k con k ∈ N y k ≥ 2, entonces el número de bloques

sobre los que se aplica la MCLT es k + 1. Por lo que se debe demostrar que para

el caso en que n = 2(k + 1), se aplica la MCTL sobre k + 2 bloques. A partir de

la hipótesis de inducción, con un arreglo de longitud n = 2k y k + 1 bloques, si se

agregan dos elementos al final del arreglo λ2k+1 y λ2k+2, su ubicación no va a influir

en la cantidad de bloques sobre los cuales se aplica la MCLT. Para simplificar la

demostración, estos elementos se colocan al final del arreglo de la hipótesis de in-

ducción después de que se agregaron los valores nulos al principio y al final, de tal

forma que los últimos elementos del arreglo son: [. . . , λ2k−1, λ2k, 0, 0, λ2k+1, λ2k+2].

Al considerar que el último bloque que se obtiene a partir del arreglo de la hipótesis

de inducción es λ2k−1, λ2k, 0, 0, donde los elementos 0, 0 sólo han sido considerados

para un traslape, es decir en un solo bloque. Al agregar los nuevos elementos λ2k+1

y λ2k+2 sólo permite la generación de un nuevo bloque que es 0, 0, λ2k+1, λ2k+2, lo

que agrega solamente un bloque al total de bloques que ya se teńıan (k). Por lo

anterior, el orden de complejidad temporal para aplicar la transformada MCLT,

con un traslape M = 2, sobre una imagen representada como un arreglo de longi-
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4.5. Resumen

tud n, es O(n).

Al utilizar la ecuación (2.12) para realizar la inserción, se cuenta con una ope-

ración constante que se realiza en cada bloque, por lo que este paso también se

encuentra en un orden de O(n). Para el cálculo de la MCLT inversa, también se

realiza un número constante de operaciones por bloque, lo que resulta en un orden

de complejidad de O(n) y se tienen que realizar k − 1 sumas de traslapes (recor-

dando que n = 2k), lo que da como resultado un orden de complejidad temporal

de todo el proceso de O(n).

4.5. Resumen

En este caṕıtulo se presentó una forma distinta de determinar la degradación

en región suave causada por la inserción de una marca de agua. Este enfoque per-

mite la selección del método propuesto para insertar marcas de agua digitales en

tomograf́ıas computarizadas, sin la necesidad de realizar pruebas para determi-

nar qué tan degradada, con respecto a la original, será la imagen marcada. Las

ecuaciones (4.33) y (4.34) permiten la implementación casi inmediata en cualquier

lenguaje aunque no se cuente con soporte para el cálculo de funciones matemáticas

como el seno o el coseno.
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Caṕıtulo 5

Experimentos y resultados

En esta sección se presentan los experimentos realizados para evaluar y com-

probar el desempeño del método propuesto. Para los siguientes experimentos, se

trabaja con 7 estudios de tomograf́ıa computarizada provistos por el Instituto

Tlaxcalteca de Asistencia Especializada a la Salud (ITAES), cuyas caracteŕısticas

se presentan en la tabla 5.1, las cuales son en escala de grises de 512×512 con 8 bits

por pixel. El mensaje a insertar es una secuencia con contenido pseudo-aleatoria

de unos y ceros, que simula información de un expediente médico, cuya longitud

depende del tamaño de la imagen. Los unos y ceros representan bits, aśı que para

saber el tamaño de un mensaje de texto, donde cada caracter es representado por

un byte, la longitud del mensaje debe ser dividida entre 8.

Como salida, se considera la tasa de error que tuvo el método al recuperar el

mensaje y la degradación causada en la imagen por medio de las métricas PSNR,

Watson y SSIM.

Tabla 5.1: Caracteŕısticas de las imágenes médicas a utilizar
Parte del cuerpo Número de imágenes

Abdomen 1 69
Abdomen 2 54
Abdomen 3 86

Torax 1 80
Torax 2 80
Torax 3 41
Torax 4 59
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5.1. Descripción y objetivos de los experimentos

A diferencia de los trabajos de Zhang and Shu (2009) y Villanueva (2008), la

imagen de entrada de m×n, es convertida a un arreglo de 1× (m×n), para poder

utilizar la MCLT sobre un arreglo unidimensional.

5.1. Descripción y objetivos de los experimentos

En esta sección, se describen los experimentos, aśı como sus objetivos y las

razones por las cuales se llevaron a cabo éstos.

5.1.1. Inserción con RDM

En este experimento se plantea utilizar RDM (modulación fraccionaria dither)

directamente sobre imágenes médicas.

El propósito de este experimento es estudiar el comportamiento de un método que

funciona bien con imágenes como Lena y Baboon, en imágenes médicas.

5.1.2. Inserción en regiones suaves con traslape M = 1 y QIM

En este experimento, se marca la única magnitud de la componente frecuencial

compleja X(0) y la longitud de la secuencia a insertar es igual a la cantidad de

pixeles en la imagen. El propósito de este experimento es evaluar la tasa de error en

distintas regiones suaves. Este experimento se realiza para determinar qué tamaño

de traslape es mejor para el tipo de imágenes de tomograf́ıa en la transformada

MCLT.

5.1.3. Inserción en regiones suaves con traslape M = 2 y QIM

En este experimento, también se marca la magnitud de la componente frecuen-

cial compleja X(0) de una región suave. La componente frecuencial compleja X(1)

no se modifica y la longitud de la secuencia a insertar es la mitad de la cantidad

de pixeles en la imagen. La extracción se realiza como se propone con la diferencia

mostrada en la ecuación (4.29). Los objetivos de este experimento son:

Comprobar que el método es capaz de extraer una marca de agua en una

región suave con una tasa de error igual a 0, al marcar con modulación dither.
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Comprobar que la degradación causada al marcar con p = 0.5 y p = 1

se encuentra acotada por los valores obtenidos en el análisis del caṕıtulo

anterior.

Comprobar que el método funciona para otro método de inserción, como

LSB.

Estos experimentos se realizan para comprobar que el desempeño del método

propuesto es el mismo, o cercano al deducido en el análisis del caṕıtulo anterior.

5.1.4. Inserción en imágenes médicas con M = 2 y QIM

En estos experimentos, se marca la magnitud de la componente frecuencial

compleja X(0) de una región que pertenece a una tomograf́ıa computarizada. Los

objetivos de este experimento son:

Evaluar el desempeño del método propuesto a través de la tasa de error.

Evaluar el desempeño del método propuesto a través de la degradación cau-

sada en una imagen médica.

Este experimento se realiza para determinar el desempeño del método propues-

to con un traslape M = 2.

5.2. Evaluación y resultados de los experimentos

En esta sección se presentan las condiciones bajo las cuales se evaluaron los

experimentos y los resultados de cada uno.

5.2.1. Resultados al insertar con RDM

Al utilizar RDM, se presenta un problema cuando los elementos almacenados

en la memoria son pequeños y a continuación se marca un valor muy grande.

Un caso ocurre al marcar solamente los valores 255, lo que ocasiona que el prome-

dio de los pixeles sea igual o cercano a 255 y después se desee marcar el valor 1.
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Si el tamaño de la memoria es grande, este valor no va a afectar al siguiente valor

a marcar porque el promedio no llega a ser muy grande debido a la división entre

el número de elementos que hay, pero la tasa de inserción es pequeña, por lo cual,

no es adecuado utilizar un tamaño de memoria grande cuando se desea que la

capacidad de información sea superior a lo reportado en la literatura. Si el tamaño

de la memoria es pequeño, entonces el siguiente valor a marcar śı se verá afectado.

5.2.2. Resultados al insertar información en regiones suaves con M = 1

Para este experimento se consideraron 255 regiones suaves de 512×512 ṕıxeles

cada una. Por lo que el mensaje a insertar tiene una longitud de 512 × 512 =

262, 144 bits. El rango de las regiones suaves es λ ∈ [1, . . . , 255] con λ ∈ N.

Para p = 0.5, el inverso del valor ∆, se obtuvo un promedio de tasa de error

de 0.2542 y para p = 1.0 el promedio de tasa de error fue de 0.2553.

A partir de los resultados obtenidos, en promedio sólo se pudo recuperar el 75 %

de la información insertada. Para incrementar el porcentaje de información que se

puede recuperar, es necesario reducir la tasa de error y una forma de lograrlo es

utilizar códigos correctores de errores (ver Cox et al. (2007)). Estos códigos correc-

tores de errores normalmente se usan en comunicaciones para insertar información

redundante sobre un mensaje para poder recuperar el mensaje en el caso de que

se haya detectado que éste no fue recibido correctamente. Uno de los casos más

sencillos de códigos correctores de errores son los códigos de repetición, que como

caso particular al repetir cada bit tres veces, la tasa de inserción disminuye a 0.333

bits por ṕıxel, lo que es una desventaja para el caso en que M = 2, dado que

teóricamente con un traslape M = 2 se tiene una tasa de error de 0 y una tasa de

inserción de 0.5 bits por ṕıxel.
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5.2.3. Resultados al insertar información en regiones suaves con M = 2

Resultados al insertar información utilizando QIM

Para el primer experimento se consideraron 255 regiones suaves de 512×512, ca-

da una. Por lo tanto, el mensaje a insertar tiene una longitud de 512×512
2

= 131, 072

bits. El rango de las regiones suaves es λ ∈ [1, . . . , 255] con λ ∈ N.

Para este experimento se toman los dos valores más pequeños posibles de p. La

tasa de error, después de extraer el mensaje insertado, fue de 0 en las 255 regiones

suaves, lo que comprueba la efectividad del método al extraer la marca de agua

con la ecuación (4.29).

En la tabla 5.2 se presentan los promedios de degradación en términos de PSNR

al evaluar la degradación de 255 regiones con 4 casos cada uno. En el primer caso

“Sólo 1”, se inserta un mensaje en el cual todos los elementos son 1, en el segundo

caso “Sólo 0” todos los elementos son 0. En el tercer caso, se inserta una secuencia

pseudo-aleatoria y el último caso es una secuencia de la forma 0̄1 (01010101 . . .),

que se repite 131, 072 veces.

Tabla 5.2: Resultados experimentales de PSNR de degradación en dB
Mensaje

p Sólo 1 Sólo 0 Aleatorio Forma 01
0.5 60.17 60.17 61.42 63.19
1 66.19 66.19 67.43 69.21

Como se puede apreciar en la tabla 5.2, los resultados obtenidos fueron los que

se esperaban de acuerdo a las tablas 4.5 y 4.6, es decir, para p = 0.5 se esperan

valores mayor o iguales a 60.17, 61.42 y 63.18, y para p = 1 se esperan valores

mayor o iguales a 66.19. 67.43 y 69.21. Lo anterior es congruente con el análisis

realizado y la degradación constante determinada para cualquier región suave. Al

tener un p fijo, se favorece al método propuesto para su uso en casos donde se

requiera que la imagen médica no sobrepase cierto nivel de degradación.

En la tabla 5.3 se presentan los resultados al evaluar el método propuesto con

la métrica de Watson y la métrica SSIM, con el parámetro p = 1. Esta tabla sirve
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de referencia cuando se trabaja con regiones no suaves.

Tabla 5.3: Resultados experimentales de Watson de degradación con p = 1
Sólo 1 Sólo 0 Aleatorio Forma 01

Watson 0.0054 0.0054 0.0264 0.0062
SSIM 0.9981 0.9981 0.9999 1

En la tabla 5.3 se puede apreciar la poca degradación causada por el método

propuesto en una región suave. La métrica SSIM favorece al método propuesto

porque presenta resultados superiores a los que se encuentran en el estado del ar-

te, aśı como también cuando el resultado de la métrica es 1 el cual indica que en

regiones suaves, una imagen médica comparada con la imagen marcada son prac-

ticamente iguales. La métrica de Watson también favorece al método propuesto,

aún considerando el caso en que se env́ıa un mensaje aleatorio. Cabe recordar que

un valor de 0.11 en esta métrica, de acuerdo a la subsección 3.2.5 es aceptable. A

diferencia de la métrica SSIM, la métrica Watson es más susceptible al cambio en

regiones suaves de manera aleatoria. De cualquier forma, los resultados presenta-

dos con la métrica de Watson también se encuentran por encima de lo presentado

en el estado del arte.

Resultados al insertar con LSB

Al utilizar LSB, en lugar de QIM, para insertar un mensaje pseudo-aleatorio

modificando el bit menos significativo de la parte entera de la magnitud de la com-

ponente frecuencial compleja de la MCLT, al utilizar la ecuación (4.29) se obtiene

una tasa de error de 0. Sin embargo, si sólo se considera la primera magnitud para

extraer la marca de agua, no se puede recuperar correctamente el mensaje. En

promedio se obtuvo una tasa de error de 0.3752, la cual se encuentra por debajo

de los resultados que se reportan en el estado del arte, lo que implica que este

método de esta forma no es una buena opción para marcar imágenes médicas.

5.2.4. Resultados al insertar en imágenes médicas con M = 2

Para este experimento se trabajó con 7 estudios de tomograf́ıa computarizada.

Cada estudio corresponde a una secuencia de 70 imágenes. La evaluación consiste
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en medir la tasa de error del mensaje original comparado con el mensaje extráıdo,

junto con las métricas de degradación más utilizadas en el estado del arte.

Los resultados se pueden apreciar en la tabla 5.4, al considerar un valor de p = 1

dado que teóricamente es el parámetro que presenta mejores resultados con respec-

to a la degradación. En esta tabla, la métrica PSNR muestra resultados superiores

a 35 dB, que es el mı́nimo aceptable en imágenes de tomograf́ıa computarizada, ver

subsección 3.2.2. La métrica SSIM se aproxima a los resultados presentados en la

tabla 5.3 y se supera los resultados del trabajo presentado en Rahimi and Rabbani

(2011a), lo que indica que la degradación no es perceptible al ojo humano.

La métrica de Watson también se encuentra en un rango aceptable, aun conside-

rando que da valores más altos que los presentados en la tabla 5.3, pero aun aśı se

encuentran en el ĺımite de valores aceptables. Cabe recordar que el ĺımite superior

aceptado para la métrica de Watson es 0.11.

Tabla 5.4: Resultados con imágenes médicas
Grupo BER PSNR (dB) Watson SSIM

Abdomen 1 0.0048 35.60 0.0450 0.9929
Abdomen 2 0.0047 35.65 0.0409 0.9932
Abdomen 3 0.0049 35.69 0.0417 0.9935

Torax 1 0.0057 35.49 0.0427 0.9960
Torax 2 0.0048 35.64 0.0417 0.9936
Torax 3 0.0048 35.75 0.0388 0.9939
Torax 4 0.0048 35.84 0.0396 0.9940

5.2.5. Comparaciones

En la tabla 5.5 se presentan resultados de otros esquemas de marcas de agua

digitales para imágenes médicas, debido a que diversos trabajos no reportan con

la métrica de Watson o SSIM, su resultado se representa por “——–”. El trabajo

Zhang and Shu (2009) es comparado debido a que propone una transformada

MCLT en dos dimensiones y aun aśı, no supera la capacidad de inserción del

método propuesto.
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Tabla 5.5: Tabla comparativa con el método propuesto
Esquema Tipo de

Imagen
Dominio Capacidad

reportada (bpp)
En 512 ×
512 ṕıxeles

PSNR SSIM

Ping et al. (2006) Ultrasonido,
CT, MRI

Dominio
Espacial

0.0470 12,321 66.65 ——–

Navas et al. (2007a) MRI Dominio
espacial

0.2109 55,287 43.30 0.92

Zavaleta et al.
(2008)

MRI Dominio
espacial

0.4320 113,247 63.56 ——–

Al-Qershi and
Khoo (2011)

MRI Dominio
espacial

0.7000 183,500 39.02 0.9490

Ping et al. (2006) Ultrasonido,
CT, MRI

FFT 0.0060 1,573 39.48 ——–

Mohamed Kallel
(2010)

MRI 5/3
DWT

0.0010 263 47.00 ——–

Mostafa and El-
sheimy (2010)

MRA,
MRI, CT

DWT 0.0036 944 39.94 ——–

Chemak et al.
(2007a)

MRI 5/3
DWT

0.0122 3,199 ——– ——–

Navas et al. (2008a) MRI DWT-
IWT

0.0427 11,194 41.00 ——–

Rodriguez Colin
et al. (2008)

MRI Mapeo
polar

0.0183 4,798 42.3 ——–

Giakoumaki et al.
(2010)

CT, MRA,
MRI

DCT 0.0250 6,554 63.34 ——–

Zhang and Shu
(2009)

Lena,
Baboon

MCLT 0.0150 3,933 44.21 ——–

Villanueva (2008) MRI MCLT 0.0120 3,237 44.56 ——–
Método propuesto CT MCLT 0.5000 131,072 35.66 0.9938
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5.3. Resumen

Aunque la capacidad de inserción del método propuesto, con M = 2, es su-

perado por el esquema propuesto en Al-Qershi and Khoo (2011), este último es

dependiente de la imagen, ya que en imágenes de rayos X, este método sólo alcanza

una tasa de inserción de 0.001 bpp.

El método propuesto en esta investigación supera en términos de capacidad de

inserción a la mayoŕıa de los métodos propuestos por otros autores analizados en

este trabajo, no sólo para imágenes radiológicas, sino también para las imágenes

comúnmente usadas, como la de Lena, Baboon y Peppers.

Una desventaja aparente del método propuesto aqúı es que el resultado de la

métrica PSNR se encuentra por debajo de los métodos con los que se compara.

Esto se debe principalmente a que en los bordes de la imagen se presenta una

mayor degradación debido al uso de la transformada MCLT. Sin embargo, esta

degradación no llega a ser notoria por el sistema visual humano debido a que al

evaluar el método propuesto con la métrica SSIM, arroja resultados que se encuen-

tran en los ĺımites aceptables y superan los resultados reportados en Navas et al.

(2007a) y Al-Qershi and Khoo (2011), en cuestión de capacidad y degradación.

Cabe remarcar que estas comparaciones son usando diferentes imágenes.

5.3. Resumen

En este caṕıtulo se presentaron diversos experimentos con el método propuesto,

para corroborar que el análisis teórico es correcto. Se presentaron los resultados

obtenidos a partir de los experimentos al insertar una marca de agua con un tras-

lape M = 1, para determinar si este valor es el adecuado o es preferible utilizar el

traslape M = 2, aunque disminuya la tasa de inserción.

Los resultados obtenidos por el método propuesto con respecto a la degradación no

sólo se encuentran dentro de los ĺımites aceptables, como es el caso con PSNR, sino

que también superan a muchos métodos propuestos al evaluar la degradación con

las métricas de Watson y SSIM. Estos resultados se pueden comprobar en la tabla

de resultados, donde el método propuesto para imágenes médicas actualmente pre-

senta buenos resultados con respecto a capacidad de inserción e imperceptibilidad.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo de investigación se propone un método para insertar y recupe-

rar marcas de agua digitales en imágenes de estudios de tomograf́ıa computarizada

utilizando la transformada MCLT y el método QIM. El método de recuperación de

marcas de agua digitales propuesto se basa en el análisis de la MCLT y su inversa

después de realizar la inserción.

En este caṕıtulo se presentan las conclusiones generadas a partir del análisis del

método, aśı como de los resultados obtenidos experimentalmente; y por último, se

plantea el trabajo futuro.

6.1. Conclusiones acerca RDM en imágenes médicas

Con este experimento se comprueban los resutados reportados en Planitz and

Maeder (2005) con respecto a qué tan factible es utilizar un método de inserción

de marcas de agua digitales, que es utilizado en imágenes t́ıpicas como “Baboon”

o “Lena”, en imágenes médicas.

Las imágenes médicas utilizadas en esta investigación cuentan con un gran porcen-

taje de regiones suaves, es decir, el porcentaje de bordes en la imagen se encuentra

por debajo del 10 %. Aquellos métodos que basen la inserción en bordes no tendrán

un desempeño aceptable con este tipo de imágenes.

71



6.2. Conclusiones del método propuesto

6.2. Conclusiones del método propuesto

El método propuesto se concibe a partir de un análisis que determina una ma-

nera de eliminar la perturbación causada por los traslapes con el objetivo de que

el detector tenga un mejor desempeño. El mejor caso seŕıa cuando se tiene un

traslape M = 1, dado que no existiŕıan valores nulos y se podŕıa insertar 1 bit

por ṕıxel, pero con los experimentos se comprobó que con M = 1 no se obtienen

buenos resultados al momento de extraer la marca porque no se cuenta con la

información suficiente para eliminar la perturbación causada por el traslape. El

siguiente valor posible es M = 2, el cual es utilizado por el método propuesto y

presenta resultados satisfactorios, ya que se cuenta con suficiente información para

eliminar la perturbación del traslape, gracias a la segunda componente frecuencial

compleja de la MCLT.

Durante el análisis no se restringió el número de bits utilizados por ṕıxel, si la

imagen es a color o algún tipo de estudio. La única suposición es que la imagen

cuenta con regiones suaves.

A diferencia de otros métodos encontrados en el estado del arte, en este trabajo se

determina a priori la degradación que se va a generar en la imagen al marcarla. Lo

anterior establece de manera objetiva si el método es adecuado para la degradación

deseada, a diferencia de los trabajos actuales en los cuales solamente se propone el

método y a través de experimentos se determina el nivel de degradación causada

en la imagen.

El determinar cómo el marcado en el dominio de la transformada MCLT afec-

ta al dominio espacial, no solamente ayuda a determinar el nivel de degradación

introducido, también es útil si se desea determinar la robustez de la marca de agua

ante ataques. Esto se puede lograr con el modelado de los ataques y cómo afectan

estos a los ṕıxeles marcados.

Una desventaja que presenta el método propuesto se da cuando la transforma-

da MCLT se encuentra con bloques en los cuales la mayoŕıa de los ṕıxeles tienen
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un valor λ1, y existe un valor λ2 superior a la suma de los elementos λ1, por

ejemplo [1, 1, 1, 255], la transformada inversa lo suaviza de tal forma que afecta la

recuperación de la marca insertada.

6.3. Contribuciones

Este trabajo alcanzó los objetivos propuestos al insertar 131, 072 bits en una

imagen de 512× 512 e introducir una degradación que se encuentra en los ĺımites

aceptados. Se utilizó y mejoró parte del trabajo presentado en Villanueva (2008) al

resolver uno de sus principales problemas que afectaba el desempeño del detector,

que corresponde a la gran cantidad de ṕıxeles negros, lo cual es solucionado al

tratarlo como regiones suaves.

De igual forma, se realizó parte del trabajo futuro sugerido en Villanueva (2008),

al insertar la marca de agua con un esquema distinto. Al mismo tiempo, la trans-

formada se realiza de manera diferente a la sugerida en el trabajo de tesis anterior

Villanueva (2008) y la recuperación de la marca se hace a partir de un análisis

para determinar una mejor manera de eliminar la perturbación de los traslapes.

Este trabajo presenta un nuevo enfoque con respecto a la detección de la marca

de agua, aśı como con la degradación calculada y no obtenida experimentalmen-

te como los trabajos actuales. Esto presenta una gran ventaja sobre los métodos

sugeridos por otros autores que estiman la degradación causada a través de expe-

rimentos.

6.4. Trabajo futuro

A partir del trabajo realizado, se presentan las siguientes ideas como trabajo

futuro:

En este trabajo se propuso la inserción en la magnitud de las componentes

frecuenciales complejas. Como trabajo a futuro se propone el estudio de la

inserción en la fase, que resulta un problema no trivial debido a la sensibilidad
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del sistema visual humano para detectar más facilmente los cambios en la

fase que en la magnitud. De igual forma, el análisis es más complejo debido

a que hay funciones trigonométricas involucradas.

Se puede realizar un estudio sobre transformadas traslapadas para tratar de

manera distinta casos de bloques como [1, 1, 1, 255], o proponer una solución

para ese tipo de bloques, en el caso de las imágenes utilizadas, estos bloques

representan menos del 5 % de la imagen médica.

De acuerdo al método que se propone, como trabajo futuro se puede insertar

la marca de agua solamente en regiones suaves, el problema consiste en la

detección de regiones suaves al momento de extraer la marca de agua.

A partir del análisis, se puede considerar como una región suave a aquella

región cuya magnitud de la segunda componente frecuencial compleja sea

menor a un umbral determinado por ∆. Sin embargo se debe considerar que

existen ciertas regiones no suaves que pueden ser consideradas como suaves,

lo cual provocaŕıa un error de sincronización al recuperar la marca de agua.

Otra solución para extraer la marca de agua de regiones suaves, consiste

en utilizar métodos de segmentación, los cuales extraen la regiones suaves o

eliminan los bordes. Se debe tener cuidado al segmentar, ya que un ṕıxel de

más o un ṕıxel menos puede generar un error de sincronización al recuperar

la marca, como en el caso anterior.

Se propone el análisis y estimación de la tasa de error, esto con el fin de

garantizar el desempeño del método de manera teórica y no solamente a

través de experimentos.

La imagen marcada está representada por valores de punto flotante, y éstos

deben ser cuantizados ya sea por medio de un redondeo, la función piso o la

función techo. Esto altera el desempeño al momento de la detección. Como

trabajo futuro se propone realizar la cuantización utilizando un umbral que

esté determinado de manera anaĺıtica para una mejor detección.
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Apéndice A

Análisis de la MCLT

En este apéndice se presenta un análisis detallado de la transformada MCLT

al trabajar sobre una región suave de 2 ·M elementos.

La transformada MCLT está dada por M componentes frecuenciales complejas,

mientras que la señal de entrada está dada por 2 ·M definida en la ecuación (A.1).

X(k) =
2·M−1∑
n=0

x(n) · p(n, k) (A.1)

Donde los ı́ndices de frecuencia k vaŕıan de 0 aM−1, n es el ı́ndice en el dominio

del espacio y p(n, k) es una función de análisis básica definida en la ecuación (A.2)

p(n, k) = pc(n, k) + i · ps(n, k) (A.2)

Donde i =
√
−1 y pc(n, k) y ps(n, k) están definidas en las ecuaciones (A.3) y

(A.4) respectivamente.

pc(n, k) =

√
2

M
· h(n) · cos

[(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

]
(A.3)

ps(n, k) =

√
2

M
· h(n) · sin

[(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

]
(A.4)

Donde h(n) es función ventana dada por la ecuación (A.5)
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h(n) = −sin
[(
n+

1

2

)
π

2 ·M

]
(A.5)

Dado que se está trabajando con una región suave, todos los pixeles en esa

región tienen un mismo valor λ, por lo que la ecuación (A.1) puede ser vista como

la ecuación (A.6).

X(k) =
2·M−1∑
n=0

x(n) · p(n, k)

=
2·M−1∑
n=0

λ · p(n, k)

= λ
2·M−1∑
n=0

p(n, k) (A.6)

Que al sustituir (A.2) en (A.6) se llega a (A.7)

X(k) = λ
2·M−1∑
n=0

[pc(n, k) + i · ps(n, k)] (A.7)

Para simplificar el proceso, se considera la sustitución (A.8)

ξ =

(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M
(A.8)

Por lo que se llega a la ecuación (A.9).

X(k) = λ ·
2·M−1∑
n=0

[√
2

M
· h(n) · cos(ξ) + i

√
2

M
· h(n) · sin(ξ)

]

= λ

√
2

M

2·M−1∑
n=0

h(n) (cos(ξ)− i · sin(ξ)) (A.9)

Al utilizar la forma de Euler en (A.9) se llega a (A.10).

21 de febrero de 2012 76



X(k) = λ

√
2

M

2·M−1∑
n=0

h(n)e−iξ (A.10)

Al sustituir h(n) en (A.10) se obtiene (A.11).

X(k) = λ

√
2

M

2·M−1∑
n=0

−sin
[(
n+

1

2

)
π

2 ·M

]
e−iξ (A.11)

Para simplificar el proceso, se considera la sustitucion (A.12).

γ =

(
n+

1

2

)
π

2 ·M
(A.12)

Y al sustituir (A.12) en (A.11) se llega a (A.13).

X(k) = −λ
√

2

M

2·M−1∑
n=0

sin(γ) · e−iξ (A.13)

Para continuar, se utiliza la igualdad (A.14).

sin(θ) =
eiθ − e−iθ

2i
(A.14)

De donde, al sustituir (A.14) en (A.13) se obtiene (A.15).

X(k) = −λ
√

2

M

2·M−1∑
n=0

(
eiγ − e−iγ

2i

)
· e−iξ (A.15)

Al distribuir la exponencial se llega a (A.16).

X(k) = −λ
√

2

M

2·M−1∑
n=0

ei(γ−ξ) − e−i(γ+ξ)

2i

= −λ
√

2

M

2·M−1∑
n=0

ei(γ−ξ) − e−i(γ+ξ)

2i

i

i

= −λ
√

2

M

2·M−1∑
n=0

− i
2

(
ei(γ−ξ) − e−i(γ+ξ)

)
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=
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

(
ei(γ−ξ) − e−i(γ+ξ)

)
(A.16)

Al realizar la operación γ − ξ se obtiene (A.17).

γ − ξ =

(
n+

1

2

)
π

2 ·M
−
(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

=
π

M

[(
n+

1

2

)
1

2
−
(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)]
=

π

M

[
n

2
+

1

4
− n · k − n

2
− kM + 1

2
− M + 1

4

]
=

π

M

[
1

4
− n · k − kM + 1

2
− M

4
− 1

4

]
=

π

M

[
−n · k − kM + 1

2
− M

4

]
= − π

M

[
n · k + k

M + 1

2
+
M

4

]
(A.17)

Al realizar la operación γ + ξ se obtiene (A.18).

γ + ξ =

(
n+

1

2

)
π

2 ·M
+

(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)
π

M

=
π

M

[(
n+

1

2

)
1

2
+

(
n+

M + 1

2

)(
k +

1

2

)]
=

π

M

[
n

2
+

1

4
+ n · k +

n

2
+ k

M + 1

2
+
M + 1

4

]
=

π

M

[
n

2
+

1

4
+ n · k +

n

2
+ k

M + 1

2
+
M

4
+

1

4

]
=

π

M

[
n+

1

2
+ n · k + k

M + 1

2
+
M

4

]
(A.18)

Al sustituir (A.17) y (A.18) en (A.16) se llega a (A.19).
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X(k) =
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

(
e−i(

π
M [n·k+kM+1

2
+M

4 ]) − e−i(
π
M [n+ 1

2
+n·k+kM+1

2
+M

4 ])
)

=
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M [n·k+kM+1

2
+M

4 ] − e
−i·π
M [n+ 1

2
+n·k+kM+1

2
+M

4 ]
)

(A.19)

Después se procede a trabajar con los exponentes

e
−i·π
M [n·k+kM+1

2
+M

4 ] = e
−i·π
M

n·k+−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ]

= e
−i·π
M

n·ke
−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ] (A.20)

y

e
−i·π
M [n+ 1

2
+n·k+kM+1

2
+M

4 ] = e
−i·π
M

[n+n·k]+−i·π
2M

+−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ]

= e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M e

−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ] (A.21)

Aśı, (A.19) puede ser expresada como (A.22).

X(k) =
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M [n·k+kM+1

2
+M

4 ] − e
−i·π
M [n+ 1

2
+n·k+kM+1

2
+M

4 ]
)

=
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M

n·ke
−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ] − e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M e

−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ]
)

=
λ · i√
2 ·M

2·M−1∑
n=0

e
−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ]
(
e
−i·π
M

n·k − e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M

)
=

λ · i√
2 ·M

e
−i·π
M [kM+1

2
+M

4 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M

n·k − e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M

)
=

λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M

n·k − e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M

)
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=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

e
−i·π
M

n·k −
2·M−1∑
n=0

e
−i·π
M

[n+n·k]e
−i·π
2M

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

2·M−1∑
n=0

e
−i·π
M

[n+n·k]

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

2·M−1∑
n=0

e
−i·π
M
·n·[1+k]

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·[1+k]

)n]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·[1+k]

)n]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

e
−i·π
M
·2·M [1+k] − 1

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

e−2·i·π[1+k] − 1

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

(e−2·i·π)
1+k − 1

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

(1)1+k − 1

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

1− 1

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]

[
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n
− e

−i·π
2M

0

e
−i·π
M
·[1+k] − 1

]

=
λ · i√
2 ·M

e
−i·π
2 [k+ k

M
+ 1

2 ]
2·M−1∑
n=0

(
e
−i·π
M
·k
)n

(A.22)
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Apéndice B

Solución de la serie geométrica

En este apéndice se presenta a detalle la solución de la serie geométrica .

Sean

Sn =
n∑
i=0

zi

= 1 + z + z2 + z3 + . . .+ zn

= zn + . . .+ z3 + z2 + z + 1 (B.1)

y

z · Sn = z ·
n+1∑
i=0

zi

= z + z2 + z3 + . . .+ zn + zn+1

= zn+1 + zn + . . .+ z3 + z2 + z (B.2)

dos sumas geométricas con z ∈ C. Al restar Sn de z · Sn se obtiene la ecuación

(B.3).

z · Sn − Sn = zn+1 + zn + . . .+ z3 + z2 + z

− zn − . . .− z3 − z2 − z − 1

= zn+1 − 1 (B.3)
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De la diferencia z ·Sn−Sn se puede despejar Sn de tal forma que z ·Sn−Sn =

Sn (z − 1). Aśı, la ecuación (B.3) puede verse como la ecuación (B.4).

Sn (z − 1) = zn+1 − 1 (B.4)

A partir de la ecuación (B.4), se va a multiplicar en ambos lados por el inverso

de multiplicativo de z − 1, lo cual sólo es posible si z − 1 6= 0, debido a que 0

no tiene inverso multiplicativo en el campo de los complejos. En el caso de que

se permitiera la multiplicación por el inverso multiplicativo de 0, se tendŕıa una

división entre 0.

Después de realizar la multiplicación en ambos lados por el inverso multiplicativo

de z − 1, se obtiene la ecuación (B.5).

Sn =
zn+1 − 1

z − 1
(B.5)

Cabe remarcar que para evitar una división entre 0, se debe cumplir que z−1 6=
0, lo cual implica que z 6= 1. Para el caso en que z = 1, se realiza la sustitución en

la serie de la ecuación (B.1), para obtener el resultado de la ecuación (B.6).

Sn =
n∑
i=0

zi

= 1 + z + z2 + z3 + . . .+ zn

= zn + . . .+ z3 + z2 + z + 1

= 1 + . . .+ 1 + 1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸
n+ 1 veces

= n+ 1 (B.6)

Resumiendo, cuando se tiene una serie geométrica como la presentada en la

ecuación (B.1), se pueden obtener dos resultados. Cuando z = 1, entonces el

resultado es n+ 1, en caso contrario, el resultado es
zn+1 − 1

z − 1
.
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Apéndice C

e2·πi = 1

Para comprobar que e2·πi = 1, o en su caso e−2·πi = 1, se puede utilizar la

fórmula de Euler, la cual se presenta en la ecuación (C.1).

ei·θ = cos(θ) + i · sen(θ) (C.1)

Al aplicar la ecuación (C.1) a e2·πi se llega a la ecuación (C.2).

e2·πi = cos(2 · π) + i · sen(2 · π) (C.2)

Al evalular cos(2 · π) se obtiene 1 y al evalular sen(2 · π) se obtiene 0. Lo que

implica que e2·πi = 1. Para el caso en que el exponente sea negativo (e−2·πi), basta

con tomar a −1 como potencia (e2·πi)−1, por lo anterior se llega a 1−1, lo que se

puede ver como
1

1
, y aśı se llega a 1.
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Apéndice D

Análisis alternativo de la MCLT

La transformada MCTL también puede ser vista como en la ecuación (D.1),

de acuerdo al trabajo de Malvar (2003),

X(k) = Xc(k)− i ·Xs(k) (D.1)

Donde Xc(k) y Xs(k) están definidas en (D.2) y (D.3) respectivamente.

Xc(k) =
2M−1∑
n=0

x(n)pc(n, k) (D.2)

Xs(k) =
2m−1∑
n=0

x(n)ps(n, k) (D.3)

Al considerar x(n) = λ, (D.2) y (D.3) pueden ser vistas como (D.4) y (D.5)

respectivamente.

Xc(k) = λ
2M−1∑
n=0

pc(n, k) (D.4)

Xs(k) = λ

2m−1∑
n=0

ps(n, k) (D.5)

que al sustituir se obtiene (D.6) y (D.7).
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Xc(k) = λ

√
2

M

2M−1∑
n=0

sin(γ) · cos(ξ) (D.6)

Xs(k) = λ

√
2

M

2m−1∑
n=0

sin(γ) · sin(ξ) (D.7)

Para continuar, se requiere de la igualdad (A.14) y (D.8).

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
(D.8)

Aśı como de la expansión de γ − ξ como en (D.9).

− π

M

[
n · k + k

M + 1

2
+
M

4

]
= − π

M
· n · k − π

M

(
k
M + 1

2
+
M

4

)
(D.9)

También se debe expandir γ + ξ para llegar a (D.10).

π

M

[
n+

1

2
+ n · k + k

M + 1

2
+
M

4

]
=

π

M
(n+ n · k) +

π

2M
+

π

M

(
k
M + 1

2
+
M

4

)
(D.10)

Ahora se desarrolla una parte de (D.6).

−sin(γ) · cos(ξ) = −
(
eγi − e−γi

2i

)(
eξi + e−ξi

2

)
= − 1

4i

(
eγi − e−γi

) (
eξi + e−ξi

)
=
i

4

(
eγi − e−γi

) (
eξi + e−ξi

)
=
i

4

[
eγi+ξi + eγi−ξi − e−γi+ξi − e−γi−ξi

]
=
i

4

[
e(γ+ξ)i + e(γ−ξ)i − e−(γ−ξ)i − e−(γ+ξ)i

]
=
i

4

[
e(

π
M

[n+n·k]+ π
2M

+ π
M [kM+1

2
+M

4 ])i + e(−
π
M
·n·k− π

M [kM+1
2

+M
4 ])i
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−e−(− π
M
·n·k− π

M [kM+1
2

+M
4 ])i − e−( π

M
[n+n·k]+ π

2M
+ π
M [kM+1

2
+M

4 ])i
]

=
i

4

[
e
π
M

[n+n·k]i+ π
2M

i+ π
M [kM+1

2
i+M

4 ]i + e−
π
M
·n·k·i− π

M [kM+1
2

+M
4 ]i

−e
π
M
·n·k·i+ π

M [kM+1
2

+M
4 ]i − e−

π
M

[n+n·k]i− π
2M

i− π
M [kM+1

2
+M

4 ]i
]

=
i

4

[
e
π
M

[n+n·k]ie
π

2M
ie

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i + e−
π
M
·n·k·ie−

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i

−e
π
M
·n·k·ie

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i − e−
π
M

[n+n·k]ie−
π

2M
ie−

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i
]

=
i

4

[
e
π
M

[n+n·k]ie
π

2M
ie

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i − e
π
M
·n·k·ie

π
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2
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4 ]i

+e−
π
M
·n·k·ie−

π
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2
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4 ]i − e−
π
M

[n+n·k]ie−
π

2M
ie−

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i
]

=
i

4

[
e
π
M [kM+1

2
+M

4 ]i (e π
M

[n+n·k]ie
π

2M
i − e

π
M
·n·k·i)

+e−
π
M [kM+1

2
+M

4 ]i (e− π
M
·n·k·i − e−

π
M

[n+n·k]ie−
π

2M
i
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(D.11)

De aqúı que (D.6) se expande a (D.12).

Xc(k) = λ

√
2

M

2M−1∑
n=0

sin(γ) · cos(ξ)

= λ

√
2

M

2M−1∑
n=0

i

4

[
e
π
M [kM+1

2
+M

4 ]i (e π
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π

2M
i − e

π
M
·n·k·i)

+e−
π
M [kM+1

2
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π
M
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2M
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=
λ · i√
8M

[
2M−1∑
n=0

e
π
M [kM+1

2
+M

4 ]i (e π
M

[n+n·k]ie
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2M
i − e

π
M
·n·k·i)

+
2M−1∑
n=0

e−
π
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2
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4 ]i (e− π
M
·n·k·i − e−

π
M

[n+n·k]ie−
π

2M
i
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=
λ · i√
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[
e
π
M [kM+1

2
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(
e
π
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[n+n·k]ie
π

2M
i − e
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+e−
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M [kM+1

2
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(
e−
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π
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=
λ · i√
8M

[
e
π
M [kM+1

2
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e
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(D.12)

A continuación se desarrolla una parte de (D.7).

−sin(γ) · sin(ξ) = −
(
eγi − e−γi

2i

)(
eξ − e−ξi

2i

)
=

1

4

(
eγi − e−γi

) (
eξi − e−ξi

)
=

1

4

(
eγi+ξi − eγi−ξi − e−γi+ξi + e−γi−ξi

)
=

1

4

(
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)
=

1

4
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π
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2
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De aqúı que (D.7) se expande a (D.14).

Xs(k) = λ
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(D.14)
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En resumen, a partir de (D.12) y (D.14) se obtiene (D.15) y (D.16) respectiva-

mente.

Xc(k) =
λ · i√
8M
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2
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4 ]i
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e
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(D.15)
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(D.16)

En el caso de que k = 0, se tiene (D.17) y (D.18).

Xc(0) =
λ · i√
8M

[
e−

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i
2M−1∑
n=0

e−
π
M
·n·k·i − e

π
M [kM+1

2
+M

4 ]i
2M−1∑
n=0

e
π
M
·n·k·i

]
=

λ · i√
8M

[
2 ·M · e−

π
4
i − 2 ·M · e

π
4
i
]

= λ · i ·
√
M

2

[
e−

π
4
i − e

π
4
i
]

(D.17)
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(D.18)

Los resultados (D.17) y (D.18) se pueden simplificar al realizar (D.19) y (D.20).

e−
π
4
i − e

π
4 = cos

(π
4

)
− i · sin

(π
4

)
− cos

(π
4

)
− i · sin

(π
4

)
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= −2 · i · sin
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4

)
= −
√

2
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2 · i (D.19)
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De esta forma se llega a
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(D.21)

Xs(0) = −λ
√
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π
4
i + e
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]
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(D.22)

De (D.17) y (D.18), (D.1) con k = 0 es igual a (D.23).

X(k) = Xc(k)− i ·Xs(k)

= λ ·
√

2 ·M√
2

+ λ ·
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2 ·M√
2
· i

= λ ·
√

2 ·M
(

1√
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+
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(
1√
2

)
(1 + i) (D.23)

En el caso de que k 6= 0, X(k) es igual a 0, debido a que las sumatorias dan 0.
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