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Resumen 

Las funciones de Base radial (FBR) son herramientas para aproximación que permiten asociar una 
función continua a un conjunto de datos discretos, en donde el argumento es la norma euclidiana 
tomada como la distancia entre el punto a evaluar y un punto denominado centro. La popularidad 
de las FBR es debido a que se puede obtener un único interpolante sin una gran restricción en la 
localización de sus centros. 

Existen diversos trabajos que muestran sus usos y analizan su exactitud considerando un análisis 
matricial y otros considerando un número infinito de datos igualmente espaciados. En este trabajo 
consideramos  este último,  y obtenemos una propiedad  llamada  filtro de  interpolación que nos 
proporcionara importante información acerca de sus propiedades de interpolación.  

En este contexto se utilizan las RBF de soporte compacto, la función Gaussiana y el formado por la 
segunda  razón de diferencias de  la  función Multicuádrica  (QIM) y  se  comparan en 1 dimensión 
mediante un método gráfico  llamado kernel de error en el dominio de  la  frecuencia, el cual nos 
indicara la calidad de aproximación que se puede obtener mediante estas funciones.  

Mediante el kernel de error  se observa que  las  funciones de Wendland y  la Gaussiana  (bajo un 

soporte  dado  y  un  factor  de  escalamiento  constante  respectivamente)  el  error  se mantendrá 

constante, aunque el número de muestras aumente, es decir no habrá convergencia   hacia una 

función  que  se  desee  aproximar.  Esto  implicara  que  ésas  funciones  no  pueden  reproducir 

funciones constantes y se entenderá el problema haciendo una comparación con los B‐splines de 

orden entero, los cuales si tienen la capacidad de reproducir polinomios de acuerdo a su grado. 

En el resultado de esta comparación se observa que las funciones de Wendland al igual que otras 
funciones de soporte compacto, presentan una cierta convergencia de sus kernels de error al de 
los  B‐splines conforme  se aumenta  su  soporte, es decir  sus  filtros  Interpoladores  tienden a  ser 
iguales implicando que la calidad de interpolación será similar. Para la función Gaussiana y el QIM 
se mostrara una convergencia de sus kernels de error al de la función Sinc. 

En  la  parte  final  del  trabajo  se  presentan  usos  de  estas  funciones  en  problemas  comunes  de 
interpolación  y  se  realiza  una  prueba  basado  en  rotación  de  imágenes  en  donde  se  verifica  la 
similitud de los filtros interpoladores entre las funciones de Wendlands y B‐splines.  
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Abstract 

The radial basis functions are tools for aproximation that can be linked with a set of discrete data, 
where the argument is the Norm Euclidian between any point and other called center. The RBF are 
popular because an unique interpolant is guaranteed under weak conditions on the location of the 
centers. 

There  are  a  lot  of  works  that  shows  its  uses  and  study  its  accurateness  regarding  either  an 
matricial anylisis or assuming we have data laying at the vertices on an infinite regular grid. In this 
work we consider the latter but in 1 dimension and we get a property called “ Interpolation filter” 
that provide us valuable information about its approximation characteristiscs.  

Under this context we use the supported compactly radial basis funcions, Gaussian function and 
the second divided different of the Multicuadric function(QIM) and we compare them by means of   
method called Error Kernel into the frecuency domain.  

By means of  error  kernel we  find  that using  the Wendland  functions  and Gaussian  function  as 
interpolators ‐under a given support and scaling factor‐ the error holds even if we up the number 
samples,  in other words, there won't converge to the function that we wish aproximate.This will 
imply that this functions cannot reproduce constans functions and this can be understood doing a 
comparation with the B‐splines of integer degree, wich ones can reproduce polynomial according 
of degree. 

The comparation turns out that the error kernels of Wendland functions show a converge to the 
error kernels of the B‐splines when the support is increased which implies that theirs interpolating 
filters approach to be equals as well as their interpolation quality. The Gaussian function and QIM 
show converge to the Sinc function. 

In the end this work we show uses of those functions in usual interpolation problems and make a 
experiment consisting of succesive image rotations in where we verify the similarities between the 
Wendland functions and B‐splines in their interpolating filters. 
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1. Introducción 

El proceso de  interpolación es  requerido en muchas áreas como en meteorología   o gráficos en 

computadora en donde es frecuente  obtener mediciones sobre un fenómeno u objeto   en forma  

dispersa mediante un dispositivo de muestreo,  y en donde  surge  la necesidad de obtener más 

detalle sobre el fenómeno sin tener que  modificar ese dispositivo. También el clásico problema de 

tener una  función  en  la que  es difícil  realizar operaciones  tales  como  integración  y  se prefiere 

aproximarla por una función que sea más fácil de evaluar. Para este tipo de problemas con datos 

dispersos   es bastante utilizada  la  interpolación con FBR presentando excelentes resultados, por 

ejemplo para el caso de gráficos en computadora tal como se presenta en [30] y [31]. La ventaja 

de las FBR es que un problema de varias dimensiones lo convierte en 1 dimensión.   

En el caso en que las muestras son obtenidas con igual espaciamiento, existen técnicas tales como 

interpolación basada en polinomios como  los de Lagrange o Splines.   Los Splines  son populares 

debido a que permite asociar un modelo continuo a las muestras y con el cual ya se pueden hacer 

transformaciones  geométricas  tales  como  rotación  y  Zoom.  Debe  notarse  que  en  esas 

transformaciones es necesaria    la obtención de nuevas muestras que normalmente se  logran por 

interpolación.  

La  forma  de  realizar  la  interpolación  en  este  trabajo  es  llamada  “interpolación  basada  en 

convolución” y básicamente la idea es de considerar al proceso de interpolación como un sistema, 

en donde le aplicamos una señal que tiene una naturaleza discreta y el sistema nos devuelve una 

señal  que  es  continua.  Por  ejemplo  un  sistema  de  CD,  la música  que  proviene  de  un  disco  se 

considera como una señal de voltaje discreto  y ésta es procesada por el reproductor de CD el cual 

tiene la función de volver una señal de voltaje continuo para así aplicarlo a una bocina.    

La motivación principal de esta tésis surgió del área Médica donde   existen muchos   procesos en 

donde se requiere un proceso de interpolación [33]. De los más importantes es el de “tomografía 

computarizada” donde el principal objetivo es obtener una  sección  transversal de un objeto  sin 

tener que realizar un corte o invadirlo. Existen diversos problemas para llevar a cabo este proceso 

[13],  desde  los  problemas  del  sistema  de  muestreo  hasta  los  problemas  del  algoritmo  de 

reconstrucción  a  partir  de  las muestras  obtenidas.  En  el  caso  del  algoritmo  de  reconstrucción,  

fundamentalmente se tiene que obtener una imagen donde sus muestras van a estar distribuidas 

en  un  plano  cartesiano,  pero  esto  a  partir  de  un  conjunto  finito  de  datos  discretos  los  cuales 

estarán  distribuidos  en  una  geometría  diferente.  Este  problema  se  puede  resolver  mediante 

interpolación y se describe a continuación con más detalle. 

1.1 Tomografía Computarizada de Rayos Paralelos 

En el área de medicina una de  las herramientas más útiles es  la tomografía debido a que es   un 

método  no  invasivo,  es  decir  se  puede  examinar  la  estructura  del  cuerpo  sin  la  necesidad    de 

cortarlo.  En  general para  entendimiento  común  se  le  conoce  como  tomografía,  sin  embargo  la 

palabra  técnica utilizada   en estos días es  tomografía  computarizada;  se  le hace esta distinción 
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debido a que en  los primeros  intentos de  implementar el concepto de tomografía,  la  imagen era 

obtenida con principios basados en radiografía, y se visualizaba en una película sensible a los rayos 

X como comúnmente se hace en radiografías. Pero debido a la  forma en que son aplicadas estas 

técnicas,  dan  como  resultado  imágenes  borrosas  generadas  por  la  interferencia  de  las  otras 

estructuras que no  se deseaban ver además de  tener  la  limitación natural de que no  se podían  

procesar  las  imágenes una  vez obtenidas pues  estaban    ya  impresas  en  la película de  rayos  X. 

Actualmente la tomografía se apoya mediante la computadora  basada en un modelo matemático  

del  problema  y  resolviéndolo  mediante  algoritmos  especializados.  Para  utilizar  un  modelo 

matemático  se  considera  que  la  tomografía  entra  en  un  campo  más  general  de  problemas 

llamados  problemas  de  reconstrucción,    en  la  que  se  requiere  saber  alguna  propiedad  de  la 

estructura      interna  de  un  objeto  sin  cortarlo  o  simplemente  sin  dañar macroscópicamente  el 

objeto.  Este  tipo  de  problemas  pueden  ser  estudiados  matemáticamente  mediante  la 

“transformada Radon” desarrollada por el matemático austriaco Johann Radon cuyo principio se 

ilustra con la siguiente correspondencia: 

ሼܽ݊ݎ݁ݐ݊݅ ݊݅ܿݑܾ݅ݎݐݏ݅ܦሽ ՜ ܾܽ݁ݑݎ ܽ݊ݑ ܽ ݐ݆݁ݑݏ ՜ ሼ݈݂݅ݎ݁ሽ 

ሼ݂ሽ ՜ ܴ݊݀ܽ ܽ݀ܽ݉ݎ݂ݏ݊ܽݎݐ ݈ܽ ܽ ݐ݆݁ݑݏ ՜ ሼ ఏܲሽ 

La  distribución  interna  corresponde  a  alguna  propiedad  del  objeto  ‐  tal  vez  densidad  o  algo 

cercanamente a  la densidad‐ y esta es afectada por alguna prueba que genera  lo que se conoce 

como un perfil o distribución proyectada [32].  

La  fuente que sirve para probar  la distribución puede ser  rayos gamma,  luz visible, microondas, 

ondas  de  sonido,  entre  otros.  Esta  prueba  tiene  su  analogía  considerando  al  objeto  como  una 

función ݂,  la prueba como  su  transformada Radon   ܴ݂ que  finalmente nos da un perfil  ఏܲ   . Es 

natural esperar que  también  se pueda obtener  la  transformada  inversa. Por ejemplo,  la prueba 

puede  ser  los  rayos  X  penetrando  un  objeto  sobre  un  lado  y midiendo  las  intensidades  que 

resultan del lado opuesto para formar un perfil.                                                                

En  el  caso  de  tomografía  los  datos  obtenidos  de  un  scaner  de  Rayos  X,  se  consideran  como 

muestras de una  transformada Radon  sobre una  sección  transversal del objeto,  así,  cada perfil 

obtenido es identificado como una parte de la transformada Radon.  La distribución interna que se 

pone a prueba o la imagen obtenida en un equipo comercial son los coeficientes de atenuación, es 

decir  cada  vez  que  pasa  un  haz  de  alguna  onda  electromagnética  a  través  del  objeto  este  es 

atenuado y  su atenuación dependerá de ésa distribución. En  tomografía  computarizada existen 

tres geometrías básicas  de las cuales solo trataremos el caso de rayos paralelos que, aunque es el 

menos utilizado, es la base del entendimiento del proceso de tomografía. 

1.1.1 Proyecciones e integrales de líneas 

Una integral de línea, como su nombre dice, representa la integral de un objeto a lo largo de una 

línea, en una forma física, el valor numérico de la integral es generado  pasando un rayo X sobre el 

objeto y  la medición de su atenuación del rayo X servirá para   determinar muestras de su valor. 
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Para describir las proyecciones e integrales de línea, introduciremos el sistema de coordenadas de 

la figura 1.1. En la grafica se presenta un objeto o función ݂ሺݔ,  ሻ que está en dos dimensiones yݕ

los parámetros ሺߠ,   .ሻ describen las integrales de líneaݐ

 

Figura 1.1. Proyección de  ఏܲሺݐሻ de un objeto ݂ሺݔ,  .ሻݕ

La ecuación de una de las líneas rectas en la figura 1.1 esta dado por: 

ߠݏܿݔ  ߠ݊݅ݏݕ ൌ  ሺ1.1ሻ                                                                                                                                        ݐ

Y usaremos la siguiente relación para definir la integral de línea  ఏܲሺݐሻ como: 

ఏܲሺݐሻ ൌ න ݂ሺݔ, ݏሻ݀ݕ
ሺఏ,௧ሻ

                                                                                                                        ሺ1.2ሻ 

El conjunto de valores  ఏܲሺݐሻ forma la transformada Radon de la función ݂ሺݔ,  ሻ. Como se observaݕ

en  la  figura 1.2, una proyección es una  función que está  formada por el conjunto de valores de 

integrales de  línea bajo un mismo ángulo ߠ. Esa proyección puede  ser obtenida moviendo una 

fuente de rayos X y un detector a lo largo de líneas paralelas sobre lados opuesto del objeto. 

1.1.2 Teorema de la Proyección 

En  esta  sección  se  describe  la  relación  que  existe  entre  la  transformada  de  Fourier  en  2D  de 

݂ሺݔ,  ሻ con la transformada de Fourier en 1D de sus proyeccionesݕ ఏܲሺݐሻ.  

La  transformada de Fourier de una proyección es:   

ܵఏሺΩሻ ൌ න ఏܲሺݐሻ
ஶ

ିஶ
݁ିଶగΩ௧݀ݐ                                                                                                                     ሺ1.3ሻ 

Para el caso de tener una proyección con ߠ ൌ 0 tenemos: 
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ఏܲୀሺݐሻ ൌ න ݂ሺݔ, ሻݕ
ஶ

ିஶ
 ሺ1.4ሻ                                                                                                                             ݕ݀

Ahora considerando la transformada de Fourier de ݂ሺݔ,  :tenemos ݑ ሻ solo en el ejeݕ

,ݑሺܨ 0ሻ ൌ ඵ ݂ሺݔ, ݕ݀ݔሻ݁ିଶగ௨௫݀ݕ ൌ න ቈන ݂ሺݔ, ݕሻ݀ݕ
ஶ

ିஶ
 ݁ିଶగ௨௫݀ݔ

ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ
                                       ሺ1.5ሻ 

Podemos observar que el término en corchetes es  ఏܲୀሺݐሻ y que ܨሺݑ, 0ሻ es su transformada de 

Fourier .Este resultado  es básicamente la forma más simple del Teorema de proyecciones el cual 

es enunciado a continuación: 

 La  transformada  de  Fourier  de  una  Proyección  paralela  ܵሺΩ, θሻ  de  una  función  ݂ሺݔ,  ሻݕ
tomada en un ángulo ߠ, da una línea de la transformada de Fourier 2D ܨሺݑ,  ሻ que está aݒ
un ángulo  ߠ del eje ݑ.  

Gráficamente,  esto  se muestra  en  la  figura  1.2  en  donde  para  facilitar  su  observación  de  este 

teorema, hacemos una rotación por ߠ de tal manera que el sistema de coordenadas ሺݔ,  ሻ cambieݕ

al de  la proyección ሺݐ,  ሻ, entonces también hacemos una rotación a su transformada de Fourierݏ

de tal manera que se preserva la relación que se da en las ecuaciones (1.4) y (1.5).  

  

Figura 1.2. Teorema de la Proyección. 
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1.1.3 Reconstrucción por medio de Retroproyecciones filtradas. 

Se introduce el método de retroproyección filtrada el cual servirá para reconstruir ݂ሺݔ,  ሻ a partirݕ
de  sus  proyecciones,  es  decir  se  invierte  la  transformada  Radon.  Para  esto,  se  inicia  con  la 

transformada  inversa  de  Fourier  en  2D,  en  donde  se  cambia  el  sistema  de  coordenadas  en  el 

dominio de la frecuencia a una forma polar con: 

ݑ ൌ Ωܿߠݏ , ݒ ൌ Ωߠ݊݅ݏ , ݒ݀ݑ݀ ൌ Ω݀Ω݀θ                                                                                               ሺ1.6ሻ 

Y utilizado el teorema de proyecciones con ܵఏሺΩሻ ൌ ܵሺΩ, θሻ se tiene:  

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ  ߠ݀
ଶగ
  ,ߠݏሺ Ωܿܨ Ωߠ݊݅ݏ ሻ݁ଶగΩሺ௫௦ఏା௬௦ఏሻΩ݀Ω

ஶ
   

ൌ න ߠ݀
గ


න ܵሺΩ, θሻ݁ଶగΩሺ௫௦ఏା௬௦ఏሻΩ݀Ω
ஶ



 න ߠ݀
గ


න ܵሺΩ, θ  ሻ݁ିଶగΩሺ௫௦ఏା௬௦ఏሻΩ݀Ωߨ
ஶ


                                                   ሺ1.7ሻ 

Utilizando la siguiente propiedad natural de la geometría paralela de proyecciones: 

ܲሺݐ, ߠ  ሻߨ ൌ ܲሺെݐ,  ሻ                                                                                                                                 ሺ1.8ሻߠ

Se tiene: 

ܵሺΩ, ߠ  ሻߨ ൌ ܵሺെΩ,  ሻ                                                                                                                               ሺ1.9ሻߠ

Utilizando la relación anterior en la ecuación (1.8) se tiene: 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ න ߠ݀
గ


න ܵሺ Ω, ሻ|Ω|݁ଶగΩሺ௫௦ఏା௬௦ఏሻ݀Ω ߠ
ஶ

ିஶ
 

ൌ න ߠ݀
గ


න ܵሺ Ω, ሻ|Ω|݁ଶగΩ௧݀Ω ߠ
ஶ

ିஶ
ൌ න ݃ሺߠݏܿݔ  ,ߠ݊݅ݏݕ ߠሻ݀ߠ

గ


                                                 ሺ1.10ሻ 

donde: 

݃ሺݐ, ሻߠ ൌ ݃ሺߠݏܿݔ  ,ߠ݊݅ݏݕ ሻߠ ൌ න ܵሺ Ω, ሻ|Ω|݁ଶగΩሺ௫௦ఏା௬௦ఏሻ݀Ω ߠ
ஶ

ିஶ
                                    ሺ1.11ሻ 

Básicamente lo que indica las ecuaciones (1.10) y (1.11) es que con ߠ fija, para los valores de ሺݔ,  ሻݕ
que cumplan ߠݏܿݔ  ߠ݊݅ݏݕ ൌ ,ݔଵ, ݂ሺݐ ,ଵݐሻ tomara el valor de ݃ሺݕ  ሻ. Este proceso es conocidoߠ
como  retroproyección  y  solo  se  repite  para  0  ߠ ൏  ߨ debido  a  la  propiedad  indicada  en  la 
ecuación  (1.8),  indicando  que  no  habrá  nueva  información  en  la  proyecciones  para  ángulos 

mayores a  ߨ. También se observa de la ecuación (1.11) que lo que se retroproyecta es una versión 

filtrada de ܵሺ Ω,  ሻ por el filtro |Ω| el cual es conocido como filtro Rampa y, por eso, al proceso ߠ

total se  le conoce como  reconstrucción mediante  retroproyecciones  filtradas. Esta operación de 
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filtrado es fundamental debido a que si solo se retroproyecta a ܲሺݐ,  ሻ, se genera una imagen queߠ

presentara Bluring tal como se indica en la siguiente figura:  

 

                                               a)                                                                b) 

Figura 1.3. Reconstrucción de una Sección transversal de un cubo. a) Sección transversal. b) 
Reconstrucción a partir de sus proyecciones sin filtrar. 

En  una  situación  práctica  se  tiene  un  conjunto  de muestras  de  cada  proyección  y  después  del 

filtrado con el  filtro Rampa, son retropoyectadas al plano de  la  imagen  tal como se  ilustra en  la 

figura 1.4.a.   

Se observa que para algunos puntos ሺݔ,  ሻ no se le podrán asignar algún valor de las muestras deݕ

݃ሺt,  ሻߠ debido  a  que  no  se  podrá  cumplir  ߠݏܿݔ  ߠ݊݅ݏݕ ൌ t.  Entonces  para  solucionar  este 
problema  se  realiza  una  interpolación  para  encontrar  nuevas muestras  de  ݃ሺt,  ሻߠ que  tengan 
correspondencia con  los puntos ሺݔ,  ሻ en donde queremos que existanݕ los valores de  la  imagen 

resultante.  

Otro acercamiento es mediante la transformada discreta de Fourier en 2D en donde se presenta el 

problema de interpolación ilustrado en la figura 1.4.b. En la grafica se observa que el problema es 

encontrar nuevas muestras  en puntos  cartesianos  a partir de  las muestras de  las proyecciones 

distribuidas radialmente.  

Es  claro  entonces,  que  la  calidad  de  la  imagen  de  la  sección  transversal  recuperada  será 

fuertemente  dependiente  del  método  de  interpolación  usado.  En  [34]  y  [35]  se  realiza  la 

reconstrucción  con  Splines,  en donde  se  aplican  en modo de  convolución,  con un  conjunto de 

proyecciones tomadas en ángulos igualmente espaciados al igual que sus muestras. Por otro  lado, 

en  los  trabajos  [36]  y  [37],  las  FBR  se  aplican  en  una  situación  con  un  número  limitado  de 

proyecciones. En  [36] se considera que el sistema de muestreo está en una ubicación que no  le 

permite  tomar  las proyecciones en ángulos  igualmente espaciados y muestran un ejemplo en el 

que  por medio  de  una  red  neuronal,  pueden  obtener  la  sección  transversal  utilizando  solo  2 

proyecciones. En [37] suponen que si la distribución que desean obtener, tiene una simetría radial 

o cercana a ésta, entonces con FBR, consideran que pueden obtenerla con una sola proyección y 

con  un  número  limitado  de muestras, mediante  la  solución  de  un  sistema  de  ecuaciones.  Sin 

embargo pese a que se aplican en situaciones diferentes, tienen la misma idea de representar a la 

sección transversal o distribución en términos de funciones base.  
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                                                          a)                                                 b) 

Figura  1.4.  Dos  diferentes  problemas  de  interpolación  en  tomografía  computarizada  a) 
Retroproyección de muestras de ݃ሺݐ, ,ݐሻ. b) Distribución de las muestras radiales de ܲሺߠ  ሻ en elߠ
plano cartesiano. 

La  idea  de  la  interpolación  con  polinomios  de  Lagrange  y  Splines  es  que  se  busca  acoplar  un 

conjunto de muestras a una  función que  tenga una estructura polinómica. Mientras que en  los 

polinomios de Lagrange se acopla un solo polinomio a  las muestras, el Spline es una función que 

está hecha de tramos de polinomios de tal manera que entre las muestras existirá un polinomio de 

grado a lo mas ܯ, entonces se puede decir que en los splines se acopla un conjunto de polinomios 

a las muestras. Con los polinomios de Lagrange se obtiene una representación que interpola todo 

el  conjunto  de  muestras  en  términos  de  funciones  base.  Un  Spline  también  puede  ser 

representado por funciones base denominadas B‐splines [3],[27]. Este tipo de representación con 

funciones base es la que permite  realizar el proceso de interpolación en forma de convolución. De 

la  función base  se determina  la  respuesta al  impulso del  sistema que  representa el proceso de 

interpolación,  al  igual  que    la  calidad  de  interpolación  y  a  su  respuesta  en  el  dominio  de  la 

frecuencia  se le conoce como “filtro interpolador”. 

El  problema  de  interpolar  con  FBR  es  el  de  acoplar  un  conjunto  de muestras  a  una  función 

formada por las FBR, entonces las FBR actúan como funciones base y esto permite una similitud en 

su estructura con el de la interpolación basada en convolución.  

En base a lo comentado,  podemos hacer las siguientes preguntas: 

¿Cuales serian  los  resultados con FBR en una situación  ideal, es decir, si  tuviéramos un número 

considerable de proyecciones las cuales tendrán muestras igualmente espaciadas?   

¿Se  podrá  hacer  una  comparación  directa  entre  Splines  u  otro  método  que  sea  basado  en 

convolución con  FBR?  

El cual implica formularnos la siguiente pregunta: ¿Se podrá aplicar las FBR en modo convolución?   

En base a estas preguntas se presenta el objetivo de la tesis. 
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1.2 Objetivo de la tesis 

La única diferencia entre estas estructuras de interpolación con FBR y en modo convolución es en 

el argumento de  las  funciones base,  sin embargo  si no  consideramos  la norma euclidiana en el 

argumento  de  las  FBR,  entonces  se  puede  utilizar  en  un  esquema  de  interpolación  basado  en 

convolución.  

Bajo  esta  restricción,  se  va  analizar  las  FBR  aplicadas  en modo de  convolución,  es decir,  como 

filtros interpoladores. Este análisis estará restringido a 1D y se podrá hacer la extensión a 2D bajo 

un esquema de la función base en producto de tensores. 

Además se va a mostrar  las  técnicas que se pueden usar para poder  implementar a  las FBR con 

operaciones  de  convolución  y  los  resultados  de  algunas  aplicaciones  usuales  que  requieren 

interpolación incluyendo el caso de Tomografía computarizada con Rayos paralelos.  

1.3 Organización de la  tesis 

En el capítulo 2 se muestra  la teoría sobre  la  interpolación basado de convolución y se hará una 

breve descripción de las FBR que serán útiles para implementarlos en este esquema y  finalmente  

se mostrara el método de comparación o error utilizado basado en el error cuadrático medio. 

En  el  capítulo  3  se  mostraran  las  técnicas  para  implementar  la  interpolación  basado  en 

convolución  los  cuales  nos  servirán  para  la  implementación  de  las  FBR.  En  el  capítulo  4  se 

mostraran los resultados con sus comentarios respectivos del uso del error descrito en el capítulo 

2  y  de  algunas  aplicaciones  incluyendo  la  reconstrucción  de  imágenes  en  tomografía 

computarizada  con  rayos  paralelos.  En  el  capítulo  5  se mostraran  las  conclusiones  así  como  el 

trabajo a futuro que se pueda desarrollar. 
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2. Marco Teórico  

En  este  capítulo  se mostrarán  los  fundamentos  de  la  interpolación  basada  en  convolución,  así 

como un método que nos ayudara a determinar su calidad. Se mostrará  la  teoría básica para  la 

interpolación con FBR así como las similitudes que existen con la  basada en convolución. 

2.1. Interpolación basada en convolución 

Constantemente  surge  el  problema  de  obtener más  detalle  sobre  algún  fenómeno  físico  o  de 

alguna señal,  pero solo tenemos como información un conjunto de sus muestras. Por ejemplo, en 

el  caso  imágenes,  en donde  tenemos un  conjunto  finito de muestras,  y queremos  realizar una 

amplificación  de  una  zona  en  particular,  tenemos  que  obtener  más  pixeles;    una  forma  de 

obtenerlos  es acoplando una función ݃ሺݔሻ a la imagen, para que después esta sea evaluada en los 

puntos extras que necesitamos para realizar la amplificación.  

Un método  para  encontrar  tal  función ݃ሺݔሻ  es  con  interpolación,  en  donde  la  función  que  se 
obtenga debe pasar por los valores de las muestras que sí se tienen, un ejemplo es la interpolación 

con polinomios de Lagrange. Otro método es por aproximación de mínimos cuadrados, en donde 

la  función  resultante  no  necesariamente  pasara  sobre  las muestras  porque  para  este  tipo  de 

aproximación,  para  un  conjunto  de muestras  ൫ݔ,  ,൯ݕ ݆ ൌ 1,… ,ܰ  con  distintas  ,ݔ ݕ א Թ,  se 

minimiza el error cuadrático medio ∑ ሾ݃ሺݔሻ െ ሿଶݕ
ே
ୀଵ . 

Si deseamos interpolar datos que estén igualmente espaciados, se pueden acoplar las muestras a 

una  función que es expresada como una sumatoria de versiones  desplazadas de una función base 

߮,  en  intervalos  del  paso  de muestreo.  A  ߮  se  le  conoce  como  kernel  de  convolución  y  una 

característica importante es que ésta representación con funciones base se puede modelar como 

un  sistema  lineal  con  una  respuesta  al  impulso  dada.  A  este  tipo  de  interpolación  se  le  llama 

“interpolación basada en convolución” y se pueden obtener dos representaciones.  

2.1.1 Esquema cardinal de interpolación basado en convolución 

Se considera la siguiente ecuación de interpolación: 

݃ሺ࢞ሻ ൌ  ݂

ࢆୀ
߮௧ሺ࢞ െ ࢞        ,ሻ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௦ሻݔ א Թ௦                                                               ሺ2.1ሻ 

En  donde   ݂ es  un  conjunto  de  muestras  disponibles  que  están  en  las  posiciones 

 ൌ ሺ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇௦ሻ א  ௦ࢆ y  ߮௧ሺ࢞ሻ  es  el    kernel  de  convolución..  Además,  ߮௧ሺ࢞ሻ,  tiene  la 
siguiente propiedad llamada “restricción de interpolación” [2]: 

߮௧ሺ െ ሻ ൌ ൜
1,   para  ൌ                                     
0,   para cualquier otro valor de                                                                            ሺ2.2ሻ 

Entonces al evaluar  la ecuación (2.2) en   א  :௦ resulta equivalente aࢆ
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݃ሺሻ ൌ  ݂

ࢆୀ
ሺߜ െ  ሻ                                                                                                                          ሺ2.3ሻ

Desde el punto de vista de sistemas lineales, la ecuación (2.3) se puede representar mediante una 

convolución considerando a   como los pesos que afectan a un tren de impulsos, es decir se tiene ݂

una  señal dada por ∑ ࢆୀ݂ ࢞ሺߜ െ  ሻ, el cual es obtenida de un muestreo  ideal a una  función 

݂ሺ࢞ሻ  ,  y que  al  ser  aplicado  a un  sistema  con  respuesta  al  impulso ߮௧  ,  se  genera una  señal 
continua ݃ሺ࢞ሻ como se ilustra en la siguiente figura para el caso de 1D:  

 

Figura 2.1. Esquema cardinal de interpolación basado en convolución. 

De los kernel más utilizados es el dado por la ecuación:  

∆ሺݔሻ ൌ ቄ1 െ |ݔ |   |ݔ| ൏ 1             
0                 1                ݔ

                                                                                                              ሺ2.4ሻ 

en donde la interpolación con este kernel es igual a realizar una interpolación lineal. Se ilustra una 

función ݃ሺݔሻ formada por el kernel lineal en la figura 2.2: 

 

Figura 2.2. Ejemplo de una función ݃ሺݔሻ formada por kernels lineales. 
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Cabe destacar que  la construcción de este esquema es simple, ya que  lo único que se tiene que 

hacer es sustituir en    .ሻݔlos  valores de las muestras y obtenemos nuestra función ݃ሺ ,݂

Es digno hacer notar que se puede formular la interpolación de Lagrange en la forma dada por la 

ecuación (2.1) tal y como se puede ver en [19]y [20]. 

2.1.2 Esquema general de interpolación basada en convolución 

Se considerara otro esquema de interpolación basada en convolución de la siguiente manera: 

݃ሺ࢞ሻ ൌ  ܿ
ࢆୀ

߮ሺ࢞ െ ࢞           ,ሻ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௦ሻݔ א Թ௦,                                                                ሺ2.5ሻ 

En donde ܿ son coeficientes que están centrados en  ൌ ሺ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇௦ሻ א  ௦ y se identifica unaࢆ
vez mas a   ߮ሺ࢞ሻ como un kernel de convolución. La diferencia fundamental entre  las ecuaciones  

(2.1) y (2.5) es que los coeficientes ܿ son diferentes a    esto es debido a que ߮ no se restringe , ݂
a cumplir la condición (2.2), entonces  es necesario calcularlos lo cual puede hacerse mediante un 

sistema lineal de ecuaciones. Los coeficientes   ܿ se calculan en base a    tomando en cuenta que ݂

al  evaluar la ecuación  (2.5) en  א  :௦, se debe cumplirࢆ

݃ሺሻ ൌ ݂ሺሻ ൌ  ܿ
ࢆୀ

߮ሺ െ  ሻ                                                                                                          ሺ2.6ሻ

Así pues,  la ecuación (2.5)  también se puede interpretar como una convolución y por lo tanto, se 

puede hacer una representación de la misma, como un sistema lineal.  

Para  ejemplificar  esta  representación  de una manera práctica,  se mostrara  en  1D.  La  ecuación 

(2.5) en 1D es: 

݃ሺݔሻ ൌܿ߮ሺݔ െ ݇ሻ


ݔ           , א Թ,                                                                                                     ሺ2.7ሻ 

la cual se desea como una aproximación a otra función ݂ሺݔሻ. La única  información que tenemos 

de  ݂ሺݔሻ  es  un  conjunto    de  sus  muestras  las  cuales  se  consideran  que  fueron  tomadas  en 

ݔ ൌ ݊, ݊ א Ժ,  es  decir,  en  un  paso  de  muestreo  de  ܶ ൌ 1.  Así  que  la  ecuación  (2.7) 
principalmente debe cumplir la siguiente restricción: 

݂ሺ݊ሻ ൌ ݂ ൌܿ߮ሺ݊ െ ݇ሻ


݊           , א Ժ,                                                                                           ሺ2.8ሻ 

para un numero finito de datos 0  ݊  ܰ െ 1. De esa forma, afrontamos al problema de resolver 

un sistema de ܰ ecuaciones para encontrar  los coeficientes ܿ [27], [29]. Pero si consideramos a 

los coeficientes ܿ, como una función  de ݇, es decir es una secuencia discreta  ܿሺ݇ሻ, entonces otra 
forma de encontrarlos es considerar la ecuación (2.8) como una convolución discreta entre ܿሺ݇ሻ y 
߮ሺ݊ሻ, es decir,   
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݂ ൌ  ܿሺ݇ሻ߮ሺ݊ െ ݇ሻ
ேିଵ

ୀ

ൌ ܿሺ0ሻ߮ሺ݊ െ 0ሻ  ܿሺ1ሻ߮ሺ݊ െ 1ሻ  …   ܿሺܰ െ 1ሻ߮ሺ݊ െ ܰ  1ሻ    ሺ2.9ሻ 

La sumatoria en la ecuación (2.9) es lo mismo que aplicar una secuencia discreta ܿሺ݊ሻ a un sistema 

con respuesta al impulso ߮ሺ݊ሻ.  

Entonces al ser una convolución  la ecuación  (2.8), ésta se puede  representar en  términos de su 

transformada Z  de la siguiente manera: 

ሻݖሺܨ ൌ  ሻ                                                                                                                                      ሺ2.10ሻݖሻΦୱሺݖሺܥ

en donde ܨሺݖሻ, ܥሺݖሻ y Φୱሺݖሻ  son  las  transformadas Z de   ݂ሺ݊ሻ, ܿሺ݇ሻ y ߮ሺ݊ሻ  respectivamente. 

Entonces,  ܥሺݖሻ se puede calcular de la siguiente forma: 

ሻݖሺܥ ൌ ሻݖሺܨ Φୱሺݖሻ⁄ ൌ ሻΦୱݖሺܨ
ିଵሺݖሻ                                                                                                       ሺ2.11ሻ 

Así que debemos calcular Φୱሺݖሻ para tener ܥሺݖሻ y para lo cual se obtienen muestras de ߮ሺݔሻ en 
ܶ ൌ 1 que nos dará  la  secuencia ߮ሺ݊ሻ. Nótese que para que exista Φୱ

ିଵሺωሻ  se debe  tener que 
Φୱሺωሻ  0. 

Otra forma de representar la ecuación (2.11) es por medio de esta ecuación: 

ܿ ൌ ሺ݂ כ ߮ିଵሻ                                                                                                                                           ሺ2.12ሻ 

en donde ߮
ିଵ es la transformada inversa de Φୱ

ିଵሺݖሻ y cumple que ߮ିଵሺ݇ሻ כ ߮ሺ݇ሻ ൌ  .ሺ݊ሻߜ

La ecuación (2.7) se puede considerar como la convolución entre un tren de impulsos ܿሺݔሻ  y  ߮ሺݔሻ 
en donde: 

ܿሺݔሻ ൌܿ


ݔሺߜ െ ݇ሻ                                                                                                                              ሺ2.13ሻ 

También, ܿሺݔሻ se puede considerar como la convolución entre 2 trenes de impulsos en función de 

 :en vez de dos secuencias discretas ݔ

ܿሺݔሻ  ൌ  ݂ߜሺݔ െ ݇ሻ


ݔሺߜ߮ିଵכ െ ݇


ሻ                                                                                          ሺ2.14ሻ 

Por lo tanto se puede deducir la siguiente igualdad: 

݃ሺݔሻ ൌ  ܿ

ஶ

ୀିஶ

߮ሺݔ െ ݇ሻ  ൌ ݂߮௧ሺݔ െ ݇ሻ


                                                                                ሺ2.15ሻ 

donde ahora se puede identificar  

߮௧ሺݔሻ ൌ ሺ߮ିଵ כ ߮ሻሺݔ െ ݇ሻ ൌ  ߮ିଵ߮ሺݔ െ ݇ሻ


                                                                          ሺ2.16ሻ 
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Lo que nos indican las ecuaciones (2.15) y (2.16) es que se puede formar un esquema cardinal de 

interpolación a partir de la ecuación (2.7) y esto se ilustra en la figura 2.3, en donde se muestra el 

proceso de  interpolación  como un  filtrado de una  señal ∑ ݂ ݔሺߜ െ ݇ሻ  (que es obtenida de un 
muestreo  ideal  a una  función ݂ሺݔሻ  ,  con  los  sistemas ߮ିଵ  y ߮ሺݔ െ ݇ሻ  (con  las que  se puede 

obtener un solo sistema ߮௧ሺݔሻ ). El filtro así obtenido, es la respuesta al impulso de la ecuación 

(2.7) y cumple con la restricción de interpolación.  

 

Figura 2.3. Esquema general de interpolación basada en convolución y su versión cardinal. 

Para el caso de un paso de muestreo ܶ diferente a 1, ahora tenemos una secuencia de muestras  ݂ 

que  están  espaciadas  en  intervalos  de    ܶ,  entonces  para  aplicar  un  esquema  general  de 

interpolación  basado  en  convolución,    se  le  aplica  un  escalamiento    a  la  ecuación  (2.15)  de  la 

siguiente manera: 

݃ሺݔሻ ൌ  ܿ

ஶ

ୀିஶ

߮ ቀ
ݔ
ܶ
െ ݇ቁ ൌ ݂߮௧ ቀ

ݔ
ܶ
െ ݇ቁ



                                                                              ሺ2.17ሻ 

con: 

߮௧ሺݔሻ ൌ߮ିଵ߮ ቀ
ݔ
ܶ
െ ݇ቁ



                                                                                                                 ሺ2.18ሻ 
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Se debe tener cuidado en el momento de la implementación de un kernel de convolución de que si 

el kernel cumple con la restricción de interpolación entonces se puede implementar directamente 

como ߮௧ሺݔሻ en ∑ ݂߮௧ሺݔ െ ݇ሻ . Si no es el  caso, entonces  se  tiene que  implementar  como 

߮ሺݔሻ y se tienen que calcular los coeficientes ܿ. 

Ahora, si ߮ o ߮௧ es de soporte compacto,  la sumatoria  involucrara solo unas cuantas funciones 

߮ሺݔ െ ݇ሻ para calcular una nueva muestra ݔ, en donde los valores de ݇ serán los más cercanos a  

 . Enݔ la  figura 2.4  se  ilustra una  función ݃ሺݔሻ que esté  formado por  funciones que  tienen un 

soporte compacto de 4. 

 

Figura 2.4. Función ݃ሺݔሻ formado por funciones  ߮  de soporte compacto de 4. 

De  la figura 2.4 se puede deducir que conforme ߮ tenga un soporte más grande, más funciones 

߮ሺݔ െ ݇ሻ  se  tomaran  en  cuenta para obtener   ݃ሺݔ), el  cual  implica más  costo  computacional 

debido a que se tendrá que realizar más evaluaciones ܿ߮ሺݔ െ ݇ሻ.  

Para mayores dimensiones que 1D, ߮   se puede descomponer   en producto de tensores, ya que 

esto  permite  que  el  análisis  en  1D  sea  extendido  para  otras  dimensiones  [1],  [2].  Bajo  este 

procedimiento,   y para el  caso 2D,  las propiedades de  interpolación que  se  tengan en el plano 

ሺݔ, ,ݔሻ en 1D serán las mismas para el plano ሺݕ ,ݕሻ y ሺݖ  .ሻݖ

Hasta  este  punto  se  ha  representado  al  esquema  general  de  la  interpolación  basado  en 

convolución  como  sistemas  lineales,  sin  embargo,  una  característica  importante  de  cualquier 

sistema  es  su  repuesta  en  frecuencia.  La  respuesta  en  frecuencia Φ௧ሺΩሻ  correspondiente  a 
߮௧ሺݔሻ con ܶ ൌ 1  está dada por la siguiente ecuación:   

Φ௧ሺΩሻ ൌ
ΦሺΩሻ

ΦୱሺΩሻ
൘                                                                                                                           ሺ2.19ሻ 

en donde  ΦୱሺΩሻ ൌ Φୱሺωሻ ൌ ∑ ߮
ஶ
ୀିஶ ݁ିΩ. 
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Se  hace  la  observación  de  que ΦୱሺΩሻ ൌ Φୱሺωሻ,  ya  que ΦୱሺΩሻ  es  igual  a  la  transformada  de 

Fourier de la secuencia discreta ߮. Para cualquier otro valor de  ܶ se tiene: 

Φ௧ሺΩሻ ൌ ܶΦሺܶΩሻ/ΦୱሺܶΩሻ ൌ ܶΦሺܶΩሻ  ߮

ஶ

ୀିஶ

݁ି்Ω൘                                                            ሺ2.20ሻ 

Con  la  respuesta en  frecuencia Φ௧ሺΩሻ,  se puede determinar  la calidad de  interpolación de un 

kernel  de  convolución.  Esto  se  puede  entender  analizando,  en  el  dominio  de  la  frecuencia,  el 

efecto de muestrear en el tiempo a una función ݂ሺݔሻ.  

2.1.3 Aproximación del filtro pasabajos ideal con kernels de convolución 

Cuando se muestrea a una función ݂ሺݔሻ con espectro ܺሺΩሻ con un bloque de tren de impulsos con 

periodo  ܶ,  se  genera  una  señal  dado  por  ∑ ݂ ݔሺߜ െ ݇ܶሻ  y  el  espectro  de  esta  señal  es 
ሶܺ ሺΩሻ ൌ 1/ܶ∑ ܺሺΩ െ 2π݇/ܶሻஶ

ୀିஶ ,  entonces  si  queremos  recuperar  ݂ሺݔሻ  a  partir  de  sus 

muestras debemos aplicar a  ሶܺ ሺΩሻ un  filtro pasabajos  ideal  con amplitud de   ܶ que elimine  las 

replicas centradas en 2π݇ ܶ⁄ , ݇ א Ժכ y solo mantenga a ܺሺΩሻ. Sin embargo tal filtro no se puede 

realizar  como  un  sistema  en  forma  física  ya  que  su  respuesta  al  impulso  es  la  función  Sinc  y 

además no es eficiente implementarlo en computadora así que se prefiere una aproximación a tal 

filtro pero con la diferencia de que nos dará una aproximación ݃ሺݔሻ de ݂ሺݔሻ.  

La idea básica es que el tren de impulsos  ∑ ݂ ݔሺߜ െ ݇ሻ, sea aplicado a un sistema, con respuesta 

al impulso ݄ሺݔሻ, que tenga una respuesta en frecuencia que aproxime al filtro pasabajos ideal, el 

cual su salida sea una función continua en el tiempo. Este se puede representar con  la siguiente 

figura: 

 

Figura 2.5. Esquema de una recuperación aproximada de ݂ሺݔሻ a partir de sus muestras. 

Debe notarse que, si se  implementa un filtro Butterworth de segundo orden directamente como 

݄ሺݔሻ,  la función resultante no  interpolará a  las muestras de   ݂ሺݔሻ , debido a que su respuesta al 

impulso ݄ሺݔሻ ൌ √2Ω݁
షΩ
√మ ݔ൫Ω݊݅ݏ √2⁄ ൯ݑሺݔሻ, en donde Ω   es  la  frecuencia de  corte del  filtro 

Butterworth, no cumple  la restricción de  interpolación ya que ݄ሺ0ሻ ൌ 0. Entonces, es necesario 
aplicarlo en un esquema general, es decir, ݄ ൌ ߮ en la ecuación (2.7), y obtener los coeficientes 

ߜሺݔ െ ݇ሻ


 

݄ሺݔሻ݂ሺݔሻ  ݃ሺݔሻ

 ݂



ݔሺߜ െ ݇ሻ 
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ܿ. Si no se realiza de esa forma, entonces  aunque se pueda obtener una función continua, esta 

función no interpolará a las muestras de ݂ሺݔሻ.  

Por  otro  lado,  se  puede  obtener  una  aproximación  del  filtro  pasabajos  ideal  con  un  kernel  de 

convolución ߮௧, ya que la estructura de la figura 2.5 es la misma que la presentada en las figuras 

2.1 y 2.3 con ߮௧ ൌ ݄.   Al filtro que se obtenga con el procedimiento anterior se  le  llama “filtro 

interpolador” debido a que la función ݃ሺݔሻ resultante pasara por las muestras de ݂ሺݔሻ.  

A continuación, se muestran algunos kernels de convolución comunes para interpolación 

Rectangular.  El  kernel  asociado  a  este  tipo  de  interpolación  es  el más  simple,  su  soporte  es 

unitario y está dado por:  

Πሺݔሻ ൌ

ە
۔

,0ۓ ݔ                ൏ െ1 2ൗ

1, െ1 2ൗ  ݔ ൏ 1
2ൗ

0,     1 2ൗ  ݔ

                                                                                                               ሺ2.21ሻ   

A continuación es Representado junto con su función de transferencia Φ୧୬୲ሺΩሻ ൌ ܵ݅݊ܿሺΩ/2ሻ: 

 

Figura 2.6. Kernel rectangular  y su filtro interpolador. 

Este kernel cumple con la restricción de interpolación y lo que hace es tomar el valor que este más 

cercano  y  asignarlo  a  la  nueva  muestra.  Puede  reproducir  funciones  constantes,  es  decir 

polinomios de orden cero y  aunque el cómputo es muy eficiente se sacrifica la calidad de la señal 

interpolada ya que su filtro interpolado Φ୧୬୲ሺΩሻ atenúa frecuencias importantes en el espectro de 

la señal y no atenúan suficientemente las replicas existentes debido al muestreo. 

Lineal. Su kernel es la función triangular dado por la ecuación (2.4), también tiene la característica 

de poder  reproducir de manera  exacta  constantes  y  funciones  lineales.  Este  kernel  es  también 

popular  debido  a  que  el  costo  computacional  es  bajo,  sin  embargo,  la  forma  de  su  filtro 

interpolador Φ୧୬୲ሺΩሻ ൌ ൫ܵ݅݊ܿሺΩ/2ሻ൯
ଶ
 puede atenuar  frecuencias  importantes en  la  señal, pero 
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atenúa mas  las  replicas producidas por el muestreo que el  filtro  rectangular. A continuación, se 

ilustra su grafica y su filtro interpolador: 

 

Figura 2.7. Kernel lineal  y su filtro interpolador. 

Cubico. El kernel cúbico es de los más usados en interpolación en imágenes [1], [1] debido a que 

ofrece  una  calidad  aceptable  de  interpolación  con  un  pequeño  soporte  (el  cual  es  de  4).  Este 

kernel cumple con la restricción de interpolación y es una función similar al Sinc pero está formado 

por partes de polinomios cúbicos y es de la siguiente forma: 

ሻݔሺߥ ൌ ቐ
ሺߙ  2ሻ|ݔ|ଷ െ ሺߙ  3ሻ|ݔ|ଶ  1,       0  |ݔ| ൏ 1 
ଷ|ݔ|ߙ െ ଶ|ݔ|ߙ5  |ݔ|ߙ8 െ 1        ,ߙ4  |ݔ| ൏ 2
0,                                                            2         |ݔ|

                                                               ሺ2.22ሻ    

En donde ߙ es un parámetro  libre que controla  la continuidad en sus derivadas. Las graficas de 

este filtro interpolador se presentan a continuación para ߙ ൌ െ1/2: 

 

Figura 2.8. Kernel cubico y su filtro interpolador. 

Con  ߙ ൌ െ1/2  se  tiene  ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ ൌ ࣩሺܶଷሻ  para  toda   .ݔ Esto  indica  que    el  error  de 
interpolación se aproxima a cero a una razón de ܶଷ, es decir tiene tercer orden de aproximación. 
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Para otros valores de ߙ, el orden de aproximación es 1 [2] ,[7]. Además con  ߙ ൌ െ1/2 , se tiene 
continuidad de ܥଵ y una reproducción de polinomios de hasta grado 2.   

Como podemos observar de la respuesta en frecuencia,  este filtro atenúa mejor las replicas de la 

señal muestreada que  en  el  caso  lineal  y  rectangular  y no decae  tan  rápido  en  las  frecuencias 

donde  estará    el  espectro  de  la  señal  que  queremos  recuperar.  Por  lo  tanto  la  interpolación 

obtenida será superior. 

Hasta  este  punto  se  han  mostrado  kernels  de  convolución  que  no  tienen  la  restricción  de 

interpolación y en [2] se pueden consultar otros kernels.  

Existe un  conjunto de  funciones de  soporte  compacto  llamados B‐splines  los  cuales pueden  ser 

utilizados como kernels de convolución, el cual  incluye kernels que no cumplen  la restricción de 

interpolación.  Estas  funciones  tienen  un  amplio uso  en  el  área de  procesamiento de  imágenes 

debido a que se puede obtener una buena calidad de interpolación con un soporte moderado [3]. 

El más representativo es el B‐spline cubico el cual está hecho de polinomios cúbicos tal como el 

kernel cubico, con el mismo soporte, pero con un orden de aproximación de 4. Los B‐splines nos 

servirán  para  propósitos  de  comparación  ya  que  tienen  la  propiedad  de  que  al  aumentar  su 

soporte aumenta su orden de aproximación, es decir, se mejora la calidad de interpolación y como 

se verá después, implica un filtro interpolador que se va aproximando al filtro pasabajos ideal.  

2.1.4 Splines  

En  la  interpolación  polinómica,  (polinomios  de  lagrange),  se  considera  un  solo  polinomio  que 

interpola todos  los datos existentes, uno de  los  inconvenientes de este tipo de  interpolación, es 

que  cuando  se  tiene  un  conjunto  de  datos  demasiado  grande,  el  polinomio  resulta  con  una 

tendencia oscilatoria. Por otro  lado,   se puede realizar  la  interpolación con polinomios pero esta 

vez acoplando un polinomio entre muestras adyacentes ൣݕ, ,ାଵ൯ݕ ݆ ൌ 0,1, … , ܰ para un conjunto 

de ܰ  1 muestras. Básicamente  lo que  se  requiere  es que, para un  intervalo  ሾܽ, ܾሿ  en  donde 
estén incluidas las posiciones ݔ  de los datos ݕ, encontrar una función ሺݔሻ que interpole todas la 

muestras  y  que  esté  formada  por  un  conjunto  de  polinomios  ,ሻݔሺ ݆ ൌ 0,1, … , ܰ െ 1,  con  la 

condición de que cada ሺݔሻ estará solamente definida entre ൣݔ,  ሻ se le conoce comoݔሺ ାଵ൯ . Aݔ

un polinomio por tramos y podemos construirlo de tal manera que tenga un número suficiente de 

derivadas que sean continuas.  

Para este propósito surge  la  llamada  función Spline  la cual consiste de  tramos de polinomios de 

grado   ܯ o  menos  sobre  subintervalos  unidos  y  con  ciertas    condiciones  de  continuidad. 

Supongamos que se especifican ܰ  1 puntos  ݔ, ,ଵݔ … , ݔ ே y estos cumplenݔ ൏ ଵݔ  ൏  … .൏     ேݔ
los  cuales  se  les  llamaran  nodos.  Además  se  especifica  una  constante ܯ  0,  entonces  una 
función Spline de grado ܯ que tiene nodos en ݔ, ,ଵݔ … . ,  :ே es una función ܵ tal queݔ

1. En cada intervalo ൣݔ, ାଵ൯,  es un polinomio de grado  ݔ  .ܯ

2. ܵ tiene  ܯ െ 1 derivadas continuas. 
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2.1.4.1 Bsplines 

Cualquier Spline puede ser representado por funciones base denominadas B‐splines, para el caso 

en que los nodos estén igualmente espaciados en pasos enteros se tiene la siguiente suma [3]: 

ܵெሺݔሻ ൌ  ܿβெሺݔ െ ݇ሻ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                                    ሺ2.23ሻ 

en donde ܵெ es el Spline de grado ܯ, βெ es el B‐splines de grado ܯ y ܿ son coeficientes que 
definen  la amplitud de  los   B‐splines   centrados en ݇. Es decir cualquier Spline de grado ܯ con 

nodos  igualmente  espaciados  puede  ser  representado  por  desplazamientos  enteros  de  una 

función base conocida como B‐spline la cual está formada en tramos por polinomios de grado ܯ, 

tiene un  soporte  compacto de ܰ ൌ ܯ  1  y es  también ܯ െ 1 diferenciable.  Los B‐splines  son  
definidos de la siguiente manera: 

βெሺݔሻ ൌ 
ሺെ1ሻ

!ܯ

ெାଵ

ୀ

൬
ܯ  1
݅

൰ ൬ݔ 
ܯ  1
2

െ ݅൰
ା

ெ

                                                                               ሺ2.24ሻ 

en  donde   ାݔ es  la  función  potencia  truncada max ሺ0,  .ሻ୬ݔ Las  funciones  B‐splines  pueden  ser 
obtenidas recursivamente de la siguiente manera: 

βெ ൌ β כ βெିଵ                                                                                                                                           ሺ2.25ሻ 

donde β esta dado por la siguiente ecuación: 

βሺݔሻ ൌ ൞
|ݔ| ܽݎܽ         1 

1
2
        

 ܽݎܽ         0
1
2
        |ݔ|

                                                                                                         ሺ2.26ሻ 

De  la ecuación  (2.25) se observa que conforme se aumente el grado del B‐spline, se aumenta el 

soporte.  

La transformada de Fourier de un B‐spline es de la siguiente forma: 

ΒMሺΩሻ ൌ ൬
sin ሺΩ/2ሻ
Ω/2

൰
Mାଵ

                                                                                                                        ሺ2.27ሻ 

El  B‐spline  de  grado  0  es  similar  al  kernel  rectangular,  solo  difieren  en  los  valores  de  sus 

discontinuidades,  el  B‐spline  de  grado  1  es  igual  al  kernel  lineal,  para  los  B‐splines  de  grado 

3(cubico) y 5  se ilustra sus graficas en la figura 2.9. 

Se puede observar de la ecuación (2.23) que βெ actúa como un kernel de convolución. Entonces al 

utilizar un B‐spline de grado ܯ como un kernel de convolución, básicamente estamos acoplando 

un conjunto de muestras a un Spline de grado ܯ y a partir de la ecuación (2.43), podemos obtener 

su filtro interpolador asociado el cual está dado por la siguiente ecuación: 
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Φ௧ሺΩሻ ൌ ቌ
݊݅ݏ ቀ

Ω
2ቁ

Ω
2

ቍ

ெାଵ

ቌ
݊݅ݏ ቂ

Ω  2π݇
2

ቃ 

ቂΩ  2π݇
2

ቃ
ቍ

ெାଵ



൙                                                                   ሺ2.28ሻ 

 

Figura 2.9. B‐splines de grado ܯ ൌ 3 y 4. 

En la figura 2.10 se presenta se presenta los filtros interpoladores correspondientes a los B‐splines 

de grado 3 ,5 ,7 y 30. 

 

Figura 2.10. Filtros interpoladores correspondientes a los B‐splines de grado ܯ ൌ 3,5,7 y 30. 
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En donde podemos observar que conforme se aumente el grado del B‐spline, su correspondiente 

filtro interpolador converge al filtro pasabajos ideal. Esto implica que ߮௧ se va aproximando a la 

función ܵ݅݊ܿሺݔߨሻ [1] ,[3].    

2.1.5 Estimado del Error de interpolación con kernels de convolución.  

Existen dos  fuentes de  error debido  a  la no  idealidad del  filtro, primero  lo  no  constante de  la 

magnitud de su espectro en la banda de paso, y segundo, no se logra la suficiente supresión de las 

replicas de ܺሺΩሻ surgidas en el muestreo. Entonces se desea tener una medida de estos errores 

con el  fin de optimizar y  comparar  filtros  interpoladores. Para esto nos basaremos en un error 

propuesto en el trabajo de Park y Showengert llamado “Sampling and Reconstruction Blur” [4]. 

Para  estimar  el  error de  reconstrucción,  iniciamos  con  el proceso de muestreo de una  función 

݂ሺݔሻ por medio de la multiplicación con un tren de impulsos  ∑ ݂ ݔሺߜ െ ݇ሻ el cual resulta en un 
conjunto de muestras ݂ሺ݊ሻ. Ahora supongamos que la función ݂ሺݔሻ fue desplazada por un factor  
0  ݑ  ܶ y por consiguiente al ser   muestreada   se obtiene un conjunto diferente de muestras 

݂ሺ݊ െ  :ሻ. Este proceso se ilustra en la siguiente figuraݑ

 

Figura 2.11. Señal ݂ሺݔ െ  .ܶ ሻ muestreada a un pasoݑ

Se puede observar que  las muestras son  iguales con  ݑ  ൌ 0 y ݑ ൌ ܶ, entonces se puede deducir 
que para alguna ݑ ൌ ݀, el conjunto de muestras resultante será el mismo para ݑ ൌ ݀  ݇ܶ, ݇ א Ժ. 
Ahora procederemos a recuperar la función ݂ሺݔሻ mediante sus muestras ݂ሺ݊ െ  ሻ de acuerdo alݑ
esquema cardinal de interpolación basado en convolución: 

݃ሺݔ, ሻݑ ൌ݂ሺ݇ െ ሻ߮௧ݑ ቀ
ݔ
ܶ
െ ݇ቁ



                                                                                                     ሺ2.29ሻ 
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Es de notar que  la ecuación (2.29) es dependiente de  la fase ݑ y esto se acentúa   más cuando el 

paso  de muestreo  no  es  pequeño  y  aplicamos  el  interpolador  lineal  a  la  función muestreada  

݂ሺݔ െ   :ሻ  lo cual se ilustra en la siguiente figuraݑ

 

Figura 2.12. Efecto de la fase de muestreo en las versiones  
reconstruidas de ݂ሺݔ െ  .ሻ  de la figura 2.11 con interpolación linealݑ

Se nota la diferencia entre las dos representaciones y por lo tanto el valor del error que se utilice 

será diferente. Entonces  la energía del error entre   ݃ሺݔ, ݔሻ y ݂ሺݑ െ  ሻ se puede expresar comoݑ

una función de  ݑ de la siguiente manera:  

ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ ൌ න ሺ݂ሺݔ െ ሻݑ െ ݃ሺݔ, ሻሻଶݑ

ஶ

ିஶ
 ሺ2.30ሻ                                                                                                ݔ݀

el  cual  es  llamado  “Sampling  and  recostruction Blur”    [4],  y  ya  que  las muestras  obtenidas  en 

ݑ ൌ ݀, serán las mismas para  ݑ ൌ ݀  ݇ܶ, entonces el error también se repetirá, es decir, ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ 

es una función periódica de ݑ con periodo ܶ. Por lo tanto ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ se puede representar en series 

de Fourier: 

ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ ൌ  ܽ݁


ଶగ
் ௨

ஶ

ୀିஶ

                                                                                                                        ሺ2.31ሻ 

donde ܽ  son los coeficientes de Fourier y el coeficiente  ܽ es el valor promedio de ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ que 

indica características muy importantes de la  reconstrucción ofrecida del filtro interpolador. 

Otra forma de interpretar a ܽ  es considerando a ݑ como una variable aleatoria  uniformemente 

distribuida y  ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ como una transformación [4], así que  ܽ es el valor esperado de la variable 

aleatoria ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ.  Para calcular este valor consideramos el equivalente de ߝௌோ

ଶ ሺݑሻ en el dominio de 

la frecuencia mediante la igualdad de Parseval: 

න |݂ሺݐሻ|ଶ
ஶ

ିஶ
ݔ݀ ൌ

1
ߨ2

න |ܺሺΩሻ|ଶ
ஶ

ିஶ
݀Ω ൌ

1
ߨ2

න ܺሺΩሻ
ஶ

ିஶ
 ሺΩሻ݀Ω                                                       ሺ2.32ሻכܺ
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࣠ሼ݂ሺݔ െ ሻݑ െ ݃ሺݔ, ሻሽݑ ൌ ܺሺΩሻ݁ିஐ௨ െ Φ௧ሺΩሻ
1
ܶ
 ܺ൬Ω െ

݇ߨ2
ܶ
൰ ݁ିቀஐ ି 

ଶగ
் ቁ௨

ஶ

ୀିஶ

 

De donde puede obtenerse  [4]:  

ܽ ൌ
1
ߨ2

න  ൝
  |ܺሺΩሻ|ଶ

ܶଶ
|ܶ െ Φ௧ሺΩሻ|ଶ      

|ܺሺΩሻ|ଶ

ܶଶ
 ฬΦ௧ ൬Ω െ

݉ߨ2
ܶ

൰ฬ
ଶ

ஷ

  ൡ  ݀Ω               ሺ2.33ሻ
ஶ

ିஶ
 

Entonces el valor del valor promedio de ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ toma la siguiente forma reducida: 

ௌோߝሼܧ
ଶ ሽ ൌ ܽ ൌ

1
ߨ2

න  ଶሺܶΩሻ|ܺሺΩሻ|ଶ݀Ωߟ 
ஶ

ିஶ
                                                                                          ሺ2.34ሻ 

en donde: 

ଶሺܶΩሻߟ ൌ
1
ܶଶ

  |ܶ െ Φ௧ሺΩሻ|ଶ        ฬΦ௧ ൬Ω െ
݉ߨ2
ܶ

൰ฬ
ଶ

ஷ

  ൩                                                     ሺ2.35ሻ 

Por tanto, ߟଶሺܶΩሻ cuantifica la cantidad de error introducido por un interpolador no ideal. 

Para analizar el error con más detalle, se puede calcular la representación completa de ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ [4]: 

ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ ൌ ோߝ

ଶ  ௌߝ
ଶ  ߭ሺݑሻ                                                                                                                           ሺ2.36ሻ   

En donde:  

ோߝ
ଶ ൌ

1
ߨ2

න  |ܶ െ Φ௧ሺΩሻ|ଶ
|ܺሺΩሻ|ଶ

ܶଶ
݀Ω                                                                                             ሺ2.37ሻ

ஶ

ିஶ
 

ௌߝ
ଶ ൌ

1
ߨ2

න   ฬΦ௧ ൬Ω െ
݉ߨ2
ܶ

൰ฬ
ଶ

ஷ

|ܺሺΩሻ|ଶ

ܶଶ
݀Ω                                                                             ሺ2.38ሻ

ஶ

ିஶ
 

߭ሺݑሻ ൌ ܽ݁

ଶగ
் ௨

ஷ

                                                                                                                                 ሺ2.39ሻ 

y ahora  

ܽ ൌ
1
ܶ
න

1
ߨ2

න ܺሺΩሻ െ
Φ௧ሺΩሻ

ܶ
 ܺ൬Ω െ

݉ߨ2
ܶ

൰ ݁
ଶగ
் ௨

ஶ

ୀିஶ

൩
ஶ

ିஶ

்



ൈ ܺכሺΩሻ െ
Φ௧ሺΩሻ

ܶ
 כܺ ൬Ω െ

݊ߨ2
ܶ
൰ ݁

ିଶగ
் ௨

ஶ

ୀିஶ

൩  ݁
ିଶగ
் ௨  Ω                ሺ2.40ሻ݀ݑ݀

Ahora  analizaremos  bajo  qué  condiciones  ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ  será  cero.  Supongamos  que  tenemos  una 

función ݂ሺݔሻ de banda  limitada que es muestreada a ܶ ൌ 1 y no existe aliasing. Para que ߝோ
ଶ sea 

cero, es necesario que   Φ௧ sea contante con magnitud 1 en  la región que está contenida entre 
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|Ωୡ|  Ω mientras que para  |Ωୡ| ൏ ߗ ൏ |Ωୡ 2⁄ |, Φ௧  puede tener una banda de transición, pero  

para una frecuencia mayor que |Ωୡ 2⁄ |  Ω  , Φ௧ sí tiene que ser cero.   

En  el  caso  de  ௌߝ
ଶ  ,  para  que  sea  cero, Φ௧  debe  ser  cero  para  frecuencias    |Ωୡ 2⁄ |  Ω    que 

coincide con el requerimiento anterior para que ߝோ
ଶ sea cero. 

Por último, al realizar algunas manipulaciones matemáticas en ߭ሺݑሻ, se demuestra que ésta será 

cero  independientemente de  las características del  filtro,  siempre y cuando ܺሺΩሻ  sea de banda 
limitada y no exista aliasing  tal como se  indico al principio. Entonces  resumimos  las condiciones 

mínimas para una  recuperación perfecta de ݂ሺݔ െ  ሻ con un paso de muestreo ܶ en base a unݑ
filtro Φ௧ሺΩሻ: 

ܺሺΩሻ ൌ ቐ
ܺሺΩሻ, Ω ൏ ቚΩୡ 2ൗ ቚ

0, Ω  ቚΩୡ 2ൗ ቚ                                                                                                             ሺ2.41ሻ
 

Φ௧ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
|Ωୡ|                                          1ۓ  Ω                  

|ó݊    |Ωୡ݅ܿ݅ݏ݊ܽݎݐ ݁݀ ܾܽ݀݊ܽ ൏ Ω  ቚΩୡ 2ൗ ቚ 

0                                            ቚΩୡ 2ൗ ቚ  Ω             

                                                                      ሺ2.42ሻ 

Por  tanto,   Φ௧    es  un  caso  de  la  interpolación  producida  por  la  función  Sinc,  con  la  única 

diferencia de que no existe la banda de transición. 

Por otro lado, en el caso de que  ݂ሺݔ െ  ሻ no fuera suficiente muestreada o no tenga un espectroݑ

limitado en banda, entonces aunque Φ௧  sea el  filtro  ideal, existirá error por parte de  los  tres 

términos que forman ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ debido al aliasing.  

Principalmente, del análisis anterior del kernel de error ߟଶሺΩሻ se puede notar que, si se realizó un 
muestreo de  tal  forma que  los efectos de aliasing sean mínimos, entonces el error será en gran 

parte  debido  a  la  no  idealidad  del  filtro,  pudiéndose  resumir  como  sigue:  el  término  ோߝ
ଶ 

proporciona principalmente    el  error debido    a    la no  idealidad  en  la banda de paso del  filtro, 

mientras que ߝௌ
ଶ es   causado por  la no  idealidad de  la banda de rechazo.   Por otro  lado, si existe 

aliasing por un muestreo deficiente, entonces tanto ߝோ
ଶ y ߝௌ

ଶ contribuyen al error final.  Y la última 

conclusión es que el   término ߭ሺݑሻ es el error dependiente del desfasamiento de  la señal el cual 

siempre será cero si la señal es esencialmente de banda limitada y suficientemente muestreada.  

Para finalizar esta discusión, es conveniente generalizar el kernel de error al introducir el espectro 

del filtro interpolador dado por la ecuación  (2.20) en la ecuación (2.33) y por tanto quedando de 

la siguiente manera:  

ௌோߝሼܧ
ଶ ሽ ൌ

1
ߨ2

න     ቤ1 െ
ΦሺܶΩሻ

∑ ߮ஶ
ୀିஶ ݁ି்Ω

ቤ
ଶ

     ቤ
ΦሺܶΩ െ ሻ݉ߨ2
∑ ߮ஶ
ୀିஶ ݁ି்Ω

ቤ
ଶ

ஷ

   ൩
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ଶሺܶΩሻߟ

|ܺሺΩሻ|ଶ݀Ω     ሺ2.43ሻ
ஶ

ିஶ
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Podemos  observar    que  el  kernel  de  error  es  una  función  escalada  por  ܶ  y  por  lo  tanto  será 
suficiente  analizar  el  comportamiento  del  kernel  de  error  para  ܶ ൌ 1.  Además  como  

∑ ߮
ஶ
ୀିஶ ݁ିΩ ൌ ∑ ஶ

ୀିஶ ሺΩ െ 2݊ሻ, el kernel de error  ߟଶሺΩሻ se convierte en: 

ଶሺΩሻߟ ൌ
൫ܲሺΩሻ൯

ଶ
െ 2ܲሺΩሻ · ΦሺΩሻ  ∑ ൫ΦሺΩ െ 2݇ሻ൯

ଶஶ
ୀିஶ  

൫ܲሺΩሻ൯
ଶ                                                       ሺ2.44ሻ 

donde ∑ ሺΩ െ 2݊ሻஶ
ୀିஶ ൌ ܲሺΩሻ.  

Entonces podemos medir la calidad de un kernel de convolución  al calcular: 

ௌோߝሼܧ
ଶ ሽ ൌ

1
ߨ2

න  ሺΩሻ|ଶ   ݀Ωܨ|ଶሺΩሻߟ 
ஶ

ିஶ
                                                                                                    ሺ2.45ሻ 

En las figuras 2.13 y 2.14 se ilustran los kernels de error para la función Sinc, B‐splines de grado 1,3 

5, y para la función cúbica.  

Es  importante  notar  que  el B‐spline  cúbico  aporta menos  al  error  en  frecuencias menores    de 

|Ω| ൏   que el interpolador cúbico. También, se puede observar que entre menor error existe en 

frecuencias |Ω| ൏    existe mas error en frecuencias  ൏ |Ω| . El caso de  la función Sinc se tiene 
cero error en frecuencias |Ω| ൏   pero es el que presenta más error  en frecuencias |Ω| ൏  . 

Otro  detalle  a  observar  es  que  los  kernels  de  error  mostrados  cumplen  ଶሺ0ሻߟ ൌ 0,  ademas 

presentan una región plana alrededor del origen con valor prácticamente  igual a cero, el cual el 

más plano de todos es de la función Sinc,  con un valor de cero. 

Entonces podemos deducir que entre más grande es  la región plana alrededor del origen, menor 

será el error (porque el producto ߟଶሺΩሻ · ܺሺΩሻ será aproximadamente cero en una región mayor) 

y por lo tanto mejor será el interpolador. En el caso de los B‐splines entre mayor sea el orden, más 

grande  será  su  región plana y convergerá al kernel de error de  la  función Sinc  [1]. Sin embargo 

podemos  controlar  la  región  plana  alrededor  del  origen  aumentado  la  frecuencia  de muestreo 

݂ ൌ 1/ܶ,  en  donde  ܶ  es  menor  que  1,  entonces  escalamos  el  kernel  de  error  ଶሺܶΩሻߟ ൌ
ଶሺΩߟ ݂݉⁄ ሻ, de  tal manera que se aumenta  la  región plana y por  lo  tanto se disminuye el error. 

Esto se ilustra en el caso del B‐spline cubico en la figura 2.15 para ߟଶሺܶΩሻ con  ܶ ൌ 1, ܶ ൌ 1/2 y 

ܶ ൌ 1/3. En  la misma  figura  se presenta el   espectro ܺሺΩሻ ൌ ݁ିሺ.ହஐሻ
మ
 para visualizar mejor el 

efecto en el error producido por el escalamiento.    

Se observa que el escalamiento por ܶ del kernel de error del B‐spline cubico,  resulta en menor 

error de acuerdo a  la ecuación  (2.35),  tal  como  se espera  cuando  se aumenta  la  frecuencia de  

muestreo.  
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Figura 2.13. Kernel de error de la función Sinc y algunos B‐splines. 

 

Figura 2.14. Kernel de error de la función Sinc y el interpolador cubico. 
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Figura 2.15. Variación del kernel de error del B‐spline cubico en relación a T  
y comparación con  ܺሺΩሻ ൌ ݁ିሺ.ହஐሻ

మ
. 

2.1.6 Orden de aproximación 

De  los  kernels  de  error  anteriores  todos  presentan  ଶሺ0ሻߟ ൌ 0  y  conforme  se  incrementa  la 

frecuencia,  la  contribución del error es mayor. Además que  los mejores kernels de  convolución 

son los que tienen una región más plana cerca de la frecuencia cero. También se puede observar 

que el kernel de error del B‐spline cubico convergerá más rápido a cero que en el caso del  lineal 

dentro de  las  frecuencias   0  Ω   conforme se disminuye ܶ. Por ߨ2 lo tanto se puede deducir 
que existe un orden de convergencia del B‐spline  cúbico mayor que el del  lineal. Para observar 

este  orden  de  convergencia  o  aproximación,  se  desarrolla  el  kernel  de  error  en  sus  series  de 

Maclaurin alrededor del origen: 

ଶሺΩሻߟ ൌ 
൫ߟଶሺ0ሻ൯

ሺଶሻ

2݊!

ஶ

ୀ

Ωଶ                                                                                                                   ሺ2.46ሻ 

En  donde  ൫ߟଶሺ0ሻ൯
ሺଶሻ

  es  la  2nth  derivada  del  kernel  de  error.  Por  definición,  el  orden  de 

diferenciación ܮ   más bajo para el cual se  logra   ൫ߟଶሺ0ሻ൯
ሺଶሻ

് 0, mientras ൫ߟଶሺ0ሻ൯
ሺଶሻ

ൌ 0 para 
toda 0  ݊  ܮ െ 1, es  llamado orden de aproximación. Entonces  la serie queda de  la siguiente 

manera: 

ଶሺΩሻߟ ൌ ൫ܥఝ൯
ଶ
Ωଶ  

൫ߟଶሺ0ሻ൯
ሺଶሻ

2݊!

ஶ

ୀାଵ

Ωଶ                                                                                       ሺ2.47ሻ 
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donde la constante  ܥఝ depende solamente de ߮ [5].  

Si se tiene un paso de muestreo ܶ lo suficientemente pequeño entonces se pueden despreciar los 

términos de alto orden de  la expansión en  (2.47) y se puede  introducir el resultado en  (2.34) el 

cual queda de la siguiente forma: 

ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ ؆ ൫ܥఝ൯

ଶ
ܶଶ ቆ

1
ߨ2

න |ΩܺሺΩሻ|ଶ݀Ω
ஶ

ିஶ
ቇ            ܶ ՜ 0                                                                ሺ2.48ሻ 

De la expresión en paréntesis podemos  ver que es la norma ܮଶ de la ܮ െ éܽ݉݅ݏ derivada de ݂. 

Este resultado expresa que podemos asociar a cualquier ߮ un número ܮ y una constante ܥఝ tal 

que el error de aproximación estimado por ߝௌோ
ଶ ሺݑሻ decrece como ܶ, cuando ܶ es suficientemente 

pequeño.  Entonces desde que  ௌோߝ
ଶ ሺݑሻ decrece  como ܱሺܶሻ,  el número ܮ  es  llamado orden de 

aproximación de  la  función base ߮. La ecuación  (2.48) será válida siempre y cuando ݂ሺݔሻ sea ܮ 
veces diferenciable. 

2.1.6.1 Condiciones de StrangFix 

Podemos evitar evaluar  la derivada del  kernel de error para obtener el orden de aproximación 

utilizando las llamadas “condiciones de Strang‐Fix” las cuales se resumen a continuación [7]: 

1. La  función  base  ߮  tiene  ceros    de  ܮ  െ  ݊݁݀ݎ en    el  dominio  de  la  transformada  de 

Fourier, es decir: 

൜
Φሺ0ሻ ് 0                                                             

   Φሺሻሺ2݇ߨሻ ൌ 0 ݇ א Ժכ,   ݊ א ሼ0,1, … , ܮ െ 1ሽ.                                                                   ሺ2.49ሻ 

2. La función base ߮ es capaz de reproducir todo los monomios de grado ݊  ܮ െ 1. Es decir, 
para cada ݊ א ሼ0,1, … , ܮ െ 1ሽ existe coeficientes  ܿ, א Թ tal que: 

ܿ,߮ሺݔ െ ݇ሻ ൌ ݔ

אԺ

                                                                                                                ሺ2.50ሻ 

3. Para una función ݂ que al menos tiene ܮ derivadas en  ܮଶ, existe una contante, ܥԹ  cual 
no  depende  de  ݂    y  un  conjunto  de  coeficientes  ܿ א Թ  ,  tal  que  la  norma   ଶܮ de  la 
diferencia entre ݂  y su aproximación ݃  es delimitado como: 

ԡ݂ െ ݃ԡమ  ܥ · ܶ · ฮ݂ሺሻฮ
మ
              ܶ ՜ 0                                                                         ሺ2.51ሻ 

La primera condición implica la llamada “condición de partición de unidad” el cual indica que para 

que  una  función  base    al menos  tenga  un  orden  de  aproximación  de  ܮ ൌ 1,  debe  reproducir 
constantes, es decir: 

 ߮
אԺ

ሺݔ െ ݇ሻ ൌ 1                                                                                                                                       ሺ2.52ሻ 
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El  cual  tiene  una  representación  en  el  dominio  de  la  transformada  de  Fourier  mediante  la  

sumatoria de Poisson’s  de la siguiente manera: 

߮
אԺ

ሺݔ െ ݇ሻ ൌ     Φሺ2݊ߨሻ݁ଶగ௫

אԺ

ൌ 1                                                                                            ሺ2.53ሻ 

lo cual implica que: 

Φሺ2݊ߨሻ ൌ                                                                                                                                                  ሺ2.54ሻߜ

tal como la primera condición exige para tener un orden de aproximación de ܮ ൌ 1.  

Estas  condiciones  son  validas  para  todas  las  funciones  de  soporte  compacto,  pero  también  se 

extienden a funciones que no lo sean pero que tengan un rápido decaimiento [7]. La función Sinc 

es un caso en donde no se cumple tal requerimiento. 

En general, para que se observe que el error va a cero conforme ܶ ՜ 0   a una razón ܱሺܶሻ,   en 
vista de la ecuación (2.48), es necesario que la  ܮ െ éܽ݉݅ݏ  derivada de ݂ሺݔሻ pertenezca a  ܮଶ. De 
no ser así, al menos ݂ debe tener una derivada en ܮଶ para poder tener un orden de aproximación 

de ܮ ൌ 1. En el caso de que la función ݂ solo  posea una sola derivada, entonces la única condición 
que resta es que  la función base ߮ pueda reproducir constantes, el cual se puede observar en el 
kernel de error como  ଶሺ0ሻߟ  ൌ 0, para al menos tener un orden de aproximación de acuerdo al 

desarrollo de las series de MacLaurin mostrado anteriormente.   

Los B‐splines tienen un de orden de aproximación ܮ con un soporte de ܮ ൌ ݊  1, por ejemplo el 

B‐splines de grado 5 tiene un soporte y orden de aproximación de 6. Además tienen la propiedad 

de obtener un máximo orden de aproximación ܮ dado un soporte de [2] ܮ, por ejemplo, el B‐spline 

cubico tiene un orden de aproximación de ܮ ൌ 4 con un soporte de 4 a diferencia del interpolador 
cubico con ߙ ൌ െ1/2, el cual tiene un orden de aproximación de ܮ ൌ 3 con un soporte de 4. 

2.2  Obtención  básica  de  nuevas  muestras  de  una  secuencia 
discreta con kernels de convolución, filtros digitales y la función 
Sinc discreto. 

Hasta este punto se ha mostrado como obtener una función ݃ሺݔሻ con kernels de convolución, que 
interpolan  las muestras de ݂ሺݔሻ que están dadas como  funciones  impulso. La manera básica de 

encontrar  las muestras es evaluando  la sumatoria   descrita en  las ecuaciones (2.7) y (2.15), pero 

otra manera de  representar a  las muestras es por medio de una  secuencia discreta ݂ሺ݊ሻ en el 
tiempo, en donde si queremos obtener nuevas muestras,  lo haremos mediante una convolución 

discreta tal como se describe a continuación. 

2.2.1 Obtención de nuevas muestras mediante una convolución discreta. 

Si  obtenemos  nuevas muestras  en  ݔ ൌ  ܮ/݊ con  la  ecuación  (2.7)  o  (2.15),  básicamente  es  lo 

mismo que realizar los escalamientos 
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݃ሺܮ/ݔሻ ൌ ܿ
אԺ

߮ሺܮ/ݔ െ ݇ሻ        , ݃ሺܮ/ݔሻ ൌ  ݂

אԺ

߮௧ሺܮ/ݔ െ ݇ሻ 

y después muestrear a ݃ሺܮ/ݔሻ   en pasos enteros. Esta operación de escalamiento y muestreo es 

igual que hacer una inserción de ܮ െ 1 ceros por ejemplo a ݂ሺ݊ሻ obteniéndose la secuencia  ௨݂ሺ݊ሻ 
y después hacer la convolución discreta  ௨݂ሺ݊ሻ כ ߮௧൫݊ ൗܮ ൯, ݊ א Ժ. Esto se ilustra en la figura 2.16 

con ܮ ൌ 2 para una interpolación lineal. 

 
Figura 2.16. Proceso de obtención de nuevas muestras mediante una convolución discreta. 

La operación de  inserción de ܮ െ 1 ceros entre  las muestras de una secuencia ݂ሺ݊ሻ   es conocida 
como Upsampling el cual es expresado mediante la siguiente ecuación: 

௨݂ሺ݊ሻ ൌ ቊ
݂൫݊ ൗܮ ൯,    ݊ ൌ 0,േܮ,േ2ܮ,…

ݏܽܿ ݎݐ ݊݁    ,0   
                                                                                                  ሺ2.55ሻ 

En esos  ܮ െ 1 ceros es donde se desea que aparezcan nuevas muestras. 

2.2.2 Sobremuestreo por un factor ࡸ entero de secuencias discretas  

La  operación  de  Upsampling  implica  una modificación  espectral  de  ݂ሺ݊ሻ  el  cual  nos  permite 

entender que debemos hacer para obtener más muestras en los ceros agregados a ݂ሺ݊ሻ.  

Para esto, primero obtenemos la transformada ܼ   ܺ௨ሺݖሻ de  ௨݂ሺ݊ሻ el cual está dado de la siguiente 
forma: 

ܺ௨ሺݖሻ ൌ ܺሺݖሻ,                                                                                                                                            ሺ2.56ሻ 

en donde ܺሺݖሻ es la transformada ܼ de ݂ሺ݊ሻ.  
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Entonces el espectro de   ௨݂ሺ݊ሻ es: 

ܺ௨ሺωሻ ൌ ܺሺܮωሻ,                                                                                                                                          ሺ2.57ሻ 

esto  indica que el espectro de  ௨݂ሺ݊ሻ es una versión comprimida por un factor ܮ del espectro de  
݂ሺ݊ሻ.  

Debido a que la transformada de Fourier de una secuencia discreta ݂ሺ݊ሻ es: 

ܺሺωሻ ൌ 1/ܶ  ܺ ቈ
ሺΩ െ 2π݇ሻ

ܶ


ஶ

ୀିஶ

                                                                                                          ሺ2.58ሻ 

y  las replicas estarán centradas en 2݇ߨ, ݇ א Ժכ, entonces en ܺሺܮωሻ cada réplica estará centrada 
en 2ܮ/݇ߨ   tal como se ilustra en las siguientes figuras:  

 

Figura 2.17. Espectro de ݂ሺ݊ሻ. 

 

Figura 2.18. Espectro de  ௨݂ሺ݊ሻ. 

lo cual  indica que existirán ܮ െ 1    replicas entre  ሾ0,2ߨሿ. Entonces  la manera de obtener nuevas 

muestras en  los ܮ െ 1 ceros que existen entre  las muestras  iníciales, es con  la aplicación de un 

filtro ܪሺωሻ que elimine esas ܮ െ 1   replicas en ܺ௨ሺωሻ. Sus especificaciones son similares a los de 

un análogo [11],[24], si ܺሺωሻ es de banda  limitada y por tanto, su espectro comprimido debe de 

estar  entre  ቂെ
గ


,
గ


ቃ  en  ܺሺܮωሻ,  entonces  el  filtro  debe  tener  una  frecuencia Ω௦(frecuencia  de 

rechazo)  en 
గ


  y  una  frecuencia Ω(frecuencia  de  paso)  en  donde  consideremos  que  dejan  de 

existir frecuencias útiles, además el filtro debe ser multiplicado por ܮ, debido a que este proceso 
de obtención de nuevas muestras es  lo mismo que si se  incrementa  la frecuencia de muestreo ܮ 
veces, entonces  debe ser modificada la  ecuación (2.58) multiplicandola por ܮ , lo que es realizado 
por el filtro.  
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Sin embargo, la aplicación del filtro puede alterar las muestreas iniciales de  ௨݂ሺ݊ሻ  provenientes de 

݂ሺ݊ሻ.  Por  ejemplo,  se  considera  la  secuencia  ݂ሺ݊ሻ ൌ ݁ିሺ.ଶሻ
మ
, െ100  ݊  100,  el  cual  se  le 

aplica un upsampling de 3 y tratamos de eliminar las replicas con un filtro ܪሺωሻ con respuesta al 
impulso  ݄ሺ݊ሻ ൌ ሾ݊ߨሺܿ݊݅ݏ0.75 െ 30ሿ/4ሻ, 0  ݊  60(figura  2.19.a)  el  cual  resulta  en  el  filtrado 
ilustrado en la figura 2.19.b: 

    

                            a)                                                                             b) 

Figura 2.19. Supresión de replicas por medio de ܪሺωሻ. a) Espectro generado después de un 
 Upsampling de 3 a ݂ሺ݊ሻ.b) Respuesta al impulso ݄ሺ݊ሻ ൌ ሾ݊ߨሺܿ݊݅ݏ0.75 െ 30ሿ/4ሻ. 

Entonces, si por ejemplo calculamos el valor de ݃ሺ݊ሻ ൌ ௨݂ሺ݊ሻ כ ݄ሺ݊ሻ   en una posición en  la que 
esta  una muestra  de  ݂ሺ݊ሻ,  observaremos  que  ese  valor  de  ݂ሺ݊ሻ  será modificado  tal  como  se 

ilustra en la figura 2.20 para el caso de  ௨݂ሺ12ሻ ൌ ݂ሺ4ሻ. 

Pero  si  aplicamos  el  filtro  ݄ሺ݊ሻ ൌ ሾ݊ߨሺܿ݊݅ݏ െ 30ሿ/3ሻ, 0  ݊  60,  al  realizar  la  convolución 
ሺ݊ሻݕ ൌ ௨݂ሺ݊ሻ כ ݄ሺ݊ሻ, ninguna de  las muestras provenientes de ݂ሺ݊ሻ serán alteradas tal como se 

ilustra en  la  figura 2.21 para el caso de  ௨݂ሺ12ሻ ൌ ݂ሺ4ሻ, esto es debido a que ܿ݊݅ݏሺ3/݊ߨሻ  tiene 
ceros en ݊ ൌ ,݇ܮ ݇, ݊ א Ժ y ܿ݊݅ݏሺ0ሻ ൌ 1. 

 

Figura 2.20. Ejemplo de modificación de las muestras iníciales de  ݂ሺ݊ሻ. 
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Figura 2.21. Ejemplo de preservación de las muestras iníciales de  ݂ሺ݊ሻ. 

La preservación de la muestras de ݂ሺ݊ሻ es algo que también se logra con kernels de convolución, 

sin embargo, no sucede  lo mismo para su espectro discreto ܺሺ݇ሻ. En  la  figura 2.22 se  ilustra  la 
operación de  filtrado entre ݄ሺ݊ሻ ൌ ሾ݊ߨሺܿ݊݅ݏ െ 30ሿ/3ሻ, 0  ݊  60 y  ௨݂ሺ݊ሻ, en el domino de  la 

transformada discreta de Fourier, en donde se observa que  la  recuperación de  las muestras del 

espectro discreto ܺሺ݇ሻ de ݂ሺ݊ሻ y  la atenuación de  las  replicas en ܺ௨ሺ݇ሻ, no  se  logra en  forma 

ideal. 

   

Figura 2.22.Filtrado de  ௨݂ሺ݊ሻ con ݄ሺ݊ሻ ൌ ሾ݊ߨሺܿ݊݅ݏ െ 30ሿ/3ሻ en el   
dominio de la transformada discreta de Fourier. 

Sin  embargo,  se  pueden  lograr  las  tres  cosas,  preservar  las muestras  de  ݂ሺ݊ሻ,  preservar  las 
muestras  de  su  espectro  discreto  ܺሺ݇ሻ  y  eliminar  las muestras  de  las  replicas  con  el método 

llamado interpolación con la función Sinc discreto. 

En general, para el caso de que el número de muestras ܰ de ݂ሺ݊ሻ sea impar, la forma de eliminar 

las ܮ െ 1 replicas es por medio un filtro ܪሺ݇ሻ que tenga la siguiente forma: 

ሺ݇ሻܪ ൌ ሾ1ܮ െ ܴሺ݇ሻ  ሿ                                                                                                                                 ሺ2.59ሻ 
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donde       

ܴሺ݇ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 0                                  0  ݇ 

ܰ െ 1
2

               

    1                 
ܰ െ 1
2

 1  ݇ ൏ ܰܮ െ 1 െ
ܰ െ 1
2

ܰܮ              0 െ
ܰ െ 1
2

 ݇  ܰܮ െ 1             

                                                              ሺ2.60ሻ 

Y por tanto el filtro tiene  la siguiente respuesta al impulso: 

݄ሺ݊ሻ ൌ ൞

1                                            ݊ ൌ 0

1
ܰ

݊݅ݏ ቀ
݊ߨ
ܮ ቁ

݊݅ݏ ቀ
݊ߨ
ቁܰܮ

                         1  ݊  ܰܮ െ 1                                                                         ሺ2.61ሻ 

Al  realizar  la  convolución  (convolución  circular)  de  ௨݂ሺ݊ሻ  con  la  ecuación  (2.61),  debido  a  las 
características de ܪሺ݇ሻ(dado en las ecuaciones (2.59) y (2.60)), se preservan las muestras de ܺሺ݇ሻ 
y  se eliminan  las muestras de  las  replicas en ܺ௨ሺ݇ሻ, además ݄ሺ݊ሻ(ecuación 2.61) presenta que 
݄ሺ݊ሻ ൌ 0, ݊ ൌ ,݇ܮ 1  ݇  ܰ െ 1 y ݄ሺ0ሻ ൌ 1, lo cual significa que, durante el proceso de filtrado, 
no se modificaran las muestras de ݂ሺ݊ሻ en  ௨݂ሺ݊ሻ 

La respuesta al impulso ݄ሺ݊ሻ es una versión escalada por 1/ܮ y muestreada en pasos enteros de la 

función llamada “Sinc Discreto” dada por la siguiente ecuación:  

,ሺܰܦܿ݊݅ܵ ሻݔ ൌ
sinሺݔߨሻ

ܰsin൫ݔߨ ܰൗ ൯
                                                                                                                    ሺ2.62ሻ 

Entonces básicamente  la operación de  filtrado con  la ecuación  (2.61) es  lo mismo que hacer un 

muestreo en ݔ ൌ  ሻ estaݔሻ que pasa por las muestras de ݂ሺ݊ሻ, en donde ݃ሺݔa una función ݃ሺ  ܮ/݊
dado de la siguiente manera: 

݃ሺݔሻ ൌ  ݂ܵ݅݊ܿܦሺܰ, ݔ െ ݇ሻ
ேିଵ

ୀ

                                                                                                               ሺ2.63ሻ 

La ecuación anterior está en un esquema  cardinal de  interpolación en donde ܵ݅݊ܿܦሺܰ,   ሻ es elݔ
kernel  de  convolución.  Sin  embargo,  la  función  Sinc  Discreto  es  periódica  para ܰ  impar,  esto 

resulta en que la función ݃ሺݔሻ será también periódica.  Por ejemplo si tuviéramos un conjunto de  

51 muestras entonces estaría asociada a una función continua ܵ݅݊ܿܦሺ51;  ሻ el cual tiene la graficaݔ
ilustrada en  la  figura 2.23, en donde observamos que el periodo es de 51. Un ejemplo de una 

función ݃ሺݔሻ dador por la ecuación (2.63) se ilustra en la figura 2.24. 

En el caso de ܰ par, surgen dificultades para lograr la preservación de las muestras de su espectro 

discreto ܺሺ݇ሻ ya que básicamente no  se  logra que ܪሺܰ െ ݇ሻ ൌ  ሺ݇ሻ el cual es unaכܪ condición  
necesaria  para  que   ሺ݇ሻܪ su  respuesta  al  impulso  sea  real.  Sin  embargo  existen maneras  de 

resolver este problema pero implica una modificación espectral de ܺሺ݇ሻ [6]. 
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La principal ventaja de utilizar este esquema de  interpolación es  la preservación de  las muestras 

de  la  secuencia    ݂ሺ݊ሻ  tanto  como  las muestras  de  su  espectro.  Lo  anterior  es  algo  que  no  se 

produce en otros kernels de convolución, ya que  su filtro asociado no elimina adecuadamente las 

muestras  de  las  replicas  debido  al  Upsamplig  y  atenúa  frecuencias  que  pueden  definir 

características  importantes. Para una mayor referencia sobre  la  interpolación con  la función Sinc 

Discreto se puede consultar a [6].   

 

Figura 2.23. Función Sinc Discreto para  ܰ ൌ 51. 

 

Figura 2.24. Función ݃ሺݔሻ formada a partir de 11 muestras con 
 la función Sinc Discreto para  ܰ ൌ 11. 
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2.3 Interpolación con Funciones de Base Radial  

Las  Funciones  de  Base  Radial  (FBR)  son  herramientas  que  sirven  para  resolver  problemas  en 

interpolación de datos dispersos. Básicamente el problema de  interpolación con datos dispersos 

consiste  en  que  para  un  conjunto  dado  de  datos  ሺ࢞,  ,ሻݕ ݇ ൌ 1,… , ܰ  con  distintas  ࢞ א Թ௦, 

ݕ א Թ,  se quiere encontrar una función  ࣪ tal que  ࣪ሺ࢞ሻ ൌ ݇ ,ݕ ൌ 1,… , ܰ. Este problema de 

interpolación se resuelve con las funciones de base radial de la siguiente manera: 

࣪ሺ࢞ሻ ൌ ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺԡ࢞ െ ࢞                  ,ԡሻ࢞ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௦ሻݔ א Թ௦                                                 ሺ2.64ሻ 

en donde ԡ·ԡ es  la norma euclidiana, ߮ሺݎሻ con ݎ ൌ ԡ࢞ԡ es  la función de base radial y ࢞ son  las 
posiciones  de  las muestras  en Թ௦  en  donde  quedará  centrada  la  función  de  base  radial.  Los 

coeficientes    ܿ  son  obtenidos  con  el  fin  de  cumplir  ࣪ሺ࢞ሻ ൌ  ,ݕ ݆ ൌ 1,… , ܰ  encontrando  la 

solución  del siguiente sistema de ecuaciones:  

൦

߮ሺԡ࢞ଵ െ ଵԡሻ࢞ ߮ሺԡ࢞ଵ െ ଶԡሻ࢞ … ߮ሺԡ࢞ଵ െ ேԡሻ࢞
߮ሺԡ࢞ଶ െ ଵԡሻ࢞ ߮ሺԡ࢞ଶ െ ଶԡሻ࢞ … ߮ሺԡ࢞ଶ െ ேԡሻ࢞

ڭ ڭ ڰ ڭ
߮ሺԡ࢞ே െ ଵԡሻ࢞ ߮ሺԡ࢞ே െ ଶԡሻ࢞ … ߮ሺԡ࢞ே െ ேԡሻ࢞

൪ ൦

ܿ
ܿଵ
ڭ

ܿேିଵ

൪ ൌ ൦

݂ሺ࢞ଵሻ
݂ሺ࢞ଶሻ
ڭ

݂ሺ࢞ேሻ

൪ 

En general una  función será  llamada  radial   siempre y cuando exista una  función ߮: ሾ0,∞ሻ ՜ Թ   
tal que: 

Φሺ࢞ሻ ൌ ߮ሺݎሻ,                                 ݎ ൌ ԡ࢞ԡ                                                                                               ሺ2.65ሻ 

Dentro  de  las  FBR  más  representativas  se  encuentra  la  Gaussiana  que  tiene  la  siguiente 

representación: 

߮ሺݎሻ ൌ ݁ିሺఌሻ
మ
                                                                                                                                             ሺ2.66ሻ 

en  donde     ߝ es  un  parámetro  de  escalamiento.  La  figura  2.25  ilustra  la  gráfica  de  la  función 

Gaussiana 2.25 para ߝ ൌ 1. 

Así que el problema de  interpolación descrito por  la ecuación  (2.64)    con  la  función Gaussiana 

queda:  

࣪ሺ࢞ሻ ൌ ܿ݁ିఌ
మԡ࢞ି࢞ೖԡమ

ே

ୀଵ

                                                                                                                      ሺ2.67ሻ 

Ahora el problema fundamental es encontrar la solución al siguiente sistema de ecuaciones: 

ࢉۯ ൌ  ࢟

en  donde  la  matriz   ۯ tiene  los  elementos  ߮൫ฮ࢞ െ  ,ฮ൯࢞ ݆, ݇ ൌ 1,… , ܰ  y  tendrá  una  única 

solución si la matriz es no singular. Para esto buscaremos que la matriz ۯ sea positiva definida. 
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 2.3.1 Funciones Positivas definidas 

Llamaremos a una matriz  simétrica es decir ۯ ൌ ்ۯ     real positiva  semi‐definida  si  se  cumple  la 

siguiente expresión:  

 ܿܿۯ

ே

ୀଵ

ே

ୀଵ

 0                                                                                                                                     ሺ2.68ሻ 

Es decir: 

 ࢉۯ்ࢉ   0                                                                                                                                                   ሺ 2.69ሻ 

 

Figura 2.25. Función  Gaussiana de base radial con ߝ ൌ 1. 

Para ࢉ ൌ ሾܿଵ, … , ܿேሿ். Si  (2.68) o  (2.69) es  cero únicamente para ࢉ ؠ 0, entonces ۯ es  llamado 

positiva definida.  

Un criterio para ver si una función es estrictamente positiva definida [8] es si y solamente si Φ es 

delimitada y su transformada de Fourier es no negativa y no  idénticamente  igual a cero. Así que 

solo nos vasta verificar que su transformada de Fourier Φ  exista y sea no negativa. 

Para  el  caso  de  funciones  de  base  radial  [8],  una  función  continua  ߮: ሾ0,∞ሻ ՜ Թ  tal  que 
ݎ հ ሻݎ௦ିଵ߮ሺݎ א  ଵሾ0,∞ሿ es estrictamente positiva definida y radial sobre Թ௦ si y solamente si laܮ

s‐dimensional transformada de Fourier: 

௦࣠߮ሺݎሻ ൌ
1

௦ିଶݎ√
න ߮ሺݐሻݐ

௦
ଶ

ஶ


௦ିଶܬ
ଶ
ሺݐݎሻ݀ݐ                                                                                                 ሺ2.70ሻ 
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es no‐negativa y no idénticamente igual a cero, en donde ܬೞషమ
మ
 es la función de Bessel de primera 

especie.  

En el caso de las FBR que sean de soporte compacto no existen funciones de este tipo que puedan 

ser estrictamente positivas definidas y radiales sobre  Թ௦ para toda [8] ݏ. 

De las funciones de base radial estrictamente positivas más usuales son las siguientes: 

 Gaussiana. Su ecuación es dado por: 

Φሺ࢞ሻ ൌ ݁ିሺఌሻ
మԡ࢞ԡమ,              ߝ  0                                                                                               ሺ2.71ሻ 

y debido a que su transformada de Fourier es también una Gaussiana: 

  Φሺષሻ ൌ
ଵ

൫√ଶఌ൯
ೞ ݁

ି
ԡષԡమ

రሺഄሻమ,              ߝ  0                                                                                        ሺ2.72ሻ  

se  tiene que Φሺષሻ es no negativa y por  lo  tanto  la  función Gaussiana es estrictamente 

positiva. Esta función también tiene la característica de ser infinitamente diferenciable.  

 Generalizada Inversa Multicuádrica. Su ecuación es dado por: 

Φሺ࢞ሻ ൌ ሺ1 െ ԡݔԡଶሻିఉ,              ߚ 
ݏ
2
                                                                                      ሺ2.73ሻ 

Es  estrictamente  positiva  definida  sobre  Թ௦  para  ݏ ൏  ,ߚ2 también  es  infinitamente 

diferenciable. Su transformada de Fourier es la siguiente: 

Φሺષሻ ൌ
ఉି௦ଶܭ

 ሺԡષԡሻԡષԡఉି
௦
ଶ    

2ஒିଵΓሺߚሻ
ߚ      , 

ݏ
2
                                                                             ሺ2.74ሻ 

en  donde ܭ௩  es  la modificada  función  de Bessel  de  segundo  especie  y  Γ  es  la  función 
gamma. 

 Funciones potencia truncadas. Ahora se presenta un ejemplo de una familia de funciones 

estrictamente  positivas  definidas  con  soporte  compacto.  Estas  tienen  la  siguiente 

ecuación: 

 ߮ሺݎሻ ൌ ሺ1 െ ሻାݎ                                                                                                                          ሺ2.75ሻ 

y será válido para ݈  ቔ௦
ଶ
ቕ  1.  

2.3.3  Funciones de soporte compacto 

Como se  indico anteriormente,  las  funciones de soporte compacto no pueden ser estrictamente 

positiva definidas para toda ݏ y estas pueden ser construidas para una dimensión fija en diferentes 
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formas.  Para  esto  existen  dos  operadores  que  permiten  la  construcción  de  funciones  positivas 

definidas a partir de otras [8] las cuales se definen a continuación. 

Sea una función ߮  tal que ݐ հ ሻݐሺ߮ݐ א  :ଵሾ0,∞ሻ. Entonces, se define el operador integral ࣣ viaܮ

ሺࣣ߮ሻሺݎሻ ൌ න ݐሻ݀ݐሺ߮ݐ
ஶ


ݎ     ,  0                                                                                                             ሺ2.76ሻ 

y el operador deferencial ࣞ para alguna ߮ א ԧଶሺԹሻ por medio de  

ሺࣞ߮ሻሺݎሻ ൌ െ
1
ݎ
߮ᇱሺݎሻ,       ݎ  0                                                                                                               ሺ2.77ሻ 

Los siguientes ejemplos muestran algunas familias de funciones de soporte compacto construidas 

a base de estos dos operadores: 

 Funciones de  soporte  compacto de Wendland.  Son  tal  vez  las más populares  y  fueron 

construidas por Holger Wendland. Estas funciones son construidas en base a las funciones 

potencia  truncadas  ߮ሺݎሻ ൌ ሺ1 െ ሻାݎ   (las  cuales  como  se  había  indicado,  son 

estrictamente  positivas  definidas  sobre  Թ௦  para  ݈  ቔ௦
ଶ
ቕ  1)  mediante  la  siguiente 

ecuación: 

߮௦, ൌ ࣣ߮
ቔ
௦
ଶቕାାଵ

                                                                                                                        ሺ2.78ሻ 

Otra manera de describirlas es de la siguiente manera: 

߮௦,ሺݎሻ ൌ ൜
,ሻݎ௦,ሺ ݎ א ሾ0,1ሿ
       0, ݎ  1   

                                                                                             ሺ2.79ሻ 

donde ௦,ሺݎሻ es un polinomio de grado ቔ
௦

ଶ
ቕ  3݇ + 1. Además ߮௦, א CଶሺԹሻ y el grado 

del polinomio es el mínimo dado para una dimensión y continuidad 2݇ [8]. En la tabla 1.1 
se muestran algunas funciones para ݏ ൌ 1,3 y 5. 

 Funciones de soporte compacto de Wu. Estas funciones fueron desarrolladas por 

Zongmin Wu y su construcción inicia mediante la siguiente función: 

ሻݎሺߛ ൌ ሺ1 െ ଶሻାݎ ,                  ݈ א Գ                                                                                            ሺ2.80ሻ 

la  cual  no  es  estrictamente  positiva  definida,  sin  embargo mediante  la  convolución  se 

puede construir una función que es estrictamente positiva definida y radial sobre Թ de la 
siguiente manera:  

ሻݎሺߛ ൌ ሺߛ כ  ሻݎሻሺ2ߛ
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Esta función es también un polinomio con un grado de 4݈  1 y ߛ א CଶሺԹሻ. Ahora, una 
familia de funciones estrictamente positivas definidas se construye mediante el operador 

ࣞ de la siguiente forma: 

,ߛ ൌ ࣞߛ                                                                                                                                     ሺ2.81ሻ 

Las funciones ߛ, son estrictamente positivas, radiales en Թ௦ para ݏ  2݇  1 y también 

son polinomios de grado 4݈ െ 2݇  1 sobre su soporte y pertenecen a Cଶሺିሻ.En la tabla 
1.2  se  presenta  algunas  funciones  para   ,,ଷߛ en  donde  se  puede  observar  que  en 
comparación de las funciones de Wendland sus polinomios son de  mayor grado para una 

continuidad dada.  

ݏ ൌ 1  ሺ1 െ ሻାݎ C 
  ሺ1 െ ሻାଷݎ ሺ3ݎ  1ሻ Cଶ 
  ሺ1 െ ሻାହݎ ሺ8ݎଶ  ݎ5  1ሻ Cସ 

ݏ ൌ 3  ሺ1 െ ሻାଶݎ C 
  ሺ1 െ ሻାସݎ ሺ4ݎ  1ሻ Cଶ 
  ሺ1 െ ሻାݎ ሺ35ݎଶ  ݎ18  1ሻ Cସ 

ݏ ൌ 5  ሺ1 െ ሻାଷݎ C 
  ሺ1 െ ሻାହݎ ሺ5ݎ  1ሻ Cଶ 
  ሺ1 െ ሻାݎ ሺ16ݎଶ  ݎ7  1ሻ Cସ 

 

Tabla 1.1. Funciones de Wendland validas de 1,3 y 5 dimensiones. 

 ݏ ݇  ,ଷߛ  

1  0  ሺ1 െ ሻାݎ ሺ5ݎ  ହݎ35  ସݎ101  ଷݎ147  ଶݎ101  ݎ35  5ሻ  C 

3  1  ሺ1 െ ሻାݎ ሺ5ݎହ  ସݎ30  ଷݎ72  ଶݎ82  ݎ36  6ሻ Cସ 
5  2  ሺ1 െ ሻାହݎ ሺ5ݎସ  ଷݎ25  ଶݎ48  ݎ40  8ሻ C 
7  3  ሺ1 െ ሻାସݎ ሺ5ݎଷ  ଶݎ20  ݎ29  16ሻ C 

 

Tabla 1.2. Funciones Wu validas de 1,3 ,5 y 7 dimensiones. 

Existen una diversidad de  funciones de base radial, sin embargo estas son  las más usuales  junto 

con las listadas a continuación: 

 ݈݈ܽ݁݊݅                                    ݎ
ܾܿ݅ݑܿ                                 ଷݎ

ଶݎ logሺݎሻ                      ݈ܲܽܿܽ ݈݀݁݃ܽ݀ܽ 

ඥݎଶ  ܿଶ                 ݑܿ݅ݐ݈ݑܯá݀ܽܿ݅ݎ ۙ
ۘ

ۗ
 

Estas  funciones  tienen  la  característica principal de que  crecen  indefinidamente pero  en  [9]  se 

presenta  la  formación  de  una  función  que  decae  cúbicamente  cuando    ݔ ՜ ∞ିା   a  partir  de  la 

función Multicuádrica en una dimensión, la cual está dada por la siguiente ecuación: 
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߰ሺݔሻ ൌ
1
2
߮ሺݔ െ 1ሻ െ ߮ሺݔሻ 

1
2
߮ሺݔ  1ሻ,     ߮ሺݔሻ ൌ ඥݔଶ  ܿଶ                                                    ሺ2.82ሻ 

A la ecuación (2.82) se le llama el Quasi‐Intepolador formado por la segunda razón de diferencias 

de  la  función Multicuádrica  (QIM)  y  su  transformada  de  Fourier  generalizada  está  dada  por  la 

siguiente ecuación: 

߰ሺΩሻ ൌ ሺcosΩ െ 1ሻ െ ൬
2ܿ
Ω
൰ܭଵሺܿ|Ω|ሻ൨                                                                                                ሺ2.83ሻ 

donde ܭଵ es la función modificada de Bessel de primera especie. Esta transformada presenta una 

discontinuidad en el origen, sin embargo su valor en el origen tiende a 1, por lo tanto se considera 

a la siguiente expresión limΩ՜ ߰ሺΩሻ como el valor existente para cualquier aplicación. 

Una propiedad  importante del QIM  es que puede  reproducir  funciones  lineales de  la  siguiente 

forma [9]: 

ሺܽ  ܾ݇ሻ߰ሺݔ െ ݇ሻ ൌ
אԺ

ܽ  ,ݔ           ,ݔܾ ܽ, ܾ א Թ                                                                               ሺ2.84ሻ 

2.3.4 Las FBR como kernels de convolución 

Podemos  observar  las  similitudes  que  existen  entre  la  interpolación  con  FBR  y  con  kernels  de 

convolución con las siguientes ecuaciones: 

   ܴܤܨ ݏ݈݁݊ݎ݁ܭ ݀݁ ó݊݅ܿݑ݈ݒ݊ܿ  

ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺԡ࢞ െ  ԡሻ࢞
 ܿ
ࢆୀ

߮ሺ࢞ െ  ሻ ࢞ א Թ௦ 

 

Si  consideramos  que  existen ܰ muestras  en  1D,  en  una  distribución  regular  en  ݔ ൌ 1,2, … , ܰ, 
entonces para los  dos casos se tiene: 

   ܴܤܨ ݏ݈݁݊ݎ݁ܭ ݀݁ ó݊݅ܿݑ݈ݒ݊ܿ  

ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺ|ݔ െ ݇|ሻ  ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺݔ െ ݇ሻ 
ݔ א Թ 

 

Pero debido a que  la FBR es también una función par en 1D, entonces finalmente  las ecuaciones 

quedan de la siguiente manera: 

   ܴܤܨ ݏ݈݁݊ݎ݁ܭ ݀݁ ó݊݅ܿݑ݈ݒ݊ܿ  

ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺݔ െ ݇ሻ  ܿ

ே

ୀଵ

߮ሺݔ െ ݇ሻ 
ݔ א Թ 
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Se  puede  observar  que  se  tiene  la  misma  estructura;  por  lo  tanto,  se  puede  hacer  una 

comparación directa. Sin embargo, para dimensiones mayores que 1, la mayoría de los kernels de 

convolución  se  utilizan  en  un  esquema  de  productos  de  tensores  por  razones  de  eficiencia 

computacional, mientras que en el caso de  las  funciones de base radial,  la mayoría no se puede 

expresar de esta forma  excepto con la función Gaussiana; por lo tanto, se tomara las funciones de 

base radial en 1 dimensión y para dimensiones mayores que 1, se va a expresar en producto de 

tensores, todo esto para propósitos de comparación.  

Ahora  desde  el  punto  de  vista  de  sistemas  lineales,  debido  a  que  (2.7)  es  una  convolución  en 

donde se considera que ߮ሺݔሻ es un sistema lineal, entonces para que  exista estabilidad o la salida 

sea delimitada, se requiere que: 

න |߮ሺݔሻ|݀ݔ
ஶ

ିஶ
൏ ∞                                                                                                                                      ሺ2.85ሻ 

Entonces cualquier función de base radial que cumpla la anterior propiedad, se podrá utilizar bajo 

un  esquema  de  interpolación  basada  en  convolución.  Finalmente,  se  puede  observar  que  las 

funciones de soporte compacto son adecuadas para este propósito al  igual que  la Gaussiana, el 

QIM y la Inversa Multicuádrica debido a su decaimiento. 
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3. Implementación  

En  este  capítulo  se  muestran  algunas  técnicas  para  implementar  la    interpolación  mediante 

kernels  de  convolución  en  1D  y  2D  y  con  la  función  Sinc  Discreto.  Se mostrará  como  realizar 

algunas  aplicaciones  tales  como  Zooms,  desplazamientos  fraccionarios,  rotación  de  imágenes  y 

también el cálculo del kernel de convolución. Estos métodos serán los utilizados para implementar 

las FBR como filtros interpoladores, para lo cual, se hace énfasis en la interpolación con B‐splines 

debido a que ésas son las bases para el caso de FBR.  Finalmente, y dado que será la aplicación en 

donde usaremos las FBR,  se mostrará la implementación del proceso de retro‐proyección filtrada 

para tomografía computarizada de rayos paralelos. 

3.1 Interpolación con  la función Sinc Discreto 

Como  se  había  indicado  en  el marco  teórico,  el  proceso  de  interpolación  con  la  función  Sinc 

Discreto  es  básicamente  obtener  una  función  continua  ݃ሺݔሻ  por medio  de  la  convolución  de 

,ሺܰܦܿ݊݅ܵ  ሻ conݔ la secuencia ݂ሺ݊ሻ, y que básicamente está dada por  la ecuación (2.63). Cuando 

queremos obtener muestras en ݔ ൌ ݊ ⁄ܮ ݊  ݊ܿ  א Ժ, a partir de  la ecuación  (2.63), es  lo mismo 

que  escalar por L  a  la  ecuación  y hacerle un muestreo en ݊ א Ժ. Pero  tal  como  sucede en  los 

kernels  de  convolución,  este  proceso  de  escalamiento  y muestreo  es  lo mismo  que  hacer  un 

Upsampling de ܮ a ݂ሺ݊ሻ y después filtrar con ܵ݅݊ܿܦሺܰ,     .ሻܮ/݊

3.1.1 Interpolación mediante inserción de ceros 

Al observar que el proceso de filtrado con ܪሺ݇ሻ dado en las ecuaciones (2.59) y (2.60) es similar a 

que hagamos un rellenado de   ܰሺܮ െ 1ሻ   ceros en el espectro discreto ܺሺ݇ሻ en   
ேିଵ

ଶ
 1  ݇ ൏

ܰܮ െ 1 െ
ேିଵ

ଶ
  vemos que es una manera más simple de obtener nuevas muestras. Sin embargo, 

en ܰ se tiene el problema de que ܪሺ݇ሻ sea complejo, pero en ese caso, se pueden seguir los pasos 

recomendados en [6] para evitar este problema. 

Al realizar  la  interpolación con  la función Sinc Discreto con un número reducido de muestras, se  

puede producir una predicción no satisfactoria de las nuevas muestras en la señal discreta ݂ሺ݊ሻ en 
el momento de la interpolación; para apreciar esto, considere la siguiente secuencia discreta: 

 

Figura 3.1. Secuencia con tendencia lineal. 
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al  realizar  una  interpolación  a  esta  secuencia  lineal,  se  podría  esperar  que  mantuviera  esa 

tendencia pero,  si por ejemplo,  aumentamos por un múltiplo de 10 el número de muestras  se 

obtiene la secuencia de la figura 3.2. Observamos que las nuevas muestras no siguen la tendencia 

lineal esperada. Esto es debido a la discontinuidad presente en la muestra ݊ ൌ 10 y a la longitud 
de  la secuencia, ya que en el momento de aplicar el kernel de  interpolación, y por efecto de  la 

correspondiente convolución circular, éste no contribuye de manera adecuada en la generación de 

las nuevas muestras.  

 

Figura 3.2. Interpolación de una secuencia Lineal de 11 muestras. 

Por  otro  lado,  una  interpolación más  adecuada  también  depende  de  la    forma  del  filtro.  Así, 

tenemos que para otros kernels, entre mejores propiedades de aproximación se desee, la calidad 

del kernel escogido se aproximará más a la que ofrece la función Sinc,  implicando el aumento del 

soporte  y también un decaimiento más lento produciéndose así,  que se tomen más muestras en 

cuenta  para  generar  la  nuevas.  Por  lo  tanto,  si  entre  los  extremos  de  una  secuencia  existen 

discontinuidades  que  no  van  de  acuerdo  a  su  forma  real  y  es  también    de  corta  longitud,  se 

generarán valores no adecuados durante la interpolación.  Este efecto se reduce si aumentamos el 

número de muestras  tal como se  ilustra en  la  figura 3.3, en donde se  tienen 101 muestras y se 

aumenta al doble. Esto es porque el kernel del filtro  interpolador toma en cuenta más muestras  

de la verdadera forma de la señal. 

 

Figura 3.3. Interpolación con  ܮ ൌ 10 de  una secuencia lineal de 101 muestras. 
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Sin  embargo  observamos  todavía  una  interpolación  no  adecuada  y más  en  las  fronteras  de  la 

señal. En el caso de N par, se puede optar por la tercera modificación espectral, ya que su kernel 

es  el  que  tiene  un  decaimiento más  rápido  [12]  resultando  a  su  vez,  una mejor  interpolación 

debido a que se minimizan los efectos de frontera.  

Una solución al problema   anterior, es extendiendo  la secuencia original   con una parte  invertida 

de  la misma de tal manera que resemble una forma continua. En el caso de nuestro ejemplo, se 

tendría la secuencia extendida de la forma ሼݔሺ݊ሻ  ݔሺെ݊ሻሽ ilustrado en la siguiente figura:  

 

Figura 3.4. Extensión simétrica  de una secuencia Lineal de 11 muestras. 

El cual al aumentar 10 veces el número de muestras se obtiene lo siguiente: 

 

Figura 3.5. Interpolación de la extensión simétrica  de una secuencia Lineal de 11 muestras. 

que es una mejor interpolación que la mostrada en la figura 3.2. 

Por  lo tanto, se considerá este método en el proceso de  interpolación para disminuir  los efectos 

de  frontera.  Sin  embargo  aunque  se  pueden  minimizar  efectos  de  frontera  debido  a  las 

discontinuidades en el momento de realizar la interpolación, sí existiesen discontinuidades dentro 

de la secuencia, aparecerán oscilaciones  tal como se muestran en la figura 3.6. Esto es entendible 

ya que se deben  fundamentalmente a la naturaleza oscilatoria de la función Sinc discreto. 
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Figura 3.6. Interpolación de una secuencia con discontinuidades. 

En el caso de que se desee un numero de muestras arbitrario, es decir si se tiene un conjunto de ܰ 
muestras  y  se  quiere  tener   ܰ   ۂߪܰہ donde   ߪ es  un  numero  positivo,  en  el  espectro  de  la 

secuencia solo hay que agregar ۂߪܰہ ceros entre ݇ ൌ
ேିଵ

ଶ
 y  ݇ ൌ

ேିଵ

ଶ
 1 para ܰ impar [6]. 

De  forma similar, para el caso de dos dimensiones,   al  realizar un Upsampling se dará   origen a 

nuevas replicas debido al escalamiento. Para ilustrar el caso, se presenta  la siguiente imagen con 

su respectivo espectro: 

 

 

Figura 3.7. a) Imagen de escala a grises  b) Magnitud de su respectivo espectro. 

el cual,  después de aplicarle un Upsampling de 2 se obtiene el espectro ilustrado en la figura 3.8.  

En  donde  se  puede  observar  que  existen  replicas  y  que  deberán  ser  eliminadas  con  un  filtro 

pasabajos (que es lo mismo que hacer una inserción de ceros al espectro original en las posiciones 

de las replicas). De igual manera, si se desea una zoom arbitrario en una imagen de tamaño ݉݊ݔ a 
ሺ݉  ,݉ߪ ݊   ሻ ݊ߪ   donde   ߪ es  un  número  positivo  entonces  se  insertan     ݉ߪ   ceros  en    las 

columnas y  ݊ߪ  ceros en  las filas tal como el caso en 1D.  
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Figura 3.8. Espectro de la figura 3.7.a después de un Upsampling de 2. 

3.2 Interpolación con Bsplines y FBR en modo convolución  

3.2.1  Obtención  de  los  coeficientes   ࢉ de  Bsplines  mediante  filtrado 
digital 

El  acercamiento  vía  filtrado  digital  para  resolver  un  problema  de  interpolación  con  B‐splines 

mediante la ecuación (2.7) fue propuesto por Unser en los trabajos [16] y [17]. Anteriormente se 

había indicado que el problema era encontrar los coeficientes ܿሺ݇ሻ a partir de las muestras ݂ሺ݊ሻ, 
de tal manera que se cumpliera la siguiente ecuación: 

݂ሺ݊ሻ ൌ  ܿሺ݇ሻβሺ݊ െ ݇ሻ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                                     ሺ3.1ሻ 

la cual es  una convolución discreta; y cuya  transformada ܼ  es: 

ሻݖሺܨ ൌ  ሻ                                                                                                                                        ሺ3.2ሻݖሻBሺݖሺܥ

en donde ܨሺݖሻ, ܥሺݖሻ y Bሺݖሻ  son las transformadas Z de  ݂ሺ݊ሻ, ܿሺ݇ሻ y βሺ݊ሻ respectivamente.  

Entonces  ܥሺݖሻ se puede calcular de la siguiente manera: 

ሻݖሺܥ ൌ
ሻݖሺܨ

Bሺݖሻ
ൌ  ሻ൯  ିଵ                                                                                                           ሺ3.3ሻݖሻ൫Bሺݖሺܨ

lo cual indica que el problema estará resuelto al filtrar ܨሺݖሻ con ൫Bሺݖሻ൯  ିଵ.  

Como β es una función par para cualquier ݉ א Գ,  tenemos que ൫Bሺݖሻ൯  ିଵ ൌ   ൫Bሺିݖଵሻ൯  ିଵ 
y por ende los polos  del filtro son pares recíprocos por lo que el filtro puede factorizarse como: 
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൫Bሺݖሻ൯  ିଵ ൌ ߛ ෑ ;ݖሺܪ ሻݖ

ۂ/ଶہ

ୀଵ

                                                                                                                   ሺ3.4ሻ 

donde ߛ ൌ 1/βሺۂ2/݉ہሻ  y el término: 

;ݖሺܪ ሻݖ ൌ
െݖ

ሺ1 െ ଵሻሺ1ିݖݖ െ ሻݖݖ
                                                                                                               ሺ3.5ሻ 

es el factor correspondiente al  par de polos ሼݖ, |ݖ| ିଵሽ, conݖ ൏ 1 . 

Se puede observar que ܪሺݖ;  ሻ puede descomponerse en dos etapas de filtrado si las denotamosݖ

como: 

;ݖାሺܪ ሻݖ ൌ
1

ሺ1 െ ଵሻିݖݖ
;ݖሺିܪ       , ሻݖ ൌ

െݖ
ሺ1 െ ሻݖݖ

    .                                                                       ሺ3.6ሻ 

Los dos filtros ܪାሺݖ; ;ݖሺିܪ ሻ yݖ  :ሻ  se pueden implementar en forma de los filtros recursivosݖ

ܿାሺ݊ሻ െ ଵܿାሺ݊ݖ െ 1ሻ ൌ  ሺ݊ሻ                                                                                                                      ሺ3.7ሻݏ

ܿିሺ݊ሻ െ ଵܿିሺ݊ݖ  1ሻ ൌ െݖଵܿାሺ݊ሻ                                                                                                           ሺ3.8ሻ 

En  general,  el  cálculo  de    ܿሺ݊ሻ  implica  diferentes  etapas  de  filtrado  de ܪሺݖ;  ,ሻݖ en  donde  el 
número de etapas dependerá del soporte del B‐spline.  

En  general,  el  cálculo  de    ܿሺ݊ሻ  implica  diferentes  etapas  de  filtrado  de ܪሺݖ;  ,ሻݖ en  donde  el 
número de etapas dependerá del soporte del B‐spline que se utilice.  

Ahora consideramos el caso de número de muestras finito, en donde tenemos una secuencia  de 

ܰ muestras: ݂ሺ݊ሻ ൌ ሼ݂ሺ0ሻ, … , ݂ሺܰ െ 1ሻሽ. Se puede considerar que la señal solo existe durante un 
intervalo finito, sin embargo,  con el fin de eliminar efectos de frontera se realiza una extensión de 

tal modo que la función quede par. Para esto consideramos que el conjunto de muestras   ݂ para  

݇ ൌ 0,1,2, … , ܰ െ 1 , se le aplica una extensión con su imagen reflejada y que además cumpla la 

siguiente relación: 

݂ ൌ ݂   ܽݎܽ   ሺ݇  ݈ሻ݉݀ሺ2ܰ െ 2ሻ ൌ 0                                                                                               ሺ3.9ሻ 

con lo que  ݂ y su extencion se hacen periódicas con periodo 2ܰ െ 2. La ecuación (3.9) indica que 
el periodo debe estar  formado  con muestras en ݇ ൌ ሼ0,1,2, … , ܰ െ 2,ܰ െ 1,ܰ െ 2,… ,2,1 ሽ de 

݂. De  esta  forma  podemos  establecer  valores  iníciales  para  ܿାሺ0ሻ  y  ܿିሺܰ െ 1ሻ  utilizando  las 
respuestas al impulso de ܪାሺݖ; ;ݖሺܪ ሻ yݖ  ሻ respectivamente. Al hacerlo así,  se puede demostrarݖ

[3]  que se obtienen los siguientes valores: 

ܿାሺ0ሻ ൌ
1

1 െ ଶேିଶݖ
 ݏݖ

ଶேିଷ

ୀ

                                                                                                             ሺ3.10ሻ 
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ܿିሺܰ െ 1ሻ ൌ
െݖ

1 െ ଶݖ
ሺ ܿାሺܰ െ 1ሻ  ܿାሺܰݖ െ 2ሻ ሻ                                                                           ሺ3.11ሻ 

No es necesario calcular los valores de ܿିሺܰሻ, … , ܿିሺ2ܰ െ 3ሻ debido a que la respuesta al impulso 

de ܪሺݖ;  ሻ así comoݖ ݂ son simetricos resultando que ܿିሺ݊ሻ tambien sea simétrico. 

Para el  caso de 2D,  se desea acoplar el  siguiente modelo  continuo  formado por B‐splines a un 

conjunto de muestras ݂ሺ݊,݉ሻ, ,݉   ݊ܿ ݊ א Ժ : 

݃ሺݔ, ሻݕ ൌ   ܿሺ݇, ݈ሻβሺݔ െ ݇ሻβሺݕ െ ݈ሻ
ஶ

ୀିஶ

ஶ

ୀିஶ

                                                                              ሺ3.12ሻ 

Para esto necesitamos encontrar los coeficientes   ܿሺ݇, ݈ሻ de tal manera que cumplan la siguiente 

condición: 

݂ሺ݉, ݊ሻ ൌ ݃ሺ݉, ݊ሻ ൌ   ܿሺ݇, ݈ሻβሺ݉ െ ݇ሻβሺ݊ െ ݈ሻ
ஶ

ୀିஶ

ஶ

ୀିஶ

                                                      ሺ3.13ሻ 

Por  ejemplo  en  el  caso  del  B‐spline  cubico,  tomando  en  cuenta  que  su  soporte  es  de  4, 

básicamente para recuperar algún valor ݂ሺ݉, ݊ሻ tenemos que realizar los siguientes pasos: 

݂ሺ݉, ݊ሻ ൌ   ܿሺ݇, ݈ሻβଷሺ݉ െ ݇ሻβଷሺ݊ െ ݈ሻ
ஶ

ୀିஶ

ஶ

ୀିஶ

 

ൌ  ሺ݉, ݊  1ሻβଷሺെ1ሻ
ஶ

ୀିஶ

  ሺ݉, ݊ሻβଷሺ0ሻ  

ஶ

ୀିஶ

 ሺ݉, ݊ െ 1ሻβଷሺ1ሻ
ஶ

ୀିஶ

            ሺ3.14ሻ 

de donde podemos observar que: 

ሺ݉, ݈ሻ ൌ  ܿሺ݇, ݈ሻβଷሺ݉ െ ݇ሻ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                   ሺ3.15ሻ 

La ecuación anterior es una convolución discreta entre  los valores que hay en una cierta  fila en 

݈ ൌ ݈ de     ܿሺ݇, ݈ሻ con   βଷሺ݇ሻ,  la cual es después evaluada en ݉. Además  los valores de  ݈   que 
participan  en  la  ecuación  (3.13)  son  los  valores  ݈ más  cercanos  a    ݊  que  produzcan  un  valor 
diferente de cero en  βଷሺ݊ െ ݈ሻ. Así que, para recuperar ݂ሺ݉, ݊ሻ primero tenemos que ejecutar 

una convolución tal como indica la ecuación (3.15) en las filas de ܿሺ݇, ݈ሻ más cercanas a ݈ ൌ ݊.  

Una vez evaluada estas convoluciones en  ݉, observamos que ሺ݉, ݈ሻ ahora está en función de 
݈, entonces haciendo un cambio de variables en la ecuación (3.14) se obtiene:  

݂ሺ݉, ݊ሻ ൌ  ሺ݉, ݇ሻβଷሺ݊ െ ݇ሻ

బାଵ

ୀబିଵ

                                                                                             ሺ3.16ሻ 
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que es  una convolución de ሺ݉, ݊ሻ con βଷሺ݊ሻ y evaluada en ݊. 

En resumen, el proceso de recuperar cualquier muestra ݂ሺ݉, ݊ሻ es primero hacer un filtrado en 

todas  las  filas  de  ܿሺ݇, ݈ሻ  y  después  en  todas  las  columnas  con  βଷሺ݊ሻ.  Esto  también  se  puede 

realizar en forma inversa. Este proceso se ilustra en la siguiente figura: 

 

Figura 3.9. Recuperación de ݂ሺ݉, ݊ሻ via filtrado de las Columnas y filas de ܿሺ݇, ݈ሻ con  βଷሺ݊ሻ. 

Por lo tanto si queremos obtener  ܿሺ݇, ݈ሻ simplemente primero tenemos que hacer un filtrado con 

el filtro inverso de βଷሺ݊ሻ a las columnas de ݂ሺ݉, ݊ሻ y después a sus filas.  

 

ܿሺ݉, ݊ሻ
ܿሺ݇, ݈ሻ

ܿሺ݇, ݊ሻ 

ܿሺ݇, ݊  1ሻ 

ܿሺ݇, ݊ െ 1ሻ 

ሺ݉, ݊ሻ 

ሺ݉, ݊  1ሻ 

ሺ݉, ݊ െ 1ሻ 

ሺ݉, ݈ሻ ൌ ܿሺ݇, ݈ሻ כ βଷሺ݇ሻ 

݂ሺ݉, ݊ሻ

݂ሺ݉, ݊ሻ ൌ ݄ሺ݉, ݊ሻ כ βଷሺ݊ሻ 
݂ሺ݉, ݊ሻ 

ܿሺ݇, ݊ሻ  ଷሺ݇ሻߚ

כ

݄ሺ݉, ݊ሻ  ଷሺ݊ሻߚ

כ

݇ ݇ 

݊ ݊ 
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3.2.2 Obtención de los coeficientes ࢉ  de FBR  mediante  filtrado digital 

Como se había  indicado anteriormente, el objetivo es usar algunas  funciones de base radial RBF 

como  filtros para datos  igualmente espaciados, para esto se considera que  tenemos un número 

infinito de muestras, en el caso de 2D se utilizara un esquema de producto de tensores tal como B‐

splines. Por lo tanto la forma de obtener los coeficientes ܿ  será de la misma forma que en caso 

de  los  B‐splines.    Como  se  indico  en  el marco  teórico,  las  FBR  que  se  pueden  utilizar  son  las 

Gaussianas, QIM y  las FBR de soporte compacto de Wendland o Wu. Sin embargo estas últimas 

difieren en su  formación al de  los B‐splines   ya que se utilizan el operador  integral   ࣣ  ‐ecuación  
(2.76)‐ y el  operador deferencial ࣞ‐ ecuación (2.77)‐. 

Esto se aprecia cuando se obtiene el filtro inverso, ya que puede resultar con términos complejos, 

a diferencia de los B‐splines en donde sus polos son reales, por ejemplo, para el caso de la función 

de Wendland ߮ଷ,ଵ, para un soporte de 8, se obtiene el siguiente filtro: 

ሻݖሺܪ ൌ   ሻݖଷሺܪሻݖଶሺܪሻݖଵሺܪ

con :  

ሻݖଵሺܪ ൌ
.ଵଶ଼ଽ

ሺଵା.ଵଶ଼ଽ௭షభሻሺଵା.ଵଶ଼ଽ௭ሻ
  , ሻݖଶሺܪ ൌ

௭

ሺ௭మାଷ.ଷଶଶଵ௭ାସ.ଶଵଷସሻ
ሻݖଷሺܪ ݕ    ൌ

௭షభ

ሺଵା.଼଼ହ௭షభା.ଶଷଷ௭షమሻ
 

Para ܪଵሺݖሻ, el filtrado se realiza de la misma forma que ܪሺݖ;  ሻ, debido a que debeݖଶሺܪ  ሻ. Paraݖ
ser estable; esta expresado como un sistema anticausal. Con  ܪଷሺݖሻ se tiene un sistema causal; sin 

embargo,  cuando  el  soporte  es  demasiado  grande,  el  tiempo  de  cómputo  será  excesivo.  Para 

evitar este problema, otra alternativa es hacer un muestreo del espectro ܪሺ߱ሻ  del filtro inverso y 
multiplicar las muestras resultantes con el espectro discreto de la secuencia de entrada.  

3.2.3 Métodos para la obtención eficiente de nuevas muestras 

3.2.3.1 Descomposición polifásica 

Se puede deducir de las figuras 2.16 y 2.21 que durante la convolución entre  ܿሺ݇ሻ՛  y  ߮൫݊ ൗܮ ൯ se 

producirán  multiplicaciones  entre  muestras  de  ߮  y  ceros  de  ܿሺ݇ሻ՛  por  lo  tanto  existen 
multiplicaciones  que  no  contribuyen  en  la  formación  de  alguna  nueva muestra. Una  forma  de 

evitar estas multiplicaciones es por medio  de una ܮ descomposición polifásica del filtro ߮൫݊ ൗܮ ൯ y 

el  uso  de  una  propiedad  llamada  segunda  identidad  noble  [25].  Esta  propiedad  permite 

intercambiar  las posiciones del filtro interpolador y el Upsampler si descomponemos a ܪሺݖሻde la 
siguiente manera:  

ሻݖሺܪ ൌ ିݖ ܲሺݖሻ
ିଵ

ୀ

                                                                                                                                ሺ3.17ሻ 

Donde: 
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ܲሺݖሻ ൌ  ݄ሺ݊ܮ  ݅ሻିݖ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                                     ሺ3.18ሻ 

La  ecuación  (3.17)  es  llamado  la   descomposición‐ܮ polifásica  y  ܲሺݖሻson  los  componentes 

polifásicos de ܪሺݖሻ.  

Cada subsecuencia 

ሺ݊ሻ ൌ ݄ሺ݊ܮ  ݅ሻ,   ݅ ൌ 0,1, … ܯ, െ 1                                                                                                  ሺ3.19ሻ 

es obtenida por medio de   un Downsampling a una versión retrasada de  la respuesta al  impulso 

݄ሺ݊ሻ original. Entonces, al desarrollar un filtro con estructura en ܮ‐descomposición polifásica, por 

ejemplo  con ܮ ൌ 3, usamos  la ecuación  (3.18) para expresar  la  transformada ܼ de  la  salida del 
filtro como: 

  ܻሺݖሻ ൌ  ሻݖሻܺሺݖሺܪ

ൌ ܲሺݖଷሻܺሺݖሻ  ଵିݖ ଵܲሺݖଷሻܺሺݖሻ  ଶିݖ ଶܲሺݖଷሻܺሺݖሻ                                                                           ሺ3.20ሻ 

ൌ ܲሺݖଷሻܺሺݖሻ   ଵሾିݖ ଵܲሺݖଷሻܺሺݖሻ  ଶିݖ ଶܲሺݖଷሻܺሺݖሻ ሿ                                                                      ሺ3.21ሻ 

Ahora bien, la ecuación (3.20) nos lleva a la estructura polifásica de la figura 3.10.a, mientras que 

la  ecuación  (3.21)  lleva  a  la  estructura  polifásica  de  la  figura  3.10.b  la  cual  es  conocida  como 

estructura polifásica  transpuesta debido a que es similar a la realización en forma transpuesta de 

un filtro FIR. 

 

                                        a)                                                                                      b) 

Figura 3.10. Estructura polifásica para ܮ ൌ 3.Estructura polifásica transpuesta para ܮ ൌ 3. 

Por otro  lado,    la segunda  identidad noble nos  indica que  los dos sistemas  ilustrados en  la figura 

3.11 son equivalentes. Por lo tanto,  al colocar el Upsampler  a ܮ junto con una ܮ descomposición  

polifásica del filtro  ܪሺݖሻ obtenemos la estructura ilustrada en la figura 3.12 para el caso de ܮ ൌ 3. 
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Figura 3.11. Dos sistemas equivalentes  (segunda identidad noble). 

 

  

Figura 3.12. Sistema de interpolación usando una estructura polifásica  
y la segunda identidad noble. 

El  punto  importante  con  la  estructura  anterior  es  que  se  asegura  que  no  se  producen 

multiplicaciones con ceros en el momento de producir una nueva muestra. 

En el caso que  se desee obtener un Zoom  fraccionario, por ejemplo, 1.1 veces el  tamaño de  la 

señal  o  imagen,  lo  podríamos  ahora    pensar  como  un  sistema Multirate  aplicando  primero  un 

interpolador  a   ܮ (formado  por  un  Up‐sampler  a   ܮ y  un  filtro  interpolador)  y  luego  aplicar  un 
Decimador a ܯ (formado por filtro antialiasing seguido por un Down‐sampler a ܯ), es decir que se 

puede obtener un Zoom de ܯ/ܮ; y por tanto, para el caso de un Zoom de  1.1, se requeriría hacer 
una interpolación a ܮ ൌ 11 seguido de una decimacion a ܯ ൌ 10. Debe notarse sin embargo, que 

si aplicamos el método anterior a una  imagen, el primer paso de elevar a ܮ ൌ 11   sería excesivo 
además de introducir más error debido al aliasing en la etapa de Decimación. 

3.2.3.2 Estructura Farrow para interpoladores basados en polinomios 

Una  posibilidad para obtener un Zoom arbitrario  es utilizar una  estructura Farrow  para el filtro 

interpolador.  Para  esto  supongamos  que  queremos  saber  el  valor  para  una  cierta  posición   ,ݔ
entonces   obtenemos un entero ݊  tal que ݊ ൌ  ۂݔہ  y un  intervalo  fraccionario ߤ ൌ ݔ െ ݊ de  tal 
manera que  ݔ ൌ ݊  en donde  0 ߤ  ߤ ൏ 1. 

՛ 3

՛ 3

՛ 3

 ሺ݊ሻݔ ሺ݊ሻݕ

ଵିݖ

ܲሺݖሻ

ଵܲሺݖሻ

ଶܲሺݖሻ

ଵିݖ

ሻݖሺܪ ՛ ܮ

 ሺ݊ሻݔሺ݊ሻݕ

՛ ܮ ሻݖሺܪ

 ሺ݊ሻݔሺ݊ሻݕ



57 

 

Para el caso ݔ ൌ ݊    ,en la formula de interpolación y poniendo  el ejemplo de un B‐spline en 1D ߤ

se obtiene: 

ሺ݊ݕ  ሻߤ ൌ  ܿሺ݊ െ ݇ሻβሺߤ  ݇ሻ

ିቒఓି
ାଵ
ଶ ቓି

ୀିቒఓି
ାଵ
ଶ ቓ

                                                                                      ሺ3.22ሻ 

y en el  caso del B‐spline cubico se tiene: 

ሺ݊ሻݕ ൌ ሺ݊ݕ  ሻߤ ൌ  ܿሺ݊  ݇ሻβଷሺߤ  ݇ሻ
ଶ

ୀିଵ

                                                                                      ሺ3.23ሻ 

La cual se puede evaluar usando la expresión explicita del B‐spline cúbico: 

βଷሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
2
3
െ ଶ|ݔ|  

ଷ|ݔ|

2
   0  ݔ ൏ 1

ሺ2 െ ሻଷ|ݔ|

6
             1  ݔ ൏ 2

0                              2        |ݔ|

                                                                                                ሺ3.24ሻ 

dándonos la expresión: 

ሺ݊ሻݕ ൌ ଷߤ ቆെ
1
6
ܿሺ݊ െ 1ሻ 

1
2
ܿሺ݊ሻ െ

1
2
ܿሺ݊  $1ሻ 

1
6
ܿሺ݊  2ሻቇ   

ଶߤ ቆ
1
2
ܿሺ݊ െ 1ሻ െ ܿሺ݊ሻ 

1
2
ܿሺ݊  1ሻቇ  ቆ

1
6
ܿሺ݊ െ 1ሻ 

2
3
ܿሺ݊ሻ 

1
6
ܿሺ݊  1ሻቇ  

ߤ ቆെ
1
2
ܿሺ݊ െ 1ሻ 

1
2
ܿሺ݊  1ሻቇ                                                                                                               ሺ3.25ሻ 

De la ecuación anterior se puede derivar una estructura Farrow de la siguiente forma: 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.13. Estructura Farrow para el B‐spline cubico. 

 ሻݖଷሺܪ ሻݖଶሺܪ ሻݖଵሺܪ  ሻݖሺܪ

 ߤ
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En donde: 

ሻݖሺܪ ൌ
1
6
ଵିݖ 

2
3

1
6
ሻݖଵሺܪ    ,ݖ ൌ െ

1
2
ଵିݖ 

1
2
ሻݖଶሺܪ    ,ݖ ൌ

1
2
ଵିݖ െ 1 

1
2
 ݖ

ሻݖଷሺܪ ൌ െ
1
6
ଵିݖ 

1
2
െ
1
2
ݖ 

1
6
 ଶݖ

Esta estructura tiene la siguiente representación matricial: 

ሺ݊ݕ  ሻߤ ൌ
1
6
ሾ1 ߤ ଶߤ ଷሿߤ ൦

െ1 3 3 1
3 െ6 3 0
െ3 0 3 0
1 4 1 0

൪ ൦

ܿିଵ
ܿ
ܿାଵ
ܿାଶ

൪                                                               ሺ3.26ሻ 

Entonces, al aplicar los filtros  anteriores con la estructura descrita en la figura 3.13 se obtienen un 

valor de ݃ሺݔሻ en ݔ ൌ ݊  ,ߤ ݊ א Ժ, 0  ߤ ൏ 1.   

3.2.4 Desplazamientos fraccionarios 

Para  lograr  un  desplazamiento  fraccionario  por  Δx  simplemente  hay  que  desplazar  el modelo 

continuo de la siguiente manera: 

݂ሺݔ െ Δxሻ ൌ  ܿሺ݇ሻ߮ሺݔ െ Δx െ ݇ሻ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                ሺ3.27ሻ  

y después muestrear a esta ecuación en pasos enteros, el cual resulta en la siguiente ecuación: 

݂୶ሺ݊ሻ ൌ  ܿሺ݇ሻ߮ሺ݊ െ Δx െ ݇ሻ
ஶ

ୀିஶ

                                                                                                       ሺ3.28ሻ 

Que es básicamente una convolución discreta entre ܿሺ݊ሻ y ߮ሺ݊ െ Δxሻ. Entonces primero debemos 

muestrear  en  pasos  enteros  a  una  versión  desplazada  por  Δx  de  ߮ሺݔሻ  y  después  hacer  una 
convolución discreta con ܿሺ݊ሻ. Sin embargo también se puede obtener una versión desplazada por 

Δx mediante la estructura Farrow simplemente al sustituir ߤ por Δx    y muestrear en ݊  Δx con 
݊ א Ժ. 

3.3 Rotación de imágenes por medio de traslaciones 

La rotación de una  imagen por un ángulo es una transformación geométrica de sus coordenadas 

que puede ser descrita como una multiplicación del vector de coordenadas ሺݔ,  ሻ por una matrizݕ

de rotación ࣂࢀࡻࡾ  y por tanto queda  de la siguiente manera: 


Ԣݔ
Ԣ൨ݕ ൌ ࣂࢀࡻࡾ ቂ

ݔ
ቃݕ ൌ 

cos ሺߠሻ െsin ሺߠሻ
sin ሺߠሻ cos ሺߠሻ ൨ ቂ

ݔ
ቃ                                                                                       ሺ3.29ሻݕ                                   
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La matriz ࣂࢀࡻࡾ se puede descomponer en un producto de tres matrices y en donde cada matriz 

solo modifica una coordenada a la vez. Esta descomposición está dada de la siguiente forma: 

ࣂࢀࡻࡾ ൌ 
cos ሺߠሻ െsin ሺߠሻ
sin ሺߠሻ cos ሺߠሻ

൨ ൌ ቈ1 െtan ൫ߠ 2ൗ ൯
0 1

 
1 0

sin ሺߠሻ 1൨ ቈ
1 െtan ൫ߠ 2ൗ ൯
0 1

                 ሺ3.30ሻ 

Esta implementación de una rotación es conocida como algoritmo de rotación de tres pasos [15]. 

Ahora,  por  cada  transformación  geométrica  que  se  produce  para  cualquier    matriz,  sólo  se 

produce traslaciones a  lo  largo de  la coordenada modificada. Por ejemplo para  la primera matriz 

se tiene que: 

 ቈ1 െtan ൫ߠ 2ൗ ൯
0 1

 ቂ
ݔ
ቃݕ ൌ ቈݔ െ ݕ ڄ tan൫ߠ 2ൗ ൯

ݕ
                                                                                        ሺ3.31ሻ 

es decir, para un pixel dado  ሺݔ, ݔሻ este pixel tendría que aparecer en  ሺݕ െ ݕ  ڄ tan ൫ߠ 2ൗ ൯,  ,ሻݕ 

por  lo  tanto  en  el modelo  continuo  se  debe  tener  ݔ  ݕ  ڄ tan ൫ߠ 2ൗ ൯  para  que  resulte  en  esa 

misma  posición.  Así  que  la  primera  y  tercera matriz  de  la  ecuación  (3.30) modifica  el  eje   ݔ
mientras que la segunda matriz modifica el eje ݕ.  Estos pasos  se ilustran en las figuras 3.14. 

                         

                                    

                            

Figura 3.14. Proceso de rotación de una imagen en tres pasos. 

Sin embargo,   es obvio de  la  figura 3.14 que se debe  tener un espacio de  tamaño adecuado en 

donde la imagen estará contenida. De lo contrario, si por ejemplo, utilizamos convolución  circular, 

se  puede  obtener  una  parte  de  la  señal  en  una  posición  no  deseada.  Esto  se  puede  ver  por 

ejemplo en el paso1 en la figura 3.15. 
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Figura 3.15. Efectos de no suficiente espacio en el proceso de convolución circular. 

Observamos, por ejemplo, en  las primeras filas,  la parte que  inicialmente estaba   colocada en el 

extremo izquierdo, aparece en el extremo derecho.  

3.4 Computo del Kernel de error 

Ahora presentamos la forma de calcular el kernel de error en interpolación. Tal como se indica en 

el marco teórico, el kernel  está dado mediante la siguiente ecuación: 

ଶሺΩሻߟ ൌ
൫ܲሺΩሻ൯

ଶ
െ 2ܲሺΩሻ · ΦሺΩሻ  ∑ ൫ΦሺΩ െ 2݇ሻ൯

ଶஶ
ୀିஶ  

൫ܲሺΩሻ൯
ଶ                                                       ሺ3.32ሻ 

en donde  es la transformada de Fourier del kernel de convolución y se tiene: 

 ሺΩ െ 2݊ሻ
ஶ

ୀିஶ

ൌ ܲሺΩሻ                                                                                                                        ሺ3.33ሻ 

De  esta última  ecuación observamos que ܲሺΩሻ  es  la  versión muestreada  en pasos  enteros del 

Kernel    de  interpolación  ߮ሺݔሻ,  por  lo  tanto  si  tenemos  un  kernel  interpolador  de  soporte 

compacto simétrico que va de  ሾെܰ,ܰሿ ,  podemos obtener ܲሺΩሻ de la siguiente manera: 

ܲሺΩሻ ൌ ߮ሺ0ሻ  2߮ሺ݇ሻܿݏሺΩሻ

ۂேہ

ୀଵ

                                                                                                         ሺ3.34ሻ 

También observamos que ∑ ൫ΦሺΩ െ 2݇ሻ൯
ଶஶ

ୀିஶ  es el espectro de la autocorrelación muestreada 

en pasos enteros de ߮ሺݔሻ, el cual tiene la siguiente expresión: 

 ൫ΦሺΩ െ 2݇ሻ൯
ଶ

ஶ

ୀିஶ

ൌ ߮ כ ߮ሺ0ሻ  2ሺ߮ כ ߮ሻሺ݇ሻܿݏሺΩሻ

ۂଶேہ

ୀଵ

                                                         ሺ3.35ሻ 

Es común que  ΦሺΩሻ sea de la siguiente forma: 

ΦሺΩሻ ൌ
QሺΩሻ

Ω
                                                                                                                                               ሺ3.36ሻ 
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la cual  tiene una discontinuidad en el origen debido a  los  términos Ω en el denominador. Esto 

puede producir problemas   en  la visualización de un cierto kernel de error en Ω ൌ 0 tal como se 

ilustran en la siguiente figura:  

 

Figura 3.16. Efectos de la discontinuidad en el origen de la transformada de Fourier 
 del kernel de interpolación. 

Se observa que el valor del kernel de error converge conforme Ω ՜ 0 y no  representa ninguna  
dificultad  en  saber  cual  es  ese  valor.  En  la  práctica,  para  conocer  el  valor  al  cual  se  converge,  

simplemente muestreamos  la  transformada de Fourier de ߮ሺݔሻ en el origen y en otros valores 
cercanos, es decir: 

Φሺ݄݇ሻ ൌ න ߮ሺݔሻ݁ି௫݀ݔ
ஶ

ିஶ
                                                                                                                    ሺ3.37ሻ 

con lo cual finalmente podemos calcular  el error y finalmente  comparar nuestros filtros. 

3.5  Algoritmo  de  reconstrucción  para  Tomografía 
Computarizada de Rayos Paralelos 

Como se explicó, en tomografía el problema fundamental es discretizar la siguiente ecuación: 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ න ݃ሺ ݏܿݔሺߠሻ  ߠሻ ሻ݀ߠሺ݊݅ݏݕ
గ


                                                                                              ሺ3.38ሻ 

donde ݃ሺ ݏܿݔሺߠሻ  ሻ ሻߠሺ݊݅ݏݕ ൌ ݃ሺݐ, ݐ ሻ  conߠ ൌ ሻߠሺݏܿݔ    ሻߠሺ݊݅ݏݕ

esto es,  la  función ݃ሺݐ,  ሻ esߠ la  transformada  inversa de una proyección ܲሺݐ,  ሻ queߠ fue  filtrada 
con |Ω|  y por tanto tiene la siguiente ecuación: 

݃ሺݐ, ሻߠ ൌ
1
ߨ2

න ܵሺΩ, ሻ|Ω|݁Ω൫௫௦ሺఏሻା௬௦ሺఏሻ൯݀Ωߠ
ஶ

ିஶ
                                                                          ሺ3.39ሻ 
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en donde ܵሺΩ, ,ݐሻ es la transformada de Fourier de  ܲሺߠ  .ሻߠ

Entonces  básicamente  para  implementar  una  reconstrucción  tomográfica  en  computadora,  se 

necesita discretizar  la ecuación (3.38).   Para esto, primero consideramos  la operación de filtrado 

de  la proyección ሺݐ, ,ሻ dado por ܲሺΩߠ  ሻ|Ω|. Para esto, observamos que elߠ filtro  |Ω| no  tiene 
transformada inversa, esto se puede verificar si calculamos el valor para ݐ ൌ 0 el cual no existe, es 

decir,  |Ω|݁ିΩ௧݀ݔ
ஶ
ିஶ ห

௧ୀ
ൌ ∞, por lo tanto la etapa de filtrado con |Ω| no se puede implementar 

directamente.  Sin  embargo  se  puede  asumir  que  la  función  ݂ሺݔ,  ሻݕ es  de  banda  limitada, 

implicando que por el teorema de la proyección, el espectro de cualquier proyección  también es 

banda limitada.  Suponiendo que el espectro de ሺݐ,  entonces modificamos el ܶ/ߨ ሻ es limitado aߠ

filtro rampa de la siguiente manera: 

ሺΩሻܪ ൌ ൜
1 െ |Ω|, |Ω| ൏  ܶ/ߨ

0, |Ω|   ܶ/ߨ
                                                                                                        ሺ3.40ሻ  

el cual origina la siguiente respuesta  al impulso: 

݄ሺݐሻ ൌ
1
2ܶଶ

sin ሺݐߨ/ܶሻ
ܶ/ݐߨ

െ
1
4ܶଶ

ቌ
sin ቀ

ݐߨ
2ܶቁ

ݐߨ
2ܶ

ቍ

ଶ

                                                                              ሺ3.41ሻ 

Por simplicidad consideraremos que ܲሺΩ,  ሻ estaߠ limitado en banda en  |Ω| ൏  ,ߨ implicando que 

con ܶ ൌ 1 se obtienen las muestras disponibles de ሺݐ,  ,ሻ. Ahora uniendo el proceso de muestreoߠ

el acoplamiento de un modelo continúo al conjunto de muestras en una proyección y el   filtrado 

con ܪሺΩሻ se puede formular un sistema de muestreo y reconstrucción.  

De  este  sistema  lo  que  deseamos  es  obtener muestras  de  la  proyección  filtrada  ݃ሺݐ,  ,ሻߠ sin 
embargo una práctica común es realizar una discretización de la convolución ሺݐ, ሻߠ כ ݄ሺݐሻ de 

la siguiente forma [13], [26]: 

ሺ݇, ሻ݄ሺ݊ߠ െ ݇ሻ


                                                                                                                          ሺ3.42ሻ 

El problema que surge es que se necesita ejecutar una sumatoria infinita debido al soporte infinito 

de  ݄  lo  cual  llevaría  necesariamente  a  una  truncación  de  ݄.  Esto  resultaría  en  un 

espectro que se desviaría de ܪሺωሻ , por ejemplo para un conjunto de 560 muestras se tendría 

el par de espectros ilustrados en la figura 3.17.  

De  la gráfica b), observamos una desviación del valor  cero deseado en  la  frecuencia  cero. Otra 

forma es primero realizar la interpolación con la función base ߮ଶ, después se muestrea y se calcula 

el espectro discreto correspondiente a esas muestras para después multiplicarlas con muestras del 

espectro ܪሺωሻ de tal modo que el espectro discreto resultante será nuestra versión filtrada 

discreta de ݃ሺݐ,   ሻ. De esta forma por lo menos se asegura que las muestras del espectro discretoߠ

de ሺ݊,  .ሻ serán filtradas adecuadamenteߠ
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                                           a)                                                                                     b) 

Figura 3.17. Efectos de la truncación del filtro ݄ en su espectro. 

Ahora el siguiente paso es discretizar  la ecuación (3.38),   el cual esencialmente es pasar un valor 

de la proyección que está en ݐ, a las coordenadas ሺݔ, ݐ ሻ que cumplanݕ ൌ ݔ cosሺߠሻ   ሻ, sinߠsin ሺݕ
embargo solo necesitamos los valores en coordenadas enteras de  ሺݔ,  ሻ  para una representaciónݕ
digital. Este problema se ilustra en la siguiente figura: 

 

Figura 3.18. Problema de interpolación en el asignamiento de muestras de 
la proyección al sistema de coordenadas de la imagen reconstruida. 
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En donde se observa que  si  tenemos una muestra disponible en ݐ, entonces   no va a coincidir 
exactamente con las posiciones en donde queremos obtener la muestra. Entonces realizamos una 

interpolación de tal manera que se obtengan muestras que coincidan con  las posiciones enteras 

en el eje ሺݔ,  ሻ. Para mayor facilidad se crea una malla de coordenadas y después se le aplica unݕ

proceso de rotación  a esas coordenadas el cual gráficamente es ilustrado en la figura 3.19.  

 

Figura 3.19. Problema de interpolación en el asignamiento de muestras 
de la proyección al sistema de coordenadas de la imagen reconstruida. 

De esta forma si tenemos una coordenada rotada ሺݔᇱ, ݐ ᇱሻ tendremos que buscar el valorݕ ൌ  ᇱݔ
en  la proyección ݃ሺݐ,  .ሻ y asignársela a esa posiciónߠ  Ahora, el   proceso descrito se repite para 
todas las proyecciones  de tal manera que se ejecuta la siguiente suma: 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ
ߨ
ܰ
 ݃൬ ݏܿݔ ൬

݇ߨ
ܰ
൰  ݊݅ݏݕ ൬

݇ߨ
ܰ
൰ ൰

ேିଵ

ୀ

                                                                                   ሺ3.43ሻ 

Sin embargo para alguna ߠ el conjunto de coordenadas   ᇱݔ   que se desean obtener, no tendrán 
una distribución regular, por lo tanto no se podrá ejecutar una convolución discreta para obtener 

esas muestras.  Así  que para evitar ese problema, se puede primero realizar una interpolación de 

tal manera que se obtenga una gran densidad de muestras, con una función base ߮ଶ que tenga un 
orden  de  aproximación  razonable,  tal  como  un  B‐spline  cubico  y  después  realizar  una 

interpolación de bajo orden , por ejemplo, la lineal.  
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4. Resultados 

En este capítulo se mostraran los resultados del uso de algunas FBR como filtros interpoladores, y 

su comparación con kernels de convolución comunes. Las funciones a evaluar son la Gaussiana, la 

función QMI y algunas funciones de soporte compacto debido a que tienen un rápido decaimiento 

y permiten una  interpolación basada en  convolución. También daremos el kernel de error para 

dichos filtros con  los que se apreciará su calidad de  interpolación. Después se mostraran algunas 

aplicaciones  comunes donde se involucra algún proceso de interpolación. 

4.1. Análisis de Kernels   de  error  en  interpolación de algunas 
FBR 

Como se describió en el marco teórico, el kernel de error es una forma grafica de ver como es el 

rendimiento del filtro para interpolar. Básicamente obtenemos un valor promedio aproximado del 

error evaluando la siguiente integral: 

ܽ ൌ
1
ߨ2

න ଶሺΩሻ ݀Ω                                                                                                                ሺ4.1ሻߟሺΩሻ|ଶܨ|   
ஶ

ିஶ
 

Donde  ଶሺΩሻߟ  ൌ |1 െ ሺΩሻ|ଶܪ     ∑ ሺΩܪ| െ ሻ|ଶஷ݉ߨ2 , es el kernel de error para el caso de un 

paso  de muestreo ܶ ൌ 1,  el  cual  depende  del  espectro  del  filtro  interpolador  dado  por ܪሺΩሻ. 
Entonces el valor de   ܽ dependerá de las formas de ߟଶሺΩሻ y ܨሺΩሻ.  

Una  característica  importante para que exista  convergencia es que  se debe  cumplir ߟଶሺ0ሻ ൌ 0. 
Esto es porque al depender   ሺΩሻ, cuando se produzca un cambio de muestreo, se daܪ ଶሺΩሻ deߟ 

un escalamiento de  ܪሺΩሻ aumentando su tamaño. De tal manera que la región cercana al origen 

se va extendiendo el cual es casi cero y por  lo  tanto el valor de ܽ va disminuyendo. Entonces 

entre mas plano sea el kernel del error cerca del origen, el error decaerá más rápido conforme se 

disminuye el paso de muestreo. En el caso de  los B‐splines, sus características de  interpolación y 

aproximación  están bien descritas en forma  grafica por el kernel de error,  en donde al  aumentar 

su  orden  se  aumenta  el  tamaño  de  su  región  plana  alrededor  del  origen  con  valor 

aproximadamente igual a cero y además este converge al kernel de error de la función Sinc.  

En base a  lo comentado anteriormente, se analizan    los kernels de error de  las FBR en donde se 

ilustran sus graficas y  los valores de Ω ൌ 0 de  los kernels de error de  la  función Gaussiana para 
ߝ ൌ ሼ2 ,1,0.5,0.01 ሽ(figura 4.1 y tabla 4.1) y de la función de Wendland  ߮ଵ,ଵ con soportes de 4, 40 
y 200 (figura 4.2 y tabla 4.2).  

Del kernel de la función Gaussiana y de  función de Wendland ߮ଵ,ଵ se observa en las tablas 4.1 y 
4.2 que ߟଶሺ0ሻ ് 0, por lo tanto si la función es aproximadamente banda limitada a Ω୫ୟ୶ entonces 
el error promedio tendrá   aproximadamente el siguiente valor: 

ܽ ൌ
1
ߨ2

න  ଶሺ0ሻ ݀Ω                                                                                                           ሺ4.2ሻߟሺΩሻ|ଶܨ|   
Ωౣ౮

ିΩౣ౮
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Es decir que si calculamos el error cuadrático medio, aunque aumentemos el número de muestras, 

siempre  se  obtendrá  un  error  constante  el  cual  significa  que  no  se  tiene  un  orden  de 

aproximación. Sin embargo observamos en las graficas de sus kernels, que conforme se aumenta 

el  soporte  se  disminuye   ,ଶሺ0ሻߟ esto  es  porque  de  acuerdo  a  la  al  kernel  de  error  dado  en  la 
ecuación (2.44), para Ω ൌ 0 se tiene: 

ଶሺ0ሻߟ ൌ
|∑ ሺ2݊ሻஷ |ଶ  ∑ |Φሺ2݇ሻ|ଶஷ  

|∑ ஶ
ୀିஶ ሺ2݊ሻ|ଶ

 

Entonces si queremos que ߟଶሺ0ሻ ൌ 0, se debe cumplir: 

อሺ2݊ሻ
ஷ

อ

ଶ

|Φሺ2݇ሻ|ଶ

ஷ

ൌ 0                                                                                                         ሺ4.3ሻ 

Esta  ecuación  no  se  cumple para  la  función Gaussiana  y  la  funcion de Wendland ߮ଵ,ଵ, pero  al 
aumentar el soporte   en el caso de  la  función de Wendland ߮ଵ,ଵ, o disminuir ߝ en el caso de  la 
función  Gaussiana,  se  produce  un  escalamiento  inverso  de  sus  espectros  haciendo  que 

aproximadamente se cumpla  la ecuación (4.3) debido al rápido decaimiento de sus espectros. La 

propiedad de que ߟଶሺ0ሻ ് 0  se cumple también para las funciones de Wendland ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଷ. 

 

Figura 4.1. Kernels de error de la función de Wendland ߮ଵ,ଵ para soportes de 4, 40 y 400. 
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soporte   ଶሺ0ሻߟ
4  3.381234150466169e‐04 

40  3.487643710662356e‐12 

200  1.421085464414773e‐16 

 

Tabla 4.1.Valores en Ω ൌ 0 de los  Kernels de error de la  
 función de Wendland ߮ଵ,ଵ para soportes de 4, 40 y 400. 

 

Figura 4.2. Kernels de error de la función Gaussiana para ߝ ൌ ሼ2 ,1,0.5,0.01 ሽ. 

 ߝ  ଶሺ0ሻߟ
2  3.016005645812361e‐04 

1  1.604840750050546e‐08 

0.5  1.413579843301297e‐16 

0.01  0 

 

Tabla 4.2.Valores en Ω ൌ 0 de los  Kernels de error de la 
 función Gaussiana para ߝ ൌ ሼ2 ,1,0.5,0.01 ሽ. 

Para el  caso del QIM, se muestran las graficas de los kernels de error para ܿ ൌ ሼ1 ,10,50,100 ሽ  en 
la grafica 4.3 en donde para todas estos kernels  se obtuvo ߟଶሺ0ሻ ൌ 0. Esto es debido a que está 

presente en su espectro el del B‐spline de orden 1 el cual proporciona que  ߰ሺ2݇ሻ ൌ 0, ݇ א Ժכ  y 
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precisamente hace que se cumpla la ecuación (4.3). Lo anterior se observa al modificar su espectro 

con ߶ሺ|Ω|ሻ ൌ
ିଶ

Ω
 :ଵ es la función modificada de Besselܭ ଵሺܿ|Ω|ሻ dondeܭ

߰ሺΩሻ ൌ ሺcosሺΩሻ െ 1ሻ߶ሺ|Ω|ሻ ൌ െሺ1 െ cosሺΩሻሻ߶ሺ|Ω|ሻ ൌ െ2 ൬݊݅ݏ ൬
Ω
2
൰൰

ଶ

߶ሺ|Ω|ሻ 

ൌ 
ቀ ݊݅ݏ ቀ

Ω
2ቁ ቁ

ଶ

ቀΩ2ቁ
ଶ

 
4 ቀ
Ω
2ቁ

ଶ
ܿ

Ω
 ଵሺܿ|Ω|ሻܭ

൩  ൌ  ܿ
ቀ ݊݅ݏ ቀ

Ω
2ቁ ቁ

ଶ

ቀΩ2ቁ
ଶ  Ω ܭଵሺܿ|Ω|ሻ                                               ሺ4.4ሻ 

En la ecuación anterior,  se identifica que  ቀ sin ቀ
Ω

ଶ
ቁ  ቁ

ଶ
 ቀ
Ω

ଶ
ቁ
ଶ

ൗ    es el espectro correspondiente al B‐

spline de orden 1. 

Esto último significa que, desde el punto de vista de  teoría de aproximación  [2], el QIM  tiene  la 

capacidad de reproducir perfectamente polinomios de un máximo grado de 1 y por lo menos tener 

un  orden  de  aproximación  de  2  tal  como  se  indica  en  [9].  Por  lo  tanto  podemos  esperar  que 

conforme se disminuya el paso de muestreo exista una disminución del error. Sin embargo debe 

notarse, que  su  correspondiente  función  en  el dominio del  tiempo  es de  soporte  global,  y por 

tanto, para poder implementarlo se hace  necesaria una truncación del QIM. 

 

Figura 4.3. Kernels de error del QIM para ܿ ൌ ሼ1 ,10,50,100 ሽ. 
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Pero  debido  a  que  el  proceso  de  truncación  en  el  dominio  del  tiempo  se  convierte  en  una 

multiplicación entre la función de interés y una ventana, entonces tenemos una convolución en el 

dominio de  la frecuencia de  ߰ሺΩሻ con el espectro de  la ventana de truncación y por tanto, esto 
hace que el QIM pierda sus características de aproximación pues esto producirá valores diferentes 

de cero en  ߰ሺ2݇ሻ necesarios para que se cumpla la ecuación (4.3). Para minimizar dicho efecto, 

entonces  es necesario tener una ventana grande como era de esperarse.  

La truncación también se aplica con la función Gaussiana debido a que tiene un soporte global. Si 

ya  tenemos  un  factor  de  escalamiento   ,ߝ en  el  que  los  valores  ሺ2݊ሻ,  aproximadamente 

cumplan  la  ecuación  (4.3),  entonces  también  debemos  tener  una  ventana  grande  para  que  no 

exista una significativa desviación de estos valores   y afecte  la satisfactoria aproximación que se 

tenga de la ecuación (4.3).   

Para ver el   efecto de ߟଶሺ0ሻ ് 0 durante el proceso de  interpolación se considera el caso en  la 
aproximación  de  una  función  constante  por  ser  la  más  simple  de  interpolar.  Para  esto, 

considérense  las siguientes figuras:  

 

Figura 4.4. Transformada de Fourier de una constante y su versión muestreada a ܶ ൌ 1. 

 

Figura 4.5. Proceso de interpolación mediante  ሶܺ ሺΩሻ ൈ ܵ݅݊ܿሺΩ/2ሻ. 
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En donde se muestran el proceso de muestreo y recuperación de una constante por medio de  la 

Función Rectangular que también es la más simple como kernel interpolador.  

Como es sabido, el   espectro ܺሺΩሻ de una función constante es  la función  impulso y el espectro 

ሶܺ ሺΩሻ de su versión muestreada, está formada por ܺሺΩሻ mas  sus replicas centradas en Ω ൌ ,݇ߨ2
݇ א Ժכ tal como se indica en la figura 4.4. Al aplicar el filtro interpolador, las replicas se multiplican 

con    los cruces por cero del espectro del kernel  interpolador en  las posiciones Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ, 
tal como se muestra en  la figura 4.5 y por  lo tanto, estos  impulsos desaparecerán después de  la 

multiplicación quedando solo el impulso del origen y recuperándose perfectamente la contante a 

partir de sus muestras.  

Ahora para el caso de la función de Wendland ߮ଵ,ଵ  con soporte de 4 y cuyo espectro interpolador 
se ilustra en la siguiente figura: 

 

Figura 4.6. Filtro interpolador de la función Wendland ߮ଵ,ଵ con un soporte de 4. 

al multiplicarlo con el de  ሶܺ ሺΩሻ, no se eliminaran los impulsos centrados en  Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ, ya 
que  los  valores  del  filtro  interpolador  son  diferentes  de  cero  en    esas  posiciones  tal  como  se 

observa en  su grafica. Entonces  cada  impulso  centrado en   Ω ൌ  y ݇ߨ2 su  reflejo en Ω ൌ െ2݇ߨ 
contribuirán  con una  función  coseno de  frecuencia 2݇ߨ. Además, observamos que  el  valor del 

filtro en el origen es diferente de 1, por lo tanto el valor promedio de la función resultante con los 

términos cosenos incluidos después de la interpolación será diferente de 1 tal como se ilustran en 

las figuras 4.7 y 4.8. 

Para el caso de otro tipo de funciones básicas tales como  la Gaussiana con ߝ ൌ 1 y la función Seno 
con ߱ ൌ  .se puede observar oscilaciones similares tal como se ilustra en las figuras 4.9 y 4.10 ,ߨ2

En estos ejemplos se consideraron muestras tomadas a un paso de muestreo de 0.01 y con una 

ventana de  truncación de  ሾെ30,30ሿ para  la  función Gaussiana  y  seno  respectivamente. Para el 

caso de la función Gaussiana con ߝ ൌ 1 se mide el error cuadrático medio conforme se disminuye 

el paso de muestreo y con una ventana lo suficientemente grande para que se minimicen efectos 

de truncación. Los resultados son mostrados en la tabla 4.3. 
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Figura 4. 7. Replicas del espectro de la función constante no eliminadas por el 
filtro interpolador de la función de  Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 4. 

 

Figura 4.8. Reproducción de una función constante con  
la función  de Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 4. 

 

Figura 4.9. Reproducción de la función Gaussiana con ߝ ൌ 1 con 
la función de Wendland ߮ଵ,ଵcon soporte de 4. 
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Figura 4.10. Reproducción de la función seno con ߱ ൌ  con la ߨ2
función de Wendland ߮ଵ,ଵcon soporte de 4. 

T  EQM 

0.2  4.229917650316489e‐04 

0.1  4.236228912063077e‐04 

0.02  4.237748019021450e‐04 

0.01  4.237748019021450e‐04 

0.002  4.237748019021450e‐04 

0.001  4.237748019021450e‐04 

 

Tabla  4.3.  Valores  del  error  cuadrático  medio  resultantes  de  la  interpolación  con  la  función 
Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 4 a una función Gaussiana con ߝ ൌ 1 y una ventana de ሾെ30,30ሿ a 
diferentes pasos de muestreo. 

Se  observa  que  el  valor  del  error  cuadrático medio  tiende  a  un  valor  fijo  tal  como  predice  la 

ecuación  (4.2), con un valor calculado de 4.237748562333169e‐04, que es al que converge en  la 

simulacion  al  ir  disminuyendo  el    paso  de muestreo.  Ahora  al  realizar  la  interpolación  con  un 

kernel similar tal como B‐spline cubico se obtiene el siguiente resultado: 

 

Figura 4.11. Reproducción de la función Gaussiana a ߝ ൌ 1 con el B‐spline cubico. 
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Se aprecia que existe una mejor interpolación que con la obtenida anteriormente. Las diferencias 

en  la  recuperación o aproximación  se pueden entender  comparando  los espectros del   B‐spline 

cubico ( figura 4.12) con la función Wendland   ߮ଵ,ଵ  con soporte de 4, en donde se tiene la misma 

diferencia  presentada  con  la  función  rectangular  porque  el  B‐spline  cubico  tiene  ceros  en 

 Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ. 

En general todos los B‐splines de orden ݊ entero presentan esos ceros dándoles por lo menos un 

orden de aproximación de 1 [2]. 

 

Figura 4.12. Espectro del filtro interpolador del B‐spline cubico. 

Sin  embargo  conforme  aumenta  el  soporte  de  ߮ଵ,ଵ,  se  observa  que  en  el  kernel  de  error  se 

disminuye  el  valor  de     ,ଶሺ0ሻߟ por  lo  tanto  se  espera  menos  error  y  mejor  calidad  de  la 

interpolación tal como se verifica en las siguiente grafica para un soporte de 40.  

 

Figura 4.13. Aproximación de la función constante por medio 
 de la función Wendland ߮ଵ,ଵ con un soporte de 40. 

Se observa que  la disminución del valor pico de  las oscilaciones. Esto se aprecia con  la siguiente 

tabla  con  los valores mínimos de  la aproximación ݃ሺݔሻ de  la  función  constante para diferentes 
soportes. 
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Tabla 4.4. Valores mínimos de la función constante reproducida con la función de Wendland ߮ଵ,ଵ. 

Además  se  puede  observar  que  el  kernel  de  error  de  la  función  de  Wendland    ߮ଵ,ଵ va 
convergiendo al del B‐spline cubico en donde las diferencias observadas son de la siguiente forma: 

 

Figura 4.14. Kernels de error  de la función de  Wendland ߮ଵ,ଵ con  
soporte de 200 y del B‐spline cubico. 

Debido a que el kernel de error está en función del filtro interpolador Φ௧ሺΩሻ, entonces también 

se espera que el filtro interpolador de la función de Wendland ߮ଵ,ଵ converga al del B‐spline cubico 
conforme  se  aumenta  el  soporte.  También  el  kernel  de  error  de  la  función  de Wendland ߮ଵ,ଶ   
converge al del B‐spline de orden 5, así como el kernel de error de la función de Wendland ߮ଵ,ଷ al 
del B‐spline de orden 7. De igual manera esta convergencia sucede con sus filtros interpoladores y 

esto se  ilustra en  las figuras 4.15, 4.16 y 4.17. Entonces,   al exhibir este tipo de convergencia se 

puede esperar similar calidad en  la  interpolación   a  los B‐splines. La relación que existe entre  las 

funciones de Wendland con los B‐splines se resume en la tabla 4.5. 

Por  último  conforme  se  disminuye  el  paso  de  muestreo,  se  observara  que  las  oscilaciones 

aumentan de  frecuencia  tal  como  se  ilustra  en  la  figura 4.18   para una  función Gaussiana  con 

ߝ ൌ 1 y una ventana de ሾെ30,30ሿ. Esto es debido a que cuando se disminuye el paso de muestreo, 

se  separan  mas  las  replicas  del  espectro  de  la  señal  muestreada,  por  lo  tanto  los  valores 

promedios que deja pasar el filtro  interpolador de  la función Wendland, estarán posicionados en 

mas altas frecuencias.       
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Figura 4.15. Filtros  de la función de Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 200 y del B‐spline cubico. 

 

Figura 4.16. Filtros  de la función de Wendland ߮ଵ,ଶ con soporte de 200 y del B‐spline de orden 5. 

 

Figura 4.17. Filtros  de la función de Wendland ߮ଵ,ଷ con soporte de 200 y del B‐spline de orden 7. 
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Tabla 4.5.  Lista de funciones de Wendland junto con los respectivos 
B‐splines los cuales su filtro interpolador presenta convergencia. 

 

                                          a) T=0.1                                                           b) T=0.02 

 

                                          c) T=0.0067                                                     d) T=0.005 

Figura 4.18. Reproducción de la función Gaussiana a ߝ ൌ 1 con la funcion Wendland ߮ଵ,ଵ 
de muestras obtenidas a diferentes pasos de muestreo. 

Con las funciones Gaussiana y el QIM como se había comentado es necesario truncar  su espectro 

debido a su soporte global. Con  la función Gaussiana se  incrementa el error mientras que con el 
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QIM pierde su orden de aproximación. Esto puede llevar a resultados similares al de las funciones 

de Wendland  con  oscilaciones,  sin  embargo  con  una  ventana  lo  suficientemente  grande  y  un 

parámetro de escalamiento ߝ de valor pequeño y ܿ grande respectivamente se puede obtener una 

interpolación adecuada. Ahora tal como indica  el kernel de error, su convergencia es diferente ya 

que    estos  tienden  a  la  función  Sinc  y  por  consiguiente  sus  filtros  interpoladores  también 

presentan  esa  convergencia.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de  la  función Gaussiana  con  ߝ ൌ 0.09  se 
ilustra su correspondiente filtro interpolador en la figura 4.19. Para el QIM con ܿ ൌ 100 se ilustra 
en la figura 4.20. 

 

Figura 4.19. Espectro del filtro interpolador de la función Gaussiana con  ߝ ൌ 0.09. 

 

Figura 4.20. Espectro del filtro interpolador del QIM con ܿ ൌ 100. 

Con respecto a otros funciones de soporte compacto de estructura polinomica, se presentan  los 

mismos resultados de convergencia. Por ejemplo, con la función de Wu  ߛଶ,ଷ, su filtro interpolador 
presenta convergencia al del B‐spline cubico.    
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Se utilizara una porción de  la  imagen cameraman  ilustrado en  la  figura 4.22.b) para pruebas de 

zoom en imágenes y como interpoladores de comparación se utiliza los B‐splines cubico, de orden 

5, orden 7 y la función Sinc Discreto; los resultados se presentan a continuación: 

 

a)                                                                                   b) 

 

c)                                                                                   d) 

Figura 4.23. Zoom con diferentes kernels. a) B‐spline cubico. b) B‐spline de 5 orden. 
c) B‐spline de 7 orden d) Sinc Discreto. 

Se puede observar que la calidad en la interpolación es muy similar excepto con las franjas que se 

hacen más  presentes  con  la  función  Sinc  Discreto  y  el  B‐spline  de  grado  7.  Esto  es  debido  al  

Ringing presente en  las discontinuidades de  la  imagen, sin embargo,   estas franjas no se pueden 

considerar  un  artificio  de  interpolación  ya  que  cuando  estas  se  hacen  visibles,  significa  que  se 

tiene mayor preservación de  las muestras del espectro discreto  [5],  [6]. Pero esta preservación 

espectral  no  es  lo mejor  visualmente,  así  que  también  es  importante  determinar  la  calidad  de 

interpolación mediante una examinación visual en vez de calcular un valor  de algún tipo de  error. 
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Ahora se muestra  los resultados de  interpolación con  las funciones de Wendland usadas en este 

capítulo conforme se aumenta el soporte. 

Primero se realiza la prueba con la función Wendland ߮ଵ,ଵ con un Zoom de 4, los resultados para 

un soporte de 2, 4, 8 y 16 se muestran en la siguiente figura.  

 

                                            a)                                                                                   b) 

                                        
                    c)                                                                                   d) 

Figura 4.24. Zoom con la función de Wendland  ߮ଵ,ଵ para diferentes soportes. a) 2. b) 4. c) 8. d) 16. 
 
Observamos que para un soporte de 2    la  interpolación no es adecuada, esto es debido a  lo no 

ideal de la banda de paso (el valor promedio es atenuado) el cual hace que la imagen resultante se 

vea obscura, por otro  lado,   al no contener  los ceros en Ω ൌ  en ݇ߨ2 la región de atenuación del 
filtro  interpolador,  se  produce    una malla  en  la  imagen.  Con  un  soporte  de  4  se mejoran  las 

características en  la banda de paso y básicamente  lo que se nota es el efecto de  la ausencia de 

ceros Ω ൌ  del filtro interpolador. Para un soporte de 8 se minimizan estos dos efectos de tal ݇ߨ2
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modo que ya no se logra observarlos. Con soporte de 16 la imagen resultante es de igual calidad a 

la de soporte 8, por lo tanto, se puede concluir que un soporte de 8 es adecuado. 

Los resultados obtenidos con las funciones de Wendland  ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଷ se ilustran en las figuras 4.25 
y 4.26 respectivamente, los cuales son similares a los de la función Wendland ߮ଵ,ଵ. Con un soporte 
de 8  se obtiene una  interpolación adecuada mientras que  con un  soporte de 2  se obtienen  los 

peores  resultados. En  la  tabla 4.6  se  resume  las características  típicas presentes en una  imagen 

después de aplicarle un Zoom con un kernel de convolución.     

   

                    a)                                                                                   b) 

   

       c)                                                                                   d) 

Figura 4.25. Zoom con la función de Wendland ߮ଵ,ଶ para diferentes soportes. a) 2. b) 4. c) 8. d) 16. 

Para un soporte de 8, los resultados con FBR son similares a los presentados con los B‐splines, sin 

embargo, es difícil apreciar la correspondencia con las funciones de Wendland. Pero para apreciar 

esa correspondencia, se puede hacer una prueba con rotaciones sucesivas en una  imagen de tal 
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manera  que  se  compare  la    calidad  de  interpolación  entre  los  B‐splines  y  las  funciones  de 

Wendland; ésto se  presentará en la siguiente sección sobre rotación de imágenes 

   

                    a)                                                                                   b) 

   

                    c)                                                                                   d) 

Figura 4.26. Zoom con la función de Wendland ߮ଵ,ଷ para diferentes soportes. a) 2. b) 4. c) 8. d) 16. 

Para la función Gaussiana se presentan los resultados en la figura 4.27. Cuando ߝ ൌ 4, se observan 
los mismos efectos presentados en  las  funciones de Wendland  con  soporte de 2,  sin embargo, 

entre menor es su factor de escalamiento ߝ, se tendrá una interpolación de mejor calidad tal como 

lo  indica  el  kernel  de  error.  Sin  embargo,  a  pesar  de  esa  calidad,  no  es  lo  deseable  debido  al 

Ringing,  tal como se observa para ߝ ൌ 0.5 en  la  figura 4.27.b), por  lo  tanto se prefiere ߝ ൌ 1 ya 
que su filtro interpolador tiene una región pasabanda aceptable ‐ en el sentido que no atenúa las 

frecuencias en esa región de manera significativa‐ aparte de que para evitar un tiempo  largo   de 

computo  durante  en  el  proceso  de  interpolación  se  le  puede  aplicar  una  ventana  de  tamaño 

aceptable (tal como de ሾ െ5,5 ሿ ).     
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       a)                                                                                   b) 

Figura 4.27. Zoom con la función Gaussiana con una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ. a) ߝ ൌ 4. b)  ߝ ൌ 0.5. 

Similarmente,  para  el  QIM  se  elige  una  ܿ  de  valor  adecuado  que  tenga  una  banda  de  paso 
aceptable en su filtro interpolador y  se aplique una ventana de procesamiento. 

En la figura 4.28, se presentan los resultados para ܿ ൌ 0.1 y ܿ ൌ 1 con una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ. 
Podemos apreciar una mejor calidad con ܿ ൌ 1 ya que con ܿ ൌ 0.1 se tiene mas Blurring ya que,  

conforme se disminuye ܿ, el QIM se aproxima al kernel de la interpolación lineal que tiene como 

característica el Blurring [2].   

 

                                           a)                                                                                   b) 

Figura 4.28. Zoom con el QIM a una ventana de ሾ െ10,10 ሿ. a) ܿ ൌ 0.1. b) ܿ ൌ 1. 

En cuanto al Zoom, debido a que con la función de Wendland  ߮ଵ,ଵ se obtiene un buen resultado 
para un soporte de 8, por tanto, se puede desarrollar una estructura Farrow para realizar un Zoom 
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fraccionario.  El  filtro  interpolador  con  estructura  Farrow  se  puede    desarrollar  mediante  la 

siguiente ecuación:  

ሺ݊ݕ   = ሻߤ
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Por  ejemplo  con  un  Zoom  de  4.37  se  obtiene  el  resultado  ilustrado  en  la  figura  4.29.a). Otra 

manera  de  realizar  un  zoom  fraccionario  es  primero  realizar  un  Zoom  con  el  factor  entero  y 

después realizar el zoom faccionario mediante  la función Sinc Discreto. Por ejemplo para el caso 

de un zoom de 4.37 se descompone en 4 כ 1.0925, entonces se puede realizar primero el zoom de 

4 con una función de base radial y después se realiza un zoom faccionario de 1.0925 con la función 

Sinc Discreto. Por  ejemplo para  el  caso de  la  función Gaussiana  con  ߝ ൌ 0.5  y una  ventana de  
ሾെ10,10ሿ, el resultado se ilustra en la figura 4.29.b). 

 

 

Figura 4.29. Zoom fraccionario a 4.37 a) Función de Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 8 b) Función 
Gaussiana con ߝ ൌ 0.5  y la función Sinc Discreto. 

En  la siguiente tabla se presenta  los resultados que visualmente se presentan durante el proceso 

de Zoom en imágenes:  
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Gaussiana  Ringing  Blurring  Ausencia de ceros en 
Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ

ߝ ൌ 2  No visible  Predominante  Predominante 

ߝ ൌ 1  visible  No visible  No visible 

ߝ ൌ 0.5  Predominante  No visible  No visible 

 

QIM  Ringing  Blurring  Ausencia de ceros en 
Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ

ܿ ൌ 0.1  No visible  Predominante  No visible 

ܿ ൌ 1  visible  No visible  No visible 

 

Wendland 
߮ଵ,ଵ 

Ringing  Blurring  Ausencia de ceros en 
Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ 

2  No visible  Predominante  Predominante 

4  No visible  No visible  Moderado 

8  visible  No visible  No visible 

16  visible  No visible  No visible 

 

Wendland 
߮ଵ,ଶ 

Ringing  Blurring  Ausencia de ceros en 
Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ 

2  No visible  Predominante  Predominante 

4  No visible  No visible  Moderado 

8  visible  No visible  No visible 

16  visible  No visible  No visible 

 

Wendland 
߮ଵ,ଷ 

Ringing  Blurring  Ausencia de ceros en 
Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ 

2  No visible  Predominante  Predominante 

4  No visible  No visible  Moderado 

8  Moderado  No visible  No visible 

16  Moderado  No visible  No visible 

 

Tabla 4.6. Características de interpolación resultantes después del Zoom. 

4.3.1 Rotación de imágenes 

Para obtener una  imagen rotada se utiliza el algoritmo de tres pasos descrito en el capítulo 3 en 

donde el problema de  interpolación es encontrar versiones desplazadas de  sus  filas y columnas 

durante  los  tres pasos en  la  rotación. Para una  rotación de prueba de 45°, en  la  figura 4.30,  se 

muestra el resultado para la función de Wendland  ߮ଵ,ଵ. La figura 4.31 muestra los resultados para 

la función Gaussiana con ߝ ൌ 1 y una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ y el  QIM con ܿ ൌ 1 y una ventana de 
ሾ െ10 , 10 ሿ .  
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Figura 4.30. Rotación de ߠ ൌ 45° con la función de Wendland ߮ଵ,ଵ con un soporte de 8.  

   

                                     a)                                                                                       b) 

Figura 4.31. Rotación de ߠ ൌ 45° a) Función Gaussiana a ߝ ൌ 1 con una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ. 
 b) QIM  a  ܿ ൌ 1 y una ventana de ሾ െ10,10 ሿ.  

Observamos  que  en  general  todos  ofrecen  el  mismo  resultado  visual  de  interpolación  en  la 

rotación  de  la  imagen  de  prueba  el  cual  es  de  buena  calidad;  también  se  obtiene  resultados 

similares para las funciones de Wendalnd ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଶ. Entonces podemos concluir que todas estas 

funciones  son  adecuadas  para  rotación  de  imágenes,  simplemente  se  tiene  que  elegir 

adecuadamente  el  soporte  o  la  ventana  de  truncación.  Sin  embargo  podemos  realizar  un 

experimento  haciendo  rotaciones  sucesivas  a  la  imagen  de  tal  manera  que  se  verifique  las 

diferencias  en  calidad  de  interpolación.  Cada  vez  que  se  realiza  una  rotación,  se  le  aplica  un 

modelo continuo y se rota ese modelo continuo. Este proceso va atenuando altas frecuencias que 

definen ciertas características de  la  imagen debido a que  la banda de paso del filtro  interpolador 
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no  es  idealmente  plana  y  además  existe  una  región  de  transición,  entonces  después  de  varias 

rotaciones, estas características se irán perdiendo.  

El  siguiente  experimento  consiste  en  hacer  90  rotaciones  sucesivas  de  1°    sobre  la  imagen 

“cameraman”. Para apreciar fácilmente el resultado, la imagen es reposicionada. 

De los interpoladores más usados es el Bicúbico, ya que ofrece visualmente un buen resultado con 

un costo computacional aceptable (no requiere el cálculo de los coeficientes ܿ y su soporte es de 
4). El resultado se ilustra en la siguiente figura: 

 

Figura 4.32. Experimento de las rotaciones sucesivas con el interpolador Bicubico. 

Claramente  se observa el error acumulado en  la  imagen, pero  si ese experimento  lo  realizamos 

con el B‐spline  cubico y    con  la  función Sinc Discreto obtenemos  los  resultados  ilustrados en  la 

figura 4.33, los cuales presentan mejores resultados que el interpolador Bicubico.  

 

                                     a)                                                                                       b) 

Figura 4. 33. Experimento de las rotaciones sucesivas.  
a) B‐spline cubico. b) La función Sinc Discreto. 
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Para ver en forma significativa las similitudes en la calidad de interpolación entre las funciones de 

Wendland    y  B‐splines    se  utiliza  como  prueba  la  imagen  de  Barbara  debido  a  que  las  rayas 

presentes en la imagen representan altas frecuencias que pueden ser perdidas significativamente 

durante el experimento de la rotación.  

Se presentan los resultados a un Zoom de 2 de una sección de la imagen “Barbara”.  En  la figura 

4.34   para el B‐spline cubico y  la función de Wendland ߮ଵ,ଵ. En  la figura 4.35 para el B‐spline de 
orden 5 y la función de  Wendland ߮ଵ,ଶ. En la figura 4.36 para el B‐spline de orden 7 y la función de  
Wendland ߮ଵ,ଷ. Todas las funciones de Wendland fueron utilizadas con un soporte de 40. 

Se observa la igualdad en calidad visual de las funciones de Wendland con sus correspondientes B‐

splines  tal como lo indica la tabla 4.6.  Entonces podemos decir que entre  mayor es el valor de k 

en ߮ଵ,, obtendremos una calidad de interpolación superior tal como sucede en los B‐splines.  

 

 

 

 

                                     a)                                                                                       b) 

Figura 4.34. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B‐spline cubico. 
 b) Función de Wendland ߮ଵ,ଵ con soporte de 40. 
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                                     a)                                                                                       b) 

Figura 4.35. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B‐spline de orden 5.  
b) Función de Wendland ߮ଵ,ଶ con soporte de 40. 

 

                                     a)                                                                                       b) 

Figura 4.36. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B‐spline de orden 7.  
b) Función de Wendland ߮ଵ,ଷ con soporte de 40. 
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resultados y para un soporte de 32 se obtiene una buena recuperación de la imagen de prueba. Se 

muestras  los resultados para  la función de Wendland ߮ଵ.ଵ(figura 4.38),  la función Gaussiana con 
ߝ ൌ 1 y una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ(figura 4.39) y el  QIM con ܿ ൌ 1 y una ventana de ሾ െ10 , 10 ሿ 
(figura 4.40).  

 

                                            a)                                                                                  b) 

Figura 4.38. Reconstrucción con 360 proyecciones entre 0 a 179.5° en pasos de 0.5° con la función 
de Wendland ߮ଵ,ଵ con soportes de  a) 4 y  b) 32. 

 

a)                                                                                    b) 

Figura 4.39. Reconstrucción con 360 proyecciones entre 0° a 179.5° en pasos de 0.5° con la función 
Gaussiana. a) ߝ ൌ 1 y una ventana de ሾ െ5,5 ሿ. b) ߝ ൌ 0.5 y una ventana de ሾ െ10,10 ሿ. 
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a)                                                                                    b) 

Figura 4.40. Reconstrucción con 360 proyecciones entre 0° a 179.5° en pasos de 0.5° con el QIM a 
ܿ ൌ 1. a) Ventana de ሾ െ10,10 ሿ. b) Ventana de ሾ െ20,20 ሿ. 

Algo importante a observar es que para las aplicaciones de Zoom con las funciones de Wendland  

con soporte 4,  la que presenta mejores resultados es  la función ߮ଵ,ଶ. Esto se puede entender al 
observar  diferentes  filtros  interpoladores  presentados  en  las  graficas  4.41  y  4.42,  en  donde  se 

observa  que  el  filtro  interpolador  correspondiente  a  la  función  de Wendland    ߮ଵ,ଶ,  es  quien 
presenta mejores características. 

Otro punto a observar en el  caso de  tomografía  computarizada,   es que  se puede obtener una 

buena calidad de  interpolación con ߝ ൌ 0.5   para  la función Gaussiana y con   ܿ ൌ 1 para el QIM. 

Sin  embargo  la  diferencia  es  que  para  el  QIM  se  necesita  una  ventana  mayor  de 

truncación,ሾ െ20,20 ሿ, a comparación de la Gaussiana, ሾ െ10,10 ሿ para no observar los efectos de 
truncación tal como se ilustra en la figuras 4.39.b y 4.40.b. 

Pero además de necesitar una mayor ventana, se obtiene una menor calidad de interpolación con 

el QIM en  comparación  con  la Gaussiana  tal  como  se observa en  las graficas de  sus kernels de 

error en la figura 4.43. 

Entonces,  aunque  se  puedan  obtener  filtros  interpoladores  de  diferente  calidad  al    variar  el 

parámetro de escalamiento, quien necesita un menor tamaño de ventana es la función Gaussiana 

y por lo tanto es más accesible en términos computacionales para implementarlo. 
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Figura 4.41. Espectros de las funciones de Wendland  ߮ଵ,ଵ, ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଷ con un soporte de 4 
en el rango ሾെ0.4,0.4ሿ de la frecuencia normalizada. 

 

Figura 4.42. Espectros de las funciones de Wendland  ߮ଵ,ଵ, ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଷ con un soporte de 4 
en el rango ሾ0.8,2.5ሿ de la frecuencia normalizada. 

 

Figura 4.43. Kernels de error de las funciones Gaussiana con ߝ ൌ 0.5 y QIM con ܿ ൌ 1 
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5. Conclusiones y trabajo futuro 

5.1 Conclusiones 

Durante el presente  trabajo  se usaron a  las FBR como  filtros  interpoladores en 1 dimensión,  se 

mostro que  la estructura  la  interpolación con FBR en 1 dimensión es  la misma que  la dada por 

interpolación  basado  en  convolución,    en  el  caso  de  2  dimensiones  se  utilizo  la  FBR  en  una 

dimensión  y  se  aplico  en  un  esquema  de  producto  de  tensores.  Debido  a  que  existen  otros 

métodos de  interpolación,  se utilizo un método de  comparación basado  en  el  error  cuadrático 

medio pero tomando en cuenta la fase de la señal durante el muestro. Con la adición de la fase se 

obtiene  una  función  en  el  dominio  de  la  frecuencia  llamada  kernel  de  error   ଶሺΩሻߟ   el  cual 
determina el valor del error cuadrático medio. 

El  kernel  de  error  describe  apropiadamente,  en  una  forma  grafica,  las  características  de 

aproximación  de  los  B‐splines  y  de  la  función  Sinc.  Se  observó  además  que  el  kernel  de  error 

muestra    la convergencia hacia  la  función Sinc que tienen  los B‐splines conforme se aumenta su 

orden. Se concluyó que  este método de comparación es el adecuado para analizar las FBR usadas 

en este trabajo como filtros interpoladores. 

Para el  caso de  las  funciones de Wendland de  soporte  compacto,  las  funciones usadas para un 

soporte  pequeño  presentaron  que  ଶሺ0ሻߟ ് 0  a  diferencia  de  los  B‐splines.  Esta  característica 
implica  que  aunque  el  muestreo  se  aumente,  el  error  cuadrático  medio  no  disminuirá 

manteniéndose constante. Por  lo  tanto se concluye que estás  funciones no poseen un orden de 

aproximación como kernels de convolución para un soporte fijo. En el marco teórico se presenta 

que para que un kernel de convolución tenga mínimo un orden de aproximación de 1, debe por lo 

menos  reproducir  funciones contantes. Esta característica hace que el kernel de error en Ω ൌ 0 
sea  cero, por  lo  tanto  las  funciones de Wendland   no pueden  reproducir  funciones  constantes 

pese a que están  formados por polinomios o mas generalmente no pueden  reproducir el  valor 

promedio de alguna señal.  

Esto se verifica al realizar la interpolación de un conjunto de muestras de una función constante y 

Gaussiana,  en  donde  en  los  resultados  se  observa  oscilaciones  y  este  efecto  se  aprecia 

directamente  de  la  forma  de  su  filtro  interpolador.  Como  es  sabido,  durante  el  proceso  de 

muestreo  de  una  señal,  se  originan  replicas  de  sus  espectros  posicionadas  en múltiplos  de  la 

frecuencia  de  muestreo.  En  el  caso  de  los  B‐splines,  si  nosotros  queremos  aplicar  su  filtro 

interpolador correspondiente, por lo menos no existirá error debido al valor promedio de la señal, 

esto  porque  cualquier  B‐spline  contiene  ceros    en  su  espectro  en  Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ,   y  por 
consiguiente  también  su  filtro  interpolador,  entonces  durante  la  aplicación  de  su  filtro  para 

eliminar las replicas, por lo menos eliminara el “valor promedio” de las replicas y esto no causara 

interferencia con la señal recuperada.  

Sin embargo en el caso de  las funciones de Wendland, su espectro no posee tales ceros y se ve, 

por ejemplo en la recuperación de una función constante, oscilaciones debido a funciones cosenos 
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originados por los valores promedios de las replicas que no fueron eliminados correctamente por 

el filtro interpolador. Por lo tanto se concluye que las funciones de Wendland no puede recuperar 

constantes en forma adecuada debido a que no posee ceros en su espectro en  Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ. 
Estos ceros precisamente hacen que ߟଶሺ0ሻ ൌ 0.  

A pesar de lo anterior,  conforme se aumenta el soporte de las funciones de Wendland, el valor de 

 ଶሺΩሻ tiende a una forma fija. Más exactamenteߟ ଶሺ0ሻ  tiende a disminuir, además se observa queߟ

se observa que el kernel se error de una función Wendland ߮௦, tiende al  kernel de error de un B‐

spline  βଶାଵ.  Pero  debido  a  que   ଶሺΩሻߟ está  en  función  del  espectro  del  filtro  interpolador, 
entonces  lo que se observa es una convergencia de  los filtros  interpoladores de  las funciones de 

Wendland  y    B‐splines,  todo  esto  en  1  dimensión.  Por  lo  tanto  se  concluye  que  la  calidad  de 

interpolación de una función Wendland ߮௦, será prácticamente igual al de un B‐spline  βଶାଵ para 
un  soporte grande. Para el  caso de   ߮ଵ,ଵ, ߮ଵ,ଶ  y   ߮ଵ,ଷ  con un  factor de escalamiento de   20  se 

obtuvo esa similitud de sus filtros interpoladores con el de los B‐splines.   

En el caso de la función Gaussiana también presenta ߟଶሺ0ሻ ് 0 para valores de ߝ grandes y por lo 
tanto no presenta un orden de convergencia. Sin embargo también conforme se disminuye ߝ, el 
valor de ߟଶሺ0ሻ disminuye, además el kernel de error tiende al de la función Sinc. La característica 

importante es que para ߝ  1,  el valor de ߟଶሺ0ሻ es muy pequeño y en el momento de realizar una 

interpolación,  su efecto es despreciable pero  también  suponiendo que  se  tiene una  ventana  lo 

suficientemente  grande de  truncación.  Por  lo  tanto para propósitos prácticos,  se  concluye que 

para  valores  ߝ  1,  se  puede  asumir  que  ଶሺ0ሻߟ ൌ 0  para  una  ventana  de  truncación  lo 
suficientemente grande y se pueden obtener diferentes filtros  interpoladores con una calidad de 

interpolación que se va mejorando y que tiende al de la función Sinc conforme se disminuye ߝ. 

Con el QIM se observó que ߟଶሺ0ሻ ൌ 0, esto es porque tiene la capacidad de reproducir funciones 
lineales y por lo tanto funciones constantes. Esto también se puede entender ya que su espectro 

contiene   el  espectro del B‐spline de orden 1, por  lo  tanto el espectro del QIM  tiene  ceros en  

Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ.  Además  conforme  se  aumenta  el  valor  de  ܿ,  su  kernel  de  error  presenta 
convergencia  al    kernel  de  la  función  Sinc  al  igual  que  la  Gaussiana,  por  lo  tanto  también  se 

obtienen diferentes filtros interpoladores con calidad que va aumentando y convergiendo al de la 

función Sinc conforme se aumenta el valor de ܿ.  

Además  como  se  indico  en  el  marco  teórico,  el  B‐spline  de  orden  1  tiene  un  orden  de 

aproximación de 2 y por lo tanto este es el mínimo orden de aproximación que se puede tener. Sin 

embargo  la  principal  dificultad  es  su  soporte  global,  implicando  que  cuando  se  quiera 

implementar, se debe realizar una truncación. Esta truncación es una convolución en el dominio 

de  la frecuencia entre el espectro de  la ventana y el espectro del   QIM, por  lo tanto el espectro 

resultante  tendrá  una  valor  diferente  de  cero  en  Ω ൌ ,݇ߨ2 ݇ א Ժכ  perdiendo  así  sus 
propiedades de aproximación. Entonces  se concluye que aunque  teóricamente el QIM presenta 

buenas  características  de  aproximación,  debido  a  la  truncación  necesaria  para  poder 

implementarlo, perderá sus propiedades de aproximación  implicando que presentara  los mismos 
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problemas  que  las  funciones  de Wendland  y  la  Gaussiana.  Sin  embargo  se  puede  minimizar 

siempre y cuando se tenga una ventana lo suficientemente grande. 

Con respecto a la implementación, las funciones de Wendland debido a su forma polinómica, deja 

una  forma natural para  implementarlo en  forma de un  filtro digital con  la estructura Farrow, de 

esta  forma  se pueden  tener Zooms  fraccionarios al  igual que desplazamientos  fraccionarios con 

facilidad.  En el caso de un Zoom fraccionario con la función Gaussiana y el QIM primero se puede 

realizar  un  Zoom  correspondiente  al  valor  entero  mediante  un  filtro  digital  con  estructura 

polifásica y después se puede utilizar  la  función Sinc Discreto para  realizar el Zoom con  la parte 

fraccionaria. 

En las aplicaciones, en el caso del Zoom en imágenes, se aprecian claramente los efectos de que el 

espectro del filtro interpolador no tenga ceros en múltiplos de 2ߨ para las funciones de Wendland 

con un soporte de 2 y 4. Sin embargo con un soporte de 8 aunque estas oscilaciones persisten, ya 

no  son  visibles.  Para  las  función  Gaussiana,  aparte  de  que  se  tiene  una  buena  calidad  de 

interpolación para ߝ ൌ 1,   conforme ߝ  disminuye no se observa un gran cambio en la calidad pero 

si se observa mas Ringing. Lo mismo ocurre para el QIM. 

Con rotación de imágenes se obtuvo buenos resultados con un soporte de 8 para las funciones de 

de Wendland que se usaron en esta tesis. Al igual con ߝ ൌ 1 con la función Gaussiana y ܿ ൌ 1 con 
el QIM.   

Con  el  propósito  de  verificar  las  calidades  de  interpolación  estimadas  de  las  funciones  de 

Wendland  usadas  y  compararlas  con  los  B‐splines,  se  realizó  un  experimento  en  donde  se 

aplicaron  rotaciones  sucesivas   a  la  imagen de prueba Barbara, que  contiene   altas  frecuencias 

espectrales, para ver su comportamiento en el espectro. Las  imágenes  resultantes aplicando  las 

funciones  de Wendland  resultaron  idénticas  a  las  obtenidas  con  los  B‐splines  reafirmando  lo 

indicado sobre la similitud entre estas funciones.      

En tomografía con rayos paralelos, se considera que un soporte de 8 es adecuado para el caso de 

las funciones ߮ଵ,ଶ y ߮ଵ,ଷ  de Wendland para una buena recuperación de la imagen. Pero con  ߮ଵ,ଵ 
es necesario un soporte de 16 debido a que se aprecian los efectos de la ausencia de ceros en su 

filtro interpolador con un soporte de 8.  

Para la función Gaussiana con  ߝ ൌ 1  y 0,5 y ventanas de ሾെ5,5ሿ y ሾെ10,10ሿ respectivamente se 

obtuvieron buenos resultados. El QIM con ܿ ൌ 1 resulto adecuado con una ventana de ሾെ20,20ሿ 
ya que con valores menores se observa efectos de  la truncación del QIM.   El punto a denotar es 

que  con  la  función  Gaussiana  se  puede  obtener  una mejor  calidad  de  interpolación  con  una 

ventana menor a comparación del QIM y esto se puede verificar comparando sus kernels de error 

y con los resultados. Por lo tanto se puede concluir, que a pesar de que se pueden obtener filtros 

interpoladores de calidad   variable con  la función Gaussiana y el QIM, es  la función Gaussiana  la 

que necesita menor ventana para una calidad similar de  interpolación, por  lo tanto exige menos 

costo computacional y es más apropiada para implementarla. 
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En general ,  la funciones de Wendland usadas como filtros  interpoladores no representan alguna 

ventaja debido a que presentan la misma calidad de interpolación que los B‐splines, además esto 

es  con  un  soporte  grande,  por  lo  tanto  con  mayor  costo  computacional  el  cual  los  hace 

ineficientes. En forma similar es con la función Gaussiana o con el QIM, aunque se pueda obtener 

filtros con alta calidad,  esto se puede dar con una ventana de truncación demasiado grande. Por 

lo  tanto  si  se  desea  una  alta  preservación  espectral,  la mejor  opción  es  con  la  función  Sinc 

Discreto.  

5.2 Trabajo futuro 

En lo que respecta a futuros trabajos, debido a que se utilizo un método grafico de análisis, es de 

interés  verificar estos  resultados en  forma matemática  tal  como  se ha  realizado  con  la  función 

Gaussiana  en  la  demostración  de  la  convergencia  de  la  calidad  de  interpolación  hacia  el  de  la 

función Sinc en los trabajos [22] y [23].  

También es de interés encontrar un kernel que sea valido como función de base radial de soporte 

compacto  como  las  funciones  de  Wendland  pero  que  puedan  reproducir  polinomios  en  1 

dimensión de acuerda al grado del polinomio que  tengan y de esa manera puedan  tener algún 

orden de aproximación  tal como el caso de  los B‐splines;  todo esto mediante algún método de 

construcción  tal  como  fue  indicado en el marco  teórico u otro más general  [8], el  cual  incluiría 

pruebas  en  problemas  con  datos  dispersos  para  su  validación.  Esto  con  un  soporte  que  sea 

moderado ya que si es muy grande al utilizarse como kernel de  convolución  va a requerir mucho 

tiempo  de  computo,  de  igual  manera  si  se  resuelve  el  problema  en  forma  matricial  con  el 

problema adicional de hacerse singular la matriz [8]. 
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