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Resumen

Las funciones de Base radial (FBR) son herramientas para aproximacion que permiten asociar una
funcién continua a un conjunto de datos discretos, en donde el argumento es la norma euclidiana
tomada como la distancia entre el punto a evaluar y un punto denominado centro. La popularidad
de las FBR es debido a que se puede obtener un Unico interpolante sin una gran restriccion en la
localizacién de sus centros.

Existen diversos trabajos que muestran sus usos y analizan su exactitud considerando un analisis
matricial y otros considerando un nimero infinito de datos igualmente espaciados. En este trabajo
consideramos este ultimo, y obtenemos una propiedad llamada filtro de interpolacién que nos
proporcionara importante informacién acerca de sus propiedades de interpolacion.

En este contexto se utilizan las RBF de soporte compacto, la funcidon Gaussiana y el formado por la
segunda razén de diferencias de la funcién Multicuadrica (QIM) y se comparan en 1 dimension
mediante un método grafico llamado kernel de error en el dominio de la frecuencia, el cual nos
indicara la calidad de aproximacion que se puede obtener mediante estas funciones.

Mediante el kernel de error se observa que las funciones de Wendland y la Gaussiana (bajo un
soporte dado y un factor de escalamiento constante respectivamente) el error se mantendra
constante, aunque el nimero de muestras aumente, es decir no habrad convergencia hacia una
funcién que se desee aproximar. Esto implicara que ésas funciones no pueden reproducir
funciones constantes y se entendera el problema haciendo una comparacion con los B-splines de
orden entero, los cuales si tienen la capacidad de reproducir polinomios de acuerdo a su grado.

En el resultado de esta comparacion se observa que las funciones de Wendland al igual que otras
funciones de soporte compacto, presentan una cierta convergencia de sus kernels de error al de
los B-splines conforme se aumenta su soporte, es decir sus filtros Interpoladores tienden a ser
iguales implicando que la calidad de interpolacién sera similar. Para la funcidon Gaussiana y el QIM
se mostrara una convergencia de sus kernels de error al de la funcién Sinc.

En la parte final del trabajo se presentan usos de estas funciones en problemas comunes de
interpolacion y se realiza una prueba basado en rotacién de imagenes en donde se verifica la
similitud de los filtros interpoladores entre las funciones de Wendlands y B-splines.



Abstract

The radial basis functions are tools for aproximation that can be linked with a set of discrete data,
where the argument is the Norm Euclidian between any point and other called center. The RBF are
popular because an unique interpolant is guaranteed under weak conditions on the location of the
centers.

There are a lot of works that shows its uses and study its accurateness regarding either an
matricial anylisis or assuming we have data laying at the vertices on an infinite regular grid. In this
work we consider the latter but in 1 dimension and we get a property called “ Interpolation filter”
that provide us valuable information about its approximation characteristiscs.

Under this context we use the supported compactly radial basis funcions, Gaussian function and
the second divided different of the Multicuadric function(QIM) and we compare them by means of
method called Error Kernel into the frecuency domain.

By means of error kernel we find that using the Wendland functions and Gaussian function as
interpolators -under a given support and scaling factor- the error holds even if we up the number
samples, in other words, there won't converge to the function that we wish aproximate.This will
imply that this functions cannot reproduce constans functions and this can be understood doing a
comparation with the B-splines of integer degree, wich ones can reproduce polynomial according
of degree.

The comparation turns out that the error kernels of Wendland functions show a converge to the
error kernels of the B-splines when the support is increased which implies that theirs interpolating
filters approach to be equals as well as their interpolation quality. The Gaussian function and QIM
show converge to the Sinc function.

In the end this work we show uses of those functions in usual interpolation problems and make a
experiment consisting of succesive image rotations in where we verify the similarities between the
Wendland functions and B-splines in their interpolating filters.



1. Introduccion

El proceso de interpolacidn es requerido en muchas areas como en meteorologia o graficos en
computadora en donde es frecuente obtener mediciones sobre un fenémeno u objeto en forma
dispersa mediante un dispositivo de muestreo, y en donde surge la necesidad de obtener mas
detalle sobre el fendmeno sin tener que modificar ese dispositivo. También el clasico problema de
tener una funcion en la que es dificil realizar operaciones tales como integracion y se prefiere
aproximarla por una funcion que sea mas facil de evaluar. Para este tipo de problemas con datos
dispersos es bastante utilizada la interpolaciéon con FBR presentando excelentes resultados, por
ejemplo para el caso de graficos en computadora tal como se presenta en [30] y [31]. La ventaja
de las FBR es que un problema de varias dimensiones lo convierte en 1 dimensién.

En el caso en que las muestras son obtenidas con igual espaciamiento, existen técnicas tales como
interpolacion basada en polinomios como los de Lagrange o Splines. Los Splines son populares
debido a que permite asociar un modelo continuo a las muestras y con el cual ya se pueden hacer
transformaciones geométricas tales como rotacién y Zoom. Debe notarse que en esas
transformaciones es necesaria la obtencion de nuevas muestras que normalmente se logran por
interpolacion.

La forma de realizar la interpolacién en este trabajo es llamada “interpolacion basada en
convolucién” y basicamente la idea es de considerar al proceso de interpolacién como un sistema,
en donde le aplicamos una sefial que tiene una naturaleza discreta y el sistema nos devuelve una
sefial que es continua. Por ejemplo un sistema de CD, la musica que proviene de un disco se
considera como una seinal de voltaje discreto y ésta es procesada por el reproductor de CD el cual
tiene la funcién de volver una sefial de voltaje continuo para asi aplicarlo a una bocina.

La motivacidon principal de esta tésis surgié del area Médica donde existen muchos procesos en
donde se requiere un proceso de interpolacion [33]. De los mas importantes es el de “tomografia
computarizada” donde el principal objetivo es obtener una seccion transversal de un objeto sin
tener que realizar un corte o invadirlo. Existen diversos problemas para llevar a cabo este proceso
[13], desde los problemas del sistema de muestreo hasta los problemas del algoritmo de
reconstruccidon a partir de las muestras obtenidas. En el caso del algoritmo de reconstruccion,
fundamentalmente se tiene que obtener una imagen donde sus muestras van a estar distribuidas
en un plano cartesiano, pero esto a partir de un conjunto finito de datos discretos los cuales
estaran distribuidos en una geometria diferente. Este problema se puede resolver mediante
interpolacion y se describe a continuacidén con mas detalle.

1.1 Tomografia Computarizada de Rayos Paralelos

En el area de medicina una de las herramientas mas utiles es la tomografia debido a que es un
método no invasivo, es decir se puede examinar la estructura del cuerpo sin la necesidad de
cortarlo. En general para entendimiento comun se le conoce como tomografia, sin embargo la
palabra técnica utilizada en estos dias es tomografia computarizada; se le hace esta distincion



debido a que en los primeros intentos de implementar el concepto de tomografia, la imagen era
obtenida con principios basados en radiografia, y se visualizaba en una pelicula sensible a los rayos
X como comunmente se hace en radiografias. Pero debido a la forma en que son aplicadas estas
técnicas, dan como resultado imagenes borrosas generadas por la interferencia de las otras
estructuras que no se deseaban ver ademas de tener la limitaciéon natural de que no se podian
procesar las imagenes una vez obtenidas pues estaban ya impresas en la pelicula de rayos X.
Actualmente la tomografia se apoya mediante la computadora basada en un modelo matematico
del problema y resolviéndolo mediante algoritmos especializados. Para utilizar un modelo
matematico se considera que la tomografia entra en un campo mads general de problemas
llamados problemas de reconstruccion, en la que se requiere saber alguna propiedad de la
estructura interna de un objeto sin cortarlo o simplemente sin dafiar macroscépicamente el
objeto. Este tipo de problemas pueden ser estudiados matemdticamente mediante la
“transformada Radon” desarrollada por el matematico austriaco Johann Radon cuyo principio se
ilustra con la siguiente correspondencia:

{Distribucion interna} - sujeto a una prueba — {perfil}
{f} - sujeto a la transformada Radon — {Py}

La distribucion interna corresponde a alguna propiedad del objeto - tal vez densidad o algo
cercanamente a la densidad- y esta es afectada por alguna prueba que genera lo que se conoce
como un perfil o distribucién proyectada [32].

La fuente que sirve para probar la distribucién puede ser rayos gamma, luz visible, microondas,
ondas de sonido, entre otros. Esta prueba tiene su analogia considerando al objeto como una
funcion f, la prueba como su transformada Radon Rf que finalmente nos da un perfil Py . Es
natural esperar que también se pueda obtener la transformada inversa. Por ejemplo, la prueba
puede ser los rayos X penetrando un objeto sobre un lado y midiendo las intensidades que
resultan del lado opuesto para formar un perfil.

En el caso de tomografia los datos obtenidos de un scaner de Rayos X, se consideran como
muestras de una transformada Radon sobre una seccion transversal del objeto, asi, cada perfil
obtenido es identificado como una parte de la transformada Radon. La distribucion interna que se
pone a prueba o la imagen obtenida en un equipo comercial son los coeficientes de atenuacidn, es
decir cada vez que pasa un haz de alguna onda electromagnética a través del objeto este es
atenuado y su atenuacién dependera de ésa distribucién. En tomografia computarizada existen
tres geometrias basicas de las cuales solo trataremos el caso de rayos paralelos que, aunque es el
menos utilizado, es la base del entendimiento del proceso de tomografia.

1.1.1 Proyecciones e integrales de lineas

Una integral de linea, como su nombre dice, representa la integral de un objeto a lo largo de una
linea, en una forma fisica, el valor numérico de la integral es generado pasando un rayo X sobre el
objeto y la medicién de su atenuacién del rayo X servird para determinar muestras de su valor.



Para describir las proyecciones e integrales de linea, introduciremos el sistema de coordenadas de
la figura 1.1. En la grafica se presenta un objeto o funcién f(x,y) que esta en dos dimensiones y
los parametros (6, t) describen las integrales de linea.

e

g x>
0%
%

Figura 1.1. Proyeccion de Py (t) de un objeto f(x, y).
La ecuacidn de una de las lineas rectas en la figura 1.1 esta dado por:
xcosf + ysinf =t (1.1)

Y usaremos la siguiente relacion para definir la integral de linea Py (t) como:
Py(t) = f f(x,y)ds (1.2)
(0,t)linea

El conjunto de valores Py (t) forma la transformada Radon de la funcién f(x,y). Como se observa
en la figura 1.2, una proyeccion es una funcidon que esta formada por el conjunto de valores de
integrales de linea bajo un mismo angulo 6. Esa proyeccién puede ser obtenida moviendo una
fuente de rayos X y un detector a lo largo de lineas paralelas sobre lados opuesto del objeto.

1.1.2 Teorema de la Proyeccion

En esta seccidn se describe la relaciéon que existe entre la transformada de Fourier en 2D de
f(x,y) con la transformada de Fourier en 1D de sus proyecciones Py (t).

La transformada de Fourier de una proyeccioén es:

[oe]

Se(Q) = f Py(t) e /2™t gt (1.3)

— 00

Para el caso de tener una proyeccién con 8 = 0 tenemos:



Poco(® = | fGxy)dy (1.4)

Ahora considerando la transformada de Fourier de f(x,y) solo en el eje u tenemos:

F(u,0) = ff_if(x, y)e I dydy = J:: [.[O:Of(x,y)dy] e ~J2mux gy (1.5)

Podemos observar que el término en corchetes es Pg—_,(t) y que F(u,0) es su transformada de
Fourier .Este resultado es basicamente la forma mas simple del Teorema de proyecciones el cual
es enunciado a continuacion:

e La transformada de Fourier de una Proyeccion paralela S(Q,0) de una funcién f(x,y)
tomada en un dngulo 8, da una linea de la transformada de Fourier 2D F(u, v) que estd a
un dngulo 6 del eje u.

Graficamente, esto se muestra en la figura 1.2 en donde para facilitar su observacién de este
teorema, hacemos una rotacién por 8 de tal manera que el sistema de coordenadas (x,y) cambie
al de la proyeccion (t,s), entonces también hacemos una rotacién a su transformada de Fourier
de tal manera que se preserva la relacién que se da en las ecuaciones (1.4) y (1.5).

F{Ps()}

Flu,v)

Figura 1.2. Teorema de la Proyeccion.



1.1.3 Reconstruccion por medio de Retroproyecciones filtradas.

Se introduce el método de retroproyeccion filtrada el cual servird para reconstruir f(x,y) a partir

de sus proyecciones, es decir se invierte la transformada Radon. Para esto, se inicia con la

transformada inversa de Fourier en 2D, en donde se cambia el sistema de coordenadas en el

dominio de la frecuencia a una forma polar con:
u = Qcosf ,v = Qsinf , dudv = QdQdo

Y utilizado el teorema de proyecciones con Sg(Q2) = S(L, 0) se tiene:
_ (%’ o : J2mQ(xcosO+ysing)
fGy) = [, d6 [, F(Qcosb,Qsind e QdQ
T [ee)
— f do f S(Q, e)ejZTtQ(xcosBﬂ/sinG)QdQ
0 0

T [00)
+f dgf S(Q’e_|_T[)e—jZnQ(xcosB+ysin6)QdQ
0 0

Utilizando la siguiente propiedad natural de la geometria paralela de proyecciones:

P(t,0 + ™) = P(—t,0)
Se tiene:
S(Q,0+m)=5(-9,0)

Utilizando la relacién anterior en la ecuacion (1.8) se tiene:

T [¢]
f(x, y) — f do f S( Q,0 )lﬂlejZTrQ(xcosQ+ysin9)dQ
0 —00

T o] T

=f def S(Q,G)Iﬂlejz”“tdﬂ=f g(xcos@ + ysin®, 6)do
0 —00 0

donde:

g(t,08) = g(xcosf + ysin6,0) = j S(Q, 6)|Q|efzmxcost+ysing) g

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Bésicamente lo que indica las ecuaciones (1.10) y (1.11) es que con 0 fija, para los valores de (x,y)

que cumplan xcos@ + ysinf = t;, f(x,y) tomara el valor de g(t;,8). Este proceso es conocido

como retroproyeccién y solo se repite para 0 < 8 < m debido a la propiedad indicada en la

ecuacién (1.8), indicando que no habra nueva informacién en la proyecciones para angulos

mayores a . También se observa de la ecuacidon (1.11) que lo que se retroproyecta es una version

filtrada de S( £, 8 ) por el filtro |Q] el cual es conocido como filtro Rampa vy, por eso, al proceso

total se le conoce como reconstruccion mediante retroproyecciones filtradas. Esta operacién de



filtrado es fundamental debido a que si solo se retroproyecta a P(t, 8), se genera una imagen que
presentara Bluring tal como se indica en la siguiente figura:

a) b)
Figura 1.3. Reconstruccién de una Seccion transversal de un cubo. a) Seccién transversal. b)
Reconstruccidn a partir de sus proyecciones sin filtrar.

En una situacidn practica se tiene un conjunto de muestras de cada proyeccion y después del
filtrado con el filtro Rampa, son retropoyectadas al plano de la imagen tal como se ilustra en la
figura 1.4.a.

Se observa que para algunos puntos (x,y) no se le podran asignar algin valor de las muestras de
g(t,0) debido a que no se podra cumplir xcos@ + ysinf = t. Entonces para solucionar este
problema se realiza una interpolacion para encontrar nuevas muestras de g(t,6) que tengan
correspondencia con los puntos (x,y) en donde queremos que existan los valores de la imagen
resultante.

Otro acercamiento es mediante la transformada discreta de Fourier en 2D en donde se presenta el
problema de interpolacién ilustrado en la figura 1.4.b. En la grafica se observa que el problema es
encontrar nuevas muestras en puntos cartesianos a partir de las muestras de las proyecciones
distribuidas radialmente.

Es claro entonces, que la calidad de la imagen de la seccién transversal recuperada sera
fuertemente dependiente del método de interpolacion usado. En [34] y [35] se realiza la
reconstruccidon con Splines, en donde se aplican en modo de convolucién, con un conjunto de
proyecciones tomadas en angulos igualmente espaciados al igual que sus muestras. Por otro lado,
en los trabajos [36] y [37], las FBR se aplican en una situacién con un nimero limitado de
proyecciones. En [36] se considera que el sistema de muestreo esta en una ubicacidn que no le
permite tomar las proyecciones en angulos igualmente espaciados y muestran un ejemplo en el
que por medio de una red neuronal, pueden obtener la seccién transversal utilizando solo 2
proyecciones. En [37] suponen que si la distribucidon que desean obtener, tiene una simetria radial
o cercana a ésta, entonces con FBR, consideran que pueden obtenerla con una sola proyeccion y
con un numero limitado de muestras, mediante la solucion de un sistema de ecuaciones. Sin
embargo pese a que se aplican en situaciones diferentes, tienen la misma idea de representar a la
seccidn transversal o distribucidn en términos de funciones base.
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Figura 1.4. Dos diferentes problemas de interpolacién en tomografia computarizada a)
Retroproyeccion de muestras de g(t, 8). b) Distribucion de las muestras radiales de P(t, ) en el
plano cartesiano.

La idea de la interpolacién con polinomios de Lagrange y Splines es que se busca acoplar un
conjunto de muestras a una funcién que tenga una estructura polindmica. Mientras que en los
polinomios de Lagrange se acopla un solo polinomio a las muestras, el Spline es una funcién que
esta hecha de tramos de polinomios de tal manera que entre las muestras existird un polinomio de
grado a lo mas M, entonces se puede decir que en los splines se acopla un conjunto de polinomios
a las muestras. Con los polinomios de Lagrange se obtiene una representacién que interpola todo
el conjunto de muestras en términos de funciones base. Un Spline también puede ser
representado por funciones base denominadas B-splines [3],[27]. Este tipo de representacidn con
funciones base es la que permite realizar el proceso de interpolacién en forma de convolucién. De
la funcion base se determina la respuesta al impulso del sistema que representa el proceso de
interpolacion, al igual que la calidad de interpolacién y a su respuesta en el dominio de la
frecuencia se le conoce como “filtro interpolador”.

El problema de interpolar con FBR es el de acoplar un conjunto de muestras a una funcion
formada por las FBR, entonces las FBR actian como funciones base y esto permite una similitud en
su estructura con el de la interpolacion basada en convolucion.

En base a lo comentado, podemos hacer las siguientes preguntas:

¢Cuales serian los resultados con FBR en una situacion ideal, es decir, si tuviéramos un nimero
considerable de proyecciones las cuales tendrdn muestras igualmente espaciadas?

éSe podrd hacer una comparacion directa entre Splines u otro método que sea basado en
convolucién con FBR?

El cual implica formularnos la siguiente pregunta: ¢Se podrd aplicar las FBR en modo convoluciéon?

En base a estas preguntas se presenta el objetivo de la tesis.
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1.2 Objetivo de la tesis

La Unica diferencia entre estas estructuras de interpolacién con FBR y en modo convolucion es en
el argumento de las funciones base, sin embargo si no consideramos la norma euclidiana en el
argumento de las FBR, entonces se puede utilizar en un esquema de interpolacién basado en
convolucién.

Bajo esta restriccidn, se va analizar las FBR aplicadas en modo de convolucién, es decir, como
filtros interpoladores. Este andlisis estard restringido a 1D y se podrd hacer la extensién a 2D bajo
un esquema de la funcion base en producto de tensores.

Ademas se va a mostrar las técnicas que se pueden usar para poder implementar a las FBR con
operaciones de convolucidon y los resultados de algunas aplicaciones usuales que requieren
interpolacion incluyendo el caso de Tomografia computarizada con Rayos paralelos.

1.3 Organizacion de la tesis

En el capitulo 2 se muestra la teoria sobre la interpolacién basado de convolucién y se hara una
breve descripcion de las FBR que serdn utiles para implementarlos en este esquema y finalmente
se mostrara el método de comparacion o error utilizado basado en el error cuadratico medio.

En el capitulo 3 se mostraran las técnicas para implementar la interpolacién basado en
convolucién los cuales nos servirdn para la implementacién de las FBR. En el capitulo 4 se
mostraran los resultados con sus comentarios respectivos del uso del error descrito en el capitulo
2 y de algunas aplicaciones incluyendo la reconstruccién de imagenes en tomografia
computarizada con rayos paralelos. En el capitulo 5 se mostraran las conclusiones asi como el
trabajo a futuro que se pueda desarrollar.
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2. Marco Teorico

En este capitulo se mostraran los fundamentos de la interpolacién basada en convolucidn, asi
como un método que nos ayudara a determinar su calidad. Se mostrara la teoria basica para la
interpolacion con FBR asi como las similitudes que existen con la basada en convolucion.

2.1. Interpolacion basada en convolucion

Constantemente surge el problema de obtener mds detalle sobre algin fendmeno fisico o de
alguna seiial, pero solo tenemos como informacién un conjunto de sus muestras. Por ejemplo, en
el caso imagenes, en donde tenemos un conjunto finito de muestras, y queremos realizar una
amplificacion de una zona en particular, tenemos que obtener mas pixeles; una forma de
obtenerlos es acoplando una funcién g(x) a la imagen, para que después esta sea evaluada en los
puntos extras que necesitamos para realizar la amplificacion.

Un método para encontrar tal funcién g(x) es con interpolacién, en donde la funcién que se
obtenga debe pasar por los valores de las muestras que si se tienen, un ejemplo es la interpolacion
con polinomios de Lagrange. Otro método es por aproximacién de minimos cuadrados, en donde
la funcion resultante no necesariamente pasara sobre las muestras porque para este tipo de
aproximacioén, para un conjunto de muestras (xj,yj), j=1,..,N con distintas Xj,yj € R, se

minimiza el error cuadratico medio Z?Ll[g(xi) —yil?

Si deseamos interpolar datos que estén igualmente espaciados, se pueden acoplar las muestras a
una funcién que es expresada como una sumatoria de versiones desplazadas de una funcién base
@, en intervalos del paso de muestreo. A ¢ se le conoce como kernel de convolucidn y una
caracteristica importante es que ésta representacién con funciones base se puede modelar como
un sistema lineal con una respuesta al impulso dada. A este tipo de interpolacién se le llama
“interpolacién basada en convolucidon” y se pueden obtener dos representaciones.

2.1.1 Esquema cardinal de interpolaciéon basado en convolucion

Se considera la siguiente ecuacion de interpolacién:

9= D fhme@® =1, VX = (0%, %) ERS @1
k=21

En donde f; es un conjunto de muestras disponibles que estdn en las posiciones
k= (ki,ky ....ks) EZ° y @ins(x) es el kernel de convolucidn.. Ademads, @;,:(x), tiene la
siguiente propiedad llamada “restriccion de interpolacién” [2]:

1, parak=m

0, para cualquier otro valor de k (22)

Pine(m — k) = {

Entonces al evaluar la ecuacion (2.2) en m € Z* resulta equivalente a:
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gtm) = Y fisam -0 (2.3)
k=71

Desde el punto de vista de sistemas lineales, la ecuacidn (2.3) se puede representar mediante una
convolucién considerando a fi, como los pesos que afectan a un tren de impulsos, es decir se tiene
una sefial dada por Y.p—za fx 6(x — k), el cual es obtenida de un muestreo ideal a una funcién
f(x) , y que al ser aplicado a un sistema con respuesta al impulso @;,; , se genera una sefial
continua g(x) como se ilustra en la siguiente figura para el caso de 1D:

> fes-10
k qoint(x)

f() [\ 9

Zk:(S(x—k)

Figura 2.1. Esquema cardinal de interpolacidn basado en convolucion.

De los kernel mas utilizados es el dado por la ecuacién:

A(x) = {é —lxl ’;' ;xl (2.4)

en donde la interpolacion con este kernel es igual a realizar una interpolacion lineal. Se ilustra una
funcién g(x) formada por el kernel lineal en la figura 2.2:

1.2 g(\X)
| g8(x) o(x)
o5 o) o(x-1)

Figura 2.2. Ejemplo de una funcién g(x) formada por kernels lineales.
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Cabe destacar que la construccion de este esquema es simple, ya que lo Unico que se tiene que
hacer es sustituir en f, los valores de las muestras y obtenemos nuestra funcién g(x).

Es digno hacer notar que se puede formular la interpolacién de Lagrange en la forma dada por la
ecuacioén (2.1) tal y como se puede ver en [19]y [20].

2.1.2 Esquema general de interpolacion basada en convolucion

Se considerara otro esquema de interpolacién basada en convolucién de la siguiente manera:

90 = Y GeE—k),  Vx= (o .,%) ER @5)
k=21

En donde ¢, son coeficientes que estan centrados en k = (kq, k5, ..., ks) € Z° y se identifica una
vez mas a @(x) como un kernel de convolucion. La diferencia fundamental entre las ecuaciones
(2.1) y (2.5) es que los coeficientes cj son diferentes a f}, , esto es debido a que ¢ no se restringe
a cumplir la condicidon (2.2), entonces es necesario calcularlos lo cual puede hacerse mediante un
sistema lineal de ecuaciones. Los coeficientes ¢y, se calculan en base a f}, tomando en cuenta que
al evaluar la ecuacion (2.5) enm € Z5, se debe cumplir:

g(m) = f(m) = z cr p(m — k) (2.6)
k=241

Asi pues, la ecuacidn (2.5) también se puede interpretar como una convolucion y por lo tanto, se
puede hacer una representacidon de la misma, como un sistema lineal.

Para ejemplificar esta representacién de una manera prdctica, se mostrara en 1D. La ecuacién
(2.5)en 1D es:

9(x) = ) crplx —k), vx € R, (2.7)
Z :

la cual se desea como una aproximacion a otra funcién f(x). La Unica informacion que tenemos
de f(x) es un conjunto de sus muestras las cuales se consideran que fueron tomadas en
x =n,Yn €Z, es decir, en un paso de muestreo de T =1. Asi que la ecuacion (2.7)
principalmente debe cumplir la siguiente restriccién:

f)=fn= Z cp(n —k), vn € Z, (2.8)

k

para un numero finito de datos 0 < n < N — 1. De esa forma, afrontamos al problema de resolver
un sistema de N ecuaciones para encontrar los coeficientes c; [27], [29]. Pero si consideramos a
los coeficientes c;, como una funcién de k, es decir es una secuencia discreta c(k), entonces otra
forma de encontrarlos es considerar la ecuacién (2.8) como una convolucién discreta entre c(k) y
@(n), es decir,
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N-1

fn = Z ck)pn—k) =c(0)p(n—-0)+c(Den—1)+ .. +c(N-Depn—-—N+1) (2.9)
k=0

La sumatoria en la ecuacién (2.9) es lo mismo que aplicar una secuencia discreta c(n) a un sistema
con respuesta al impulso @(n).

Entonces al ser una convoluciéon la ecuacidn (2.8), ésta se puede representar en términos de su
transformada Z de la siguiente manera:

F(z) = C(2)®s(2) (2.10)

en donde F(z), C(z) y ®4(2) son las transformadas Z de f(n), c(k) y @(n) respectivamente.
Entonces, C(z) se puede calcular de la siguiente forma:

C(2) = F(2)/®s(2) = F(2)®5*(2) (2.11)

Asi que debemos calcular ®¢(z) para tener C(z) y para lo cual se obtienen muestras de ¢(x) en
T =1 que nos dara la secuencia ¢(n). Nétese que para que exista ®;1(w) se debe tener que
D (w) > 0.

Otra forma de representar la ecuacién (2.11) es por medio de esta ecuacién:
= * o) (2.12)
en donde ¢}, ! es la transformada inversa de ®;(z) y cumple que ¢~ 1(k) * ¢(k) = 5(n).

La ecuacion (2.7) se puede considerar como la convolucion entre un tren de impulsos ¢(x) y ¢(x)

en donde:
c(x) = . 6(x —k) (2.13)
Z )

También, c(x) se puede considerar como la convolucién entre 2 trenes de impulsos en funcién de
x en vez de dos secuencias discretas:

cC) = ) feblr—1) = Y 9780~ k) (2.14)
k k

Por lo tanto se puede deducir la siguiente igualdad:

[oe]

90 = D" o=k = Y fepin e~ k) (2.15)
k

k=—oco

donde ahora se puede identificar

D) = (@7 e ) —K) = D 97 = B) (2.16)
k
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Lo que nos indican las ecuaciones (2.15) y (2.16) es que se puede formar un esquema cardinal de
interpolacion a partir de la ecuacién (2.7) y esto se ilustra en la figura 2.3, en donde se muestra el
proceso de interpolaciéon como un filtrado de una sefal Y fi, §(x — k) (que es obtenida de un
muestreo ideal a una funcién f(x) , con los sistemas go_lk y ¢(x — k) (con las que se puede
obtener un solo sistema @;,:(x) ). El filtro asi obtenido, es la respuesta al impulso de la ecuacion
(2.7) y cumple con la restriccion de interpolacion.

.

— g(x)

f(x)

P N
Z fk o [;L - K) qﬂ‘:.«-“-{l'] =E.'c ';p_._;\-';p{x - K]
&

() \ H — g(x)
Za(x—;{)

k

Figura 2.3. Esquema general de interpolacion basada en convolucién y su versidn cardinal.

Para el caso de un paso de muestreo T diferente a 1, ahora tenemos una secuencia de muestras f;,
gue estan espaciadas en intervalos de T, entonces para aplicar un esquema general de
interpolaciéon basado en convolucién, se le aplica un escalamiento a la ecuacién (2.15) de la
siguiente manera:

[o0]

90 = > ao(z-k)= fitm(F-k) 217)
k

k=—o0

con:

Pint(x) = Z o™l (; - k) (2.18)
k
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Se debe tener cuidado en el momento de la implementacion de un kernel de convolucion de que si
el kernel cumple con la restriccion de interpolacion entonces se puede implementar directamente
como Qi (x) en Yy fr@ine(x — k). Si no es el caso, entonces se tiene que implementar como
@(x) y se tienen que calcular los coeficientes cy.

Ahora, si ¢ 0 @i, es de soporte compacto, la sumatoria involucrara solo unas cuantas funciones
¢@(x — k) para calcular una nueva muestra x,, en donde los valores de k serdn los mas cercanos a
Xo. En la figura 2.4 se ilustra una funcién g(x) que esté formado por funciones que tienen un
soporte compacto de 4.

0.8

0.4+

0.2+

Figura 2.4. Funcién g(x) formado por funciones ¢ de soporte compacto de 4.

De la figura 2.4 se puede deducir que conforme ¢ tenga un soporte mas grande, mas funciones
@(x — k) se tomaran en cuenta para obtener g(x,), el cual implica mas costo computacional
debido a que se tendra que realizar mas evaluaciones ¢, ¢ (x, — k).

Para mayores dimensiones que 1D, ¢ se puede descomponer en producto de tensores, ya que
esto permite que el andlisis en 1D sea extendido para otras dimensiones [1], [2]. Bajo este
procedimiento, y para el caso 2D, las propiedades de interpolacidon que se tengan en el plano
(x,¥) en 1D seran las mismas para el plano (x,2) y (y, 2).

Hasta este punto se ha representado al esquema general de la interpolacién basado en
convolucién como sistemas lineales, sin embargo, una caracteristica importante de cualquier
sistema es su repuesta en frecuencia. La respuesta en frecuencia ®;,;()) correspondiente a
@int(x) con T = 1 esta dada por la siguiente ecuacion:

Dine(Q) = CD(Q)/(DS(Q) (2.19)

en donde ®4(Q) = ds(w) = Yoo, @ e /K2
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Se hace la observacion de que ®4(Q2) = &4(w), ya que P,(Q) es igual a la transformada de
Fourier de la secuencia discreta ¢y,. Para cualquier otro valor de T se tiene:

@, () = TO(TQ) /D (TQ) = TO(TH) / z @ e KT (2.20)

k=—oc0

Con la respuesta en frecuencia ®;,,;(£), se puede determinar la calidad de interpolaciéon de un
kernel de convolucién. Esto se puede entender analizando, en el dominio de la frecuencia, el
efecto de muestrear en el tiempo a una funcién f(x).

2.1.3 Aproximacion del filtro pasabajos ideal con kernels de convolucion

Cuando se muestrea a una funcidén f(x) con espectro X({) con un bloque de tren de impulsos con
periodo T, se genera una sefal dado por X fi 8(x —kT) y el espectro de esta sefial es
X(Q) =1/TYy._ X(Q —2nk/T), entonces si queremos recuperar f(x) a partir de sus
muestras debemos aplicar a X(Q) un filtro pasabajos ideal con amplitud de T que elimine las
replicas centradas en 21k /T, k € Z, y solo mantenga a X({). Sin embargo tal filtro no se puede
realizar como un sistema en forma fisica ya que su respuesta al impulso es la funcién Sinc y
ademas no es eficiente implementarlo en computadora asi que se prefiere una aproximacion a tal
filtro pero con la diferencia de que nos dara una aproximacion g(x) de f(x).

La idea basica es que el tren de impulsos Y, fi 8 (x — k), sea aplicado a un sistema, con respuesta
al impulso h(x), que tenga una respuesta en frecuencia que aproxime al filtro pasabajos ideal, el
cual su salida sea una funcién continua en el tiempo. Este se puede representar con la siguiente
figura:

> fedG—i0
k

f(x) hy P 9Xx)

Z(S(x — k)

Figura 2.5. Esquema de una recuperacién aproximada de f (x) a partir de sus muestras.

Debe notarse que, si se implementa un filtro Butterworth de segundo orden directamente como
h(x), la funcién resultante no interpolard a las muestras de f(x) , debido a que su respuesta al

—fc
impulso hp(x) = V2Q.e ﬁsin(ﬂcx/\/f)u(x), en donde Q. es la frecuencia de corte del filtro
Butterworth, no cumple la restriccidén de interpolacion ya que hg(0) = 0. Entonces, es necesario
aplicarlo en un esquema general, es decir, hg = ¢ en la ecuacién (2.7), y obtener los coeficientes
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- Si no se realiza de esa forma, entonces aunque se pueda obtener una funcién continua, esta
funcién no interpolard a las muestras de f(x).

Por otro lado, se puede obtener una aproximacion del filtro pasabajos ideal con un kernel de
convolucién @;,¢, ya que la estructura de la figura 2.5 es la misma que la presentada en las figuras
2.1y 2.3 con @, = h. Alfiltro que se obtenga con el procedimiento anterior se le llama “filtro
interpolador” debido a que la funcidn g(x) resultante pasara por las muestras de f(x).

A continuacién, se muestran algunos kernels de convolucidn comunes para interpolacion

Rectangular. El kernel asociado a este tipo de interpolacién es el mds simple, su soporte es
unitario y esta dado por:

0, x < — 1/2
Ne) =41, ~1/, <x <1/, (2.21)
kO, 1/2 <x

A continuacién es Representado junto con su funcidn de transferencia ®;,:(Q) = Sinc(Q/2):

int

T(x) o (Q)

0.8r B

0.6 B

0.4 I I I . . I I
4 K -

. . . 0
X Q/2n

Figura 2.6. Kernel rectangular vy su filtro interpolador.

Este kernel cumple con la restriccidn de interpolacién y lo que hace es tomar el valor que este mas
cercano y asignarlo a la nueva muestra. Puede reproducir funciones constantes, es decir
polinomios de orden cero y aunque el computo es muy eficiente se sacrifica la calidad de la sefial
interpolada ya que su filtro interpolado ®;,:(Q2) atenuda frecuencias importantes en el espectro de
la sefial y no atenuan suficientemente las replicas existentes debido al muestreo.

Lineal. Su kernel es la funcidn triangular dado por la ecuacién (2.4), también tiene la caracteristica
de poder reproducir de manera exacta constantes y funciones lineales. Este kernel es también
popular debido a que el costo computacional es bajo, sin embargo, la forma de su filtro

2
interpolador ®;,,(Q) = (Sinc(Q/2))" puede atenuar frecuencias importantes en la sefial, pero
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atenuda mas las replicas producidas por el muestreo que el filtro rectangular. A continuacién, se
ilustra su grafica y su filtro interpolador:

A(X) O (Q)
. . . . int
‘ ‘ ‘ : ‘
i
1+
0.8} ol
0.6} o6l
0.4} — 0.4}
0.2f 1 o2}
0 ‘ ‘ ‘ ol .
2 15 1 05 [ 05 1 15 2 4 -3 2 1 N 1 2 & 4
X Q/2n

Figura 2.7. Kernel lineal y su filtro interpolador.

Cubico. El kernel cubico es de los mas usados en interpolacion en imagenes [1], [1] debido a que
ofrece una calidad aceptable de interpolacidn con un pequefio soporte (el cual es de 4). Este
kernel cumple con la restriccion de interpolacién y es una funcion similar al Sinc pero esta formado
por partes de polinomios cubicos y es de la siguiente forma:

(a+2)xP-(@+3)|x]*?+1, 0<|x|<1
v(x) =1 alx|® = 5a|x|?* + 8a|x| —4a, 1<|x|<2 (2.22)
0, 2 < |x|

En donde a es un parametro libre que controla la continuidad en sus derivadas. Las graficas de
este filtro interpolador se presentan a continuacion paraa = —1/2:

int

Vi) > (Q)

0.8

0.6

0.4

0.2

. . . . .
3 2 1 0 1 2 3 -4 3 2 -1

0
X Q/2n
Figura 2.8. Kernel cubico y su filtro interpolador.

Con a =-1/2 se tiene f(x)— g(x) = O(T3) para toda x. Esto indica que el error de
interpolacién se aproxima a cero a una razén de T3, es decir tiene tercer orden de aproximacion.
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Para otros valores de «, el orden de aproximacién es 1 [2] ,[7]. Ademds con a = —1/2, se tiene
continuidad de C! y una reproduccién de polinomios de hasta grado 2.

Como podemos observar de la respuesta en frecuencia, este filtro atenta mejor las replicas de la
sefial muestreada que en el caso lineal y rectangular y no decae tan rapido en las frecuencias
donde estard el espectro de la sefial que queremos recuperar. Por lo tanto la interpolacidon
obtenida sera superior.

Hasta este punto se han mostrado kernels de convolucion que no tienen la restriccion de
interpolacion y en [2] se pueden consultar otros kernels.

Existe un conjunto de funciones de soporte compacto llamados B-splines los cuales pueden ser
utilizados como kernels de convolucién, el cual incluye kernels que no cumplen la restriccién de
interpolacion. Estas funciones tienen un amplio uso en el area de procesamiento de imdagenes
debido a que se puede obtener una buena calidad de interpolacién con un soporte moderado [3].
El mas representativo es el B-spline cubico el cual esta hecho de polinomios cubicos tal como el
kernel cubico, con el mismo soporte, pero con un orden de aproximacion de 4. Los B-splines nos
serviran para propdsitos de comparacidon ya que tienen la propiedad de que al aumentar su
soporte aumenta su orden de aproximacion, es decir, se mejora la calidad de interpolaciéon y como
se verd después, implica un filtro interpolador que se va aproximando al filtro pasabajos ideal.

2.1.4 Splines

En la interpolacidon polindmica, (polinomios de lagrange), se considera un solo polinomio que
interpola todos los datos existentes, uno de los inconvenientes de este tipo de interpolacién, es
que cuando se tiene un conjunto de datos demasiado grande, el polinomio resulta con una
tendencia oscilatoria. Por otro lado, se puede realizar la interpolaciéon con polinomios pero esta
vez acoplando un polinomio entre muestras adyacentes [yj,y]-+1), j=0,1,..,N para un conjunto
de N + 1 muestras. Basicamente lo que se requiere es que, para un intervalo [a, b] en donde
estén incluidas las posiciones x; de los datos y;, encontrar una funcion p(x) que interpole todas la
muestras y que esté formada por un conjunto de polinomios pj(x), j=01,..,N—1, con la
condicién de que cada p;(x) estard solamente definida entre [xj,xj+1) . A p(x) se le conoce como
un polinomio por tramos y podemos construirlo de tal manera que tenga un nimero suficiente de
derivadas que sean continuas.

Para este propésito surge la llamada funcién Spline la cual consiste de tramos de polinomios de
grado M o menos sobre subintervalos unidos y con ciertas condiciones de continuidad.
Supongamos que se especifican N + 1 puntos Xxg, X4, ..., Xy Y e€stos cumplen x5 < x; < ....< Xy
los cuales se les llamaran nodos. Ademas se especifica una constante M > 0, entonces una
funcién Spline de grado M que tiene nodos en Xy, X4, ...., Xy €s una funcién S tal que:

1. En cadaintervalo [xj,xj+1), es un polinomio de grado < M.

2. Stiene M — 1 derivadas continuas.
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2.1.4.1 B-splines

Cualquier Spline puede ser representado por funciones base denominadas B-splines, para el caso
en que los nodos estén igualmente espaciados en pasos enteros se tiene la siguiente suma [3]:

[ee]

SM(x) = Z cBM (x — k) (2.23)

k=—o0

en donde SM es el Spline de grado M, B es el B-splines de grado M y ¢, son coeficientes que
definen la amplitud de los B-splines centrados en k. Es decir cualquier Spline de grado M con
nodos igualmente espaciados puede ser representado por desplazamientos enteros de una
funcidn base conocida como B-spline la cual esta formada en tramos por polinomios de grado M,
tiene un soporte compacto de N =M + 1 y es también M — 1 diferenciable. Los B-splines son
definidos de la siguiente manera:

B (x) =

< (-1)/ (M + 1) (x N M+1 i)M (2.24)

. M! i
i=0

en donde x} es la funcién potencia truncada max (0, x)"™. Las funciones B-splines pueden ser
obtenidas recursivamente de la siguiente manera:

M = BOx Mt (2.25)

donde B° esta dado por la siguiente ecuacién:

1
1 para |x| < >

BO(x) = . (2.26)
0 para > > |x|

De la ecuacidén (2.25) se observa que conforme se aumente el grado del B-spline, se aumenta el
soporte.

La transformada de Fourier de un B-spline es de la siguiente forma:

. M+1
sin (Q/Z)) 2.27)

BY(Q) = ( Q)2

El B-spline de grado O es similar al kernel rectangular, solo difieren en los valores de sus
discontinuidades, el B-spline de grado 1 es igual al kernel lineal, para los B-splines de grado
3(cubico) y 5 se ilustra sus graficas en la figura 2.9.

Se puede observar de la ecuacién (2.23) que BM acttia como un kernel de convolucién. Entonces al
utilizar un B-spline de grado M como un kernel de convolucién, basicamente estamos acoplando
un conjunto de muestras a un Spline de grado M y a partir de la ecuacidn (2.43), podemos obtener
su filtro interpolador asociado el cual esta dado por la siguiente ecuacion:
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M+1

(Q M+1 QO+ 21k
7 sin [ ] 5 28
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Figura 2.9. B-splines de grado M = 3y 4.

En la figura 2.10 se presenta se presenta los filtros interpoladores correspondientes a los B-splines
de grado 3,5,7 y 30.

@, (2

int

0.8

0.6 -

0.4

0.2

0
Q/2n

Figura 2.10. Filtros interpoladores correspondientes a los B-splines de grado M = 3,5,7 y 30.
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En donde podemos observar que conforme se aumente el grado del B-spline, su correspondiente
filtro interpolador converge al filtro pasabajos ideal. Esto implica que @;,; se va aproximando a la
funcién Sinc(mx) [1],[3].

2.1.5 Estimado del Error de interpolacion con kernels de convolucion.

Existen dos fuentes de error debido a la no idealidad del filtro, primero lo no constante de la
magnitud de su espectro en la banda de paso, y segundo, no se logra la suficiente supresion de las
replicas de X () surgidas en el muestreo. Entonces se desea tener una medida de estos errores
con el fin de optimizar y comparar filtros interpoladores. Para esto nos basaremos en un error
propuesto en el trabajo de Park y Showengert llamado “Sampling and Reconstruction Blur” [4].

Para estimar el error de reconstruccién, iniciamos con el proceso de muestreo de una funcidn
f(x) por medio de la multiplicacion con un tren de impulsos Y fi §(x — k) el cual resulta en un
conjunto de muestras f(n). Ahora supongamos que la funcion f(x) fue desplazada por un factor
0 <u < T y por consiguiente al ser muestreada se obtiene un conjunto diferente de muestras
f(n —u). Este proceso se ilustra en la siguiente figura:

=¥

=]
=~
iad
o
=

=

[
=/
A 4

Figura 2.11. Sefial f (x — u) muestreada a un paso T.

Se puede observar que las muestras son iguales con u©u =0y u =T, entonces se puede deducir
que para alguna u = d, el conjunto de muestras resultante sera el mismo parau =d + kT, k € Z.
Ahora procederemos a recuperar la funcién f(x) mediante sus muestras f(n — u) de acuerdo al
esquema cardinal de interpolacion basado en convolucién:

glx,u) = Z flk =Wt (; - k) (2.29)
k
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Es de notar que la ecuacién (2.29) es dependiente de la fase u y esto se acentla mads cuando el
paso de muestreo no es pequefio y aplicamos el interpolador lineal a la funcién muestreada
f(x —u) locual se ilustra en la siguiente figura:

g I::l', {}) g (:L u:'

F Y

L J
Y

0 | X 0 u X

Figura 2.12. Efecto de la fase de muestreo en las versiones
reconstruidas de f(x —u) de la figura 2.11 con interpolacion lineal.

Se nota la diferencia entre las dos representaciones y por lo tanto el valor del error que se utilice
sera diferente. Entonces la energia del error entre g(x,u) y f(x —u) se puede expresar como
una funcion de u de la siguiente manera:

B = [ (FG=w) - g w)? da (230)

el cual es llamado “Sampling and recostruction Blur” [4], y ya que las muestras obtenidas en
u = d, serdn las mismas para u = d + kT, entonces el error también se repetira, es decir, eSZR (w)
es una funcién periédica de u con periodo T. Por lo tanto £2;(u) se puede representar en series
de Fourier:

[o0]

2mm
eZp(uw) = Z ane’ T ¢ (2.31)

k=—o00

donde a,, son los coeficientes de Fourier y el coeficiente a es el valor promedio de eSZR (u) que
indica caracteristicas muy importantes de la reconstruccidn ofrecida del filtro interpolador.

Otra forma de interpretar a a, es considerando a u como una variable aleatoria uniformemente
distribuida y efR(u) como una transformacion [4], asi que a, es el valor esperado de la variable
aleatoria €23 (u). Para calcular este valor consideramos el equivalente de £, (u) en el dominio de
la frecuencia mediante la igualdad de Parseval:

f:o|f(t)|2 dx = %f:mﬂ)ﬁ dQ = %I_ZX(Q)X*(Q)dQ (2.32)



26

FUfGe— ) — g (e} = X(@e ™ — o @) Y x (0= 2) (a5

k=—c0

De donde puede obtenerse [4]:

o= 5= Z {#ﬁww_qamtmnz 'X(Q)'ZZ| (e 2’””)

} dQ (2.33)

Entonces el valor del valor promedio de €25 (u) toma la siguiente forma reducida:

1 (oe]
E(ee) = a0 = o f n2(T)|X(Q)[2d0 234)
en donde:
1 2
PI0) = = | 1T = @@ + Z|<1>mt( )’ (235)

Por tanto, n?(TQ) cuantifica la cantidad de error introducido por un interpolador no ideal.

Para analizar el error con mas detalle, se puede calcular la representacién completa de sz (u) [4]:

e2p(u) = €3 + &2 +v(u) (2.36)
En donde:
51X ( )|2
== |T D (Q)* ———dQ (2.37)
_2mm 21X (Q)|?
- f 2 |<I>mt )| 0 (2.38)
2k
v(u) = Z age’ T4 (2.39)
k%0

y ahora

1(T1 (® () © 2mmy  2mm
=2 =[x E x( ) =
“ Tfo ZnLO @ T T )¢
m=—oo

d.. . (Q - 27N —27n —2mk
X X*(Q)—%() Z X (Q——) el T “] T “dudQ (2.40)

T
n=-—oo
Ahora analizaremos bajo qué condiciones sz(u) serd cero. Supongamos que tenemos una
funcién f(x) de banda limitada que es muestreada a T = 1 y no existe aliasing. Para que &3 sea
cero, es necesario que ®;,; sea contante con magnitud 1 en la region que estd contenida entre
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[Qc| < Q mientras que para [Q.| < 2 < |Q./2|, ®;,+ puede tener una banda de transicidn, pero
para una frecuencia mayor que |Q./2| > Q , @, si tiene que ser cero.

En el caso de 55? , para que sea cero, ®;,; debe ser cero para frecuencias |Q./2| > Q que

coincide con el requerimiento anterior para que 31% sea cero.

Por ultimo, al realizar algunas manipulaciones matematicas en v(u), se demuestra que ésta serd
cero independientemente de las caracteristicas del filtro, siempre y cuando X(€)) sea de banda
limitada y no exista aliasing tal como se indico al principio. Entonces resumimos las condiciones
minimas para una recuperacion perfecta de f(x —u) con un paso de muestreo T en base a un
filtro @;,,; (Q):

X(@Q), Q< |QC/2|

XQ) =
0, az|%/ (2.41)
1 Q] < Q
Dy = banda de transicion Q.| < Q < QC/2| (2.42)
Lo QC/2| >0

Por tanto, ®;,; es un caso de la interpolacién producida por la funcién Sinc, con la Unica
diferencia de que no existe la banda de transicion.

Por otro lado, en el caso de que f(x — u) no fuera suficiente muestreada o no tenga un espectro
limitado en banda, entonces aunque ®;,; sea el filtro ideal, existira error por parte de los tres
términos que forman £2; (1) debido al aliasing.

Principalmente, del analisis anterior del kernel de error n%(Q) se puede notar que, si se realizé un
muestreo de tal forma que los efectos de aliasing sean minimos, entonces el error serd en gran
parte debido a la no idealidad del filtro, pudiéndose resumir como sigue: el término e}%
proporciona principalmente el error debido a la no idealidad en la banda de paso del filtro,
mientras que £Z es causado por la no idealidad de la banda de rechazo. Por otro lado, si existe
aliasing por un muestreo deficiente, entonces tanto e}% y 852 contribuyen al error final. Y la dltima
conclusién es que el término v(u) es el error dependiente del desfasamiento de la sefial el cual
siempre sera cero si la sefial es esencialmente de banda limitada y suficientemente muestreada.

Para finalizar esta discusion, es conveniente generalizar el kernel de error al introducir el espectro
del filtro interpolador dado por la ecuacion (2.20) en la ecuacién (2.33) y por tanto quedando de
la siguiente manera:

2
"),
m#0

n%(TQ)

®(TQ) 2

1 (® ®(TQ — 2Tm)
E{e?.} = — f 1-— :

Elio:—oo (% e_jkTQ

IX(Q)2dQ  (2.43)
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Podemos observar que el kernel de error es una funcién escalada por T y por lo tanto serd
suficiente analizar el comportamiento del kernel de error para T =1. Ademds como
Y @e =32 @ (Q— 2nn), el kernel de error n%(Q) se convierte en:

(P@)* = 2P(@) - D(Q) + I _oo(@(Q — 27k) )’

n*(Q) = > (2.44)
(P(®)
donde Y- _o ©(Q — 21tn) = P(Q).
Entonces podemos medir la calidad de un kernel de convoluciéon al calcular:
2 e 2 2
Eled} =5 | n*@IF@F do (245)

En las figuras 2.13 y 2.14 se ilustran los kernels de error para la funcidn Sinc, B-splines de grado 1,3
5, y para la funcidn cubica.

Es importante notar que el B-spline cubico aporta menos al error en frecuencias menores de
Q] < ® que el interpolador cibico. También, se puede observar que entre menor error existe en
frecuencias |Q)] < m existe mas error en frecuencias © < || . El caso de la funcién Sinc se tiene
cero error en frecuencias [Q)| < © pero es el que presenta més error en frecuencias || < w.

Otro detalle a observar es que los kernels de error mostrados cumplen 72(0) = 0, ademas
presentan una region plana alrededor del origen con valor practicamente igual a cero, el cual el
mas plano de todos es de la funciéon Sinc, con un valor de cero.

Entonces podemos deducir que entre mas grande es la regidn plana alrededor del origen, menor
sera el error (porque el producto n2(€) - X(Q) sera aproximadamente cero en una regién mayor)
y por lo tanto mejor sera el interpolador. En el caso de los B-splines entre mayor sea el orden, mas
grande sera su regién plana y convergera al kernel de error de la funcién Sinc [1]. Sin embargo
podemos controlar la region plana alrededor del origen aumentado la frecuencia de muestreo
fm = 1/T, en donde T es menor que 1, entonces escalamos el kernel de error n?(TQ) =
n%(Q/fm), de tal manera que se aumenta la regién plana y por lo tanto se disminuye el error.
Esto se ilustra en el caso del B-spline cubico en la figura 2.15 para n?(TQ) con T=1,T =1/2y
T = 1/3. En la misma figura se presenta el espectro X(Q)) = e~ (050)° para visualizar mejor el
efecto en el error producido por el escalamiento.

Se observa que el escalamiento por T del kernel de error del B-spline cubico, resulta en menor
error de acuerdo a la ecuacién (2.35), tal como se espera cuando se aumenta la frecuencia de
muestreo.
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Q/2n

Figura 2.13. Kernel de error de la funcidn Sinc y algunos B-splines.

2

0.1

Q/27n

Figura 2.14. Kernel de error de la funcién Sinc y el interpolador cubico.
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Figura 2.15. Variacién del kernel de error del B-spline cubico en relaciona T

y comparacion con X(Q) = e~ @597,

2.1.6 Orden de aproximacion

De los kernels de error anteriores todos presentan 1n%(0) = 0 y conforme se incrementa la
frecuencia, la contribucién del error es mayor. Ademds que los mejores kernels de convolucién
son los que tienen una regién mas plana cerca de la frecuencia cero. También se puede observar
que el kernel de error del B-spline cubico convergerd mas rapido a cero que en el caso del lineal
dentro de las frecuencias 0 < Q < 2w conforme se disminuye T. Por lo tanto se puede deducir
gue existe un orden de convergencia del B-spline clibico mayor que el del lineal. Para observar
este orden de convergencia o aproximacién, se desarrolla el kernel de error en sus series de
Maclaurin alrededor del origen:

2 (Zn)
n%(Q) = Z (@) (2.46)

2n!

En donde (nZ(O))(Zn) es la 2nth derivada del kernel de error. Por definicién, el orden de

@ 0, mientras (nZ(O))(zn) = 0 para

toda 0 <n <L —1, es llamado orden de aproximacion. Entonces la serie queda de la siguiente

diferenciacion L mas bajo para el cual se logra (nz(O))

manera:

(2n)

_ 2 (n2(0)
n?(Q) = (C,) Q2 + nZL-I-lTQ (2.47)
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donde la constante C, depende solamente de ¢ [5].

Si se tiene un paso de muestreo T lo suficientemente pequefio entonces se pueden despreciar los
términos de alto orden de la expansién en (2.47) y se puede introducir el resultado en (2.34) el
cual queda de la siguiente forma:

eZ(w) = (C,)" T2 <% f_ O:OIQLX(Q)lde> TS0 (2.48)

De la expresion en paréntesis podemos ver que es la norma L, de la L — ésima derivada de f.

Este resultado expresa que podemos asociar a cualquier ¢ un numero L y una constante C,, tal
que el error de aproximacién estimado por sz (u) decrece como T*, cuando T es suficientemente
pequefio. Entonces desde que &2 (u) decrece como O(T*), el nimero L es llamado orden de
aproximacién de la funcién base ¢. La ecuacidn (2.48) serd vélida siempre y cuando f(x) sea L
veces diferenciable.

2.1.6.1 Condiciones de Strang-Fix

Podemos evitar evaluar la derivada del kernel de error para obtener el orden de aproximacion
utilizando las llamadas “condiciones de Strang-Fix” las cuales se resumen a continuacion [7]:

1. La funcién base ¢ tiene ceros de L —orden en el dominio de la transformada de
Fourier, es decir:

®(0) # 0
{ oMQ2rk)=0keZ, nef{01,..,L—1} (2.49)

2. Lafuncidn base ¢ es capaz de reproducir todo los monomios de gradon < L — 1. Es decir,
paracadan € {0,1, ..., L — 1} existe coeficientes ¢, € R tal que:

Z Cn®@(x — k) = x™ (2.50)
kEZ

3. Parauna funcién f que al menos tiene L derivadas en L, existe una contante, CeR cual
no depende de f vy un conjunto de coeficientes ¢, € R , tal que la norma L, de la
diferencia entre f y su aproximacién g es delimitado como:

IF =gl <C-TE[fO), T-0 @5

La primera condicion implica la llamada “condicion de particiéon de unidad” el cual indica que para
gue una funcién base al menos tenga un orden de aproximaciéon de L = 1, debe reproducir
constantes, es decir:

Z ox—k) =1 (2.52)
k€eZ
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El cual tiene una representacion en el dominio de la transformada de Fourier mediante la
sumatoria de Poisson’s de la siguiente manera:

Yow-0=) o@merm =1 2.53)

k€EZ nez

lo cual implica que:
®(2mn) = 6, (2.54)
tal como la primera condicidn exige para tener un orden de aproximacion de L = 1.

Estas condiciones son validas para todas las funciones de soporte compacto, pero también se
extienden a funciones que no lo sean pero que tengan un radpido decaimiento [7]. La funcién Sinc
es un caso en donde no se cumple tal requerimiento.

En general, para que se observe que el error va a cero conforme T — 0 a una razén O(T!), en
vista de la ecuacién (2.48), es necesario que la L — ésima derivada de f(x) pertenezca a L,.De
no ser asi, al menos f debe tener una derivada en L, para poder tener un orden de aproximacion
de L = 1. En el caso de que la funcidn f solo posea una sola derivada, entonces la Unica condicidn
que resta es que la funcion base ¢ pueda reproducir constantes, el cual se puede observar en el
kernel de error como 7?(0) = 0, para al menos tener un orden de aproximacién de acuerdo al
desarrollo de las series de MacLaurin mostrado anteriormente.

Los B-splines tienen un de orden de aproximacion L con un soporte de L = n + 1, por ejemplo el
B-splines de grado 5 tiene un soporte y orden de aproximacién de 6. Ademas tienen la propiedad
de obtener un maximo orden de aproximacion L dado un soporte de L [2], por ejemplo, el B-spline
cubico tiene un orden de aproximacion de L = 4 con un soporte de 4 a diferencia del interpolador
cubico con @ = —1/2, el cual tiene un orden de aproximacion de L = 3 con un soporte de 4.

2.2 Obtencion basica de nuevas muestras de una secuencia
discreta con kernels de convolucion, filtros digitales y la funcion
Sinc discreto.

Hasta este punto se ha mostrado como obtener una funcién g(x) con kernels de convolucién, que
interpolan las muestras de f(x) que estan dadas como funciones impulso. La manera basica de
encontrar las muestras es evaluando la sumatoria descrita en las ecuaciones (2.7) y (2.15), pero
otra manera de representar a las muestras es por medio de una secuencia discreta f(n) en el
tiempo, en donde si queremos obtener nuevas muestras, lo haremos mediante una convolucién
discreta tal como se describe a continuacion.

2.2.1 Obtencion de nuevas muestras mediante una convolucion discreta.

Si obtenemos nuevas muestras en x = n/L con la ecuacién (2.7) o (2.15), basicamente es lo
mismo que realizar los escalamientos
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96/ =) c@G/L=K) . g/ = ) feume /L=

KEZ KEZ

y después muestrear a g(x/L) en pasos enteros. Esta operacion de escalamiento y muestreo es
igual que hacer una insercion de L — 1 ceros por ejemplo a f(n) obteniéndose la secuencia f,,(n)
y después hacer la convolucion discreta f,(n) * goint(n/L),n € Z. Esto se ilustra en la figura 2.16

con L = 2 para una interpolacién lineal.

*
o(x) £ (0)*A(/3)
f (k
1k 9(1/3) B it e e o u( )\
A((n-K)/3)
0.8} i 0.8} \
A(L/3)xf(0) 9
0.6 - i 0.6+
| '
0.4 ‘ - $ 041
A(-2/3)x(1) 1
0.2 4 02}
L-1 ceros
01 0.5 0 0.5 1 1.‘5 2 25 3 0-4 -3 g - 0 3
X X

Figura 2.16. Proceso de obtencion de nuevas muestras mediante una convolucién discreta.

La operacidén de insercién de L — 1 ceros entre las muestras de una secuencia f(n) es conocida
como Upsampling el cual es expresado mediante la siguiente ecuacién:

f(/), n=0%L +2L,..

(2.55)
0, en otro caso

fun) = {

En esos L — 1 ceros es donde se desea que aparezcan nuevas muestras.

2.2.2 Sobremuestreo por un factor L entero de secuencias discretas

La operaciéon de Upsampling implica una modificacién espectral de f(n) el cual nos permite
entender que debemos hacer para obtener mas muestras en los ceros agregados a f(n).

Para esto, primero obtenemos la transformada Z X,,(z) de f,,(n) el cual esta dado de la siguiente
forma:

X, (2) = X(z"), (2.56)

en donde X (2) es la transformada Z de f(n).
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Entonces el espectro de f;,(n) es:
Xu(w) = X(Lw), (2.57)

esto indica que el espectro de f;,(n) es una versién comprimida por un factor L del espectro de

f().
Debido a que la transformada de Fourier de una secuencia discreta f(n) es:

X(w) = 1T z X[@] (2.58)

k=—o0

y las replicas estaran centradas en 2wk, k € Z,, entonces en X(Lw) cada réplica estard centrada
en 2wk /L tal como se ilustra en las siguientes figuras:

X(w)

A AN

Figura 2.17. Espectro de f(n).

Xu(w) = X(L{-U)
ﬂin 2:11 0 2:1'[ 4:11 w
L L N N

Figura 2.18. Espectro de f,,(n).

lo cual indica que existiran L — 1 replicas entre [0,27]. Entonces la manera de obtener nuevas
muestras en los L — 1 ceros que existen entre las muestras iniciales, es con la aplicacién de un
filtro H(w) que elimine esas L — 1 replicas en X, (w). Sus especificaciones son similares a los de
un analogo [11],[24], si X(w) es de banda limitada y por tanto, su espectro comprimido debe de

estar entre [—%,ﬂ en X(Lw), entonces el filtro debe tener una frecuencia Q.(frecuencia de

rechazo) en % y una frecuencia (), (frecuencia de paso) en donde consideremos que dejan de
existir frecuencias Utiles, ademas el filtro debe ser multiplicado por L, debido a que este proceso
de obtencidn de nuevas muestras es lo mismo que si se incrementa la frecuencia de muestreo L
veces, entonces debe ser modificada la ecuacion (2.58) multiplicandola por L, lo que es realizado

por el filtro.
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Sin embargo, la aplicacion del filtro puede alterar las muestreas iniciales de f,,(n) provenientes de
f(n). Por ejemplo, se considera la secuencia f(n) = e‘(o'zn)z,—100 <n <100, el cual se le
aplica un upsampling de 3 y tratamos de eliminar las replicas con un filtro H(w) con respuesta al
impulso h(n) = 0.75sinc(m[n — 30]/4),0 < n < 60(figura 2.19.a) el cual resulta en el filtrado
ilustrado en la figura 2.19.b:

o hm X (@) x[H(o)]

05 1 7 o |Xu(0))|

0.4: : oll . | H(O))|

°';@m@w®& K T T hiid E i

i S

) 10 20 ;3-;) 40 50 60 0 1 2 3 © 4 5 6 7
a) b)

Figura 2.19. Supresién de replicas por medio de H(w). a) Espectro generado después de un
Upsampling de 3 a f(n).b) Respuesta al impulso h(n) = 0.75sinc(rw[n — 30]/4).

Entonces, si por ejemplo calculamos el valor de g(n) = f,,(n) * h(n) en una posicién en la que
esta una muestra de f(n), observaremos que ese valor de f(n) serd modificado tal como se
ilustra en la figura 2.20 para el caso de f,,(12) = f(4).

Pero si aplicamos el filtro h(n) = sinc(w[n — 30]/3),0 < n < 60, al realizar la convolucién
y(n) = f,(n) * h(n), ninguna de las muestras provenientes de f(n) serdn alteradas tal como se
ilustra en la figura 2.21 para el caso de f,,(12) = f(4), esto es debido a que sinc(nmn/3) tiene
cerosenn = Lk, k,n € Zy sinc(0) = 1.

g(12)
il — hn)|
0.8+ e f (n) —
0.6 u —
0.4 o
% K *
5 s 10 g o 5 10 5 2 2 0
n

Figura 2.20. Ejemplo de modificacién de las muestras iniciales de f(n).
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Figura 2.21. Ejemplo de preservacidn de las muestras iniciales de f(n).

La preservacion de la muestras de f(n) es algo que también se logra con kernels de convolucion,
sin embargo, no sucede lo mismo para su espectro discreto X (k). En la figura 2.22 se ilustra la
operacion de filtrado entre h(n) = sinc(w[n —30]/3),0 <n <60y f,(n), en el domino de la
transformada discreta de Fourier, en donde se observa que la recuperacion de las muestras del
espectro discreto X (k) de f(n) y la atenuacién de las replicas en X, (k), no se logra en forma

ideal.
X 00 x|HE)| X 09 [x|H(K) |
or 208 o 1.2} ‘J
8r 0()0
- 9 Ir
6 0() - Xu(k)
o oo —¢ H(K)
a )
o
3l 9
%
2r o) ol
il
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Ql\t\‘ ‘
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

k

Figura 2.22.Filtrado de f,,(n) con h(n) = sinc(rw[n — 30]/3) en el
dominio de la transformada discreta de Fourier.

Sin embargo, se pueden lograr las tres cosas, preservar las muestras de f(n), preservar las
muestras de su espectro discreto X(k) y eliminar las muestras de las replicas con el método
llamado interpolacién con la funcidn Sinc discreto.

En general, para el caso de que el nimero de muestras N de f(n) sea impar, la forma de eliminar
las L — 1 replicas es por medio un filtro H(k) que tenga la siguiente forma:

H() =L[1-Rk) ] (2.59)
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donde
N—-1
0 osksT
N-1 N—-1
R(k)=1 1 T+1sk<LN—1—T (2.60)
N-1
0 LN—TSkSLN—l

Y por tanto el filtro tiene la siguiente respuesta al impulso:

1 n=20
h(n) = {15 (D) L cn <IN -1 (2.61)
Ngin (%) -

Al realizar la convolucién (convolucion circular) de f,,(n) con la ecuacidn (2.61), debido a las
caracteristicas de H(k)(dado en las ecuaciones (2.59) y (2.60)), se preservan las muestras de X (k)
y se eliminan las muestras de las replicas en X, (k), ademas h(n)(ecuacién 2.61) presenta que
h(n) =0,n=Lk,1 <k <N -1y h(0) =1, lo cual significa que, durante el proceso de filtrado,
no se modificaran las muestras de f(n) en f,(n)

La respuesta al impulso h(n) es una version escalada por 1/L y muestreada en pasos enteros de la
funcidn llamada “Sinc Discreto” dada por la siguiente ecuacién:

sin(mx)
Nsin(™* / N)

Entonces basicamente la operacidn de filtrado con la ecuacién (2.61) es lo mismo que hacer un

SincD(N,x) = (2.62)

muestreo en x = n/L a una funcién g(x) que pasa por las muestras de f(n), en donde g(x) esta
dado de la siguiente manera:

N-1

glx) = fiSincD(N,x — k) (2.63)
; 3

La ecuacidn anterior estd en un esquema cardinal de interpolacién en donde SincD(N, x) es el
kernel de convolucién. Sin embargo, la funcién Sinc Discreto es periddica para N impar, esto
resulta en que la funcién g(x) sera también periddica. Por ejemplo si tuviéramos un conjunto de
51 muestras entonces estaria asociada a una funcién continua SincD(51; x) el cual tiene la grafica
ilustrada en la figura 2.23, en donde observamos que el periodo es de 51. Un ejemplo de una
funcién g(x) dador por la ecuacién (2.63) se ilustra en la figura 2.24.

En el caso de N par, surgen dificultades para lograr la preservacion de las muestras de su espectro
discreto X(k) ya que basicamente no se logra que H(N — k) = H*(k) el cual es una condicién
necesaria para que H(k) su respuesta al impulso sea real. Sin embargo existen maneras de
resolver este problema pero implica una modificacién espectral de X (k) [6].
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La principal ventaja de utilizar este esquema de interpolaciéon es la preservacion de las muestras
de la secuencia f(n) tanto como las muestras de su espectro. Lo anterior es algo que no se
produce en otros kernels de convolucién, ya que su filtro asociado no elimina adecuadamente las
muestras de las replicas debido al Upsamplig y atenda frecuencias que pueden definir
caracteristicas importantes. Para una mayor referencia sobre la interpolaciéon con la funcién Sinc
Discreto se puede consultar a [6].

SincD(51;x) SincD(51;%)
| o o |
| | |

| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
08 ——4——————I—————f——+——4-——+4——————4 08
| | | | | | | | | | |
l | | | | l | | | | |
I | | | | | | | | | |
06 ——4———d—-——-———— -t ——+——4——4——-——-l 06
I | | | | | | | | | |
I | | | | | | | | | |
I | | | | | | | | | |
0 T ' WV
| | | | | | | | | [
| | | | | | | |
| | | | | | | |
02l — -4 oo |
| | | |
| | | |
| | | |

| |

| |
Y | b 0.2

| |

| |

| |

Figura 2.23. Funcidn Sinc Discreto para N = 51.

g(x)
1.5 T T

SincD(11,x-3)
f(10)=f(N-1)

0.5

-0.5

Figura 2.24. Funcién g(x) formada a partir de 11 muestras con
la funcién Sinc Discreto para N = 11.
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2.3 Interpolacion con Funciones de Base Radial

Las Funciones de Base Radial (FBR) son herramientas que sirven para resolver problemas en
interpolacion de datos dispersos. Basicamente el problema de interpolacion con datos dispersos
consiste en que para un conjunto dado de datos (xi,yi), k =1,...,N con distintas x; € R,
Yk € R, se quiere encontrar una funcién P tal que Pr(xy) = yi, k = 1,..., N. Este problema de
interpolacién se resuelve con las funciones de base radial de la siguiente manera:

N

P (%) = z e (1% = x 1D, VX = (X1, Xy, ., X;) € RS (2.64)
k=1

en donde ||:|| es la norma euclidiana, @(r) con r = ||x|| es la funcién de base radial y x;, son las

posiciones de las muestras en RS en donde quedara centrada la funciéon de base radial. Los
coeficientes ¢, son obtenidos con el fin de cumplir ?f(xk) =Y, J =1,...,N encontrando la

solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

ollxz =10 ol —x2ll) . @iz — 2y 1) f(x2)

e(lxg = 211D @Ulxg — 220D .. @lx; — xN”)“ l Co \ lf(xl)
¢ |
eva)  Lfcen

olxy —x1) ollxy —xal) o @Cllxy — 2yl

En general una funcidn serda llamada radial siempre y cuando exista una funcién @:[0,o) - R
tal que:

D(x) = @(r), r=|lx| (2.65)

Dentro de las FBR mas representativas se encuentra la Gaussiana que tiene la siguiente
representacion:

o) = e’ (2.66)

en donde ¢ es un pardmetro de escalamiento. La figura 2.25 ilustra la grafica de la funcion
Gaussiana 2.25 para e = 1.

Asi que el problema de interpolacidn descrito por la ecuacién (2.64) con la funcidn Gaussiana
queda:

N

P (x) = Z cpe— e il (2.67)

k=1

Ahora el problema fundamental es encontrar la solucién al siguiente sistema de ecuaciones:

Ac=y

en donde la matriz A tiene los elementos (p(||xj—xk|), j,k=1,..,N y tendrd una Unica

solucidn si la matriz es no singular. Para esto buscaremos que la matriz A sea positiva definida.
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2.3.1 Funciones Positivas definidas

Llamaremos a una matriz simétrica es decir A = AT real positiva semi-definida si se cumple la

siguiente expresion:

N N

]:1 =1
Es decir:

cTAc > 0 (2.69)

=’

Figura 2.25. Funciéon Gaussiana de base radial con € = 1.

Para ¢ = [cy, ...,cy]T. Si (2.68) 0 (2.69) es cero Gnicamente para ¢ = 0, entonces A es llamado

positiva definida.

Un criterio para ver si una funcién es estrictamente positiva definida [8] es si y solamente si @ es
delimitada y su transformada de Fourier es no negativa y no idénticamente igual a cero. Asi que
solo nos vasta verificar que su transformada de Fourier @ exista y sea no negativa.

Para el caso de funciones de base radial [8], una funcién continua ¢:[0,0) - R tal que
> 1571 (r) € L1[0, ] es estrictamente positiva definida y radial sobre RS si y solamente si la

s-dimensional transformada de Fourier:

1
rs—2

Fo) === | ww(t)t%%(mdt 2.70)
0
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es no-negativa y no idénticamente igual a cero, en donde Js—z es la funcidn de Bessel de primera
2

especie.

En el caso de las FBR que sean de soporte compacto no existen funciones de este tipo que puedan
ser estrictamente positivas definidas y radiales sobre RS para toda s [8].

De las funciones de base radial estrictamente positivas mas usuales son las siguientes:
e Gaussiana. Su ecuacidn es dado por:
P (x) = e~ @I e>0 (2.71)
y debido a que su transformada de Fourier es también una Gaussiana:

_liel?
= e 4(8)2,
(Vze)®

>0 (2.72)

se tiene que ® () es no negativa y por lo tanto la funcién Gaussiana es estrictamente
positiva. Esta funcién también tiene la caracteristica de ser infinitamente diferenciable.

e Generalizada Inversa Multicuadrica. Su ecuacion es dado por:
_ 2N-B S
P(x) = (1= [Ix[I*)77, B> (2.73)

Es estrictamente positiva definida sobre R® para s < 2, también es infinitamente
diferenciable. Su transformada de Fourier es la siguiente:

K, s (leDlel’ 2
2
26-r(p)

g>=

d(Q) = >

(2.74)

en donde K,, es la modificada funcién de Bessel de segundo especie y I" es la funcién
gamma.

e Funciones potencia truncadas. Ahora se presenta un ejemplo de una familia de funciones
estrictamente positivas definidas con soporte compacto. Estas tienen la siguiente
ecuacion:

(1) = (1 -1} (2.75)
y sera valido paral > EJ + 1.
2.3.3 Funciones de soporte compacto

Como se indico anteriormente, las funciones de soporte compacto no pueden ser estrictamente
positiva definidas para toda s y estas pueden ser construidas para una dimension fija en diferentes
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formas. Para esto existen dos operadores que permiten la construccién de funciones positivas
definidas a partir de otras [8] las cuales se definen a continuacién.
Sea una funcién ¢ tal que t — to(t) € L0, ). Entonces, se define el operador integral J via:

(0]

T0)(r) = f to(t)dt, 730 (2.76)

r

y el operador deferencial D para alguna ¢ € C2(R) por medio de

1
D)) ==~¢'(r), 120 (2.77)

Los siguientes ejemplos muestran algunas familias de funciones de soporte compacto construidas
a base de estos dos operadores:

e Funciones de soporte compacto de Wendland. Son tal vez las mas populares y fueron
construidas por Holger Wendland. Estas funciones son construidas en base a las funciones
potencia truncadas ¢@;(r) = (1 —7r)} (las cuales como se habia indicado, son

estrictamente positivas definidas sobre RS para [ > EJ+1) mediante la siguiente

ecuacion:

_ qk
s =7 P|5|+ic+1 (2.78)
Otra manera de describirlas es de la siguiente manera:

Psi(r) = {ps"‘(rg’ : ; [10’1] (2.79)

donde pg () es un polinomio de grado EJ + 3k + 1. Ademas @y € C?*(R) y el grado

del polinomio es el minimo dado para una dimension y continuidad 2k [8]. En la tabla 1.1
se muestran algunas funciones paras = 1,3y 5.

e Funciones de soporte compacto de Wu. Estas funciones fueron desarrolladas por
Zongmin Wu y su construccién inicia mediante la siguiente funcion:

y(r) =1 —-r?), lEN (2.80)

la cual no es estrictamente positiva definida, sin embargo mediante la convolucidn se
puede construir una funcién que es estrictamente positiva definida y radial sobre R de la
siguiente manera:

(@) = *y)@2r)
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Esta funcién es también un polinomio con un grado de 41 + 1y y; € C%(R). Ahora, una
familia de funciones estrictamente positivas definidas se construye mediante el operador

D de la siguiente forma:

Yki1 = Dkyl

Las funciones y;; son estrictamente positivas, radiales en R® para s < 2k + 1 y también
son polinomios de grado 41 — 2k + 1 sobre su soporte y pertenecen a C24=%) En |a tabla
1.2 se presenta algunas funciones para yy3, en donde se puede observar que en
comparacion de las funciones de Wendland sus polinomios son de mayor grado para una

continuidad dada.

s=1 1-7), co
1-rn3iGr+1 c?
(1-1)38r?+5r+1) c*

s=3 (1-r)2 (o
A-ni@r+1 c?
(1-7r8@35r2+18r+1) c*

s=5 1-r3 c°
1-m3iGr+1) c?
(1-r)i@6r?+7r+1) c*

Tabla 1.1. Funciones de Wendland validas de 1,3 y 5 dimensiones.

s | k Vk,3

1|0 | @—7r)7(57®+35r>+101r* + 147r3 + 101r? + 357 + 5) (o
311 (1 =7)8(57r° + 30r* + 72r3 + 82r% + 361 + 6) c*
5|2 (1 =1)3(5r* + 2573 + 48r? + 40r + 8) (o
713 (1 —7r)3(5r3 + 2012 + 29r + 16) c°

Tabla 1.2. Funciones Wu validas de 1,3 ,5 y 7 dimensiones.

Existen una diversidad de funciones de base radial, sin embargo estas son las mas usuales junto

con las listadas a continuacion:

r lineal
r3 cubico
r?log(r) Placa delgada

Ve + c? Multicuadrica

Estas funciones tienen la caracteristica principal de que crecen indefinidamente pero en [9] se
presenta la formacién de una funcién que decae cubicamente cuando x — Yoo a partir de la
funcién Multicuddrica en una dimension, la cual esta dada por la siguiente ecuacién:
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1 1
Y(x) = qu(x -1 -9+ qu(x +1), @) =+x2+ c? (2.82)

A la ecuacion (2.82) se le llama el Quasi-Intepolador formado por la segunda razén de diferencias
de la funcion Multicuadrica (QIM) y su transformada de Fourier generalizada esta dada por la
siguiente ecuacién:

B(Q) = (cos @ — 1) [— (ZQ—C) Kl(clﬂl)] (2.83)

donde K; es la funciéon modificada de Bessel de primera especie. Esta transformada presenta una
discontinuidad en el origen, sin embargo su valor en el origen tiende a 1, por lo tanto se considera
a la siguiente expresion limg_,, ¥ (Q) como el valor existente para cualquier aplicacién.

Una propiedad importante del QIM es que puede reproducir funciones lineales de la siguiente
forma [9]:

Z(a b)Y —k)=a+ by, xab€ER (2.84)
kEZ

2.3.4 Las FBR como kernels de convolucion

Podemos observar las similitudes que existen entre la interpolacion con FBR y con kernels de
convolucidn con las siguientes ecuaciones:

FBR Kernels de convolucién
N N
chfp(x—k) vxeR
e o(llx — x, D) pa
k=1

Si consideramos que existen N muestras en 1D, en una distribucién regular en x = 1,2, ..., N,
entonces para los dos casos se tiene:

FBR Kernels de convoluciéon
N N Vx €R
> aeolx - kD) PR
k=1 k=1

Pero debido a que la FBR es también una funcién par en 1D, entonces finalmente las ecuaciones
quedan de la siguiente manera:

FBR Kernels de convolucion
N N Vx ER

ch(p(x—k) ch(p(x—k)

k=1 k=1
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Se puede observar que se tiene la misma estructura; por lo tanto, se puede hacer una
comparacién directa. Sin embargo, para dimensiones mayores que 1, la mayoria de los kernels de
convolucién se utilizan en un esquema de productos de tensores por razones de eficiencia
computacional, mientras que en el caso de las funciones de base radial, la mayoria no se puede
expresar de esta forma excepto con la funcidn Gaussiana; por lo tanto, se tomara las funciones de
base radial en 1 dimensién y para dimensiones mayores que 1, se va a expresar en producto de
tensores, todo esto para propdsitos de comparacion.

Ahora desde el punto de vista de sistemas lineales, debido a que (2.7) es una convolucién en
donde se considera que ¢@(x) es un sistema lineal, entonces para que exista estabilidad o la salida
sea delimitada, se requiere que:

f lp(x)dx < o0 (2.85)

Entonces cualquier funcién de base radial que cumpla la anterior propiedad, se podra utilizar bajo
un esquema de interpolacién basada en convolucién. Finalmente, se puede observar que las
funciones de soporte compacto son adecuadas para este propdsito al igual que la Gaussiana, el
QIM y la Inversa Multicuadrica debido a su decaimiento.
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3. Implementacion

En este capitulo se muestran algunas técnicas para implementar la interpolacion mediante
kernels de convolucidon en 1D y 2D y con la funcidn Sinc Discreto. Se mostrard como realizar
algunas aplicaciones tales como Zooms, desplazamientos fraccionarios, rotacién de imagenes y
también el calculo del kernel de convolucién. Estos métodos seran los utilizados para implementar
las FBR como filtros interpoladores, para lo cual, se hace énfasis en la interpolacion con B-splines
debido a que ésas son las bases para el caso de FBR. Finalmente, y dado que serd la aplicacion en
donde usaremos las FBR, se mostrara la implementacién del proceso de retro-proyeccion filtrada
para tomografia computarizada de rayos paralelos.

3.1 Interpolacion con la funcién Sinc Discreto

Como se habia indicado en el marco tedrico, el proceso de interpolacién con la funcién Sinc
Discreto es basicamente obtener una funciéon continua g(x) por medio de la convolucion de
SincD (N, x) con la secuencia f(n), y que basicamente estd dada por la ecuacién (2.63). Cuando
queremos obtener muestras en x = n/L con n € Z, a partir de la ecuacién (2.63), es lo mismo
qgue escalar por L a la ecuacién y hacerle un muestreo en n € Z. Pero tal como sucede en los
kernels de convolucidn, este proceso de escalamiento y muestreo es lo mismo que hacer un
Upsampling de L a f(n) y después filtrar con SincD(N,n/L).

3.1.1 Interpolacion mediante insercion de ceros

Al observar que el proceso de filtrado con H (k) dado en las ecuaciones (2.59) y (2.60) es similar a

. N-1
que hagamos un rellenado de N(L — 1) ceros en el espectro discreto X (k) en -t 1<k<
N-1 (. .

LN —1-— —, Vemos que es una manera mas simple de obtener nuevas muestras. Sin embargo,

en N se tiene el problema de que H (k) sea complejo, pero en ese caso, se pueden seguir los pasos
recomendados en [6] para evitar este problema.

Al realizar la interpolacion con la funcién Sinc Discreto con un nimero reducido de muestras, se
puede producir una prediccidén no satisfactoria de las nuevas muestras en la sefial discreta f(n) en
el momento de la interpolacidn; para apreciar esto, considere la siguiente secuencia discreta:

f(n)
10 T
sk |
6l |
4l |
1 L] |
0 i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

Figura 3.1. Secuencia con tendencia lineal.
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al realizar una interpolaciéon a esta secuencia lineal, se podria esperar que mantuviera esa
tendencia pero, si por ejemplo, aumentamos por un multiplo de 10 el nimero de muestras se
obtiene la secuencia de la figura 3.2. Observamos que las nuevas muestras no siguen la tendencia
lineal esperada. Esto es debido a la discontinuidad presente en la muestra n = 10 y a la longitud
de la secuencia, ya que en el momento de aplicar el kernel de interpolacion, y por efecto de Ia
correspondiente convolucidn circular, éste no contribuye de manera adecuada en la generacion de
las nuevas muestras.

y(h)

12 T T

1 g |
¥

2 L L L L L
0 20 40 60 80 100 120

Figura 3.2. Interpolacidn de una secuencia Lineal de 11 muestras.

Por otro lado, una interpolacion mds adecuada también depende de la forma del filtro. Asi,
tenemos que para otros kernels, entre mejores propiedades de aproximacion se desee, la calidad
del kernel escogido se aproximara mas a la que ofrece la funcién Sinc, implicando el aumento del
soporte y también un decaimiento mas lento produciéndose asi, que se tomen mas muestras en
cuenta para generar la nuevas. Por lo tanto, si entre los extremos de una secuencia existen
discontinuidades que no van de acuerdo a su forma real y es también de corta longitud, se
generaran valores no adecuados durante la interpolacidn. Este efecto se reduce si aumentamos el
numero de muestras tal como se ilustra en la figura 3.3, en donde se tienen 101 muestras y se
aumenta al doble. Esto es porque el kernel del filtro interpolador toma en cuenta mas muestras
de la verdadera forma de la seiial.

y‘(n)

160 1

140 -

Figura 3.3. Interpolacion con L = 10 de una secuencia lineal de 101 muestras.
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Sin embargo observamos todavia una interpolacion no adecuada y mas en las fronteras de la
sefial. En el caso de N par, se puede optar por la tercera modificacién espectral, ya que su kernel
es el que tiene un decaimiento mas rdpido [12] resultando a su vez, una mejor interpolacion
debido a que se minimizan los efectos de frontera.

Una solucién al problema anterior, es extendiendo la secuencia original con una parte invertida
de la misma de tal manera que resemble una forma continua. En el caso de nuestro ejemplo, se
tendria la secuencia extendida de la forma {x(n) x(—n)} ilustrado en la siguiente figura:

N x(n)

Figura 3.4. Extensidn simétrica de una secuencia Lineal de 11 muestras.

El cual al aumentar 10 veces el nUmero de muestras se obtiene lo siguiente:

y(n)

12

0 50 100 150 200 250

Figura 3.5. Interpolacidn de la extensidn simétrica de una secuencia Lineal de 11 muestras.

gue es una mejor interpolacién que la mostrada en la figura 3.2.

Por lo tanto, se considera este método en el proceso de interpolacion para disminuir los efectos
de frontera. Sin embargo aunque se pueden minimizar efectos de frontera debido a las
discontinuidades en el momento de realizar la interpolacidn, si existiesen discontinuidades dentro
de la secuencia, aparecerdn oscilaciones tal como se muestran en la figura 3.6. Esto es entendible
ya que se deben fundamentalmente a la naturaleza oscilatoria de la funcién Sinc discreto.
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Figura 3.6. Interpolacidn de una secuencia con discontinuidades.

En el caso de que se desee un numero de muestras arbitrario, es decir si se tiene un conjunto de N
muestras y se quiere tener N + |No]| donde o es un numero positivo, en el espectro de la

secuencia solo hay que agregar [No| ceros entre k = %y k= % + 1 para N impar [6].

De forma similar, para el caso de dos dimensiones, al realizar un Upsampling se dard origen a
nuevas replicas debido al escalamiento. Para ilustrar el caso, se presenta la siguiente imagen con
su respectivo espectro:

b)

Figura 3.7. a) Imagen de escala a grises b) Magnitud de su respectivo espectro.

el cual, después de aplicarle un Upsampling de 2 se obtiene el espectro ilustrado en la figura 3.8.

En donde se puede observar que existen replicas y que deberan ser eliminadas con un filtro
pasabajos (que es lo mismo que hacer una insercion de ceros al espectro original en las posiciones
de las replicas). De igual manera, si se desea una zoom arbitrario en una imagen de tamafio mxn a
(m+om,n+on) donde o es un nimero positivo entonces se insertan om ceros en las
columnasy on ceros en las filas tal como el caso en 1D.
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Figura 3.8. Espectro de la figura 3.7.a después de un Upsampling de 2.

3.2 Interpolacion con B-splines y FBR en modo convolucion

3.2.1 Obtenciéon de los coeficientes c;, de B-splines mediante filtrado
digital

El acercamiento via filtrado digital para resolver un problema de interpolacién con B-splines
mediante la ecuacién (2.7) fue propuesto por Unser en los trabajos [16] y [17]. Anteriormente se

habia indicado que el problema era encontrar los coeficientes c(k) a partir de las muestras f(n),
de tal manera que se cumpliera la siguiente ecuacion:

[oe]

fo= ) ctpmn—k 3.1)

k=—c0
la cual es una convolucidn discreta; y cuya transformada Z es:
F(z) = C(z)B™(2) (3.2)

en donde F(z), C(z) y B™(z) son las transformadas Z de f(n), c(k) y B™(n) respectivamente.
Entonces C(z) se puede calcular de la siguiente manera:

@) = ;m(—f)) = F()(B™(2) ™ (33)

lo cual indica que el problema estard resuelto al filtrar F(z) con (Bm(z)) -1,

Como B™ es una funcidn par para cualquier m € N, tenemos que (Bm(z)) 1= (Bm(z‘l)) -1
y por ende los polos del filtro son pares reciprocos por lo que el filtro puede factorizarse como:
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[n/2)
(B™(2)) =y 1_[ H(z; z;) (3.4)
i=1

dondey = 1/B™(lm/2]) y el término:

—z;
1—-zz7H)(1 - z2)

H(z;z;) = (3.5)

es el factor correspondiente al par de polos {z;,z;71}, con |z| < 1.

Se puede observar que H(z; z;) puede descomponerse en dos etapas de filtrado si las denotamos
como:

1 —Zj

m, H_(Z; Zi) = Q] . (36)

H*(z2) = T (1-2z2)

Los dos filtros H* (z; z;) y H™ (z; z;) se pueden implementar en forma de los filtros recursivos:
ct(n) —z;ct(n—1) = s(n) (3.7)
c(m)—z;cc(n+1)=—z,ct(n) (3.8)

En general, el célculo de c¢(n) implica diferentes etapas de filtrado de H(z; z;), en donde el
numero de etapas dependera del soporte del B-spline.

En general, el célculo de c¢(n) implica diferentes etapas de filtrado de H(z; z;), en donde el
numero de etapas dependerd del soporte del B-spline que se utilice.

Ahora consideramos el caso de nimero de muestras finito, en donde tenemos una secuencia de
N muestras: f(n) = {f(0), ..., f(N — 1)}. Se puede considerar que la sefial solo existe durante un
intervalo finito, sin embargo, con el fin de eliminar efectos de frontera se realiza una extension de
tal modo que la funcién quede par. Para esto consideramos que el conjunto de muestras f; para
k=0,12,..,N —1, se le aplica una extension con su imagen reflejada y que ademas cumpla la
siguiente relacion:

fi = fi para (k+1D)mod(2N —2) =0 3.9

con lo que f y su extencion se hacen periddicas con periodo 2N — 2. La ecuacién (3.9) indica que
el periodo debe estar formado con muestras en k ={0,1,2,..., N—-2,N—-1,N—2,..,2,1} de
fx. De esta forma podemos establecer valores iniciales para ¢*(0) y ¢~ (N — 1) utilizando las
respuestas al impulso de H*(z; z;) y H(z; z;) respectivamente. Al hacerlo asi, se puede demostrar
[3] que se obtienen los siguientes valores:

2N-3

1
C+(0) = TLZN_Z Z ZimSm (310)

m=0
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—Z;

cc(N-1)= 1,2
L

(c*(N—-1)+zicct*(N-2)) (3.11)

No es necesario calcular los valores de ¢~ (N), ..., ¢~ (2N — 3) debido a que la respuesta al impulso
de H(z; z;) asi como f}, son simetricos resultando que ¢~ (n) tambien sea simétrico.

Para el caso de 2D, se desea acoplar el siguiente modelo continuo formado por B-splines a un
conjunto de muestras f(n,m), con m,n € Z:

[ee) [ee]

g = D D ek DEmGx— BT =D (312)

|=—o00 k=—00

Para esto necesitamos encontrar los coeficientes c¢(k, ) de tal manera que cumplan la siguiente
condicidn:
(0.0 [ee)

fonm = gimmy = > > el DEm(n = OB™(n = 1) (3.13)

l=—00 k=—00

Por ejemplo en el caso del B-spline cubico, tomando en cuenta que su soporte es de 4,
basicamente para recuperar algun valor f(mg, ny) tenemos que realizar los siguientes pasos:

o] [oe]

fmong) = D' > clie, DB (mo — B (ng — )

|=—0o0 k=—00

= D hmg o+ DED+ ) hGmondB©) + ) hlmono—DFFD  (3.14)

k=—o k=—c k=—o0

de donde podemos observar que:

oo

hOmo L) = ) ek LB (m — k) (3.15)

k=—o0

La ecuacién anterior es una convolucién discreta entre los valores que hay en una cierta fila en
l=1yde c(k,1) con B3(k), la cual es después evaluada en m,. Ademds los valores de [ que
participan en la ecuacién (3.13) son los valores [ mds cercanos a n, que produzcan un valor
diferente de cero en B3(ny — ). Asi que, para recuperar f(mg,n,) primero tenemos que ejecutar
una convolucién tal como indica la ecuacién (3.15) en las filas de c(k, [) més cercanas a | = n,.

Una vez evaluada estas convoluciones en m,, observamos que fi(my, [) ahora esta en funcién de
[, entonces haciendo un cambio de variables en la ecuacidn (3.14) se obtiene:

no+1

flmone) = > hmo, kB (ng = 0 (3.16)

k=n0—1
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que es una convolucién de i(mg, n) con B3(n) y evaluada en n,.

En resumen, el proceso de recuperar cualquier muestra f(mg, n,) es primero hacer un filtrado en
todas las filas de c(k,l) y después en todas las columnas con B3(n). Esto también se puede
realizar en forma inversa. Este proceso se ilustra en la siguiente figura:

ek, ) c(mg, ng)

o

c(k,ny + 1)\§

c(k,ng) —pe
c(k,ng—1) /;
o

O 0O e®e® e 0 0O
O 0O e®e® e 0 0O
O 0O e®e® e 0 0O
O OO ®e® e o0 0o
O 0O e®e® e 0 0O
O OO @ ® @@ O 0O\Q
O OO e®® e 0 0O
O OO ®e® e o0 0o

h(m, lo) = c(k, lo) = B> (k)

0O00000D0O0O0OOOO

0O00000D0O0O0OOOO C(k'nO) 'BB(k)
h(m’n0+1)\:oooooooooooo

EEEEEEREEEEEXX]
h(m:no)—ﬂ»oooooooooooo]_/"I[II W *I[I

EEEEEEREEEEEXX]
h(m,no—l)/';oooooooooooo k k

0O00000D0O0O0OOOO

0O00000D0O0O0OOOO

f(m,n) = h(m,n) * B3(n)
f(mg, o)

0o0o00o0o0f[e]loooooo h(mo’n) ,83(7’1)

o0 o o|lelo 0o 0o 00 o0

o o0 o|lelo 0o 0o 00 o0

oo o OQW *

ooooodlefoooooo T I

0o000o0O|e|loooooo0

0o000o0O|e|loooooo0 n n

0o000o0O|e|loooooo0

ocoo0oo0oo0oo0o0|leJoooooo0

f(mo,n)

Figura 3.9. Recuperacién de f(m, n) via filtrado de las Columnas y filas de c(k, [) con B3(n).

Por lo tanto si queremos obtener c(k, ) simplemente primero tenemos que hacer un filtrado con
el filtro inverso de B3(n) a las columnas de f(m, n) y después a sus filas.
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3.2.2 Obtencion de los coeficientes c;, de FBR mediante filtrado digital

Como se habia indicado anteriormente, el objetivo es usar algunas funciones de base radial RBF
como filtros para datos igualmente espaciados, para esto se considera que tenemos un ndmero
infinito de muestras, en el caso de 2D se utilizara un esquema de producto de tensores tal como B-
splines. Por lo tanto la forma de obtener los coeficientes ¢, sera de la misma forma que en caso
de los B-splines. Como se indico en el marco tedrico, las FBR que se pueden utilizar son las
Gaussianas, QIM vy las FBR de soporte compacto de Wendland o Wu. Sin embargo estas ultimas
difieren en su formacién al de los B-splines ya que se utilizan el operador integral J -ecuacidn
(2.76)- y el operador deferencial D- ecuacion (2.77)-.

Esto se aprecia cuando se obtiene el filtro inverso, ya que puede resultar con términos complejos,
a diferencia de los B-splines en donde sus polos son reales, por ejemplo, para el caso de la funcion
de Wendland ¢3 1, para un soporte de 8, se obtiene el siguiente filtro:

H(z) = Hy(2)H;(2)H3(2)
con:

0.1289 z z
H,(z) = H,(z) = Hy(z) =
1(2) (140.1289z-1)(140.1289z) ’ 2(2) (22+3.3221z+4.2134) y H3(2) (140.78852z-140.237322)

-1

Para H;(z), el filtrado se realiza de la misma forma que H(z; z;). Para H,(z), debido a que debe
ser estable; esta expresado como un sistema anticausal. Con Hs(z) se tiene un sistema causal; sin
embargo, cuando el soporte es demasiado grande, el tiempo de computo sera excesivo. Para
evitar este problema, otra alternativa es hacer un muestreo del espectro H(w) del filtro inverso y
multiplicar las muestras resultantes con el espectro discreto de la secuencia de entrada.

3.2.3 Métodos para la obtencion eficiente de nuevas muestras

3.2.3.1 Descomposicion polifasica

Se puede deducir de las figuras 2.16 y 2.21 que durante la convolucién entre c(k)1, vy qo(n/L) se
produciran multiplicaciones entre muestras de ¢ y ceros de c(k)y, por lo tanto existen
multiplicaciones que no contribuyen en la formacién de alguna nueva muestra. Una forma de
evitar estas multiplicaciones es por medio de una L descomposicion polifasica del filtro go(n/L) y
el uso de una propiedad llamada segunda identidad noble [25]. Esta propiedad permite
intercambiar las posiciones del filtro interpolador y el Upsampler si descomponemos a H(z)de la
siguiente manera:

L-1

H(z) = 2 2P, (74 (3.17)

i=0

Donde:
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Pi(z) = Z h(nL + )z™" (3.18)

n=-—oo

La ecuacién (3.17) es llamado la L-descomposicion polifasica y P;(z)son los componentes
polifasicos de H(z).

Cada subsecuencia
pi(n) =h(nL+1i), i=01,..,.M—1 (3.19)

es obtenida por medio de un Downsampling a una versidn retrasada de la respuesta al impulso
h(n) original. Entonces, al desarrollar un filtro con estructura en L-descomposicion polifasica, por
ejemplo con L = 3, usamos la ecuacion (3.18) para expresar la transformada Z de la salida del
filtro como:

Y(z) = H(2)X(2)
=Py(z3)X(2) + z 1P, (23X (2) + z7?P,(z3) X (2) (3.20)
=Py(z3)X(2) + z7[ P (z®)X(2) + z72P,(23)X(2) ] (3.21)

Ahora bien, la ecuacion (3.20) nos lleva a la estructura polifasica de la figura 3.10.a, mientras que
la ecuacidon (3.21) lleva a la estructura polifasica de la figura 3.10.b la cual es conocida como
estructura polifasica transpuesta debido a que es similar a la realizacidon en forma transpuesta de
un filtro FIR.

- Ll/_.\\ > ‘/\\\
> Py(z%) > > > P > >
o v : '\\“j y(n) x(n) e \]f/ v(n)
z71 =
o 3 o 1 4
Ll Pl (Z ] 'I\__/ - 3 h..f/-.;\
! A > P(z7) A/
- A
- oo z-1
P, (z%) 4

Y

a) b)
Figura 3.10. Estructura polifdsica para L = 3.Estructura polifasica transpuesta para L = 3.

Por otro lado, la segunda identidad noble nos indica que los dos sistemas ilustrados en la figura
3.11 son equivalentes. Por lo tanto, al colocar el Upsampler a L junto con una L descomposicion
polifasica del filtro H(z) obtenemos la estructura ilustrada en la figura 3.12 para el caso de L = 3.
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—» H(2) > TL —>
x(n) y(n)

A 4

— 1L H(zY) ——»
x(n) y(m)

Figura 3.11. Dos sistemas equivalentes (segunda identidad noble).

SN » 13 {) >
x(n) 3 v(n)
21
A
> P(2) p T3 ;C)
A
Z—1
p Py(2) > T3 41

Figura 3.12. Sistema de interpolacién usando una estructura polifasica
y la segunda identidad noble.

El punto importante con la estructura anterior es que se asegura que no se producen
multiplicaciones con ceros en el momento de producir una nueva muestra.

En el caso que se desee obtener un Zoom fraccionario, por ejemplo, 1.1 veces el tamafio de la
sefial o imagen, lo podriamos ahora pensar como un sistema Multirate aplicando primero un
interpolador a L (formado por un Up-sampler a L y un filtro interpolador) y luego aplicar un
Decimador a M (formado por filtro antialiasing seguido por un Down-sampler a M), es decir que se
puede obtener un Zoom de L/M; y por tanto, para el caso de un Zoom de 1.1, se requeriria hacer
una interpolaciéon a L = 11 seguido de una decimacion a M = 10. Debe notarse sin embargo, que
si aplicamos el método anterior a una imagen, el primer paso de elevar a L = 11 seria excesivo
ademas de introducir mas error debido al aliasing en la etapa de Decimacidn.

3.2.3.2 Estructura Farrow para interpoladores basados en polinomios

Una posibilidad para obtener un Zoom arbitrario es utilizar una estructura Farrow para el filtro
interpolador. Para esto supongamos que queremos saber el valor para una cierta posicion x,
entonces obtenemos un entero n tal que n = |x| y un intervalo fraccionario u = x — n de tal
maneraque x =n+ pendonde 0 < u < 1.
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Para el caso x = n + u en la formula de interpolacién y poniendo el ejemplo de un B-spline en 1D,

se obtiene:
-2

y(n+u) = Z c(n— k)™ (u+ k)
k__[ _m+1

y en el caso del B-spline cubico se tiene:

2

Yy =Y+ W) = ) e+ KB+
k=-1

La cual se puede evaluar usando la expresidn explicita del B-spline cubico:

2 I|2+|x|3 0<x<1

3 X ) S X
3(x) =<5 @2 - |x]3

0 2 < |x|

dandonos la expresion:

y(n) = p? (-%C(n— 1) +%C(n) —%C(n+ $1) +%c(n+ 2)) +

1 1 1 2 1
u? (EC(TL —1)—c(n) +Ec(n + 1)) + <gc(n -1) +§c(n) +gc(n + 1)) +

! 1 ! 1
,u(—zc(n— )+Ec(n+ )>

De la ecuacién anterior se puede derivar una estructura Farrow de la siguiente forma:

\ 4 A4 A 4
H3(2) Hy(2) H,(z)
\ ) 4

Figura 3.13. Estructura Farrow para el B-spline cubico.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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En donde:
1 2 1 1 1 1 1
Hy(2) :EZ_1+§+EZ' H,(z) =—Ez_1+§z, H,(z) =Ez_1—1+§z
1 1 1 1
H3(Z) = —gz_l + E — EZ + EZZ
Esta estructura tiene la siguiente representacion matricial:
-1 3 3 1][%n-
1 3 -6 3 0||
- _ 2 3
1 4 1 01Ln+2

Entonces, al aplicar los filtros anteriores con la estructura descrita en la figura 3.13 se obtienen un
valordeg(x)enx=n+un€z0<u<l.

3.2.4 Desplazamientos fraccionarios

Para lograr un desplazamiento fraccionario por Ax simplemente hay que desplazar el modelo
continuo de la siguiente manera:

[ee]

Flx = Ax) = Z c(k)p(x — Ax — k) (3.27)

k=—o0

y después muestrear a esta ecuacién en pasos enteros, el cual resulta en la siguiente ecuacion:

[oe]

fax®) = ) c()p(n— Bx =10 (3.28)

k=—o0

Que es béasicamente una convolucién discreta entre c(n) y ¢ (n — Ax). Entonces primero debemos
muestrear en pasos enteros a una version desplazada por Ax de ¢(x) y después hacer una
convolucién discreta con ¢(n). Sin embargo también se puede obtener una version desplazada por
Ax mediante la estructura Farrow simplemente al sustituir 4 por Ax y muestrear en n + Ax con
n € Z.

3.3 Rotacion de imagenes por medio de traslaciones

La rotacién de una imagen por un dngulo es una transformacion geométrica de sus coordenadas
que puede ser descrita como una multiplicacién del vector de coordenadas (x,y) por una matriz
de rotacién ROTg y por tanto queda de la siguiente manera:

] = R0t [5]1 = [5n (6 <o oy |13 (329)
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La matriz ROT g se puede descomponer en un producto de tres matrices y en donde cada matriz
solo modifica una coordenada a la vez. Esta descomposicion esta dada de la siguiente forma:

_[cos(®) —sin(®)] _[1 —tan(? 1 011 —tan(®
ROTo = |sin (o) COS(Q)]_[Q » Z)HSm(e) 1”0 ! /2)] (3:30)

Esta implementacion de una rotacién es conocida como algoritmo de rotacidn de tres pasos [15].
Ahora, por cada transformacidon geométrica que se produce para cualquier matriz, sélo se
produce traslaciones a lo largo de la coordenada modificada. Por ejemplo para la primera matriz
se tiene que:

[1 —tan (9/2)] "] = [x -y tan(e/z)] (3.31)
0 1 Y y
es decir, para un pixel dado (xg,yo) este pixel tendria que aparecer en (xo — Y, - tan (9/2). Yo),

por lo tanto en el modelo continuo se debe tener x + y, - tan (9/2) para que resulte en esa

misma posicién. Asi que la primera y tercera matriz de la ecuacion (3.30) modifica el eje x
mientras que la segunda matriz modifica el eje y. Estos pasos se ilustran en las figuras 3.14.

Figura 3.14. Proceso de rotacién de una imagen en tres pasos.

Sin embargo, es obvio de la figura 3.14 que se debe tener un espacio de tamafio adecuado en
donde la imagen estara contenida. De lo contrario, si por ejemplo, utilizamos convolucién circular,
se puede obtener una parte de la sefial en una posicién no deseada. Esto se puede ver por
ejemplo en el pasol en la figura 3.15.
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Figura 3.15. Efectos de no suficiente espacio en el proceso de convolucion circular.

Observamos, por ejemplo, en las primeras filas, la parte que inicialmente estaba colocada en el
extremo izquierdo, aparece en el extremo derecho.

3.4 Computo del Kernel de error

Ahora presentamos la forma de calcular el kernel de error en interpolacién. Tal como se indica en
el marco tedrico, el kernel esta dado mediante la siguiente ecuacion:

(P@) = 2P(Q) - D(Q) + T _oo(®(Q - 27K))°

n*(Q) = 3 (3.32)
(P(®)
en donde @ es la transformada de Fourier del kernel de convolucién y se tiene:
Z D(Q — 27n) = P(Q) (3.33)
n=-—oo

De esta Ultima ecuacidon observamos que P(Q) es la versidon muestreada en pasos enteros del
Kernel de interpolacion ¢(x), por lo tanto si tenemos un kernel interpolador de soporte
compacto simétrico que va de [—N,N], podemos obtener P({) de la siguiente manera:

[N]
P(Q) = ¢(0) + 2 z o(k)cos(Q) (3.34)

k=1

Ly 2 L
También observamos que Z,‘;‘”:_OO(CD(Q - 2nk)) es el espectro de la autocorrelacién muestreada
en pasos enteros de @ (x), el cual tiene la siguiente expresion:

o0 [2N]

Z (CD(Q - 2nk))2 =px*p0)+2 Z (¢ * @) (k)cos(Q) (3.35)
k=1

k=—o0

Es comun que ®(Q) sea de la siguiente forma:

Q)

®(@) =

(3.36)
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la cual tiene una discontinuidad en el origen debido a los términos O™ en el denominador. Esto
puede producir problemas en la visualizaciéon de un cierto kernel de error en Q = 0 tal como se
ilustran en la siguiente figura:

nz‘(Q)‘ - - @

1.2+
1151

11r

1.05-
| NM

0.95-

0.9+

0.85-

. . . . . . . . | I I | I I | I I I
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -0.5 -04 -03 -02 -01 01 02 03 04 05

0 0
Q/2n Q/2n

Figura 3.16. Efectos de la discontinuidad en el origen de la transformada de Fourier
del kernel de interpolacion.

Se observa que el valor del kernel de error converge conforme 1 — 0 y no representa ninguna
dificultad en saber cual es ese valor. En la practica, para conocer el valor al cual se converge,
simplemente muestreamos la transformada de Fourier de ¢(x) en el origen y en otros valores
cercanos, es decir:

®(kh) = Joo(p(x)e‘fkhxdx (3.37)

con lo cual finalmente podemos calcular el error y finalmente comparar nuestros filtros.

3.5 Algoritmo de reconstruccion para Tomografia
Computarizada de Rayos Paralelos

Como se explicd, en tomografia el problema fundamental es discretizar la siguiente ecuacion:

flx,y) = fﬂg( xcos(0) + ysin(6) )do (3.38)
0

donde g( xcos(08) + ysin(8) ) = g(t,0) cont = xcos(6) + ysin(6)

esto es, la funcién g(t, 0) es la transformada inversa de una proyeccion P(t,6) que fue filtrada
con |Q| y por tanto tiene la siguiente ecuacién:

1 [ . .
9(t,6) = f S(Q, 6)|Q|e/0(xcos(@)+ysin(®)) g (3.39)

— 0o
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en donde S(Q, 0) es la transformada de Fourier de P(t,8).

Entonces bdsicamente para implementar una reconstruccién tomografica en computadora, se
necesita discretizar la ecuacion (3.38). Para esto, primero consideramos la operacion de filtrado
de la proyeccién p(t,8) dado por P(Q,0)|Q|. Para esto, observamos que el filtro |Q| no tiene
transformada inversa, esto se puede verificar si calculamos el valor para t = 0 el cual no existe, es

decir, fjooolﬂle‘fmdxh_o = o0, por lo tanto la etapa de filtrado con |Q] no se puede implementar

directamente. Sin embargo se puede asumir que la funcién f(x,y) es de banda limitada,
implicando que por el teorema de la proyeccion, el espectro de cualquier proyeccion también es
banda limitada. Suponiendo que el espectro de p(t, 8) es limitado a /T entonces modificamos el
filtro rampa de la siguiente manera:

_(1-=19l, 19| <=m/T
Hyqmp (Q) —{ 0. 10| = /T (3.40)
el cual origina la siguiente respuesta al impulso:
1singem 1 (sn(3)\
sin (7 T
hramp (t) = > - (3.41)

T? nwt/T 4T?2 mt

2T
Por simplicidad consideraremos que P({, ) esta limitado en banda en |Q| < 7, implicando que
con T = 1 se obtienen las muestras disponibles de p(t, 8). Ahora uniendo el proceso de muestreo,
el acoplamiento de un modelo continldo al conjunto de muestras en una proyeccion y el filtrado
con Hygmyp (Q) se puede formular un sistema de muestreo y reconstruccion.

De este sistema lo que deseamos es obtener muestras de la proyeccién filtrada g(t,8), sin
embargo una préctica comun es realizar una discretizacién de la convolucién p(t, 8) * hpqm, (t) de
la siguiente forma [13], [26]:

Z p(k: H)hramp (Tl - k) (3.42)
k

El problema que surge es que se necesita ejecutar una sumatoria infinita debido al soporte infinito
de h,qmp lo cual llevaria necesariamente a una truncacion de hygmy. Esto resultaria en un
espectro que se desviaria de Hyqmp (w), por ejemplo para un conjunto de 560 muestras se tendria
el par de espectros ilustrados en la figura 3.17.

De la gréfica b), observamos una desviacidn del valor cero deseado en la frecuencia cero. Otra
forma es primero realizar la interpolacidn con la funcién base ¢,, después se muestrea y se calcula
el espectro discreto correspondiente a esas muestras para después multiplicarlas con muestras del
espectro Hmmp(oo) de tal modo que el espectro discreto resultante sera nuestra versién filtrada
discreta de g(t, 8). De esta forma por lo menos se asegura que las muestras del espectro discreto
de p(n, 0) seran filtradas adecuadamente.
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ramp(m)
0.5 ;
0.4 1
0.3r 1 1
0.2r 1
0.1+ 1 J
0 1 1 1 0 L 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 0 0.02 0.04 0.06 0.08
() ()
a) b)

Figura 3.17. Efectos de la truncacion del filtro h,.4,,,, €n su espectro.

Ahora el siguiente paso es discretizar la ecuacién (3.38), el cual esencialmente es pasar un valor
de la proyeccidn que estd en t, a las coordenadas (x, y) que cumplan t = x cos(8) + ysin (8), sin
embargo solo necesitamos los valores en coordenadas enteras de (x,y) para una representacién
digital. Este problema se ilustra en la siguiente figura:

.E""'-.

¢ O O 0O O O O O
¢ O 0 0 0 0 0 O

¢ O 0 O O OS50 O
¢ O 0 O 0 02 0 O

I« T T < T I«

o e Qo Q0 0 Q9 0
o o o o 0 0 00
o000 00O0O0
L= = I~ = - I = - < }
o000 Q0000
09000000
00990000

ty = xcos(8) + ysin (0)

Figura 3.18. Problema de interpolacién en el asignamiento de muestras de
la proyeccion al sistema de coordenadas de la imagen reconstruida.
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En donde se observa que si tenemos una muestra disponible en t;, entonces no va a coincidir
exactamente con las posiciones en donde queremos obtener la muestra. Entonces realizamos una
interpolacion de tal manera que se obtengan muestras que coincidan con las posiciones enteras
en el eje (x,y). Para mayor facilidad se crea una malla de coordenadas y después se le aplica un
proceso de rotacién a esas coordenadas el cual graficamente es ilustrado en la figura 3.19.

git, a)

Figura 3.19. Problema de interpolacién en el asignamiento de muestras
de la proyeccidn al sistema de coordenadas de la imagen reconstruida.

De esta forma si tenemos una coordenada rotada (x,’, y,") tendremos que buscar el valor t = x,’
en la proyeccion g(t, 8) y asigndrsela a esa posicion. Ahora, el proceso descrito se repite para
todas las proyecciones de tal manera que se ejecuta la siguiente suma:

fx,y) = %Nz—l g ( xcos (7;—k> + ysin (7;V—k> ) (3.43)
k=0

Sin embargo para alguna 6 el conjunto de coordenadas x,” que se desean obtener, no tendrédn
una distribucion regular, por lo tanto no se podra ejecutar una convolucién discreta para obtener
esas muestras. Asi que para evitar ese problema, se puede primero realizar una interpolacién de
tal manera que se obtenga una gran densidad de muestras, con una funcién base ¢, que tenga un
orden de aproximacidon razonable, tal como un B-spline cubico y después realizar una
interpolacion de bajo orden, por ejemplo, la lineal.
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4. Resultados

En este capitulo se mostraran los resultados del uso de algunas FBR como filtros interpoladores, y
su comparacién con kernels de convolucion comunes. Las funciones a evaluar son la Gaussiana, la
funcion QM y algunas funciones de soporte compacto debido a que tienen un rapido decaimiento
y permiten una interpolacién basada en convolucién. También daremos el kernel de error para
dichos filtros con los que se apreciara su calidad de interpolacion. Después se mostraran algunas
aplicaciones comunes donde se involucra algun proceso de interpolacién.

4.1. Analisis de Kernels de error en interpolacion de algunas
FBR

Como se describié en el marco tedrico, el kernel de error es una forma grafica de ver como es el
rendimiento del filtro para interpolar. Bdsicamente obtenemos un valor promedio aproximado del
error evaluando la siguiente integral:

1 [o2]
a=5-  IF@Fr@ do (a1)

Donde 7%(Q) = |1 —HQ)|? + Y,20lH(Q — 2mm)|?, es el kernel de error para el caso de un
paso de muestreo T = 1, el cual depende del espectro del filtro interpolador dado por H(().
Entonces el valor de a, dependerd de las formas de n%(Q) y F(Q).

Una caracteristica importante para que exista convergencia es que se debe cumplir n2(0) = 0.
Esto es porque al depender 12(Q) de H(Q), cuando se produzca un cambio de muestreo, se da
un escalamiento de H () aumentando su tamafio. De tal manera que la region cercana al origen
se va extendiendo el cual es casi cero y por lo tanto el valor de a, va disminuyendo. Entonces
entre mas plano sea el kernel del error cerca del origen, el error decaerd mas rapido conforme se
disminuye el paso de muestreo. En el caso de los B-splines, sus caracteristicas de interpolaciéon y
aproximacién estdn bien descritas en forma grafica por el kernel de error, en donde al aumentar
su orden se aumenta el tamafio de su regién plana alrededor del origen con valor
aproximadamente igual a cero y ademads este converge al kernel de error de la funcién Sinc.

En base a lo comentado anteriormente, se analizan los kernels de error de las FBR en donde se
ilustran sus graficas y los valores de £ = 0 de los kernels de error de la funcién Gaussiana para
£ ={2,1,0.5,0.01 }(figura 4.1 y tabla 4.1) y de la funcién de Wendland ¢, ; con soportes de 4, 40
y 200 (figura 4.2 y tabla 4.2).

Del kernel de la funcion Gaussiana y de funcion de Wendland ¢, ; se observa en las tablas 4.1y
4.2 que n%(0) # 0, por lo tanto si la funcién es aproximadamente banda limitada a Q4 entonces
el error promedio tendrd aproximadamente el siguiente valor:

1 Qmax
a=g- | IF@PPA0) do (42)

Qmax
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Es decir que si calculamos el error cuadratico medio, aunque aumentemos el nimero de muestras,
siempre se obtendra un error constante el cual significa que no se tiene un orden de
aproximacion. Sin embargo observamos en las graficas de sus kernels, que conforme se aumenta
el soporte se disminuye n?(0), esto es porque de acuerdo a la al kernel de error dado en la
ecuacioén (2.44), para Q0 = 0 se tiene:

[Enz0 P21n)|? + Tyaol P(21k)|?

(0 = 570 Znn) PP

Entonces si queremos que 12(0) = 0, se debe cumplir:

Z ®(27n)

Esta ecuacion no se cumple para la funciéon Gaussiana y la funcion de Wendland ¢, ;, pero al

2

+ ) [0 = 0 43)

k+0

aumentar el soporte en el caso de la funcién de Wendland ¢, ;, o disminuir € en el caso de la
funcién Gaussiana, se produce un escalamiento inverso de sus espectros haciendo que
aproximadamente se cumpla la ecuacién (4.3) debido al rapido decaimiento de sus espectros. La
propiedad de que n%(0) # 0 se cumple también para las funciones de Wendland P12Y P1,3-

18 -

16r--| —— soporte=4

14/ | —— soporte=40
12, %gopOfte:ZOO ] ]
oL L L
0.8 ---- - omomdene ool
06
e
o
N R 1

0.9

Figura 4.1. Kernels de error de la funcion de Wendland ¢, ; para soportes de 4, 40 y 400.
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soporte n?(0)
4 3.381234150466169e-04
40 3.487643710662356e-12
200 1.421085464414773e-16

Tabla 4.1.Valores en 1 = 0 de los Kernels de error de la
funcion de Wendland ¢, ; para soportes de 4, 40 y 400.

2
n"(®)
2 l \ T T p—
3 | A
e R R ST
16/ R P T R LAEr IR
14f--  €=2 ——————— H//r// ————— ———————————
R ]
1,,,, 8:0-5 ,il ,,,,, ,‘LJ:,#‘L ,,,,,,,,,, i ,,,,,,,,,,,
0s | &=0.01 HJ'// ,,,,,,,,,, S
| A |
0.6 N E—
U ——_—
02 — A ]
| o | :
0 I I S D L - _|
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Q/2n

Figura 4.2. Kernels de error de la funcién Gaussiana para € = {2,1,0.5,0.01 }.

3 n?(0)

2 3.016005645812361e-04

1 1.604840750050546€-08
0.5 1.413579843301297e-16
0.01 0

Tabla 4.2.Valores en 0 = 0 de los Kernels de error de la
funciéon Gaussiana para ¢ = {2,1,0.5,0.01 }.

Para el caso del QIM, se muestran las graficas de los kernels de error para ¢ = {1,10,50,100 } en
la grafica 4.3 en donde para todas estos kernels se obtuvo 12(0) = 0. Esto es debido a que est
presente en su espectro el del B-spline de orden 1 el cual proporciona que 1/7(2nk) =0, k€eZ, vy
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precisamente hace que se cumpla la ecuacion (4.3). Lo anterior se observa al modificar su espectro
-2c

con ¢(|Q)) = TKl(Cl.QD donde K; es la funciéon modificada de Bessel:

- A - DN
$(@) = (cos(®) — DD = ~(1 — cos@)p(l0) = ~2(sin (3)) d(lal)
O NS
_ L) 4(%) et | = L) 0 (44)

. . . o .\ \2[2\? .
En la ecuacion anterior, se identifica que (sm (5) ) / (E) es el espectro correspondiente al B-

spline de orden 1.

Esto ultimo significa que, desde el punto de vista de teoria de aproximacion [2], el QIM tiene la
capacidad de reproducir perfectamente polinomios de un maximo grado de 1y por lo menos tener
un orden de aproximacién de 2 tal como se indica en [9]. Por lo tanto podemos esperar que
conforme se disminuya el paso de muestreo exista una disminucién del error. Sin embargo debe
notarse, que su correspondiente funcién en el dominio del tiempo es de soporte global, y por
tanto, para poder implementarlo se hace necesaria una truncacién del QIM.

n(Q)
2 | I (G B
T N S S SN S
B 1 S 1
N S T ]
14 ‘ R Umf‘r 7777777777 I
— c=1 S 1
S R c=10 B
e
08 | c=100, ./ R
06 T S SR SRR -eenneeed
04l e T/f fffff e ]
02 el LIS R S ]
1 e 1
oL—— I e 0o [ [
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Q/2n

Figura 4.3. Kernels de error del QIM para ¢ = {1,10,50,100 }.



70

Pero debido a que el proceso de truncacion en el dominio del tiempo se convierte en una
multiplicacién entre la funcién de interés y una ventana, entonces tenemos una convolucidn en el
dominio de la frecuencia de 1,[7(9) con el espectro de la ventana de truncacién y por tanto, esto
hace que el QIM pierda sus caracteristicas de aproximacion pues esto producira valores diferentes
de cero en 1,[7(271]{) necesarios para que se cumpla la ecuacion (4.3). Para minimizar dicho efecto,
entonces es necesario tener una ventana grande como era de esperarse.

La truncacion también se aplica con la funcidon Gaussiana debido a que tiene un soporte global. Si
ya tenemos un factor de escalamiento &, en el que los valores ®(2rnn), aproximadamente
cumplan la ecuacion (4.3), entonces también debemos tener una ventana grande para que no
exista una significativa desviacién de estos valores y afecte la satisfactoria aproximacion que se
tenga de la ecuacion (4.3).

Para ver el efecto de n2(0) # 0 durante el proceso de interpolacién se considera el caso en la
aproximacién de una funcidn constante por ser la mas simple de interpolar. Para esto,
considérense las siguientes figuras:

X(Q) X(Q)
T A oA A A A A A A
0.8 1 0.8r -
06 1 06+ B
04 4 04r B
0.2 1 0.2r -
0 . ot R
-0.2 1 -0.2r -
-04 . . . E| -04¢t . . . E
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Q2T Q27

Sinc(Q2/2)xX(Q) X(Q)

1Ji"'""1\"""']:\"""'3K """" R J A S A 1 A

0.8 08

0.6 06

0.4 04

0.2 — > 02
0 0.

02 -0.2

-04 -04 ‘ . ‘ 1
-4 4 2 0 2 4

QR2n

Figura 4.5. Proceso de interpolacién mediante X (Q) x Sinc(Q/2).
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En donde se muestran el proceso de muestreo y recuperacion de una constante por medio de la
Funcidn Rectangular que también es la mas simple como kernel interpolador.

Como es sabido, el espectro X(Q)) de una funcidn constante es la funcién impulso y el espectro
X(Q) de su versién muestreada, esta formada por X() mas sus replicas centradas en Q = 27k,
k € Z, tal como se indica en la figura 4.4. Al aplicar el filtro interpolador, las replicas se multiplican
con los cruces por cero del espectro del kernel interpolador en las posiciones Q) = 2nk, k € Z,,
tal como se muestra en la figura 4.5 y por lo tanto, estos impulsos desaparecerdn después de la
multiplicacion quedando solo el impulso del origen y recuperandose perfectamente la contante a
partir de sus muestras.

Ahora para el caso de la funcién de Wendland ¢, ; con soporte de 4 y cuyo espectro interpolador
se ilustra en la siguiente figura:

0.01

0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Figura 4.6. Filtro interpolador de la funcién Wendland ¢ ; con un soporte de 4.

al multiplicarlo con el de X(€), no se eliminaran los impulsos centrados en Q = 2nk, k € Z,, ya
que los valores del filtro interpolador son diferentes de cero en esas posiciones tal como se
observa en su grafica. Entonces cada impulso centrado en Q = 2wk y su reflejo en Q = —27mk
contribuirdn con una funcién coseno de frecuencia 2mk. Ademas, observamos que el valor del
filtro en el origen es diferente de 1, por lo tanto el valor promedio de la funcién resultante con los
términos cosenos incluidos después de la interpolacién sera diferente de 1 tal como se ilustran en
las figuras 4.7 y 4.8.

Para el caso de otro tipo de funciones bdsicas tales como la Gaussiana con € = 1y la funcién Seno
con wg = 2m, se puede observar oscilaciones similares tal como se ilustra en las figuras 4.9 y 4.10.
En estos ejemplos se consideraron muestras tomadas a un paso de muestreo de 0.01 y con una
ventana de truncacién de [—30,30] para la funcién Gaussiana y seno respectivamente. Para el
caso de la funcién Gaussiana con € = 1 se mide el error cuadratico medio conforme se disminuye
el paso de muestreo y con una ventana lo suficientemente grande para que se minimicen efectos
de truncacion. Los resultados son mostrados en la tabla 4.3.
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@int(g)i(m

0.01 0.01

0.009 - - - - - — o= - - - + = 0.009
0.008 0.008
0.007 0.007
0.006 0.006
0.005 0.005
0.004 0.004
0.003 0.003
0.002 0.002

0.001 0.001

0
-2.5 - -1 - 1 15 2

25
F'l[ 0.007(3(Q2+2m)+3(Q2-27)) 1=(0.007 /) cos(2nx) Q/ZTE

Figura 4. 7. Replicas del espectro de la funcién constante no eliminadas por el
filtro interpolador de la funcion de Wendland ¢, ; con soporte de 4.

f(x) f(x)
T 1.005 T T T
1
1
0.8} b 0.995 |
o6k | 0.99F
0.985
0.4r 1
0.98 -
0.2r 4
0.975
OO 560 10‘00 15‘00 2500 25‘00 30‘00 35‘00 4000 OB?IOO 1‘10 léO 1‘30 14‘10 1“":0 1230 1‘70 léO 1é0 200
X X
Figura 4.8. Reproduccién de una funcién constante con
la funcion de Wendland ¢, ; con soporte de 4.
f(x) f(x)
1 . . . . . i . . . . -
0.9} 4
0.99+ 4
0.8 1
0.7 1 0.08l 1
0.6 1
0.97+ -
0.5F 4
0.4+ B 0.96 1
0.3F 4
0.95
0.2r 1
0.1r | 0.94
0—5 A‘l 3 é 1‘1 5 -0.2 —D.‘15 —0.‘1 rOv‘DS 6 0.65 0.‘1 0}15
X X

Figura 4.9. Reproduccién de la funcidn Gaussiana con € = 1 con
la funcién de Wendland ¢, ; con soporte de 4.
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f(x) f(x)

0.95f

0.9+

0.85f

0.8-

\

I I I I I I I I I I I I I I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
X X

Figura 4.10. Reproduccién de la funcién seno con wy = 2 con la
funcién de Wendland ¢, ;con soporte de 4.

T EQM

0.2 4.229917650316489e-04
0.1 4.236228912063077e-04
0.02 4.237748019021450e-04
0.01 4.237748019021450e-04
0.002 4.237748019021450e-04
0.001 4.237748019021450e-04

Tabla 4.3. Valores del error cuadratico medio resultantes de la interpolacidon con la funcién
Wendland ¢, ; con soporte de 4 a una funcion Gaussiana con € = 1y una ventana de [—30,30] a
diferentes pasos de muestreo.

Se observa que el valor del error cuadratico medio tiende a un valor fijo tal como predice la
ecuacién (4.2), con un valor calculado de 4.237748562333169e-04, que es al que converge en la
simulacion al ir disminuyendo el paso de muestreo. Ahora al realizar la interpolacion con un
kernel similar tal como B-spline cubico se obtiene el siguiente resultado:

f(x) f(x)

1.005

0.9+

08p 0.995]-

0.7
0.99
0.6
0.9851
0.5+
0.98|
0.4+

0.9751-
0.31

02l 0.971

o1l 0.965

0.96 L L L L L L L
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 4.11. Reproduccidn de la funciéon Gaussiana a € = 1 con el B-spline cubico.
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Se aprecia que existe una mejor interpolacion que con la obtenida anteriormente. Las diferencias
en la recuperacion o aproximacion se pueden entender comparando los espectros del B-spline
cubico ( figura 4.12) con la funcién Wendland ¢, ; con soporte de 4, en donde se tiene la misma
diferencia presentada con la funcién rectangular porque el B-spline cubico tiene ceros en
Q = 2nk, k € Z,.

En general todos los B-splines de orden n entero presentan esos ceros dandoles por lo menos un
orden de aproximacién de 1 [2].

q)int(Q)

0.01

0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8

Q/2n

Figura 4.12. Espectro del filtro interpolador del B-spline cubico.

Sin embargo conforme aumenta el soporte de ¢, ,, se observa que en el kernel de error se
disminuye el valor de 7n?(0), por lo tanto se espera menos error y mejor calidad de la
interpolacion tal como se verifica en las siguiente grafica para un soporte de 40.

fx) f(x)
T T T T T T T 1 T T T T T T T T T
1t
0.8 B
0.6 B
0.4} B
0.2} B
0 I I I I I I I 1 I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
X X

Figura 4.13. Aproximacion de la funcion constante por medio
de la funcion Wendland ¢, ; con un soporte de 40.

Se observa que la disminucion del valor pico de las oscilaciones. Esto se aprecia con la siguiente
tabla con los valores minimos de la aproximacién g(x) de la funcién constante para diferentes
soportes.
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Soporte Valor minimo

4 0.971153846153846
8 0.998170731707317
100 0.999999924998163
200 0.999999995295055

Tabla 4.4. Valores minimos de la funcién constante reproducida con la funcién de Wendland ¢ ;.

Ademas se puede observar que el kernel de error de la funcién de Wendland ¢, va
convergiendo al del B-spline cubico en donde las diferencias observadas son de la siguiente forma:

2 2

n"(Q) x 10° n" ()
2 \ \ \ \ P e S — —— T J_ - __C__I__1]
18l L L L L q :7777 L L L L I : : : : /\
' 7[33 | 7[33 | | | \/\
(1)1’1 con | | ¢1,1 Con | | | . |
L mAA |- = - - - I | | | |
14 soporte de 200 T 55l soportede 200| . . i ]
T T T T | | T T T T |
e e It Hti Bttt i A Rl i T TT T I I I
| | | | | |
S Akt REREEELEEEED R I e R s
| | | | | | | | |
08F-——+-———-1———+ i s B bty I I I
o B e e D e
08— - - Ty T | | |
| | | | | | | | |
R R by (AR Ll
R S & o
| | | | | | | | |
0 Il Il Il Il | | 3'577777777777777777777777777\7777\777\7
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 031 0312 0.314 0316 0.318 0.32 0.322 0.324 0.326 0.328

Q/2n Q/2n

Figura 4.14. Kernels de error de la funciéon de Wendland ¢, ; con
soporte de 200 y del B-spline cubico.

Debido a que el kernel de error esta en funcidn del filtro interpolador ®;,: (), entonces también
se espera que el filtro interpolador de la funcion de Wendland ¢, ; converga al del B-spline cubico
conforme se aumenta el soporte. También el kernel de error de la funcién de Wendland ¢, ,
converge al del B-spline de orden 5, asi como el kernel de error de la funcién de Wendland ¢, 3 al
del B-spline de orden 7. De igual manera esta convergencia sucede con sus filtros interpoladores y
esto se ilustra en las figuras 4.15, 4.16 y 4.17. Entonces, al exhibir este tipo de convergencia se
puede esperar similar calidad en la interpolacidon a los B-splines. La relacién que existe entre las
funciones de Wendland con los B-splines se resume en la tabla 4.5.

Por ultimo conforme se disminuye el paso de muestreo, se observara que las oscilaciones
aumentan de frecuencia tal como se ilustra en la figura 4.18 para una funcién Gaussiana con
& = 1y unaventana de [—30,30]. Esto es debido a que cuando se disminuye el paso de muestreo,
se separan mas las replicas del espectro de la sefial muestreada, por lo tanto los valores
promedios que deja pasar el filtro interpolador de la funcion Wendland, estaran posicionados en
mas altas frecuencias.
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Figura 4.17. Filtros de la funcién de Wendland ¢, 3 con soporte de 200y del B
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P11 B
P1,2 B®
P1,3 B’
P31 B’
P32 BS
P33 B’
P51 B
Ps,2 BS
P53 B’

Tabla 4.5. Lista de funciones de Wendland junto con los respectivos
B-splines los cuales su filtro interpolador presenta convergencia.
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Figura 4.18. Reproduccion de la funcién Gaussiana a € = 1 con la funcion Wendland ¢, ;
de muestras obtenidas a diferentes pasos de muestreo.

Con las funciones Gaussiana y el QIM como se habia comentado es necesario truncar su espectro

debido a su soporte global. Con la funcién Gaussiana se incrementa el error mientras que con el
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QIM pierde su orden de aproximacion. Esto puede llevar a resultados similares al de las funciones
de Wendland con oscilaciones, sin embargo con una ventana lo suficientemente grande y un
parametro de escalamiento € de valor pequefio y ¢ grande respectivamente se puede obtener una
interpolacion adecuada. Ahora tal como indica el kernel de error, su convergencia es diferente ya
que estos tienden a la funcién Sinc y por consiguiente sus filtros interpoladores también
presentan esa convergencia. Por ejemplo, en el caso de la funcién Gaussiana con € = 0.09 se
ilustra su correspondiente filtro interpolador en la figura 4.19. Para el QIM con ¢ = 100 se ilustra
en la figura 4.20.
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Figura 4.19. Espectro del filtro interpolador de la funcién Gaussiana con & = 0.09.
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Figura 4.20. Espectro del filtro interpolador del QIM con ¢ = 100.

Con respecto a otros funciones de soporte compacto de estructura polinomica, se presentan los
mismos resultados de convergencia. Por ejemplo, con la funcién de Wu y, 3, su filtro interpolador
presenta convergencia al del B-spline cubico.
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4.2 Aplicaciones

4.2.1 Zoom en imagenes

En esta seccién se muestran los resultados de tres aplicaciones del uso de las FBR como filtros
interpoladores, las cuales son: Zooms en imagenes, rotacion en imdagenes el cual involucra
desplazamientos fraccionarios y Tomografia Computarizada de rayos paralelos.

Como imagenes de prueba se utiliza “Barbara” (figura 4.21) y “cameraman” (figura 4.22) ya que
tienen un espectro de alta y baja frecuencia respectivamente.

Figura 4.21. Imagen de Barbara de 512X512 pixeles.

a) b)

Figura 4.22. Imagen de prueba Cameraman a) 256X256 pixeles b) 64X64 pixeles.
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Se utilizara una porcidn de la imagen cameraman ilustrado en la figura 4.22.b) para pruebas de
zoom en imdagenes y como interpoladores de comparacién se utiliza los B-splines cubico, de orden
5, orden 7 y la funcidn Sinc Discreto; los resultados se presentan a continuacion:

Figura 4.23. Zoom con diferentes kernels. a) B-spline cubico. b) B-spline de 5 orden.
c) B-spline de 7 orden d) Sinc Discreto.

Se puede observar que la calidad en la interpolacion es muy similar excepto con las franjas que se
hacen mas presentes con la funcidn Sinc Discreto y el B-spline de grado 7. Esto es debido al
Ringing presente en las discontinuidades de la imagen, sin embargo, estas franjas no se pueden
considerar un artificio de interpolacidn ya que cuando estas se hacen visibles, significa que se
tiene mayor preservacion de las muestras del espectro discreto [5], [6]. Pero esta preservacion
espectral no es lo mejor visualmente, asi que también es importante determinar la calidad de
interpolacion mediante una examinacion visual en vez de calcular un valor de algun tipo de error.



81

Ahora se muestra los resultados de interpolacidn con las funciones de Wendland usadas en este
capitulo conforme se aumenta el soporte.

Primero se realiza la prueba con la funcion Wendland ¢, ; con un Zoom de 4, los resultados para
un soporte de 2, 4, 8 y 16 se muestran en la siguiente figura.

e
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
4
4
+
+
+
+
+
+
+
+
+
3
+
+
+
+
+
4
+
+
+

c) d)
Figura 4.24. Zoom con la funcion de Wendland ¢, ; para diferentes soportes. a) 2. b) 4. c) 8. d) 16.

Observamos que para un soporte de 2 la interpolacidon no es adecuada, esto es debido a lo no
ideal de la banda de paso (el valor promedio es atenuado) el cual hace que la imagen resultante se
vea obscura, por otro lado, al no contener los ceros en ) = 2wk en la regidn de atenuacion del
filtro interpolador, se produce una malla en la imagen. Con un soporte de 4 se mejoran las
caracteristicas en la banda de paso y basicamente lo que se nota es el efecto de la ausencia de
ceros ) = 2mk del filtro interpolador. Para un soporte de 8 se minimizan estos dos efectos de tal
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modo que ya no se logra observarlos. Con soporte de 16 la imagen resultante es de igual calidad a
la de soporte 8, por lo tanto, se puede concluir que un soporte de 8 es adecuado.

Los resultados obtenidos con las funciones de Wendland ¢, y ¢, 3 se ilustran en las figuras 4.25
y 4.26 respectivamente, los cuales son similares a los de la funcién Wendland ¢4 ;. Con un soporte
de 8 se obtiene una interpolacién adecuada mientras que con un soporte de 2 se obtienen los
peores resultados. En la tabla 4.6 se resume las caracteristicas tipicas presentes en una imagen
después de aplicarle un Zoom con un kernel de convolucién.

Figura 4.25. Zoom con la funcién de Wendland ¢, , para diferentes soportes. a) 2. b) 4. ¢) 8. d) 16.

Para un soporte de 8, los resultados con FBR son similares a los presentados con los B-splines, sin
embargo, es dificil apreciar la correspondencia con las funciones de Wendland. Pero para apreciar
esa correspondencia, se puede hacer una prueba con rotaciones sucesivas en una imagen de tal
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manera que se compare la calidad de interpolacidon entre los B-splines y las funciones de
Wendland; ésto se presentara en la siguiente seccidn sobre rotacion de imagenes

Figura 4.26. Zoom con la funcién de Wendland ¢, 3 para diferentes soportes. a) 2. b) 4. c) 8. d) 16.

Para la funcidn Gaussiana se presentan los resultados en la figura 4.27. Cuando & = 4, se observan
los mismos efectos presentados en las funciones de Wendland con soporte de 2, sin embargo,
entre menor es su factor de escalamiento &, se tendrd una interpolacién de mejor calidad tal como
lo indica el kernel de error. Sin embargo, a pesar de esa calidad, no es lo deseable debido al
Ringing, tal como se observa para € = 0.5 en la figura 4.27.b), por lo tanto se prefiere € = 1 ya
que su filtro interpolador tiene una regién pasabanda aceptable - en el sentido que no atenua las
frecuencias en esa region de manera significativa- aparte de que para evitar un tiempo largo de
computo durante en el proceso de interpolacidon se le puede aplicar una ventana de tamafo
aceptable (tal comode [ =5,5]).
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a) b)
Figura 4.27. Zoom con la funcién Gaussiana con una ventanade [ —10,10].a)e = 4.b) € = 0.5.

Similarmente, para el QIM se elige una ¢ de valor adecuado que tenga una banda de paso
aceptable en su filtro interpolador y se aplique una ventana de procesamiento.

En la figura 4.28, se presentan los resultados parac = 0.1y ¢ = 1 con una ventanade [ —10,10 ].
Podemos apreciar una mejor calidad con ¢ = 1 ya que con ¢ = 0.1 se tiene mas Blurring ya que,
conforme se disminuye c, el QIM se aproxima al kernel de la interpolacién lineal que tiene como
caracteristica el Blurring [2].

Figura 4.28. Zoom con el QIM a una ventana de [ —10,10].a) c = 0.1.b) c = 1.

En cuanto al Zoom, debido a que con la funcién de Wendland ¢, ; se obtiene un buen resultado
para un soporte de 8, por tanto, se puede desarrollar una estructura Farrow para realizar un Zoom
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fraccionario. El filtro interpolador con estructura Farrow se puede desarrollar mediante la
siguiente ecuacién:

y(n+u)=
-1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 5 . 5 1 1 1) [n-3]
8 2 8 8 2 8 2 i”‘z
gt 2 15 3 9, 9 3 15 -
_ K E R Jllte 2 16 16 4 16 |-." (4.5)
256 8 8 8 9 27 27 9 “n+1
R — - - — C
s 3 -5 0 = 3 2 0 Crv2
n+3
13 5 189 189 5 13
N —_— —_— 1 - - I O 'CTl+4~‘
256 16 256 256 16 256 A

Por ejemplo con un Zoom de 4.37 se obtiene el resultado ilustrado en la figura 4.29.a). Otra
manera de realizar un zoom fraccionario es primero realizar un Zoom con el factor entero y
después realizar el zoom faccionario mediante la funcién Sinc Discreto. Por ejemplo para el caso
de un zoom de 4.37 se descompone en 4 * 1.0925, entonces se puede realizar primero el zoom de
4 con una funcidn de base radial y después se realiza un zoom faccionario de 1.0925 con la funcion
Sinc Discreto. Por ejemplo para el caso de la funcién Gaussiana con € = 0.5 y una ventana de
[—10,10], el resultado se ilustra en la figura 4.29.b).

Figura 4.29. Zoom fraccionario a 4.37 a) Funcion de Wendland ¢, ; con soporte de 8 b) Funcién
Gaussiana con € = 0.5 y la funcién Sinc Discreto.

En la siguiente tabla se presenta los resultados que visualmente se presentan durante el proceso
de Zoom en imagenes:
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Gaussiana Ringing Blurring Ausencia de ceros en
O =2nk,k €Z,
e=2 No visible Predominante Predominante
e=1 visible No visible No visible
e=105 Predominante No visible No visible
QM Ringing Blurring Ausencia de ceros en
O =2nk, k€L,
c=0.1 No visible Predominante No visible
c=1 visible No visible No visible
Wendland Ringing Blurring Ausencia de ceros en
P11 QO =2nk, k€,
2 No visible Predominante Predominante
4 No visible No visible Moderado
8 visible No visible No visible
16 visible No visible No visible
Wendland Ringing Blurring Ausencia de ceros en
P12 O =2nk,k€Z,
2 No visible Predominante Predominante
4 No visible No visible Moderado
8 visible No visible No visible
16 visible No visible No visible
Wendland Ringing Blurring Ausencia de ceros en
P13 O =2nk,k€Z,
2 No visible Predominante Predominante
4 No visible No visible Moderado
8 Moderado No visible No visible
16 Moderado No visible No visible

Tabla 4.6. Caracteristicas de interpolacion resultantes después del Zoom.

4.3.1 Rotacion de imagenes

Para obtener una imagen rotada se utiliza el algoritmo de tres pasos descrito en el capitulo 3 en

donde el problema de interpolacidon es encontrar versiones desplazadas de sus filas y columnas

durante los tres pasos en la rotacidn. Para una rotacién de prueba de 45°, en la figura 4.30, se

muestra el resultado para la funcion de Wendland ¢, ;. La figura 4.31 muestra los resultados para

la funcidn Gaussiana con € = 1y unaventanade [ —10,10 ]y el QIM con ¢ = 1y una ventana de

[-10,10].
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a) b)

Figura 4.31. Rotacién de & = 45’ a) Funcién Gaussiana a € = 1 con una ventana de [ —10,10 ].
b)QIM a ¢ = 1yunaventanade[—10,10].

Observamos que en general todos ofrecen el mismo resultado visual de interpolacién en la
rotacién de la imagen de prueba el cual es de buena calidad; también se obtiene resultados
similares para las funciones de Wendalnd ¢, , y ¢ . Entonces podemos concluir que todas estas
funciones son adecuadas para rotacion de imagenes, simplemente se tiene que elegir
adecuadamente el soporte o la ventana de truncacidon. Sin embargo podemos realizar un
experimento haciendo rotaciones sucesivas a la imagen de tal manera que se verifique las
diferencias en calidad de interpolacion. Cada vez que se realiza una rotacion, se le aplica un
modelo continuo y se rota ese modelo continuo. Este proceso va atenuando altas frecuencias que
definen ciertas caracteristicas de la imagen debido a que la banda de paso del filtro interpolador
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no es idealmente plana y ademas existe una regién de transicidn, entonces después de varias
rotaciones, estas caracteristicas se irdn perdiendo.

El siguiente experimento consiste en hacer 90 rotaciones sucesivas de 1° sobre la imagen
“cameraman”. Para apreciar facilmente el resultado, la imagen es reposicionada.

De los interpoladores mas usados es el Bicubico, ya que ofrece visualmente un buen resultado con
un costo computacional aceptable (no requiere el calculo de los coeficientes ¢y y su soporte es de
4). El resultado se ilustra en la siguiente figura:

Figura 4.32. Experimento de las rotaciones sucesivas con el interpolador Bicubico.

Claramente se observa el error acumulado en la imagen, pero si ese experimento lo realizamos
con el B-spline cubico y con la funcién Sinc Discreto obtenemos los resultados ilustrados en la
figura 4.33, los cuales presentan mejores resultados que el interpolador Bicubico.

a) b)

Figura 4. 33. Experimento de las rotaciones sucesivas.
a) B-spline cubico. b) La funcién Sinc Discreto.
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Para ver en forma significativa las similitudes en la calidad de interpolacion entre las funciones de
Wendland vy B-splines se utiliza como prueba la imagen de Barbara debido a que las rayas
presentes en la imagen representan altas frecuencias que pueden ser perdidas significativamente
durante el experimento de la rotacion.

Se presentan los resultados a un Zoom de 2 de una seccidn de la imagen “Barbara”. En la figura
4.34 para el B-spline cubico y la funcién de Wendland ¢, ;. En la figura 4.35 para el B-spline de
orden 5y la funcién de Wendland ¢, . En la figura 4.36 para el B-spline de orden 7 y la funcion de
Wendland ¢, 3. Todas las funciones de Wendland fueron utilizadas con un soporte de 40.

Se observa la igualdad en calidad visual de las funciones de Wendland con sus correspondientes B-
splines tal como lo indica la tabla 4.6. Entonces podemos decir que entre mayor es el valor de k
en ¢, x, obtendremos una calidad de interpolacion superior tal como sucede en los B-splines.

a) b)

Figura 4.34. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B-spline cubico.
b) Funcion de Wendland ¢, ; con soporte de 40.
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a) b)

Figura 4.35. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B-spline de orden 5.
b) Funcién de Wendland ¢, , con soporte de 40.

Figura 4.36. Experimento de las rotaciones sucesivas. a) B-spline de orden 7.
b) Funcion de Wendland ¢, 3 con soporte de 40.
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4.2.3 Recuperacion de una imagen en Tomografia Computarizada de
Rayos Paralelos

Como se vid en la introduccién, la reconstrucciéon depende fuertemente de la calidad del
interpolador, asi que también ésa, la reconstruccién, es una buena prueba para determinar la
calidad de la aproximacion. En la pruebas se utilizaron 180 proyecciones consecutivas espaciadas
en vy laimagen de prueba que se utiliza es ilustrada en la figura 4.37. Esta imagen es conocida
como la “head phantom” de Shepp y Logan y simula la seccién transversal del cerebro. Esta es una
imagen para ver la habilidad del algoritmo para reconstruir secciones transversales de la cabeza
con tomografia de rayos paralelos.

Figura 4.37. Imagen de prueba “head phantom” de Shepp y Logan.

Como se indico en el capitulo de implementacidén, si utilizamos una version truncada del filtro
Rampa, se tiene que su espectro difiere del requerido haciéndose mas obvia esta desviacién en el
origen del espectro afectando el nivel promedio de la imagen. Ademas al realizar la convolucién
discreta entre las muestras de una proyeccidn y una version discreta truncada del filtro Rampa,
esta operacidn no es una representacién exacta de contraparte continua [12]. Asi que tal como se
indico en el capitulo de implementacidn, se opta con obtener una version discreta del espectro del
filtro rampa muestreandolo y después multiplicandolo con el espectro discreto de la proyeccion.
Asi por lo menos se tiene que las muestras del espectro de la proyeccién estdn adecuadamente
filtradas. Sin embargo el espectro continuo asociado con esta versién discreta del espectro del
filtro Rampa, puede diferir entre sus muestras del ideal, es decir, en las posiciones de las muestras
corresponde al filtro rampa adecuado pero entre sus muestras puede existir desviaciones. Por lo
tanto para minimizar este efecto se realiza una insercion de ceros en la proyeccion, después se
realiza la interpolacién y finalmente se realiza el filtrado con nuestra version discreta del filtro
Rampa, de tal manera que al tener una gran cantidad de muestras, la desviacién del filtro Rampa
continuo sea minimo entre sus muestras. Los resultados en el caso de la funciones de Wendland
son similares a los de zoom en imagenes en el que para un soporte de 2 se presentan los peores
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resultados y para un soporte de 32 se obtiene una buena recuperacién de la imagen de prueba. Se
muestras los resultados para la funciéon de Wendland ¢ 4 (figura 4.38), la funcidn Gaussiana con
&€ =1y unaventanade [ =10, 10 ](figura 4.39) y el QIM con ¢ = 1y una ventanade [—10,10]
(figura 4.40).

a) b)

Figura 4.38. Reconstruccién con 360 proyecciones entre 0 a 179.5° en pasos de 0.5° con la funcién
de Wendland ¢, ; con soportes de a) 4y b) 32.

a) b)

Figura 4.39. Reconstruccion con 360 proyecciones entre 0° a 179.5° en pasos de 0.5° con la funcion
Gaussiana. a) e = 1 yunaventanade [ —=5,5]. b) € = 0.5 y una ventana de [ —10,10 ].
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a) b)

Figura 4.40. Reconstruccién con 360 proyecciones entre 0° a 179.5° en pasos de 0.5° con el QIM a
¢ = 1.a) Ventanade [ —10,10 ]. b) Ventana de [ —20,20 ].

Algo importante a observar es que para las aplicaciones de Zoom con las funciones de Wendland
con soporte 4, la que presenta mejores resultados es la funcion ¢, ,. Esto se puede entender al
observar diferentes filtros interpoladores presentados en las graficas 4.41 y 4.42, en donde se
observa que el filtro interpolador correspondiente a la funcion de Wendland ¢, ,, es quien
presenta mejores caracteristicas.

Otro punto a observar en el caso de tomografia computarizada, es que se puede obtener una
buena calidad de interpolacion con € = 0.5 para la funcidén Gaussiana y con ¢ = 1 para el QIM.
Sin embargo la diferencia es que para el QIM se necesita una ventana mayor de
truncacion,[ —20,20 ], a comparacién de la Gaussiana, [ —10,10 ] para no observar los efectos de
truncacion tal como se ilustra en la figuras 4.39.b y 4.40.b.

Pero ademas de necesitar una mayor ventana, se obtiene una menor calidad de interpolacién con
el QIM en comparacidn con la Gaussiana tal como se observa en las graficas de sus kernels de
error en la figura 4.43.

Entonces, aunque se puedan obtener filtros interpoladores de diferente calidad al variar el
pardmetro de escalamiento, quien necesita un menor tamafio de ventana es la funcidn Gaussiana
y por lo tanto es mas accesible en términos computacionales para implementarlo.



Figura 4.41. Espectros de las funciones de Wendland ¢, 1, 912 Y @13 con un soporte de 4
en el rango [—0.4,0.4] de la frecuencia normalizada.
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5. Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones

Durante el presente trabajo se usaron a las FBR como filtros interpoladores en 1 dimensidn, se
mostro que la estructura la interpolacién con FBR en 1 dimensidn es la misma que la dada por
interpolacion basado en convolucién, en el caso de 2 dimensiones se utilizo la FBR en una
dimensién y se aplico en un esquema de producto de tensores. Debido a que existen otros
métodos de interpolacion, se utilizo un método de comparacién basado en el error cuadratico
medio pero tomando en cuenta la fase de la sefial durante el muestro. Con la adicién de la fase se
obtiene una funcién en el dominio de la frecuencia llamada kernel de error n%(Q) el cual
determina el valor del error cuadratico medio.

El kernel de error describe apropiadamente, en una forma grafica, las caracteristicas de
aproximacién de los B-splines y de la funcién Sinc. Se observéd ademas que el kernel de error
muestra la convergencia hacia la funcidn Sinc que tienen los B-splines conforme se aumenta su
orden. Se concluyé que este método de comparacién es el adecuado para analizar las FBR usadas
en este trabajo como filtros interpoladores.

Para el caso de las funciones de Wendland de soporte compacto, las funciones usadas para un
soporte pequefio presentaron que 1n%(0) # 0 a diferencia de los B-splines. Esta caracteristica
implica que aunque el muestreo se aumente, el error cuadrdtico medio no disminuira
manteniéndose constante. Por lo tanto se concluye que estas funciones no poseen un orden de
aproximacion como kernels de convolucion para un soporte fijo. En el marco teérico se presenta
que para que un kernel de convolucidn tenga minimo un orden de aproximacién de 1, debe por lo
menos reproducir funciones contantes. Esta caracteristica hace que el kernel de error en Q =0
sea cero, por lo tanto las funciones de Wendland no pueden reproducir funciones constantes
pese a que estan formados por polinomios o mas generalmente no pueden reproducir el valor
promedio de alguna sefial.

Esto se verifica al realizar la interpolacidon de un conjunto de muestras de una funcién constante y
Gaussiana, en donde en los resultados se observa oscilaciones y este efecto se aprecia
directamente de la forma de su filtro interpolador. Como es sabido, durante el proceso de
muestreo de una sefal, se originan replicas de sus espectros posicionadas en multiplos de la
frecuencia de muestreo. En el caso de los B-splines, si nosotros queremos aplicar su filtro
interpolador correspondiente, por lo menos no existira error debido al valor promedio de la sefial,
esto porque cualquier B-spline contiene ceros en su espectro en O = 2mk, k €Z,, y por
consiguiente también su filtro interpolador, entonces durante la aplicaciéon de su filtro para

Ill

eliminar las replicas, por lo menos eliminara el “valor promedio” de las replicas y esto no causara

interferencia con la sefial recuperada.

Sin embargo en el caso de las funciones de Wendland, su espectro no posee tales ceros y se ve,
por ejemplo en la recuperacién de una funcidn constante, oscilaciones debido a funciones cosenos
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originados por los valores promedios de las replicas que no fueron eliminados correctamente por
el filtro interpolador. Por lo tanto se concluye que las funciones de Wendland no puede recuperar
constantes en forma adecuada debido a que no posee ceros en su espectro en ) = 2k, k € Z,.
Estos ceros precisamente hacen que ?(0) = 0.

A pesar de lo anterior, conforme se aumenta el soporte de las funciones de Wendland, el valor de
n%(0) tiende a disminuir, ademas se observa que 1?(€) tiende a una forma fija. Mas exactamente
se observa que el kernel se error de una funcién Wendland ¢ tiende al kernel de error de un B-

BZk“. Pero debido a que n%(Q) estd en funcién del espectro del filtro interpolador,

spline
entonces lo que se observa es una convergencia de los filtros interpoladores de las funciones de
Wendland y B-splines, todo esto en 1 dimensién. Por lo tanto se concluye que la calidad de
interpolacion de una funcion Wendland ¢, sera practicamente igual al de un B-spline [32"+1 para
un soporte grande. Para el caso de ¢;1,91, Y @13 con un factor de escalamiento de 20 se

obtuvo esa similitud de sus filtros interpoladores con el de los B-splines.

En el caso de la funcién Gaussiana también presenta n2(0) # 0 para valores de ¢ grandes y por lo
tanto no presenta un orden de convergencia. Sin embargo también conforme se disminuye ¢, el
valor de n2(0) disminuye, ademas el kernel de error tiende al de la funcién Sinc. La caracteristica
importante es que para € < 1, el valor de n%(0) es muy pequefio y en el momento de realizar una
interpolacion, su efecto es despreciable pero también suponiendo que se tiene una ventana lo
suficientemente grande de truncacidn. Por lo tanto para propdsitos practicos, se concluye que
para valores £ <1, se puede asumir que n%(0) =0 para una ventana de truncacién lo
suficientemente grande y se pueden obtener diferentes filtros interpoladores con una calidad de
interpolacion que se va mejorando y que tiende al de la funcidn Sinc conforme se disminuye &.

Con el QIM se observé que n%(0) = 0, esto es porque tiene la capacidad de reproducir funciones
lineales y por lo tanto funciones constantes. Esto también se puede entender ya que su espectro
contiene el espectro del B-spline de orden 1, por lo tanto el espectro del QIM tiene ceros en
QO =2k, Vk € Z,. Ademas conforme se aumenta el valor de ¢, su kernel de error presenta
convergencia al kernel de la funcién Sinc al igual que la Gaussiana, por lo tanto también se
obtienen diferentes filtros interpoladores con calidad que va aumentando y convergiendo al de la
funcién Sinc conforme se aumenta el valor de c.

Ademas como se indico en el marco tedrico, el B-spline de orden 1 tiene un orden de
aproximacién de 2 y por lo tanto este es el minimo orden de aproximacién que se puede tener. Sin
embargo la principal dificultad es su soporte global, implicando que cuando se quiera
implementar, se debe realizar una truncacién. Esta truncaciéon es una convolucién en el dominio
de la frecuencia entre el espectro de la ventana y el espectro del QIM, por lo tanto el espectro
resultante tendrd una valor diferente de cero en O = 2wk, Vk € Z, perdiendo asi sus
propiedades de aproximacion. Entonces se concluye que aunque teéricamente el QIM presenta
buenas caracteristicas de aproximacidon, debido a la truncacion necesaria para poder
implementarlo, perdera sus propiedades de aproximacién implicando que presentara los mismos
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problemas que las funciones de Wendland y la Gaussiana. Sin embargo se puede minimizar
siempre y cuando se tenga una ventana lo suficientemente grande.

Con respecto a la implementacion, las funciones de Wendland debido a su forma polindmica, deja
una forma natural para implementarlo en forma de un filtro digital con la estructura Farrow, de
esta forma se pueden tener Zooms fraccionarios al igual que desplazamientos fraccionarios con
facilidad. En el caso de un Zoom fraccionario con la funcién Gaussiana y el QIM primero se puede
realizar un Zoom correspondiente al valor entero mediante un filtro digital con estructura
polifasica y después se puede utilizar la funcidn Sinc Discreto para realizar el Zoom con la parte
fraccionaria.

En las aplicaciones, en el caso del Zoom en imdgenes, se aprecian claramente los efectos de que el
espectro del filtro interpolador no tenga ceros en multiplos de 2m para las funciones de Wendland
con un soporte de 2 y 4. Sin embargo con un soporte de 8 aunque estas oscilaciones persisten, ya
no son visibles. Para las funcion Gaussiana, aparte de que se tiene una buena calidad de
interpolacién para € = 1, conforme & disminuye no se observa un gran cambio en la calidad pero
si se observa mas Ringing. Lo mismo ocurre para el QIM.

Con rotacion de imdagenes se obtuvo buenos resultados con un soporte de 8 para las funciones de
de Wendland que se usaron en esta tesis. Al igual con € = 1 con la funcién Gaussianay ¢ = 1 con
el QIM.

Con el propdsito de verificar las calidades de interpolacién estimadas de las funciones de
Wendland usadas y compararlas con los B-splines, se realizd un experimento en donde se
aplicaron rotaciones sucesivas a la imagen de prueba Barbara, que contiene altas frecuencias
espectrales, para ver su comportamiento en el espectro. Las imagenes resultantes aplicando las
funciones de Wendland resultaron idénticas a las obtenidas con los B-splines reafirmando lo
indicado sobre la similitud entre estas funciones.

En tomografia con rayos paralelos, se considera que un soporte de 8 es adecuado para el caso de
las funciones @1, y ¢; 3 de Wendland para una buena recuperacion de la imagen. Pero con ¢ 4
es necesario un soporte de 16 debido a que se aprecian los efectos de la ausencia de ceros en su
filtro interpolador con un soporte de 8.

Para la funcion Gaussiana con € =1 y 0,5 y ventanas de [—=5,5] y [—10,10] respectivamente se
obtuvieron buenos resultados. El QIM con ¢ = 1 resulto adecuado con una ventana de [—20,20]
ya que con valores menores se observa efectos de la truncacién del QIM. El punto a denotar es
que con la funcidon Gaussiana se puede obtener una mejor calidad de interpolacién con una
ventana menor a comparacion del QIM y esto se puede verificar comparando sus kernels de error
y con los resultados. Por lo tanto se puede concluir, que a pesar de que se pueden obtener filtros
interpoladores de calidad variable con la funcién Gaussiana y el QIM, es la funciéon Gaussiana la
gue necesita menor ventana para una calidad similar de interpolacién, por lo tanto exige menos
costo computacional y es mas apropiada para implementarla.
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En general , la funciones de Wendland usadas como filtros interpoladores no representan alguna
ventaja debido a que presentan la misma calidad de interpolacidn que los B-splines, ademds esto
es con un soporte grande, por lo tanto con mayor costo computacional el cual los hace
ineficientes. En forma similar es con la funcidon Gaussiana o con el QIM, aunque se pueda obtener
filtros con alta calidad, esto se puede dar con una ventana de truncaciéon demasiado grande. Por
lo tanto si se desea una alta preservacién espectral, la mejor opcién es con la funciéon Sinc
Discreto.

5.2 Trabajo futuro

En lo que respecta a futuros trabajos, debido a que se utilizo un método grafico de andlisis, es de
interés verificar estos resultados en forma matematica tal como se ha realizado con la funcién
Gaussiana en la demostracidon de la convergencia de la calidad de interpolacién hacia el de la
funcidn Sinc en los trabajos [22] y [23].

También es de interés encontrar un kernel que sea valido como funcidn de base radial de soporte
compacto como las funciones de Wendland pero que puedan reproducir polinomios en 1
dimensién de acuerda al grado del polinomio que tengan y de esa manera puedan tener alguin
orden de aproximacion tal como el caso de los B-splines; todo esto mediante algin método de
construccion tal como fue indicado en el marco tedrico u otro mas general [8], el cual incluiria
pruebas en problemas con datos dispersos para su validacién. Esto con un soporte que sea
moderado ya que si es muy grande al utilizarse como kernel de convolucién va a requerir mucho
tiempo de computo, de igual manera si se resuelve el problema en forma matricial con el
problema adicional de hacerse singular la matriz [8].
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