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Prodlogo

En el presente trabajo se trata el tema del almacenamiento y recuperacion de imagenes digitales
que han sido distorsionadas con ruido aditivo aleatorio mediante el uso de las redes neuronales ar-
tificiales reticulares. Este tipo de redes neuronales basan su operacién en el algebra minimax y no
en el algebra lineal como lo hacen las redes neuronales artificiales tradicionales. En las redes neu-
ronales morfoldgicas existe una subclase denominada memorias asociativas reticulares minimax,
las cuales estan basadas en dos memorias fundamentales, la memoria min y la memoria max. En
el presente trabajo estas memorias se han empleado como memorias autoasociativas para tratar
imagenes digitales que pueden ser binarias, en tonos de gris y a color. Se utilizan también algunas
técnicas complementarias del reconocimiento de patrones y la 1égica difusa. Al construir sistemas
hibridos empleando estas técnicas se logra incrementar la robustez de las memorias autoasocia-
tivas reticulares minimax. Como parte central del trabajo de tesis se hace uso de la técnica del
enmascaramiento del ruido, la cual se aplica tanto en imagenes binarias como en tonos de gris
y mediante una extensién se tratan imagenes a color en el sistema basado en los colores primar-
ios rojo, verde y azul, canales que son procesados de manera individual. Ademas, se establecen
comparaciones con diversos modelos de memorias asociativas segun el tipo de imagen, haciendo

énfasis en aquellos que tratan el caso de las imagenes a color con ruido aleatorio tipo impulsivo.
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Resumen

En este trabajo se desarrollan diversos modelos de memorias asociativas reticulares minimax
capaces de resolver el problema de almacenamiento y recuperacién de imagenes digitales, ya sean
binarias, en escala de grises o a color, las cuales pueden estar o no distorsionadas con ruido aleato-
rio aditivo. Las imagenes originales o “ejemplares” son almacenadas y recuperadas por la memoria
como vectores. El procesamiento en esta clase de memorias asociativas se basa en operaciones vec-
toriales y matriciales del dlgebra minimax. Se describen diversas técnicas que, dependiendo del
tipo de imagen, logran mejorar el desempeno respecto de otros modelos de memorias asociativas
ya establecidos. Para imagenes binarias se propone una memoria asociativa morfolégica difusa
mejorada, que emplea la funcién indicatriz de Kosko, un procedimiento de umbralizacién y la
distancia de Hamming. El ruido aleatorio se considera como ruido mixto en el contexto de ésta
algebra ya que es una mezcla de ruido erosivo y dilatativo. En general presenta un problema serio
en la etapa de recuperacion ya que las memorias autoasociativas reticulares son robustas ante un
tipo de ruido solamente (erosivo o dilatativo). Como parte central de la tesis se describe el en-
mascaramiento del ruido que consiste en cambiar una imagen binaria o en tonos de gris con ruido
aleatorio en una imagen que contiene un solo tipo de ruido, erosivo o dilatativo pero no ambos;
ademas, permite utilizar las memorias minima o méaxima de manera indistinta. Adicionalmente, se
extiende la técnica del enmascaramiento del ruido para tratar imagenes a color RGB ya que éstas
pueden tratarse como imagenes en escala de grises en tres canales los cuales pueden procesarse
independientemente. En cada uno de los modelos de memorias asociativas se presentan ejemplos
representativos de su desempenio ante ruido aleatorio (tipo impulsivo) y se proporcionan los algo-
ritmos correspondientes en pseudocddigo matematico. Finalmente, se establece una comparacion
con modelos recientes de memorias asociativas empleadas para almacenar y recuperar imagenes a

color RGB y el modelo aqui propuesto.
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Abstract

In this work various models of lattice associative memories are developed that solve the prob-
lem of storage and recall of digital images, be they binary, gray scale, or color images, which may
or may not be distorted with additive random noise. The original images or “exemplars” are stored
and recalled by the memory as vectors. In these kind of associative memories processing is based
primarily on minimax algebra vector and matrix operations. Several techniques are described that,
depending on the kind of image, achieve a better performance with respect to other associative
memory models already established. For binary images, an enhanced fuzzy autoassociative mor-
phological memory is proposed, that employs Kosko’s indicator function, a thresholding procedure,
and the Hamming distance. Random noise is considered as mixed noise in the context of minimax
algebra, since it is a mixture of erosive and dilative noise. Generally, it presents a serious problem
during the recall stage because the lattice auto-associative memories are robust to only one type
of noise (erosive or dilative). The central part of this thesis describes noise masking consisting in
changing a binary or gray scale image with random noise into an image with only just one kind
of noise, erosive or dilative but not both; also, it allows the use of the minimum or maximum
memories indistinctively. Additionally, an extension of the noise masking technique is given to
deal with RGB color images since these images can be considered as gray scale images in three
channels that can be processed independently. In each one of the associative memories models,
representative examples of their performance are provided for inputs with random noise (impulse
type) together with the corresponding algorithms written in mathematical pseudocode. Finally,
a comparison is established between recent associative memory models used to store and retrieve

RGB color images and the model proposed here.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Problema propuesto

El procesamiento digital de imdgenes (PDI) es una area del conocimiento cuyo objetivo es
mejorar la informacion contenida en imagenes binarias, en tonos de gris o a color, con la finalidad
de que el ser humano sea capaz de analizar, extraer e interpretar la informaciéon de cualquier
imagen que se encuentra bajo estudio. Uno de los problemas en esta area tiene que ver con el
tratamiento de imagenes ruidosas, entendiéndose como imagen ruidosa aquella donde sus pixeles
originales han sido distorsionados o cambiados. En PDI existen una gran cantidad de filtros lineales
y no lineales que tratan este problema y muchos de los cuales se han vuelto clasicos (promedio,
mediana y Wiener [15, 24, 48]). A pesar de la utilidad que tienen los filtros clésicos lineales y no
lineales, el problema planteado no es facil de resolver, tal es el caso de imagenes que contienen un
alto porcentaje de ruido, por lo que se han incorporado nuevas herramientas que han ayudado en
el tratamiento de imagenes ruidosas. Una de estas herramientas que se han utilizado en PDI son
las redes neuronales artificiales (RNA) que junto con el reconocimiento de patrones (RP) y la ldgica
difusa (LD) han dado resultados interesantes en la solucién parcial al tratar con imagenes binarias;
algunos de estos ejemplos son presentados por Bow [7], Lippmann [33], Ritter & Wilson [53]. Otros
autores que presentan modelos que usan imagenes binarias son Kasabov [26], Haykin [20] y Dayhoff
[13]. Ritter [52] al igual que Sussner [55, 57] y Urcid [63, 64], tratan las imdgenes binarias utilizando
algebra reticular minimax en lugar del algebra lineal. Otro modelo de memoria asociativa basado
en estructuras de orden parcial ha sido desarrollado y aplicado a imégenes binarias por Yanez [70].
El caso de las imagenes en tonos de gris utilizando algebra reticular minimax ha sido estudiado por
Ritter [54], Urcid [62, 63, 65, 66] y Sussner [58, 59]. Existen varios modelos de redes neuronales



artificiales [20] y cada uno de ellos opera de una forma distinta, la operacién depende en gran
medida de las caracteristicas de la red como son; la estructura (topologia), el tipo de conexién
(pesos sindpticos), el modo de aprendizaje (supervisado y no supervisado), el tipo de patrones
(binarios o en tonos de gris). El funcionamiento de cada uno de los modelos se basa en la idea
de la neurona artificial presentada por McCulloch y Pitts, asi como del perceptréon propuesto por
Rosenblatt [46]. Los perceptrones y las memorias asociativas forman dos grandes grupos de redes
neuronales. Un perceptrén cominmente se utiliza como clasificador y las memorias asociativas
se emplean por lo general para almacenar y recuperar informacion. Se han alcanzado resultados
aceptables al aplicar las memorias asociativas al problema de la recuperacion de imagenes afectadas
con ruido ya que existen limitaciones relativas a su capacidad de almacenamiento y recuperacion
[33, 52, 70]. El objetivo del presente trabajo es proponer variantes novedosas al modelo de las
memorias asociativas reticulares para aplicarlas al problema del almacenamiento y recuperacion
de imdgenes digitales que pueden estar o no distorsionadas con ruido aleatorio. Las imagenes
originales, las cuales pueden ser binarias, en escala de grises o a color, que también denominamos
como iméagenes ejemplares son almacenadas y recuperadas por la memoria en forma de vectores. El
modo de operaciéon de estas memorias asociativas se basa en operaciones vectoriales y matriciales
del algebra minimax. Se describen diversas técnicas que dependiendo del tipo de imagen logran
mejorar el desempeno respecto de los modelos de memorias asociativas reticulares ya establecidos.
Para imagenes binarias se propone una memoria asociativa reticular difusa mejorada, que emplea
la funcién indicatriz de Kosko, un procedimiento de umbralizacién y la distancia de Hamming.
El ruido aleatorio se considera como ruido mixto en el contexto del algebra minimax puesto que
esta formado por una mezcla de ruido erosivo y dilatativo, y en general es un problema serio ya
que las memorias asociativas reticulares candénicas son robustas ante un tipo de ruido solamente,
ya sea erosivo o dilatativo. Como parte central de la tesis se propone el enmascaramiento del
ruido que consiste en cambiar una imagen binaria o en tonos de gris que contenga ruido aleatorio
en una imagen con un solo tipo de ruido que resulta ser erosivo o dilatativo pero no ambos, y
permite utilizar las memorias minima o maxima de manera indistinta. Adicionalmente, se extiende
la técnica del enmascaramiento del ruido para tratar imagenes a color RGB ya que pueden tratarse
como imagenes en tonos de gris que pueden ser procesadas de forma independiente. En cada uno de
los modelos propuestos se presentan ejemplos representativos de su desempeno ante ruido aleatorio

de tipo impulsivo y se proporcionan los algoritmos correspondientes en pseudocodigo matematico.



1.2. Antecedentes

1.2.1. Antecedentes historicos

El PDI y el RP son areas donde las RNA han tenido buenos resultados al tratar problemas
en el procesamiento de imagenes con ruido o distorsién [25]. El modelo matematico de una RNA
surge con la idea de imitar algunos mecanismos del cerebro humano como, por ejemplo, almacenar
y recuperar informacién mediante asociaciones y poder trasladar estos mecanismos en maquinas
artificiales. Otro de los descubrimientos que le di6 mayor importancia a las RNA fue el hecho por
Hebb quien en 1949 propone un esquema de aprendizaje conocido como regla de aprendizaje de
correlacién. El postulado de aprendizaje de Hebb [43] establece que la activacion repetida de una
neurona por otra a través de una sinapsis aumenta la probabilidad de ser activada posteriormente.
Otro de los avances en esta area fue dado por Widrow y Hoff quienes propusieron un algoritmo
de aprendizaje basado en la minimizacién de la suma del error a la salida de la red. En 1969,
Minsky y Papert [37] publicaron un libro donde demostraron mateméaticamente las limitaciones
del perceptron de Rosenblatt y como resultado llegaron a la conclusion de que los perceptrones
multicapa sufririan del mismo problema. Sin embargo, se mantenian las investigaciones tratando
de encontrar una solucién al problema planteado por Minsky y Papert, a medida que se involucra-
ban los investigadores se iban encontrando soluciones parciales al problema. Algunos de los cuales
fueron: Werbos [46], quien propuso un nuevo esquema de entrenamiento para el perceptrén mult-
icapa, Amari [1] desarrollo un modelo adaptativo de umbralizacién de la neurona y utilizé dicho
modelo para estudiar el comportamiento dinamico de las redes aleatorias. Nakano [46] propuso
un modelo de memoria asociativa a la cual llamo asociatrén; por otra parte, Kohonen [28, 29] y
Anderson [3] definieron el concepto de asociacién como un reforzamiento entre neuronas. No fue
si no hasta la década de los ochenta que hay un resurgimiento en el area de las redes neuronales
como resultado de la publicacién de algunos trabajos, principalmente los de Hopfield [21, 22],
sobre redes neuronales recurrentes equivalentes a memorias asociativas también conocidas como
memorias direccionables por contenido.

Los elementos que componen una neurona artificial, modelados a partir del funcionamiento de

una neurona bioldgica se encuentran representados en la Fig. 1.1:

= la neurona recibe en paralelo un conjunto finito de estimulos o senales x; parai=1,...,n,

provenientes de otras neuronas,

s la intensidad sinaptica correspondiente a la senal x; se designa como el peso w; que puede

ser positivo (excitaciéon) o negativo (inhibicién),
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= la neurona realiza una suma ponderada considerando todos los estimulos de entrada asi como
sus pesos correspondientes y responde mediante una funcion de activacion que decide en base

a un umbral u si la neurona se dispara o no, y

= las funciones de activacién pueden introducir no-linealidad en el cémputo neuronal y las méas
usuales son el limitador discontinuo de umbral (funcién escalén de Heaviside) y la funcién

sigmoidal.

W
X
w,
2
Xy
vector de ‘e y
entrada 3T .
X : respuesta
W, / neuronal
Xi .
‘xn
-
vector de
pesos w

Figura 1.1: Modelo clésico de una neurona artificial.

El modelo que dié inicio a la incursion de las redes neuronales tanto en PDI como en RP fue
el perceptron multicapa. Como ya se menciond, Hopfield fue uno de los precursores en el uso
de un modelo de memoria asociativa para la reconstruccién de estados estables. Sin embargo,
este modelo de memoria asociativa resulto estar limitado en el almacenamiento y recuperacion de

informacion.

1.2.2. Antecedentes recientes

Posteriormente se han propuesto las memorias asociativas morfoldgicas o reticulares minimax
(MARM), subclase de RNA, que fue introducida por Ritter, Sussner y Diaz de Leén [52] hace un
poco mas de una década. Las MARM han encontrado aplicaciones en PDIl y RP y resuelven, de
manera parcial, el problema del almacenamiento y recuperacién de imagenes digitales. Aplica-
ciones adicionales de las MARM han sido presentadas por: Grana [16], Guzman [19], Raducanu
[49] y Villaverde [68]. Las MARM forman una subclase de las redes neuronales reticulares y sus

operaciones se basan en dos memorias fundamentales, la memoria min W y la memoria max M.



La memoria min W es capaz de recuperar imagenes con ruido erosivo y la memoria max M es
capaz de recuperar iméagenes con ruido dilatativo, sin embargo, para el caso de ruido mezclado
existe error de confusién en la recuperacién de una imagen como lo demuestran Ritter [52, 54],
Sussner [55] y Urcid [62]. Con la finalidad de dar solucién al problema, se han realizado nuevas
investigaciones utilizando algunas variantes en los modelos de las memorias asociativas reticulares;
una de las primeras ideas en el tratamiento de imagenes con ruido mezclado fue el empleo de la
técnica de nicleos para vectores binarios propuesta por Ritter, Sussner y Diaz de Ledn [52]. Més
tarde, Sussner [55] propuso un algoritmo para encontrar los niicleos en un conjunto de imagenes
binarias, asi como un modelo hibrido basado en la técnica de nicleos y la légica difusa [57].
Asimismo, el trabajo presentado por Wang y Lu [69] muestra una comparacién entre las memo-
rias asociativas morfoldgicas y una versién difusa de éstas (distinta a la propuesta por Sussner).
En [64] presentamos un nuevo modelo hibrido basado en el trabajo de Sussner [57], que utiliza la
distancia de Hamming para la fase de recuperacién mejorando asi los resultados obtenidos ante-
riormente. El caso de imédgenes en tonos de gris fue expuesto por primera vez por Ritter, Urcid y
Tancu en [54]. En [43, 62] se introduce y se desarrolla una nueva técnica de recuperacién basada
en la propiedad de independencia fuerte morfologica. Una idea reciente fue presentada por Urcid
[63] la cual propone la técnica del enmascaramiento del ruido para utilizar cualquiera de las dos
memorias asociativas reticulares. Consiste en separar (desmezclar) el ruido aleatorio por medio de
un enmascaramiento del vector con ruido con cada uno de los vectores ejemplares almacenados en
la memoria. Los resultados alcanzados en el tratamiento de las imagenes binarias y en tonos de gris
son satisfactorios ya que se ha incrementado la robustez de este tipo de memorias en presencia de
ruido aleatorio. En esta tesis se propone una variante al enmascaramiento del ruido para mejorar

el desempeno y se extiende el modelo al almacenamiento y recuperacién de imagenes a color.

1.3. Organizacion de la tesis

El contenido del trabajo de tesis esta organizado como sigue: el Capitulo 1 da una introduccion
al tema central a tratar asi como una descripcion de la naturaleza del trabajo a realizar; en el
Capitulo 2 se detallan tres modelos de redes neuronales basadas en las memorias asociativas, la
memoria asociativa lineal, las memorias asociativas recurrentes y finalmente las memorias aso-
ciativas clasificadoras; el Capitulo 3 proporciona los fundamentos del algebra reticular minimax,
la cual forma la base matematica de las redes neuronales reticulares. Se describen las memorias
asociativas reticulares, algunas de sus propiedades asi como la técnica de nicleos utilizando la

independencia fuerte morfolégica inducida; el Capitulo 4 proporciona los fundamentos de la teoria



de conjuntos difusos que son la base conceptual para las memorias reticulares difusas; en este
apartado se describe un nuevo modelo de memorias hibridas difusas y se dan algunos ejemplos
para mostrar su desempeno; el trabajo de investigacién se desarrolla en el Capitulo 5 donde se
expone la descripcién matemaética de la técnica del enmascaramiento del ruido realizandose algu-
nas variantes a la idea original y presentando ejemplos con la finalidad de evaluar el desempeno
de ésta nueva técnica. En este mismo capitulo se presenta una extension para tratar el caso de
la recuperacion de iméagenes a color RGB contaminadas con ruido aleatorio tipo impulsivo y se
compara con algunos modelos que tratan el mismo problema. Finalmente, en el Capitulo 6 se
presentan las conclusiones del trabajo donde se expone de manera resumida el desempeno de las

diferentes redes neuronales que se utilizaron como memorias asociativas.



Capitulo 2

Memorias Asociativas

2.1. Introduccién

Las memorias asociativas [20] (MA) aparecieron por primera vez en los afios 50. El primero en
realizar investigaciones al respecto fue Taylor en 1956, posteriormente Steinbuch en 1961 introduce
la matriz de aprendizaje y en 1969 aparece un articulo donde se presenta un modelo de memoria
asociativa no holografica propuesto por Willshaw, Buneman y Longuet-Higgins.

., Qué entendemos por memoria asociativa? Para responder a esta pregunta consideremos lo
siguiente: el ser humano diariamente realiza procesos de asociacion, por ejemplo asociamos nombres
con rostros de personas, olores con sabores, es decir, formamos asociaciones entre personas, eventos
y lugares, entre formas, objetos y conceptos. Las senales que entran a nuestro cerebro mediante
los sentidos nos permiten percibir el mundo a nuestro alrededor, cada senal la podemos ver como
informacion almacenada mediante un proceso de aprendizaje. Es evidente que nuestra memoria
trabaja en un modo asociativo por lo que se puede describir a la memoria humana como un sistema
que almacena y recupera informaciéon mediante asociaciones. Desde el punto de vista de los modelos
computacionales la informacién, en una memoria asociativa, es vista de acuerdo a las propiedades
que guardan sus valores més que por su direccién [50]. No debe confundirse la memoria asociativa
con la memoria de las computadoras digitales, la diferencia radica en que mientras la primera
accesa la informacién de manera directa pero distribuida, la segunda lo hace de manera indirecta
a través del cdlculo de una direccién [38], es decir, las memorias de las computadoras digitales
recuperan la informacion utilizando indices, mientras que en las memorias asociativas el proceso
de recuperacion se realiza utilizando informacién parcial o total de su contenido. Supéngase que se

tienen n datos con una cierta estructura y cada dato lo representamos por P;, donde? =1,...,n. La



memoria de la computadora digital accede al dato P; mediante el subindice i (direccién calculada
de memoria), mientras que la memoria asociativa lo hace utilizando informacién parcial o total
del propio dato P;. Las operaciones que emplean las memorias asociativas se desarrollan mediante
matrices y vectores, por lo que es necesario transformar las imagenes de su forma matricial a
vectores. Cada imagen es vista entonces como un vector patron, patron ejemplar o simplemente
como vector, y la conversion de estructura se logra ya sea apilando renglones o columnas. A
continuacién, se describe esta simple transformacién por renglones. Supongamos que tenemos una

matriz A de m X n que representa una imagen digital (binaria o en tonos de gris)

@13 Q2 -+ Qin

Q21 Q22 -+ Q2
A = (akl) =

Am1 Am2 - Amn

la cual transformamos en un vector x colocando cada uno de sus renglones uno tras otro
mediante la relacién
Tn(k—1)+1 = Akl 5 kzl,...,mylzl,...,n. (21)
Por lo que la matriz A puede ser vista como un vector x de dimension mn. Las memorias asociativas
se clasifican en dos grupos, memorias autoasociativas (MAA) y heteroasociativas (MHA). La Fig. 2.1
muestra de manera esquematica el funcionamiento de una memoria asociativa que almacena pares
de vectores (x¢,y¢), con x¢ = (z%,...,25)T e y¢ = (4f,...,98)7T para € = 1,...,k, siendo k
el nimero de vectores que se almacenan en la memoria, y que llamaremos wvectores asociados

ejemplares.

. X° N VA . x° (a)

x& vector de Vectgr 3 (b)
entrada asociado

(x*,y°)

k-vectores almacenados

Figura 2.1: Esquema de una memoria asociativa: (a) memoria autoasociativa (x,x%), (b) memoria het-

eroasociativa (x,y?®).

En la Fig. 2.1 el vector de entrada x puede ser un ejemplar x°, o una versién con ruido de éste

x¢. En el primer caso se denomina entrada perfecta de lo contrario hablamos de entrada imperfecta.



2.2. Memorias asociativas lineales

La memoria asociativa lineal (MAL) [9, 28, 29] es uno de los modelos derivado de los primeros
estudios sobre memorias asociativas. En este trabajo de tesis se emplean las MAL para el re-

conocimiento de imagenes binarias.

2.2.1. Estructura basica

La memoria asociativa lineal es una red que contiene una capa de nodos de entrada y una capa
de neuronas de salida. Cada elemento del vector de entrada es conectado a todas las neuronas en

la capa de salida.

Figura 2.2: Red neuronal de una memoria asociativa lineal: (a) memoria heteroasociativa MHA, (b)

memoria autoasociativa MAA.

La Fig.2.2 muestra la memoria asociativa lineal (memoria heteroasociativa MHA y memo-
ria autoasociativa MAA), donde la entrada y salida estdn representadas por los vectores x° =
(25,25, ..., 28)T e y& = (45,45, ..., 15)T. Dado que aqui se utilizan las MAL como MAA, los vec-
tores de entrada y de salida tendran el mismo espacio dimensional, por tanto decimos que la red
asocia vectores de entrada con vectores ejemplares que han sido almacenados previamente en la

memoria. La codificacion de los vectores de entrada se realiza en forma bipolar {—1,1}.



2.2.2. Almacenamiento y recuperacion

En la etapa de almacenamiento, también conocida como fase de aprendizaje o entrenamiento,
los vectores de entrada son almacenados por medio del postulado de Hebb. La matriz de pesos
sindpticos es el resultado de la operacién matricial entre los vectores y¢ y x¢7 conocida también

como el producto externo. La matriz de pesos W¢ en forma matricial estd dada por la Ec. (2.2).
W¢ = yox¢T (2.2)

donde W¢ es una matriz de tamafio n x n y (x¢,y%) son los pares de vectores n-dimensionales,

ie., x,y € R". La matriz W = Z?:l WS¢ puede definirse componente a componente como

k
wfj:ny:ch ;oG =1,....n (2.3)
=1

siendo k el nimero de vectores ejemplares, 7 representa la ij—ésima componente del £—ésimo
vector del par de vectores (x¢,y*). El ntimero de neuronas que contiene la red se encuentra deter-
minado por el niimero de elementos que componen cada vector. La capacidad de almacenamiento
en una memoria asociativa lineal lo determina el rango de la matriz, es decir, dado que la matriz de
pesos W¢ es una matriz de tamafo n x n su capacidad de almacenamiento se encuentra limitada
por n. Una vez que se ha construido la matriz de pesos es posible recuperar uno de los vectores
ejemplares contenidos en la memoria de la red. Si se tiene un conjunto de pares de vectores alma-
cenados en la red (x%,y%), con € = 1,...,k y se presenta un vector de entrada x*, la respuesta a

la salida es el vector asociado y¢. La siguiente expresion matricial muestra la forma de realizar la

operacién
ys = Wt (2.4)
La expresion componente a componente puede representarse como
n
§ _ §..£
Yi = Zwijxj ; (2.5)
j=1
donde w;; con j = 1,2,...,n, son los pesos sinapticos de la neurona ¢ correspondientes al { —ésimo

par de vectores asociados. En la Fig. 2.3 se muestra en detalle la matriz de pesos sindpticos y el
arreglo para la neurona 7 en la capa de salida. La recuperacion perfecta en la red se logra cuando
los vectores de entrada son ortonormales. Sea W la matriz de pesos de la memoria asociativa, la

cual ha almacenado k vectores ortonormales, i.e.

xTxk = lec=*k (2.6)
0 &#k,
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Figura 2.3: Modelo de una memoria asociativa lineal para la neurona i.

entonces .
k _ (Z y£X£T> Zy T k + yk (Xkak) _ yk‘ (2‘7)
=1 c#k
Si x',...,x" no es un conjunto de vectores ortonormales, lo que es més comtn en un conjunto

arbitrario, entonces el término
r_zy xTx*) 0 (2.8)
£#k
representa el vector de ruido. Observamos que el vector de ruido impide la recuperacion perfec-
ta sin importar si la entrada es perfecta (x%) o imperfecta (X¢), hecho que disminuye el desempefo
de la memoria asociativa en la etapa de recuperacion. El empleo de la memoria asociativa lineal

estd descrito en pseudocédigo matemético en el Algoritmo 1 (implementado en Mathcad).

El conjunto de ejemplares X = {x!,... x*} € {—1,1}" consta de vectores binarios codificados
polarmente, el cual es una matriz de tamano n x k, donde n representa la dimensién del vector y k
es el numero de vectores. La matriz de pesos W se calcula como W = Z?:l x¢ - x¢T | donde la

k-ésima columna la denotamos W¥ y la l-ésima componente de este vector lo denotamos por

w = wyy.

Input: x € {—1,1}" [vector con ruido aleatorio]
y =Wx [etapa de recuperacién]
Output: y € {—1,1}" [vector asociado]

Algoritmo 1: MAL - Memoria Asociativa Lineal
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2.2.3. Recuperacion de imagenes binarias

Las imégenes binarias se pueden codificar en dos formas: en la primera el objeto es blanco sobre
fondo negro de modo que un pixel de fondo (negro) tiene valor 0 y un pixel objeto (blanco) tiene
valor 255; en la segunda, empleada en la presente tesis, el objeto es negro sobre fondo blanco. Dado
que la imagen puede tomar solo dos valores, el conjunto que representa a dicha imagen es {0,1}.
En el siguiente par de ejemplos se muestran las capacidades y limitaciones del modelo asociativo

lineal.

Ejemplo 2.1. El modelo almacena 5 imagenes binarias las cuales se muestran en el primer renglén
de la Fig. 2.4. Cada imagen es de tamano 32 x 32 pixeles de modo que la dimensién del vector
es n = 1024. El nimero de elementos corresponde al niimero de neuronas en la red. Todos los
vectores son ortonormales (a propésito). El vector con ruido que ingresa a la red es X2. El tercer
renglon de la Fig. 2.4 muestra los resultados del modelo después de procesar este vector. En la 4ta
y Hta columnas de este renglén se observa que la red se confunde presentando a la salida el vector

x! +x2 para 45 % de ruido y el vector x® +x° para 50 % de ruido, en lugar del vector esperado x2.

ET g
¥4

Figura 2.4: ler. renglén, vectores ejemplares x', x% x3, x* x°; 2do. renglén, versiones de x? con 15 %,

25 %, 35 %, 45% y 50 % de ruido aleatorio; 3er. renglén, respuesta de la MAL.

Ejemplo 2.2. El conjunto de vectores corresponde al Font E13B utilizado por la Asociacién
de Banqueros Americanos (ABA). La memoria almacena 14 imagenes binarias (ver Fig. 2.5) de

18 x 14 pixeles de modo que la dimensién del vector es n = 252 (nimero de neuronas). El vector
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de entrada con ruido corresponde al nimero ‘5’. La Fig. 2.6 muestra los resultados de la MAL

después de procesar este vector con diferentes niveles de ruido.

| ﬁ IE-
Figura 2.6: ler. rengldn, vectores de entrada a la red: imagen ejemplar del niimero ‘5’, versiones con-
taminadas con 15 %, 25 %, 35 %, 45 % y 50 % de ruido aleatorio; 2do. renglén, respuesta de la MAL.

Del par de ejemplos anteriores se puede apreciar la capacidad de recuperacién de la MAL
para procesar imagenes binarias ortonormales y las limitaciones de ésta para imagenes que no
son ortonormales. En el Ejemplo 2.1 se obtiene un alto desempeno de la red para porcentajes de
ruido de 0 a 35 %; sin embargo, para porcentajes de ruido mayores al 35 % la memoria se confunde
recuperando un vector diferente que es la superposiciéon de vectores ejemplares. En el Ejemplo 2.2,
la memoria no logra establecer la asociacién correcta del vector deseado aun cuando el vector de
entrada no tiene ruido, debiéndose a que los vectores ejemplares al compartir varios pixeles entre

si, no cumplen la condicién dada en la Ec. (2.6).

2.3. Memoria recurrente de Hopfield

Una memoria recurrente de Hopfield (MRH) es una red de una sola capa cuyas neuronas son

de entrada y salida a la vez. Una MRH consiste de n neuronas totalmente interconectadas entre si,
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donde la retroalimentacion entre neuronas induce la no linealidad de la red. Uno de los modelos
méas importantes de red neuronal recurrente es el de Hopfield [21, 22|, el cual ha sido estudiado

desde el punto de vista tedrico [2, 8, 34] y préctico [4, 31, 33].

2.3.1. Red neuronal artificial de Hopfield

La red de Hopfield se comporta como una memoria autoasociativa no lineal también conocida
como memoria direccionable por contenido. La red puede almacenar un conjunto finito de vectores
binarios de modo que si se ingresa un vector ejemplar x¢ o una versién ruidosa de éste X¢, se espera
que la red pueda asociarlo correctamente. La estructura bésica de la red neuronal de Hopfield para

4 neuronas se muestra en la Fig. 2.7. En esta tesis consideramos tinicamente el modelo discreto

Figura 2.7: Red de Hopfield con 4 neuronas y los w;; son los pesos sinapticos.

de la red de Hopfield en el cual los vectores binarios pueden codificarse de forma normal {0,1} o

en forma bipolar {—1,+1}.

2.3.2. Almacenamiento y recuperacion

El almacenamiento en la memoria se realiza por medio de la regla de aprendizaje postulada por

Hebb. Supongamos que tenemos un conjunto de k vectores ejemplares x¢ = (2%, 25, ..., 25)T que
la red almacena para £ = 1,2,..., k. La construccién de la matriz de pesos sindpticos se muestra

en la Ec. (2.9)

I
E

k
W WeE—T=) =T -1, (2.9)
¢=1 ¢=1
donde W¢ es una matriz de tamaiio n X n que almacena el &-ésimo vector ejemplar, calculada

mediante el producto externo dado por x*x¢T e I es la matriz identidad del mismo tamano. De la
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Ec. (2.9) se obtiene que la salida de cada neurona en la red es retroalimentada a las otras neuronas,
no hay autoconexiones (w;; = 0) y que los pesos son simétricos (w;; = w;;). Estas condiciones son
muy importantes ya que garantizan la convergencia' de la red [8, 34, 70]; asimismo, el ntimero de
neuronas en la red estda determinado por la dimension del vector. En la etapa de recuperacién se
presenta en ¢t = 0 un vector de entrada x¢ (vector inicial). Cada componente de entrada puede
tener un valor de +1 o —1. La red inicia un proceso de iteraciones en biisqueda de un estado estable
y cuando el proceso termina se dice que la red converge al vector deseado. Sin embargo, debido
a que existen estados estables que no guardan relacién con los vectores ejemplares almacenados,
la salida de la red puede converger a un vector diferente (estado espurio). El modelo matemético

del proceso de iteracién se encuentra de manera resumida en la Ec. (2.10).
Xpr1 = fWx, —u,xg) , (2.10)

donde la funcién de activacion es el limitador discontinuo (abrupto) f(x,y) con x,y € R definido
por la Ec. (2.11)
-1l 2<0
fley) =49 yeax=0 (2.11)
+l1&2>0.

El subindice k£ + 1 en la Ec. (2.10) indica el siguiente estado de las neuronas y u es el vector
de valores de umbral cuyas componentes pueden tener el mismo valor (mismo umbral para todas
las neuronas) y comunmente se toma u = 0. En la red de Hopfield los estados estables guardan
relacion directa con la funcion de energia la cual asocia a cada estado de la red una energia
potencial segtin la siguiente expresion:

n n

Ex) = —% Z Z Wy T - (2.12)

i=1 j=1
El cambio de energia AE debido a un cambio Az; en el estado de la neurona j estd dado por

i
La respuesta de la red ante un cambio durante la etapa de recuperacion causa que la funcion de

energia disminuya hasta alcanzar un minimo local correspondiente a un estado estable. Segtn la

'En el Apéndice B de la tesis doctoral de C. Yafiez (p. 175) se d& la demostracién detallada de como estas
condiciones establecen la monotonicidad decreciente (codificacién bipolar) o no creciente (codificacién binaria) de

la funcién de energia dada en la Ec. (2.12).
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funcion de energia, cada vector ejemplar se localiza en un minimo local; de igual forma, todos los
vectores de entrada parecidos a un vector ejemplar seran atraidos hacia el mismo minimo local.
Geométricamente, la funcion de energia se representa por una hipersuperficie dividida en diferentes
zonas de atraccién asociadas a cada minimo local. Cualquier punto situado en la hipersuperficie
(entrada de la red) se desplazara posiblemente hacia un minimo local (salida de la red). En la
Fig. 2.8 se muestra graficamente la idea para el caso de vectores en dos dimensiones. El empleo
de la memoria asociativa de Hopfield esta descrito en pseudocodigo matematico en el Algoritmo 2

(implementado en Mathcad).

Figura 2.8: Proyeccién de una superficie correspondiente a una funcién de energia E(x) donde x € R? ;

y es el vector ejemplar y x es el vector de entrada a la red.
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El conjunto de ejemplares X = {x!,... x*} € {—1,1}" consta de vectores binarios codificados
polarmente, el cual es una matriz de tamano n x k, donde n representa la dimensién del vector y k
es el nimero de vectores. La matriz de pesos W se calcula como W = Z?:l x¢ - x¢T — [, donde la
k-ésima columna la denotamos W¥ y la l-ésima componente de este vector la denotamos por

wf = wy. La funcién if (condicién, a, b) evaliia numéricamente una condicién logica verdadera con
a o falsa con b. Este algoritmo supone la definicion de dos funciones auxiliares. La primera
corresponde a la funcién de activacién la cual estd dada por f(z,y) = if(x = 0,y,if(x > 0,1, 1))

y la segunda es una funcién que llamamos elige(v) que regresa una permutacién del vector de

enteros positivos v = (1,...,n).
Input: x € {—1,1}" [vector ejemplar con ruido aleatorio]
y=0 [inicializa vector asociado]
while y # x do [itera hasta que converge]
y=X
z = elige(v) [permuta indices de neuronas]
fori=1ton do [recorre todas las neuronas]
m =z [elige una neurona al azar]
T = f(@W™, Zp,) [aplica la funcién de activacién]
end
end
Output: y € {—1,1}" [vector asociado]

Algoritmo 2: MRH - Memoria Recurrente de Hopfield

2.3.3. Recuperacion de imagenes binarias

En el siguiente par de ejemplos se muestran las capacidades y limitaciones del modelo asociativo
de Hopfield.

Ejemplo 2.3. El conjunto de imagenes utilizadas se muestran en el primer renglon de la Fig. 2.9.
Cada imagen binaria de 32 x 32 pixeles es un vector de dimensién n = 1024 (nimero de neuronas).
El conjunto de vectores distorsionados que son utilizados para ingresar a la red se muestran en el
segundo renglén y corresponden al vector X2. Los resultados del modelo después del proceso de
recuperacion se encuentran en el tercer renglén de la Fig. 2.9. En la 4ta y 5ta columnas de éste
renglén se observa que la red se confunde presentando a la salida el vector x* 4+ x° invertido para
45 % de ruido y el vector x® +x° para 50 % de ruido, en lugar del vector esperado x2. Sin embargo,

para los vectores que tienen ruido aleatorio menores al 35 % la red tiene un buen desempernio.
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Figura 2.9: ler. renglén, vectores ejemplares x', x% x3, x* x°; 2do. renglén, versiones de x? con 15 %,

25 %, 35 %, 45% y 50 % de ruido aleatorio; 3er. renglén, respuesta de la red de Hopfield.

Ejemplo 2.4. El conjunto de imdgenes utilizadas corresponden al Font E13B (ver Fig. 2.5). Cada
imagen binaria es de 18 x 14 pixeles de modo que la dimensién del vector es n = 252 (ntimero
de neuronas). Nuevamente, la imagen distorsionada que es utilizada para ingresar a la red es el

numero ‘5’. La Fig.2.10 muestra los resultados del modelo después de procesar la imagen ruidosa.

Figura 2.10: ler. renglén, vectores de entrada a la red: imagen ejemplar del niimero ‘5’, versiones con-
taminadas con 15 %, 25 %, 35%, 45% y 50 % de ruido aleatorio; 2do. renglén, respuesta de la red de
Hopfield.

Del par de ejemplos anteriores se puede ver la capacidad de recuperacién de la memoria de
Hopfield para procesar imagenes binarias ortonormales (con pocos pixeles en comin) y las lim-
itaciones de ésta para imdgenes que no son ortonormales (varios o muchos pixeles en comun).
Hay que observar que la condicién de ortonormalidad de los vectores ejemplares garantizan la

recuperacion perfecta en las memorias asociativas lineales pero no puede garantizarse que haya re-
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cuperacion en el caso de la memoria asociativa de Hopfield ya que operan de forma muy diferente.
En el Ejemplo 2.3 se obtiene un alto desempeno de la red para porcentajes de ruido de 0 a 35 %;
sin embargo, para porcentajes de ruido mayores al 35% la memoria se confunde recuperando un
vector diferente que en general puede ser la superposicién de vectores ejemplares y sus versiones
invertidas. En el Ejemplo 2.4, la memoria no logra establecer la asociaciéon correcta del vector
deseado aun cuando el vector de entrada no tiene ruido, debiéndose a que los vectores ejemplares
comparten varios o muchos pixeles entre si. El modelo de Hopfield fue creado para tratar con
imdgenes binarias, sin embargo, en [43] se desarrolla una técnica donde es posible utilizar dicho
modelo en el procesamiento de imagenes en tonos de gris a partir del principio de descomposicion
por umbral (PDU). La desventaja de la técnica es el tiempo de cémputo que se requiere para
procesar el nimero de cortes que se deben hacer por cada nivel de gris que contenga la imagen;
por ejemplo, si la imagen tiene 255 niveles de gris se requiere procesar 255 cortes binarios. En
otra variante de la red de Hopfield [35], se mapean los valores de pixeles de cada ejemplar en un
intervalo de [—s, s|, donde 0 < s < 2 con la intencién de hacer simétrico el rango y emular la

codificacién bipolar continua, para la cual, la funcién de activaciéon que se emplea es tanh(z).

2.4. Memoria de Hamming clasificadora

La memoria de Hamming clasificadora (MHC) se deriva de las redes neuronales utilizadas para
la clasificacién de vectores [7, 33]. Cada vector posee caracteristicas propias que lo identifica de
los demas y a dichas caracteristicas se les conoce como descriptores. Los vectores de entrada son
de tamano n x 1 siendo n el nimero de descriptores. Al tratar imagenes digitales como patrones,

cada pixel se considera un descriptor.

2.4.1. Red neuronal artificial de Hamming

Como Lippman [33] utilizé la distancia de Hamming para medir la similaridad o diferencia de
un vector de entrada con un vector ejemplar, la red neuronal correspondiente lleva este nombre.
Asi, la red neuronal de Hamming es un clasificador de distancia minima que opera con vectores
binarios. La distancia de Hamming entre dos vectores es el niimero de componentes en los cuales
ambos vectores difieren de valor [33, 53|. En la red de Hamming el niimero de neuronas es igual al
nimero de vectores ejemplares almacenados en la memoria y consta de dos capas o subredes. La
primera subred almacena los vectores ejemplares cuyos pesos w;; no son necesariamente simétricos

y w;; No necesariamente es cero; la segunda subred es una red recurrente cuyas neuronas estan
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totalmente interconectadas entre si donde ?;; son simétricos y ¢;; = 1Vi. La topologia de la red de

Hamming para 3 neuronas se muestra en la Fig. 2.11.

L3 =0;;=—¢

Figura 2.11: Red neuronal heteroasociativa de Hamming que contiene 3 neuronas y acepta vectores de

entrada de dimension n.

2.4.2. Almacenamiento y recuperacion

La etapa de almacenamiento se lleva a cabo en la primera subred la cual contiene las conexiones
del vector de entrada con cada neurona de la red. Supongamos que tenemos un conjunto de vectores
x) = (x{, ...,x)) € {~1,1} para almacenar en la red, donde j = 1,...,k. La matriz de pesos

(primera subred) que almacena el conjunto de vectores ejemplares se calcula como:

J
wij:%;lgign,lﬁjﬁk, (2.14)

donde, x] representa el i-ésimo elemento del j-ésimo vector, n es la dimensién del vector y k es el
nimero de vectores ejemplares o clases. Los pesos en la segunda subred necesarios para realizar

el proceso de competencia y determinar el médximo de componentes iguales se definen por

lei=7
ty = L 0<e<1/ki1<i i<k, (2.15)
—e& i #£]

donde ¢;; denota el valor sindptico entre las neuronas de clase 7 y j. La etapa de recuperacion inicia

en la primera subred donde se determina la relacion que guardan los vectores ejemplares y el vector
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de entrada utilizando la distancia de Hamming, que para dos vectores x e y n—dimensionales

esta dada por

hix,y) = Z |z, —yi|l =n — leyl x,y € {0,1}" cod. normal, (2.16)

n

1
h(x,y) = 5 Z |z —ys| = = — = leyl x,y € {—1,1}" cod. bipolar. (2.17)

i=1
Si se inicializa la red con un vector y se calcula el valor de las neuronas en ¢t = 0, se tiene

n

1 )
Nj(O):ﬁ+Zwijxif:g+§ dlaf 1<) <k, (2.18)
i=1 i=1

donde N, (0) es el estado de la j-ésima neurona (j-ésima clase). La segunda subred se inicializa con
los valores determinados por la primera subred e inicia un proceso de competencia entre neuronas
para encontrar una “ganadora”. Si todas las neuronas estan en cero excepto la ganadora se dice que
la red ha alcanzado la convergencia y corresponde al vector ejemplar que guarda mayor relacion
con la entrada y equivale a la minima distancia de Hamming. El proceso de iteracién esta dado
por

N(t+1) (Z tii Ni(t ) (Nj(t) - 5ZNi(t)> c1<i,j<k, (2.19)

i#]

donde N;(t + 1) es el siguiente estado de la j-ésima clase, N;(t) es su valor actual y f(-) es la
funcién de activacion definida por f(x) = z si z > 0y f(x) = 0 en otro caso. El empleo de la
memoria de Hamming clasificadora esta descrito en pseudocédigo matematico en el Algoritmo 3

(implementado en Mathcad).
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El conjunto de ejemplares X = {x!,... x*} € {—1,1}" consta de vectores binarios codificados
polarmente, el cual es una matriz de tamano n x k, donde n representa la dimensién del vector y k
es el niumero de vectores. La matriz de pesos W se calcula como wy, = 0.53:;“. La funcién if
(condicidn, 1,0) evalia una condicién 1égica verdadera como 1 o falsa como 0.
Input: x € {—1,1}" [vector ejemplar con ruido aleatorio]
for £ =1to k do [escudrifia los vectores ejemplares]
xe = 0.5n + Y1) we;T; [calcula los componentes relacionados]
while s# 1 do
for ¢ =1to k do [recorre todas las neuronas]
5s=0
for vy =1to k do [recorre todas las neuronas]
‘ s=s+x, if {#7v [asigna el valor de la neurona]
end
xe = f (ze —e5) [aplica la funcién de activaciénl]
end
s=0
for ¢ =1 to k do [escudrifia los elementos del vector]
s =s+if(ze > 0,1,0) [determina la neurona ganadoral
end
Output: y € {—1,1}" [vector asociado]

Algoritmo 3: MHC - Memoria de Hamming Clasificadora

2.4.3. Recuperacion de imagenes binarias

El siguiente ejemplo ilustra en forma detallada la operacion de la red de Hamming. Segun este
ejemplo, puede verse que para porcentajes menores al 35 % la red converge rdpidamente a la clase
del ejemplar correcto; sin embargo, para valores mayores a este porcentaje la red requiere de un
mayor numero de iteraciones y dependiendo del conjunto de ejemplares almacenados en la primera

subred, su respuesta puede asociar correctamente o no la clase del vector ejemplar.

Ejemplo 2.5. El conjunto de imédgenes utilizadas corresponde una vez méas al Font E13B (ver
Fig. 2.5), por tanto el tamano de los vectores es n = 252. El niimero de neuronas en la red es de 14
y el vector distorsionado que ingresa a la red es el nimero ‘5. La Fig. 2.12 muestra los resultados
del modelo después de procesar el vector ruidoso. Los resultados numéricos de la asociacion de los
vectores se dan en la Tabla 2.1. La lera columna indica el vector de entrada y el porcentaje de

ruido, la 2da columna es la distancia de Hamming entre el vector de entrada y el vector ejemplar
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del niimero ‘5’, la 3era columna es el nimero de coincidencias entre el vector de entrada y el
vector ejemplar, la 4ta columna muestra el nimero de iteraciones en la cual la red converge, la
Sta columna indica el estado final de la neurona correspondiente al niimero ‘5’, y la 6ta columna
corresponde al vector asociado por la red.

]
=
n

L T R
- =
Figura 2.12: ler. renglén, imagenes de entrada a la red: imagen ejemplar y versiones contaminadas del

ntimero ‘5’ con 15 %, 25 %, 35%, 45 % y 50 % de ruido aleatorio; 2do. renglén, respuesta de la MHC.

f:-l--'.

-l
-

Tabla 2.1: Datos numéricos del Ejemplo 2.5; x es el vector de entrada, h(x°,x) es la distancia de
Hamming, n — h(x°,x) es el no. de coincidencias, 7 indica el nimero de iteraciones y N5(7) es el

estado final de la neurona del niimero ‘5’.

X h(x°,x) | n—h(x*,x) | 7 | N5(r) | Asociado
x5 (0%) 0 252 29 | 90.731 | (si) x°
X (15%) 42 210 27 | 62.151 | (si) x°
x° (25 %) 58 194 37 | 40.811 | (si) x°
x5 (35 %) 92 160 419 | 25.376 | (si) x°
x° (45 %) 125 127 781 0 (no) x’
x5 (50 %) 140 112 851 0 (no) x!

En la Tabla 2.2 se d4 el detalle de los valores determinados por la MHC, donde 0%, 15 %,
25 %, 35%, 45 % y 50 % son los porcentajes de ruido agregados a la imagen del ntimero ‘5’. Cada
porcentaje de ruido consta de 3 renglones y 14 columnas (vectores ejemplares); el primer renglén
es la distancia de Hamming entre el vector de entrada y cada vector ejemplar; el segundo renglon
son los aciertos entre el vector de entrada y los vectores almacenados, y el tercer renglén indica
el estado final de las neuronas correspondientes a los vectores ejemplares. De acuerdo a estas
Tablas la red converge al vector correcto después de 29, 27, 37 y 419 iteraciones. Sin embargo, la

red converge al vector incorrecto después de 781 y 851 iteraciones para 45% y 50 % de ruido. El
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Tabla 2.2: Respuesta de la red de Hamming al procesar el niimero ‘5.
H ‘ <! | x2 ‘ 3 ‘ x4 H I H %6 ‘ %7 ‘ «8 ‘ %9 ‘ %10 ‘ «I1 ‘ %12 ‘ E ‘ 14 H
94 54 45 99 0 98 72 96 68 88 144 142 | 132 | 120
0% | 158 | 198 | 207 | 153 252 154 180 | 156 | 184 | 164 108 110 | 120 | 132
0 0 0 0 90.731 0 0 0 0 0 0 0 0 0
104 | 78 75 | 101 42 108 92 104 | 90 98 134 140 | 134 | 120
15% | 148 | 174 | 177 | 151 210 144 160 | 148 | 162 | 154 118 112 | 118 | 132
0 0 0 0 62.151 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112 | 86 75 | 117 58 120 104 | 102 | 98 | 106 142 132 | 126 | 124
25% | 140 | 166 | 177 | 135 194 132 148 150 | 154 | 146 110 120 | 126 | 128
0 0 0 0 46.811 0 0 0 0 0 0 0 0 0
116 | 112 | 109 | 115 92 122 108 122 | 104 | 112 134 136 | 136 | 118
35% | 136 | 140 | 143 | 137 160 130 144 | 130 | 148 | 140 118 116 | 116 | 134
0 0 0 0 25.376 0 0 0 0 0 0 0 0 0
131 | 131 | 134 | 124 125 131 119 133 | 125 | 121 137 | 135 | 129 | 127
45% | 121 | 121 | 118 | 128 127 121 133 119 | 127 | 131 115 117 | 123 | 125
0 0 0 0 0 0 6.248 0 0 0 0 0 0 0
120 | 122 | 127 | 133 140 136 128 136 | 132 | 126 110 116 | 112 | 122
50% | 132 | 130 | 125 | 119 112 116 124 | 116 | 120 | 126 142 136 | 140 | 130
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8297 | 0 0 0

%

parametro de inhibicién utilizado para los primeros 3 vectores es € = (.02, mientras que para los
ultimos 3, el pardmetro de inhibicion utilizado es de ¢ = 0.002. En ambos casos se cumple que
e<1/k=1/14~0.0714.
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Capitulo 3

Memorias Asoclativas Minimax

3.1. Preliminares matematicos

Las memorias asociativas reticulares minimax (MARM), conocidas también como memorias
asociativas morfolégicas (MAM), estan basadas en el dlgebra reticular minimax. El concepto de
reticulo algebraico fue creado con el objetivo de generalizar y unificar las relaciones de orden
existentes entre los subgrupos de un grupo. El precursor de estas ideas fue R. Dedekind en el siglo
XIX y posteriormente a partir de 1930, G. Birkhoff desarrollé la teoria de los reticulos algebraicos
como una rama propia de las matemadticas abstractas [51]. La estructura de reticulo se apoya
en el concepto de conjunto parcialmente ordenado (CPO), cuya teoria puede consultarse en las
referencias [14, 17, 18, 43].

3.1.1. Algebra reticular matricial

Un reticulo puede ser visto desde dos puntos de vista, el primero como un sistema algebraico y
el segundo desde el punto de vista de la teorfa de conjuntos [14]. Razén por la cual, los reticulos han
encontrado aplicacién en diversas areas tales como las redes de comunicacion, calendarizacion y
programacion de maquinaria industrial, rutas minimas en teoria de grafos y procesamiento digital
de seniales e imagenes. Aplicaciones recientes pueden consultarse en [68]. Merece particular atencién
el trabajo de Cuninghame-Green quien desarrollé gran parte del dlgebra minimax como ahora la
conocemos [11, 12]. En el presente trabajo adoptamos el punto de vista algebraico. Un ejemplo que
podemos citar es la morfologia matemdtica (MM), la cual trata imdgenes que tienen una estructura
geométrica y se funda en la teoria de reticulos algebraicos. El algebra minimax estd basada en

los grupos-l acotados cuyo conjunto subyacente son los nimeros reales extendidos, definido por
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Rio = RU{—00,00} (cf. [43]). El conjunto de matrices utilizado se denota como M,,,,,(R1) que
contiene matrices de tamafno m X n cuyas componentes son nimeros reales extendidos; si m = n,
entonces M, (R1.,) contiene matrices cuadradas de tamano n x n. Sobre este conjunto se definen

los siguientes grupos reticulares que comtunmente se les denomina como “algebras”:

1. El dlgebra min-plus denotada por (M, (Ris), min, +) = (M, (Ris), A, +) cuyo elemento
neutro bajo la operacién “A = min” es oo; en esta dlgebra, la indeterminacién oo 4 (—o0) =

(—00) 4 oo se resuelve dandole el valor de —oo.

2. El dlgebra max-plus denotada por (My,(Rin), max, +) = (Mpn(Ris), V, +) cuyo ele-
mento neutro bajo la operacion “V = max” es —oo; en esta algebra, la indeterminacion

(—00) 4+ 00 = 00 + (—00) se resuelve dédndole el valor de co.

3. El dlgebra reticular denotada por (My,,(Ris), min, max, +) = (M (Ris), A, V, +) con
los elementos neutros indicados antes. En esta dlgebra, la indeterminaciéon oo + (—o0) =
(—00) + 0o se resuelve dédndole, respectivamente, el valor de —oco 0 0o segun la suma esté lig-

ada con la operacién min o max.

Dada una matriz X € M,,,(Ri,,) se definen el minimo y el maximo de X como los niimeros

reales (extendidos)

A(X) = min(X) = /\ /\ zi; 5 V(X) = max(X) = \/ \/ ;. (3.1)

3.1.2. Sumas min-max

Dadas dos matrices X,Y € M,,,(R1y) se definen la suma, el minimo y el mdzimo de X e Y,

componente a componente, es decir, parat=1,...,my j=1,...,n, se tiene
(X+Y)y=zij+ty; , (XAY)y=wm5Ayy , (XVY)=mz5Vy;. (3.2)
Las desigualdades numéricas entre dos matrices X e Y para toda ¢, 7 se definen similarmente, i.e.,
X<Yeuz;<y; , X>Y &z >y, (3.3)

y de igual forma para el caso de las desigualdades estrictas. Basta que un par de elementos 7, j
no cumpla la desigualdad para decir que tampoco la cumplen las matrices X e Y. La suma
es distributiva sobre las operaciones de minimo y maximo; asi, dadas tres matrices X,Y, 7 €

Mn(Ris) se verifica que
X+(YAZ) =(X+V)AX+Z) 5 X+ VZ)=X+Y)V(X+2). (34)
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Dadas dos matrices, X € M,,,(Ri) e Y € M,,(Riw), la suma-min y la suma-max estan

dadas por
p p
(X@Y),;; = /\ Tk +Ury) ;3 (X®Y);; = \/ Tik + Yij)- (3.5)

Ya que una matriz puede ser representada por un vector supéngase dado un vector columna de
dimensién m, i.e., x € M,,;1(Riy) y un vector rengléon de dimensién n, ie., y € My, (Rin).

Entonces, la suma-min o la suma-méax de ambos vectores da como resultado la misma matriz de

tamano m X n denominada suma externa de X,y. Asi, parai=1,...,my j=1,...,n se tiene
(xy )i
(xBy)i; = { Ty =aatyy =ity (3.6)
(xMy)ij

en forma desarrollada queda

1+ o T1t+Yn
xHy = : : ) (3.7)

Dada una matriz X € M,,,(Riy) se define la matriz conjugada X* por —XT con el superindice
T indicando la transpuesta de X. En particular, la operacion de conjugacién posee las siguientes
propiedades:
MC 1. Involucién, (X*)* = X,
MC 2. Linearidad, (X +Y)* = X*+Y*,
MC 3. De Morgan min-méx, (X AY) = X*VY*; (XVY)" = X*AY"
MC 3. De Morgan suma min-méax, (X@AY)* =Y*"MX*; (XMY)* =Y "NX"

3.2. Memorias asociativas reticulares minimax

Anélogamente al caso de la memoria asociativa lineal, la funcién de una memoria asociativa
reticular consiste en almacenar un conjunto de k pares de vectores (x!,y?1), ... (x*, y*) donde x* =
(25, 2) T eR eyt = (if,.. .45 )T € R™, para € = 1,..., k. El conjunto de vectores asociados
lo denotamos por {(x%,y%) : € = 1,...,k} o por el par matricial (X,Y), siendo X = (x!,...,x")
eY = (y',...,y%). En particular, X es una matriz de tamafio n x k con entradas x;¢ las cuales

escribimos también como zf para hacer énfasis en la 1—ésima componente del £—ésimo vector.
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3.2.1. Almacenamiento y recuperacion

El £—ésimo par de vectores asociados (x¢,y¢) de (X,Y) queda almacenado en una memoria
asociativa reticular mediante la suma externa dada por la Ec. (3.6), i.e., y* B (—x%) para £ =
1,..., k. Partiendo de la construccion anterior se definen dos memorias asociativas reticulares que

son duales entre si.

Definicién 3.1. La memoria-min asociativa y la memoria-mdx asociativa, denotadas respectiva-

mente por Wxy v Mxy que almacenan k vectores, estan dadas por las siguientes expresiones

k

Wxy = /\ [yg H (—Xg)} ;o Wig = /\(yz6 - ﬁ) ) (3-8)
&=1 é=1

Mxy = \/ [yg H (—Xg)} ;o My = \/(yf - xﬁ) ; (3.9)
=1 =1

Noétese que el minimo o el maximo de las diferencias yf — xf representan la magnitud de la
interconexion entre las neurona ¢y j parat = 1,2,...,ny j = 1,...,m, y son los pesos de la
red neuronal; ademds ambas memorias son matrices de tamano m X n. Segun esta definicién,
las memorias Wxy v Mxy son respectivamente una cota inferior y superior de cada una de las

matrices individuales que almacenan a cada pareja asociada, simbdlicamente
nygyfﬁﬂ(—xg) SMXngzl,...,k. (310)

Si X # Y hablamos de una MARM heteroasociativa y si X =Y se trata de una MARM autoaso-
ciativa. En este ultimo caso escribimos Wxx v Mxx v las expresiones que definen los pesos son

andlogas a las Ecs. (3.8) y (3.9), es decir,

k k
(Wxx)ij = wi; = \(af —25) ;  (Mxx)y =my; = \/(af - 25). (3.11)
e=1 =1
Una vez construidas las memorias asociativas fundamentales W y M, éstas se utilizan para
recuperar alguno de los vectores ejemplares dado un vector de entrada x. Por tanto, si y denota
el vector de salida, entonces
y=WNMx o y=MNx. (3.12)

Es importante mencionar que en la Ec. (3.12), la recuperaciéon empleando la memoria W se logra
efectuando la suma maxima con el vector de entrada, en cambio la recuperacién mediante la

memoria M se realiza con la suma minima. Como un ejemplo trivial, para una sola pareja de
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vectores (x¢,y¢) donde x¢ = (25,...,28) e R” e y¢ = (35,...,95) € R™, la memoria asociativa

reticular W¢ es la siguiente

yioaf e yfoad
We =y (—x¢) = : : , (3.13)
vho-at o uh -

y puede comprobarse que W¥¢ satisface la ecuaciéon W¢ M x¢ = y¢. Explicitamente,

Vi, (v - of +f)
W x¢ = : =yt. (3.14)
Vi, (45— af +2f)

Recuérdese que el vector de entrada puede ser un vector ejemplar o un vector similar al ejemplar.
Este 1ltimo caso se presenta si alguno de los vectores ejemplares ha sido distorsionado o degradado
con ruido, que hemos denotado por X. Por lo tanto, el vector de salida asociado y no necesariamente
corresponde al vector ejemplar asociado y que originalmente corresponderia a X.

Efectuando la suma méxima de W y la suma minima de M con x¢ a izquierda y derecha

respectivamente en la desigualdad (3.10) se obtiene para & = 1,...,k,
Wxy @ x¢ < [y5 B(—x%)] @ xt =yt = [y* E© (—Xg)} Wx® < Myy B x¢, (3.15)
equivalentemente
WxyMX <Y < MxyNX. (3.16)

En el caso autoasociativo las desigualdades dadas en la Ec. (3.16) son igualdades, resultado de-

mostrado por Ritter [52] et al. Especificamente,
Wyx @ X =X = Myx @ X, (3.17)

que se interpreta diciendo que las memorias W y M autoasociativas son de recuperacion perfecta
para entrada perfecta siendo esta tultima cualquiera de los vectores ejemplares, sin importar su
dimensién o el nimero de ellos. Razén por la cual, se dice que ambas memorias son de capacidad in-
finita. Podemos observar que en las memorias asociativas reticulares no se requiere que los vectores
ejemplares sean ortonormales para lograr recuperacion perfecta. La situacién es muy diferente si
el vector de entrada contiene ruido pues entonces el vector de salida no corresponde necesaria-
mente al vector ejemplar asociado almacenado originalmente en la memoria. Consecuentemente,

las memorias asociativas reticulares no son de recuperacion perfecta en presencia de ruido.
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3.2.2. Recuperacion de imagenes

Antes de dar los ejemplos relativos al desempeno de las memorias autoasociativas reticulares
en la recuperacion de imagenes binarias o en tonos de gris que han sido degradadas por ruido

aleatorio, introducimos el concepto de ruido desde el punto de vista del algebra reticular.

Definicién 3.2. Sea [ = {1,...,n}, se dice que el vector X tiene ruido erosivo si sus componentes
son menores o iguales a las componentes originales, es decir, si Vi € I, x; < x;, equivalentemente,
si X < x donde X representa el vector ruidoso y x representa el vector ejemplar. Andlogamente,
se dice que el vector X tiene ruido dilatativo si sus componentes son mayores o iguales a las
componentes originales, es decir, si Vi € I, r; > x;, equivalentemente, si X > x. El vector X tiene
ruido mizto (aleatorio o determinista) si dados dos subconjuntos disjuntos L,G C I, se cumple

QUGVZGL,§Z<JI@YVZ€G,§Z>IZ

De forma intuitiva, el “ruido” corresponde a una distorsion o alteracién de los valores de
pixeles en una imagen modelo u original. El ruido impulsivo puede tomar solamente dos valores
extremos, en referencia a una cierta escala de grises, el valor maximo L — 1 representa la “sal”
mientras que el valor minimo 0 representa la “pimienta”. De forma més general, estos valores
extremos pueden seleccionarse de una vecindad izquierda de L — 1 y una vecindad derecha de 0
siempre que la diferencia de estos valores produzca la sensacién visual de “saturacién local” alta
o baja en determinados pixeles de la imagen. El tnico tipo de ruido que puede contaminar una
imagen binaria corresponde al ruido impulsivo con los valores méximo (255 o 1) y minimo (0)
lo que equivale a invertir el valor de los pixeles de acuerdo a cierta probabilidad de ocurrencia.
En general, si p € [0, 1] representa la probabilidad de ocurrencia del ruido, p = 0 significa que
ningtn pixel serd modificado y si p = 1 todos los pixeles seran modificados; es comun expresar

esta probabilidad como el porcentaje de ruido dado por 100p %.

Ejemplo 3.1. El conjunto de imagenes binarias utilizadas corresponde a los caracteres del Font
E13B. Recordemos brevemente que esta fuente tipogréafica se utiliza cominmente para la nu-
meracién de cheques bancarios. Las memorias almacenan 14 imagenes binarias previamente con-
vertidas en vectores (ver Fig. 2.5). Cada imagen es de 18 x 14 pixeles de modo que la dimensién
de cada vector ejemplar es n = 252 y corresponde al nimero de neuronas en la red. La imagen
distorsionada utilizada como ejemplo de entrada a la red es el nimero ‘5’. La Fig. 3.1 muestra
los resultados obtenidos al recuperar las imagenes ruidosas empleadas como entrada a la red. Se
observa que las memorias W y M logran una buena recuperacion, respectivamente ante ruido
erosivo y dilatativo. Sin embargo, presentan error en la recuperacién al tratarse de ruido mixto

(aleatorio).
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Figura 3.1: ler renglén, imagen ejemplar, imagen con ruido erosivo (45 %), dilatativo (45 %) y aleatorio

(10 %); 2do rengldn, respuesta de la memoria W y 3er renglén, respuesta de la memoria M.

Ejemplo 3.2. Para este caso empleamos 5 iméagenes de tamano 40 x 40 pixeles mostradas en
la Fig. 3.2, las cuales son almacenadas como vectores de dimension n = 1600 y con entradas en
la escala de grises [0,255]. En la Fig. 3.3, el 3er. renglén muestra la capacidad de recuperacién
de la memoria min W en presencia de diversos niveles de ruido erosivo; similarmente, el 5to.
renglén muestra la capacidad de la memoria max M ante los mismos niveles de ruido. Aunque a
la vista pareceria que las imagenes recuperadas por W y M, respectivamente ante ruido erosivo
y dilatativo son las mismas, numéricamente el valor de error relativo ! entre la imagen ejemplar
y la imagen recuperada en cada caso no es cero. No obstante para estos niveles de ruido puede

decirse que ambas memorias son de recuperacion casi perfecta.

Figura 3.2: Imagenes ejemplares almacenadas en W y M.

Sin embargo, para ruido mixto aleatorio como puede verse en la Fig. 3.4, cualquiera de estas

memorias no logra la recuperacion aun cuando el porcentaje de ruido sea bajo.

LEl error relativo entre los vectores x y X se define por &, (x,X) = > i (z; — T;)?/ iy 7
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Figura 3.3: ler renglén, imagen ejemplar; 2do renglén versiones con ruido erosivo (25 %, 35 %, 45 %, 55 %
y 75%); 3er renglén imagenes recuperadas con la memoria W donde ¢, < 10™%; 4to renglén, versiones
con ruido dilatativo (25 %, 35 %, 45 %, 55% y 75 %); 5to renglén imdgenes recuperadas con la memoria

M donde ¢, < 1074

Figura 3.4: lera columna, imagen con ruido mixto aleatorio (5%); 2da columna, imagen confusa recu-

perada con la memoria W; 3era columna, imagen confusa recuperada con la memoria M.
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3.3. Meétodo de nucleos

El método de nticleos es una propuesta para mejorar el desempeno de las MARM en presencia de
ruido aleatorio. Como se ilustré antes, las MARM presentan error de confusién o traslapamiento de
imagenes ante ruido aleatorio. Los antecedentes de este método contemplan desarrollos relaciona-
dos con la caracterizacién de nicleos en imagenes binarias [52, 55, 56], determinacién de niicleos
para imégenes en escala de grises basada en el concepto de independencia fuerte morfolégica (IFM)
[54] entre pares de vectores ejemplares de la cual expondremos en la siguiente seccién un modelo

novedoso conocido como IFM inducida [43, 62].

3.3.1. Fundamento matematico

Dado que la memoria W es robusta al ruido erosivo, mientras que la memoria M lo es para el
ruido dilatativo, podemos suponer que de alguna manera empleando estas memorias de manera
conjunta es posible incrementar el desempeno en la recuperaciéon. La idea basica consiste en utilizar
la memoria M seguida de la memoria W, donde la memoria M contendrd los vectores nicleos y
cada nicleo es una versién erosionada de los vectores ejemplares almacenados en la memoria W.

Esquemadticamente, la operacion de esta nueva combinacién de memorias tiene la forma [43, 54, 62]:
X — MZZ — WXX — y(i) ~ X, (318)

donde X representa el vector con ruido aleatorio e y es el vector recuperado cuya dependencia de
x se ha hecho explicita. Se espera que el vector recuperado sea lo mas parecido al vector ejemplar

almacenado en W.

Definicién 3.3. Un conjunto de vectores ejemplares X tiene la propiedad de independencia fuerte

morfolégica si las siguientes dos condiciones se satisfacen para toda & # [

LYile{l,... k}x £x5
2.V 1e€{l,...,k} hay un indice j € {1,...,n} tal que 2} — 25 Sxé—xﬁ, Vi=1,...,n.

Se hace notar que el subindice j utilizado en la segunda condiciéon depende del indice [ selec-

cionado del conjunto de ejemplares {1, ..., k}.

Teorema 3.1. Si X tiene la propiedad de IFM, entonces existe un conjunto de vectores Z < X
con las siguientes propiedades. Para [ = 1,...,k: 1) 2/ Az® = 0 V¢ # [, 2) z! contiene una entrada

distinta de cero y 3) Wxx M z! = x'.
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Corolario 3.1. Si X y Z satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.1 y Wxy es una memoria het-

eroasociativa, entonces Z es un nucleo para (X,Y’) con W = Wy M Wxx.

Dado que solo se considera el caso particular de memorias autoasociativas, i.e. Y = X, por lo
tanto, W = Wxx M Wxx = Wxx, que corresponde al esquema de recuperacién mostrado en la

Ec. (3.18). Es fundamental que la condicién, Wxx Mz' = x'

, se cumpla para lograr la recuperacion
a partir de una entrada con ruido aleatorio. Dado un niicleo Z de X y una versién ruidosa x! del

vector x' con la propiedad de que z' < X'y My, ;X' < x' entonces se obtiene
WXX V| (MZZ A il) = Xl. (319)

En la operacién de la suma minima en la Ec. (3.19) se aplica la propiedad de la memoria
M, que es robusta ante el ruido dilatativo ya que el vector con ruido X' es una versién dilatada
del vector ntcleo correspondiente z'. En la segunda operacién se realiza la suma-max entre el
resultado obtenido de la suma-min de Myy y el vector contaminado X' con la memoria Wxx. En
esta segunda operacion se aprovecha la propiedad de la memoria W ya que el resultado de la
suma-min entre la matriz de nicleos y el vector de entrada ruidoso es una version erosionada de
los vectores ejemplares almacenados en la red. La recuperacion perfecta de un vector de entrada
con ruido X' de x! puede fallar en la Ec. (3.19) si existe un indice i = j dependiente de [ tal
que z! > 2! o si hay varios indices i € {1,...,n} para los cuales (Mzz; M X'); > 2. Lo que nos
indica que ain cuando un conjunto de vectores ejemplares satisfaga la propiedad IFM y por tanto
haya un ntcleo Z para X, es evidente que si el nucleo es afectado por el ruido, la recuperacién
de este esquema de memorias no siempre sera exitosa. Aun cuando el método de nicleos basado
en independencia fuerte morfolégica puede dar buenos resultados en la recuperacion de imagenes
degradadas por ruido aleatorio, la condiciéon de IFM no siempre se cumple dado un conjunto
arbitrario de vectores. No obstante, se ha desarrollado un procedimiento que denominamos IFM
inducida [43, 62], mediante el cual se logra que un conjunto X de vectores ejemplares tenga dicha

propiedad. Los pasos fundamentales que describen a este procedimiento se dan a continuacién.

1. Se calcula el minimo global L y el maximo global U del conjunto de entrada X que consta

de k vectores ejemplares de dimensién p, i. e.,

p k p k
L=min(X)= A\ Nz ; U=mix(X)=\/\/zf. (3.20)
i=1¢=1 i=1¢=1
2. Sea I ={1,...,p} un conjunto finito de indices, entonces para £ = 1,..., k se determina un
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indice i¢ € I donde se encuentre el primer mdzimo disponible, i. e.,
v o=\, (3.21)
i€l
se actualiza I = I — {i¢}, se pone £ = {+ 1y se recalcula la Ec. (3.21) para el nuevo vector

x%; esto asegura que V [ # &, i) # ig.

3. Se cambia el conjunto de vectores ejemplares X, en todas las posiciones i¢¢ para § =1,...,k

con los valores de L y U determinados en 1., asi

" :{ Uel=¢ (3.22)
: L&+

Resulta que el conjunto de vectores modificados, denotado por X, es un conjunto que satis-

face la propiedad de IFM.

4. Finalmente, se aplica a X el método de ntucleos y el esquema de memorias asociativas

morfolégicas descrito anteriormente. El niicleo Z de X se obtiene de 3., parai=1,...,py
E=1,...,k
Usi=1
%= e (3.23)
0&i# i

Una vez encontrado el niicleo Z correspondiente al conjunto X de vectores ejemplares mod-

ificados por IFM inducida, se construyen las memorias autoasociativas Myzz v Wy .

Para completar esta descripcion es necesario probar que el conjunto X cumple ambas condi-

ciones de independencia fuerte morfolégica.

» Ve {l,...,k}, 2! £ 2 significa que para cada ¢ # [, existe un indice j € {1,...,p} tal

que :)sé > {L'§ para £ # [. Esto se cumple cuando se cambia j por i en 3.

» V[ e {l,...,k}, existe un 5 € {1,...,n} tal que Vi € {1,...,p}, xé—xﬁ > xﬁ-—xf;

considerando nuevamente que j = 7, se obtiene
p
_ l 13 l 3
U—L—\/(xi—xi) > T, —T;.
i=1

El nuevo esquema de dos memorias (autoasociativas) ahora se presenta asi
X=X X— Mgy — Wgx — y(X) =X, (3.24)
donde la memoria reticular W se calcula en base a X.
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3.3.2. Recuperacion de imagenes con ruido

En seguida se presentan dos ejemplos de recuperacion de imagenes mediante las memorias W
y M. En el caso de imégenes binarias utilizamos directamente el Teorema 3.1 para determinar los
nucleos binarios correspondientes a los vectores ejemplares. Para el caso de imagenes en tonos de
gris empleamos el concepto de IFM inducida siguiendo el procedimiento descrito por las Ecs. (3.20)
a (3.23). En los siguientes ejemplos se ha implementado una versién mejorada del algoritmo IFM
basado en el empleo de la distancia de Hamming (vectores binarios) definidas en las Ecs. (2.16,2.17)
y el error cuadratico medio normalizado (vectores reales) para reactivar el nicleo correspondiente

a un ejemplar afectado por ruido y asi mejorar la capacidad de recuperacion perfecta promedio.

Ejemplo 3.3. Imagenes binarias - las imagenes ejemplares utilizadas asi como sus correspondi-
entes nucleos se muestran en la Fig. 3.5, cada una de ellas es de 18 x 14 pixeles y son almacenadas
como vectores de dimensién n = 252. Para efectos ilustrativos, intencionalmente se selecciono el
subconjunto de los caracteres ‘0,1,3,5,6’ del Font E13B con la finalidad de obtener facilmente un
conjunto de vectores (nicleo) que cumplen las condiciones listadas en el Teorema 3.1. Especifica-
mente, si x!, x?, x3, x* y x® corresponden respectivamente a ‘0’,°1’,‘3’,'6” y ‘6’ entonces los vectores
nicleo, z' a z° cumplen con: 1) z! A z® = 0 V€ # [, 2) z' contiene un solo pixel distinto de cero
(negro) v 3) Wxx M z! = x!. Es importante mencionar que el conjunto de vectores nticleos para

ejemplares de alta dimensionalidad no es tinico y por la tanto hay cierta flexibilidad en determi-

narlos de forma que cumplan el Teorema 3.1.

Figura 3.5: ler renglén, vectores ejemplares almacenados en la memoria Wxx; 2do renglén vectores

nucleo almacenados en la memoria Myy.

En la Fig. 3.6 observamos el desempenio de la memoria para 15%, 30 % , 45 % y 60 % de ruido

aleatorio. En el 2do. renglén, 4ta. y 5ta. columnas la respuesta de la memoria presenta confusién
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debido al alto porcentaje de ruido. En particular, para 100 instancias usando los porcentajes
de ruido mostrados, los porcentajes de recuperacion perfecta resultaron ser, respectivamente de
100 %, 100 %, 56.9 % y 0.2 %. Para porcentajes de ruido aleatorio mayores al 45 % el porcentaje

de recuperacion perfecta esta por debajo del 60 %.

Figura 3.6: ler renglén, imagen ejemplar y versiones ruidosas con 15 %, 30 % , 45 % y 60 %; 2do renglén,

recuperacion mediante el método de nicleos mejorado.

Ejemplo 3.4. Imagenes en tonos de gris - de acuerdo al procedimiento de IFM inducida,
se modifica el conjunto de imagenes ejemplares para que sean morfologicamente independientes
fuertemente, resultando en el conjunto X que contiene imagenes ligeramente distintas a las orig-
inales. La Fig. 3.7 muestra el conjunto X de imégenes ejemplares, el conjunto modificado X,
asi como el conjunto Z de imagenes nicleo. Dado que los nicleos son imégenes que contienen un
solo pixel objeto, se han representado en cruz (5 px) para hacerlos méas notorios. Para este conjun-
to de imagenes ejemplares, el método de ntucleos de IFM inducida, considerando niveles de ruido
aleatorio de tipo impulsivo del 50 %, 75 % y 100 % con constante aditiva 128 dié respectivamente
los porcentajes de recuperacion perfecta de 100 %, 95.8 % y 60 %. La Fig. 3.8 muestra las imagenes
recuperadas para una instancia de los diferentes niveles de ruido antes mencionados. Este esque-
ma de recuperacién usando las memorias autoasociativas W y M ofrece buen desempeno para
porcentajes de ruido menores al 75 % y a partir del 80 % la recuperacién decrece ya que aparecen

errores de confusion en las imagenes.
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Figura 3.7: ler renglén, imdgenes ejemplares (X); 2do renglén, imagenes modificadas (X) almacenadas

en la memoria Wy ¢; 3er renglén, conjunto de nicleos respecto de X almacenados en la memoria Myy,.

Figura 3.8: Renglones impares, imdgenes con ruido aleatorio tipo impulsivo del 50 %, 75 % y 100 %;

renglones pares, imagenes recuperadas usando el esquema de la Ec. (3.24) mejorado.
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Capitulo 4

Memorias Asociativas Difusas

4.1. Logica difusa

La logica difusa ha sido desarrollada con la finalidad de aproximar o emular en cierto grado
varios de los procesos cognitivos del cerebro humano relacionados principalmente con la capacidad
de razonamiento. Los conceptos o ideas que se forman en el cerebro para percibir, reconocer y
categorizar los fendmenos naturales a menudo no estan totalmente precisados o completamente
definidos y en ese sentido podemos considerarlos como conceptos o ideas difusas por darles un
nombre [32]. Esta caracteristica es lo que ha hecho tan especial y atractivo el uso de la légica
difusa en diversas dreas de la ingenierfa tales como el control [10, 42, 72|. La informacién requerida
en la légica difusa para resolver un problema es de caracter subjetivo, ambiguo 6 vago, que se
representa lingiifsticamente mediante reglas, conocimiento experto o requerimientos de diseno.
En general, informacién de este tipo es imposible de cuantificar utilizando modelos mateméticos
convencionales donde la informacién es de caracter objetivo [39]. Un ejemplo de conocimiento
“difuso” o “impreciso” corresponde al caso del razonamiento que las personas comunmente aplican
a los problemas cotidianos de la vida. Si alguien desea cruzar una calle y ve que un auto se
aproxima, la persona no calcula la velocidad del auto ni la velocidad que él requiere para ganarle
al auto y pasar primero, simplemente sus procesos cognitivos le permiten estimar la velocidad que
necesita alcanzar para cruzar la calle. Otros ejemplos que tratan con informacién difusa son: a) el
estado de “salud” de una persona, b) el “largo“ de ciertos objetos, c) la “edad” de una persona,
d) calificar la variable “presién” en un proceso industrial, y e) la “temperatura” del clima.

Los datos inferidos de las variables difusas arriba ejemplificadas pueden considerarse como

conjuntos difusos. Por ejemplo, supongase que se habla de la variable difusa “temperatura”, en-
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tonces la forma de pasarla a un conjunto difuso es de la siguiente manera: muy frio, frio, tibio o
templado, caliente o muy caliente. Si la temperatura fuera de 26°C, para una persona que viva en
una zona desértica, dird que es una temperatura fria, mientras que para alguna otra persona que
viva en una zona montanosa dird que es una temperatura caliente. Sin embargo, alguna persona
que viva en la costa dird que la temperatura es templada o tibia. En base a este tipo de percep-
ciones relativamente subjetivas se desarrolla o establece un conocimiento experto, necesario para
determinar reglas que se utilizan en el diseno de sistemas difusos.

La teorfa de conjuntos difusos (borrosos) fue introducida en 1965 por L. Zadeh como una
manera de representar la vaguedad en la vida cotidiana [41]. Basicamente la teoria de los conjuntos
difusos son una generalizacién de la teoria clésica de conjuntos (“duros” o “nitidos”), en la cual
se anade una funcién de pertenencia o membresia que da un ntimero real en el intervalo [0, 1]. En
particular, un conjunto duro es un conjunto difuso cuya funciéon de pertenencia da tnicamente los
valores extremos de 0 y 1, donde 0 indica que un elemento no pertenece al conjunto y 1 indica
que el elemento pertenece al conjunto. El grado de pertenencia o membresia de un elemento a
un conjunto difuso es gradual, siendo estos grados de pertenencia o valores de membresia los que
indican la relacién que guarda el elemento con el conjunto o subconjunto dado.

En la frase “Juan es joven”, no siempre es posible decir si es una proposicién verdadera o falsa.
Si la “edad” de Juan la representamos por la variable x, entonces la veracidad de x relativa a la
clausula “es joven”, depende del grado de pertenencia, que a su vez depende lingiiisticamente del
concepto “joven”. Si “Juan es menor a 22 anos” y conocemos la edad de Juan, podemos decidir si
la proposicién es verdadera o falsa, lo que puede formalizarse considerando que las edades estan
definidas en el intervalo de [0, 00). Asi, suponiendo que A = {z : x € [0,00) y & < 22}, podemos
determinar si la edad de Juan pertenece o no a A. Sin embargo, el concepto “joven” no puede
definirse como un subconjunto ordinario de [0, 00). Zadeh fué el primero en darse cuenta de esto.
Dos personas, una de 18 y la otra de 20 anos de edad son jovenes, pero en diferente grado ya que
la primera es “méas joven” que la segunda. Esto sugiere inmediatamente que la membresia de un

elemento a un subconjunto difuso debe graduarse en el intervalo [0,1].

4.1.1. Conjuntos difusos y su representacion

Comenzamos esta seccién dando algunas definiciones fundamentales con el objetivo de estable-

cer la diferencia conceptual entre un conjunto clasico y un conjunto difuso.

Definicién 4.1. Un conjunto (clésico, duro o nitido), denotado por A, es una coleccién de distintos

elementos que estan descritos por una propiedad p que tienen en comun todos ellos. Simbdlica-
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mente, A = {z|z tiene la propiedad p} [32].

Aunque esta definiciéon claramente es de cardcter intuitivo, el principio de comprensién de
la logica formal nos permite identificar, respecto de una coleccion arbitraria suficientemente
amplia o universo del discurso, aquellos objetos que cumplan la propiedad p con los elemen-
tos que pertenecen al conjunto A. Esta relacién se escribe formalmente como (Vz)(z € A &
x tiene la propiedad p), donde el simbolo € representa la relacién de pertenencia de un elemento
x al conjunto A. Esta relaciéon queda también descrita por la funcidn caracteristica fa [23] cuyo
dominio es un conjunto universal U que contiene a A como subconjunto, i.e., A C U. Nétese, que
al conjunto U lo identificamos con el universo del discurso. Si x € U pertenece al subconjunto
A, fa(z) = 1; en cambio, si x € U no pertenece al subconjunto A, entonces fa(x) = 0. De he-
cho, podemos identificar a un conjunto dado con su funcién caracteristica referida a un conjunto

universal apropiado. Asi,

fA U — {O, 1} s fA(I) =

1 A
{ Tresucu. (4.1)

Oexg¢ A

Como A es parte de U resulta claro que si © ¢ A es equivalente a decir que = € A° donde A° es
el complemento de A respecto de U y AU A¢ = U siendo AN A¢ = @. Es importante mencionar
que en el contexto de modelos basados en conjuntos, a f4 se le conoce también como funcién
discriminante o indicatriz [39], y al codominio que es el par de nimeros {0, 1} se le identifica con

el grado de membresia que puede tener un elemento, “total” (1) o “nula” (0).

Definicién 4.2. Un conjunto difuso es una coleccion de elementos cuya pertenencia esta descrita

por una funcion de membresia p, dada por
pa:U—1=[0,1], pa(z)el, ACU, (4.2)

donde p4(z) indica el grado de pertenencia del elemento x al conjunto A y, U e I son conjuntos

(clésicos).

Hay que notar que esta definicién es una generalizacion de un conjunto clasico donde la funcién
de membresfa [61] da valores en el intervalo continuo [0, 1], a diferencia de la funcién caracteristica
que da valores discretos 0 y 1. El siguiente ejemplo muestra tres formas empleadas para representar

un conjunto difuso.

Ejemplo 4.1. Sea U = {1,2,...,9} y sea A el conjunto difuso cuyos elementos constan de los

“nimeros cercanos a 5” y para el cual, la funciéon de membresia estd definida por [32]:
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|12 3 4 5 6 7 8 9
pa(z) |0 02 0.6 09 10 0.9 06 02 0

1. Conjunto de pares ordenados: la primera entrada del par es un elemento del conjunto
universal U y la segunda entrada del par es el grado de membresia p4(x). Asi, A =
{(1,0), (2,0.2), (3,0.6), (4,0.9), (5,0.1),(6,0.9),(7,0.6), (8,0.2), (9,0)}.

2. Vector difuso: solo se anotan secuencialmente los valores de p4(x). Asi A = (0,0.2,0.6,0.9,
0.1,0.9,0.6,0.2,0).

3. Notacion de Zadeh: A se representa como una suma de fracciones donde el numerador de
cada fraccion es el grado de membresia del elemento z € U anotado en el denominador; el
signo de suma no tiene el significado aritmético usual. Si el grado de membresia para algunos
elementos es cero, dicho elemento se omite de la expresion. Entonces,

q=22, 006, 09 10 b0
s T3 Tty T Ty

02 06 09 1.0 09 06 02 pia(x)
+5 = > . (4.3)

pa(z)#0 .

4.1.2. Operaciones y propiedades basicas

Las operaciones entre conjuntos difusos tal como la unién y la interseccién se definen mediante
los operadores min (A) y méx (V) aplicados a sus valores de membresia. Si puq, fio, - . . , i1, denotan
los valores de membresia respectivos a n conjuntos difusos Ay, Ao, ..., A,, el minimo y maximo
generalizados son los niimeros dados por

n
p=\mi=min {py 5 p=\/ = mdx {u}. (4.4)
' i=1

Un conjunto difuso A es vacio si su funcién de membresia es cero sobre el conjunto universal U,
e, A= sipa(x) =0,Yx € U. Un conjunto difuso A es normal si existe al menos un elemento
x € U cuya membresia sea igual a uno, esto es, 3z € U : pa(x) = 1. La Tabla 4.1 resume
las operaciones basicas de inclusion, igualdad, unién, interseccién y complementacion para dos
conjuntos difusos A y B. En la Fig. 4.1 se ilustran las operaciones fundamentales para uno o dos
conjuntos difusos las cuales estan representadas graficamente mediante sus funciones de membresia
calculadas segiin las expresiones dadas en la segunda columna de la Tabla 4.1. Practicamente
todas las propiedades algebraicas de los conjuntos clasicos se verifican para los conjuntos difusos
traduciendo estas en términos de sus funciones de membresia. Asi, por ejemplo, las propiedades

de idempotencia, conmutatividad y asociatividad, por nombrar algunas, se cumplen para ambos
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Tabla 4.1: Operaciones entre dos conjuntos difusos.

Descripcién | Operacion | funciéon de membresia
inclusién ACB pa(z) < pp(z)
igualdad A=B palx) = pp(z)

union AUB traup(x) = pa(z) vV pp(z)
interseccién ANB pans(x) = pa(z) A pp(x)
complemento A° prac(z) =1 — pa(x)

tipos de conjuntos. Para ilustrar este procedimiento, consideremos como caso particular una de
las leyes de De Morgan entre dos conjuntos A y B dada por (AU B)° = A°N B°. Si Ay B fueran
conjuntos difusos, la ley anterior se expresa empleando sus respectivas funciones de membresia,

de modo que

(AUB) = (pa(z) V pup(r)) =1 = (pa(r) V up())
= (1 = pa(@)) A (1 = pp(x)) = pac(x) A ppe(z) = A°N B (4.5)

La justificacion entre las expresiones 1 — (pa(x) V pup(x)) vy (1 — pa(z)) A (1 — up(x)) se realiza
por casos suponiendo que 1) pua > pp, 2) pa = pp y 3) pa < pp. Es importante mencionar que
hay propiedades que son validas para los conjuntos difusos, pero no se cumplen para los conjuntos

clasicos, e.g., dado el conjunto difuso A entonces
AUA#U vy ANA“# o, (4.6)

ya que si x € U y se verifica que 0 < pa(x) < 1 se deduce que 1 — pa(z) <1y 1— pa(x) >0, de
donde
AUA = pa(x) V(1 —pa(@) <1 vy ANA" = pa(z) A1 = palz)) >0, (4.7)

por tanto
favac(z) # 1y pranac(z) # 0. (4.8)

Finalizamos esta seccién resumiendo en la Tabla 4.2 las funciones de membresia correspondientes
a tres operaciones aritméticas entre dos conjuntos difusos. Para la suma se utiliza el minimo con
1 para acotar la suma de pa(x) y pp(x) debido a que el resultado de ella puede ser mayor a 1. De
manera similar, debido a que la diferencia entre p4(z) y pp(x) puede ser menor a cero, se emplea

el maximo con cero para evitar valores negativos.
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A A
X (%) .| g (x)
» x
A A
1 1, (%) 1 Hp(x) ()

uAmB(x)
Figura 4.1: lera hilera, conjuntos difusos A, B y sus funciones de membresia 1 4(z) v up(z); 2da hilera,

izq., unién (linea continua) e interseccién (linea punteada); der., complemento (linea continua) del con-

junto difuso B.

Tabla 4.2: Operaciones aritméticas entre dos conjuntos difusos.

Descripcién | Operacion Funcién de membresia
suma A+ B | parp(x) = (palz) + pp(r)) Al
producto AB pap(x) = pa(@)ps(z)
diferencia A\B pas(x) = (pa(x) — pp(x)) VO

4.2. Memorias morfoldgicas difusas

Las memorias morfolégicas difusas fueron propuestas por Sussner al presentar un modelo basa-
do en la memoria min y méax difusa, el modelo hace uso de un algoritmo iterativo basado en el
método de nicleos junto con la funcién limitadora dura, con el fin de encontrar un nivel de umbral
apropiado para obtener una mejor recuperaciéon de vectores binarios. Sussner [57, 60] comprobd,
para el ejemplo de las vocales (ver Ejemplo 4.4 més adelante), un mejor desempeno de su modelo
comparado con otras memorias asociativas tales como la red neuronal discreta de Hopfield, la
red dindamica de registro por proyeccién y una red bidireccional de correlacion. Es importante

mencionar que debido al potencial que tienen los conjuntos difusos para representar imagenes
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digitales [23] existen otros modelos que emplean las redes neuronales y los conjuntos difusos para

el reconocimiento de patrones y el procesamiento de imagenes [6, 26, 41].

4.2.1. Fundamento teodrico

Las memorias asociativas morfoldgicas difusas (MAMD), introducidas por P. Sussner [57, 60],
dan una solucién al problema de la recuperacion de imagenes binarias contaminadas con ruido
aleatorio. Con esta nueva clase de memorias asociativas se logra un mejor desempeno al combinar
las sumas minimax con algunos elementos de la teoria de conjuntos difusos. El modelo de Sussner
muestra un buen desempeno en la fraccion promedio de recuperaciones perfectas para el caso de
vectores binarios afectados por porcentajes bajos de ruido impulsivo. Este modelo utiliza la fun-
cién indicatriz de B. Kosko [27, 30] para pasar de la imagen binaria (imagen dura) a una imagen

en tonos de gris (imagen difusa).

Definicién 4.3. La funcion indicatriz de inclusion nitida (‘C’), Z(A, B), entre dos conjuntos A

y B esta dada por

1 ACB,

0 oACE, . T'(A,B)=1-7(A,B), (4.9)

T(A,B) = {

donde Z'(A, B) es la funcion indicatriz de contencion nitida (‘2’) o funcién complementaria de
Z(A, B). La contraparte difusa de estas funciones indicatrices viene a ser el grado de membresia

ta(x) de un elemento x relativa a un conjunto finito A, recordando que p4(z) € [0,1] C R.

Definicién 4.4. Sea U C R™ un subconjunto acotado, pia, up funciones de membresia de A, B C
U,y o(A) = [, ta(x)dx, que representa el tamafio (hipervolumen n+ 1-dimensional) del conjunto
A, entonces la funcion indicatriz de contencion difusa de Kosko [27] denotada por Zj (A, B) para

A # @y B, esta dada por
1
7 1m0 = ) v ol (4.10)

Ejemplo 4.2. Sean A y B dos conjuntos compactos en el plano Euclidiano, entonces partiendo de

Ix(A,B) =

la funcién indicatriz complementaria dada en la Ec. (4.9) tenemos que 1 — Zx (A, B) = 7). (A, B),

y sustituyendo en la Ec. (4.10) determinamos la relacién,
1
Ik(A,B)=1- —/[(MA(X) — pp(x)) Vv 0ldx. (4.11)
o(A) Ju
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Por ser A, B conjuntos nitidos con n = 2, la funcién de membresia p4(z,y) se reduce a la funcién
caracteristica dada en la Ec. (4.1); asi, 0(A) = [, pa(z,y)dzdy = [, fa(z,y)dzdy = [[, dzdy
(4rea de A). Por otro lado, pa\s(z,y) = (ra(z,y) — ps(z,y)) V (0,0) se reduce a fa\p(x,y), por
tanto, [, pa\p(z, y)dzdy = [, fas(z,y)dzdy = [[, zdzdy (drea de A\ B), de donde finalmente

encontramos que la Ec. (4.11) se simplifica a

o(A\ B)
o(A)

Esta definicion se particulariza al caso discreto considerando que U es un subconjunto finito

Tr(A,B)=1— (4.12)

de Z", de modo que la funcién indicatriz de contencién difusa correspondiente queda expresada

Te(A.B) = =5 3 [(1a0) = () V 0. (113)

xeU

donde o(A) = >, 11a(x) y A, B son dos conjuntos finitos cualesquiera. Por lo tanto, la funcién
indicatriz de inclusién difusa Zx (A, B) se calcula como 1 — 7} (A, B). Tanto en el caso continuo
como en el discreto, si A = &, se definen los valores particulares de las funciones indicatrices
difusas como: I (A, B) =0y Z(A,B) = 1.

En el caso de los conjuntos subyacentes de indices I y J de dos vectores binarios x,y € {0, 1}",
se utiliza la notacién Zx(x,y) en lugar de la notacién Zx (1, J). La funcién de membresia en esta

situacion especial se interpreta del siguiente modo,

ler,=1,1€l
1) = 4.14
fur (%) {0@)17@'2071'??[ ( )

equivalentemente, p7(i) = ;. Consecuentemente, si x # 0 e y € {0,1}" entonces la Ec. (4.13) se

escribe del siguiente modo

n n

S (@i — ) V0] = Z# S (@ — g V0] (4.15)

i=1 =17 =)

I.,K(Xa y) = @

La idea es utilizar el indicador de Kosko para pasar de una imagen binaria a una imagen en tonos
de gris. En el Teorema 4.1, demostrado en [57] se dan las ecuaciones correspondientes a la etapa de
recuperacion de las MARM comunes y las MAM difusas en términos de las funciones indicatrices

definidas anteriormente.

Teorema 4.1. Sea X = {x!,...,x%} una matriz de tamano n x k cuyas columnas representan los

vectores binarios. Si la memoria min-W es una matriz cuadrada de n X n con entradas en {—1,0},
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ie, W e {-1,0}"" y la memoria max-M es también una matriz cuadrada de n x n con
entradas en {0,1} (M € {0, 1}"™*"), entonces para cada i, la suma dura min-méax y la suma difusa

min-maz se obtienen asi

(Wxx@x); = T'(x, —w!) , (Mxxx); = Z(m. ,x) vectores nitidos, (4.16)
(WxxVIx); = T (x, —w! ) , (MxxAx); = Zx(m; ,x) vectores difusos. (4.17)

Los operadores tilde I ,[A en la Ec. (4.17) son las versiones difusas de los operadores duros
M, en la Ec. (4.16), las letras w; y m; indican el i-ésimo vector renglén de Wxx y Mxx, m es
el complemento del vector m dado por 1 — m. Ademds, Zx (m!,x) = 1 — Z}.(m?,x). Las salidas
difusas se representan como u = WxxMx y Vv = MxxAx. Definiendo las funciones limitadoras
(duras) «,f,: R* — {0,1}" para toda ¢ € {1,...,n} con a(z;) = 1 si x; > 0, en otro caso,

a(x;) = 0, similarmente, 3(x;) = 0 si 2; < 1, en otro caso ((z;) = 1 entonces,
a(ﬁ) = WXXmX y 6(?) = MXXmX. (418)

En la Ec. (4.18) tanto u como v contienen informacién del vector de salida deseado y utilizando

un nivel de umbral apropiado es posible recuperar la informacion del vector ejemplar.

Ejemplo 4.3. Se consideran 5 matrices binarias de tamano 3 x 3, cada una de ellas representando

de forma primitiva las letras C,H,L,U,O, que se consideran como vectores ejemplares. Especifica-

mente:
1 1 1 1 0 1 1 00 1 0 1 1 1 1
C= 1 0 0 |,H= 111 |,L= 1 0 0 |,U= 101 1(,0= 1 01
1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Si consideramos a cada matriz como un conjunto cuyos elementos son las componentes y como
el valor de cada componente indica pertenencia o no al conjunto podemos ver que las matrices
corresponden a conjuntos duros. Para convertir el conjunto de matrices duras a matrices difusas
aplicamos la funcién indicadora de Kosko dada en la Ec. (4.15). En la evaluacién de las matrices, el
valor 1 significa “pertenencia total” y el valor 0 significa “pertenencia nula”. Primero, se convierten
las matrices en vectores utilizando la expresién dada en la Ec. 2.1, donde m = 3 es el nimero de

renglones y n = 3 el nimero de columnas. Asi que los vectores que
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representan a cada letra tienen 9 componentes, en particular

—_

r—tr—t»—\Oi»—\r—t»—\p—n
r—tO»—\r—tl»—\}—kOr—t
r—tr—t»—\Ol»—\OO

r—tr—t»—\r—ti»—\r—tor—t
r—tr—t»—\r—ti»—\r—t»—\r—t

Las memorias Wxx y Mxx se construyen segun las expresiones dadas en la Ec. (3.11) y son
(observar que Wxx € {—1,0}"%% y Mxx € {0,1}°%%)

o 0o o o0 o o0 0o o0 o 011011010
-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 000O011O0O0O0
-1 0 0 -1 0 0 -1 -1 -1 010011010
o o0 o o o o o0 o0 o0 011011010
Wxx=| -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -1 |,\Mxx=[010000O010
-1 -1 -1 -1 0 0 -1 -1 -1 010010010
o o0 o o o o o0 o0 o0 011011010
-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 011011000
o o0 o o o o o0 o0 o0 011011010

Al aplicar la funcién indicatriz de contencién difusa dada en la Ec. (4.15) a los vectores cor-
respondientes a las letras C,H,L,U,O y convertirlos de vectores a matrices difusas quedan ahora
cOmo

e Memoria min-W difusa ({ =1,...,5ei=1,...,9):

_ 1
T
(Wyx8xS); = z;((xﬁ,_wi):WZ[(x§+wﬂ)vo],
j=1"%5 j=1

1.00 0.14 0.29 1.00 0.00 0.43
Tre(xt —wly=| 1.00 0.00 000 |, Zx(x*—-wl)=| 1.00 0.14 0.29
1.00 0.28 1.00 1.00 0.00 1.00
1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.29
Tre(x3, —wl) =] 1.00 0.00 0.00 | , Zx(x*,—w!) =] 1.00 0.00 0.14
1.00 0.20 1.00 1.00 0.14 1.00
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1.00 0.13 0.38
T (x*,—wl)=| 1.00 0.00 0.16
1.00 0.25 1.00

e Memoria max-M difusa (m=1-m,{=1,...,5ei=1,...,9):

~ 1
(Mxx@x*); = T (W], x°) = 1 = e (m] ,x°) = 1 - SO > [(1 —my; — %) v 0] ,
j=1Yj j=1

1.00 1.00 1.00 1.00 0.71 1.00
Ix(m;,x") =] 1.00 071 086 | , Zx(@m ,x*)=| 1.00 1.00 1.00 |,
1.00 1.00 1.00 1.00 0.86 1.00
1.00 0.60 0.80 1.00 0.86 1.00
Ix(@m!,x*) =] 1.00 040 060 | , Zx@ ,x*) =] 1.00 086 1.00 |,
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
1.00 1.00 1.00
Ir(m!,x%) =] 1.00 0.86 1.00
1.00 1.00 1.00

La Fig. 4.2 muestra el resultado de la fusificacién de un conjunto de imagenes binarias codi-
ficadas como objeto negro sobre fondo blanco. Las imégenes resultantes estan en tonos de gris y

resultan de aplicar escalamiento e inversion al grado de membresia correspondiente a cada pixel.

acibhi

N R,

Figura 4.2: ler renglén, vectores binarios; 2do renglén, vectores en tonos de gris.

En particular, la matriz difusa de la imagen binaria del digito ‘4’ correspondiente al vector

4

binario x* se muestra en la Fig. 4.3, donde claramente se observa que las entradas respectivas
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estan en el intervalo [0, 1]. Para obtener la imagen difusa correspondiente se realiza primero un
escalamiento lineal del intervalo [0, 1] al intervalo [0, 255] y en segundo lugar una inversién de los
valores de pixel donde el tono de gris 0 indica pertenencia total y el tono de gris 255 representa
pertenencia nula y los tonos de gris intermedios representan el grado de pertenencia determinados
por los vectores renglén de Wy M (ver Fig. 4.4). Asi, una imagen binaria que ha sido fusificada y
representada como una imagen en tonos de gris, entre mas blanco o cercano a 255 sea el valor del
pixel indicard menor grado de pertenencia y entre mas oscuro o cercano se encuentre a (), mayor

serd el grado de pertenencia.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13
0 0 010.22410.224 | 0.353 | 0.353 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0]0.224|10.224 [ 0.353 | 0.353 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 010.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 00.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 010.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 010.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 00.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 00.224 |1 0.224 | 0.301 | 0.301 0 0 0 0 0 0 0 0
8 0 0]0.224|10.224 [ 0.353 | 0.353 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0]0.224 |1 0.224 [ 0.353 | 0.353 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0]0.224|10.224 | 0.224 | 0.224 0 0 0 0| 0.34| 0.34(0.545|0.346
1 0 0]0.224|10.224 [ 0.224 | 0.224 0 0 0 0| 0.34| 0.34(0.545|0.545
12 0 0]0.224|10.224 | 0.224 | 0.224 | 0.276 [ 0.263 | 0.263 | 0.263 | 0.34 | 0.34 | 0.545 | 0.545
13 0 0 0(0.224 | 0.224 | 0.224 [ 0.276 | 0.263 | 0.263 [ 0.263 | 0.34 | 0.34 [ 0.545|0.545
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0.34| 0.34(0.545|0.545
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0.34| 0.34(0.545|0.545
16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

Figura 4.3: Matriz difusa correspondiente al digito ‘4’.
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Figura 4.4: ITmagen fusificada en tonos de gris del digito ‘4’.
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El empleo de la memoria asociativa difusa estd descrito en pseudocédigo matematico en el

Algoritmo 4 (implementado en Mathcad).

El conjunto de ejemplares X = {x!,... ,x*} € {0,1}" consta de vectores binarios, el cual es una

matriz de tamano n X k, donde n representa la dimension del vector y k£ el niimero de vectores

ejemplares. Las matrices de pesos W y M para X se calculan como w;; = /\Igzl(xf — wﬁ) y
mij = \/'gzl(:nf - :L'§) La k-ésima columna de W (resp. M) la denotamos W* (resp. M*) y la

l-ésima componente de este vector lo denotamos por wF = wy, (resp. mF = my;,). Hacemos empleo
p p ! p. my p

del algoritmo 7 y 7’ que aparece en [57].

d=d+7

’LLZ'ZO

Output: y € {0,1}

fori=1tondo

fori=1ton do

for k=1 ton do

Input: x € {0,1}", b€ {0,1} [vector ejemplar ruidoso, bandera que elige W o M]
if b =0 then [usa la memoria min W]
for i =1 ton do [escudrifia los elementos del vector ruidoso]
d=d+ z; [suma los elementos del vector ruidoso]
for =1 ton do [escudrifia los renglones]

u; =0
for k=1 ton do [escudrifia las columnas]
wi = u; + [(zx +wig) VO [acumula méximos usando la memoria W]

end

x=u/d [convierte el vector binario en difuso, memoria W]
let y=7(x) [vector difuso procesado por el algoritmo 7]
else [usa la memoria max M]

[escudrifia los elementos del vector ruidoso]
[suma los elementos del vector ruidoso]

[escudrifia los renglones]

[escudrifia las columnas]

wi = u; + [(1 —my — xp) VO [acumula maximos usando la memoria M]
end
x=1-—(u/d) [convierte el vector binario en difuso, memoria M]
let y=7'(x) [vector difuso procesado por el algoritmo 7']
end

[vector asociado]

Algoritmo 4: MAMD - Memoria Asociativa Morfologica Difusa
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4.2.2. Recuperacion de imagenes binarias

Los siguientes dos ejemplos muestran la capacidad de recuperacién de las memorias morfolégi-
cas autoasociativas difusas min W y méx M al presentarles versiones ruidosas de las imagenes

binarias ejemplares.

Ejemplo 4.4. El conjunto de imagenes esta formado por las 5 vocales “A,E,1,0,U”. El tamano de
cada imagen binaria es de 7x7 pixeles, por lo que la dimensién de cada vector ejemplar es n = 49.
En la Fig. 4.5 se muestran en el ler renglén las imagenes originales. El 2do renglén muestra
las imagénes de las vocales con ruido aleatorio del 20 %. El 3er renglén despliega las imagenes
resultantes de haber aplicado la suma méx difusa entre la memoria W y el vector de entrada con
ruido X, respectivamente, la suma min difusa entre la memoria M y el mismo vector de entrada.
En el 4to o ultimo renglon se presentan las imégenes defusificadas al aplicar un umbral apropiado
7 € (0,1). La gréfica de la Fig. 4.6 ilustra el desempeno de la capacidad de recuperacién para la

MAMD propuesta por Sussner [57].

AEIOCUHAEILIOU
HEEOHRLTOO
SRR R TR E N

AEECOUHAELION

Figura 4.5: Bloque izq.: ler renglén, imagenes ejemplares; 2do renglén, imégenes afectadas por ruido
aleatorio (20 %); 3er renglén, salida de la memoria-min difusa; 4to renglén, imagenes recuperadas con
un nivel de umbral 7 = 0.1. Bloque der.: ler renglén, imédgenes ejemplares; 2do renglén, imédgenes afec-
tadas por ruido aleatorio (20 %); 3er renglén, salida de la memoria-max difusa; 4to renglén, imagenes

recuperadas con un nivel de umbral 7 = 0.9.
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frac. prom. de recuperacion perfecta

% de ruido aleatorio

Figura 4.6: Curva de respuesta de la MAMD (Sussner). La grafica muestra el promedio del porcentaje
promedio de recuperacién perfecta para niveles de ruido hasta 40 %. La curva se ha trazado considerando

100 versiones con ruido.

Ejemplo 4.5. Ahora se considera el conjunto de 14 imégenes binarias de tamano 14 x 18 pixeles
correspondientes a los caracteres del Font E13B, donde la dimension de cada imagen como vector
es n = 252. Por conveniencia, en la Fig. 4.7, en los primeros dos renglones se vuelven a mostrar
las imégenes de estos caracteres. El tercer renglon muestra la imagen ejemplar del digito ‘6’, dos
versiones con ruido del 10 % (2da columna) y 30 % (5ta columna). Las imédgenes asociadas por la
red aparecen en las columnas 4 y 7 del mismo renglén. La grafica de la Fig. 4.8 ilustra el desempeno

de la memoria propuesta por Sussner [57] para el conjunto de vectores del Font E13B.
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Figura 4.7: ler y 2do renglén, imagenes ejemplares. 3er renglén; 2da y 5ta cols. imagen con ruido (10 %

y 30 %); 3era y 6ta cols., imdgenes difusas obtenidas con min W; 4ta y 7ma cols., imdgenes defusificadas.
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Figura 4.8: Curva de respuesta de la MAMD (Sussner). La grafica muestra el promedio del porcentaje
promedio de recuperacién perfecta para niveles de ruido hasta 40 %. La curva se ha trazado considerando

100 versiones con ruido.
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4.3. Modelo hibrido MAMD-Hamming

Un modelo hibrido [26] es aquel que emplea de manera conjunta varias técnicas para alcanzar
una mejor solucién a un problema particular en comparacion con una sola técnica aplicada al
mismo problema. El objetivo de un modelo hibrido es obtener una estructura mas robusta y lograr
un mejor desempeno. Ejemplos de sistemas hibridos son aquellos que combinan técnicas basadas
en conjuntos difusos con técnicas basadas en redes neuronales artificiales que segtn la disposicién
de éstas pueden dar lugar a sistemas neuro-difusos [45] o difuso-neuronales [6]. En esta seccién
presentamos un sistema hibrido neuro-difuso que combina una MAMD con una red neuronal de
Hamming con la finalidad de mejorar el modelo neuro-difuso propuesto por Sussner [57]. Para
obtener una mejora en el desempeno del modelo de Sussner se ha disenado un procedimiento
para alcanzar niveles de umbral 6ptimos, el cual incrementa gradualmente el nivel de umbral
obteniendo vectores nitidos que sirven como entradas a una red de Hamming discreta [33, 40, 53].
Esta segunda red trabaja como un clasificador de distancia minima, la cual acoplada a una MAMD
se comporta como una memoria heteroasociativa. Recordemos que la distancia de Hamming entre

dos vectores binarios se calcula como:

hx.y) = { Yo lwi—wil; x,ye€{0,1}" cod. normal (4.19)

%Z?:l |z, —yi| 3 x,y € {—1,1}" cod. bipolar

Conduciendo simulaciones similares a las descritas por Sussner [57], el sistema neuro-difuso aqui prop-
uesto alcanza un mejor desempeno que la MAMD basada en el método de nicleos. Al modelo
propuesto lo denominamos MAMD-Hamming o simplemente MAMD mejorada cuyo esquema de

recuperacion es el siguiente:
x — f(WxxMx | Mxx O %) — H — v — x7, (4.20)

donde x puede ser un vector ejemplar x¢ o una versién ruidosa X¢ de éste y la barra vertical
significa que la operacion de suma max o min difusa se realiza con W o M respectivamente.

Ademas, la funciéon umbral esta definida por

-1lssrz>T1

fa) = { , (4.21)

ler< T

en la cual el valor 6ptimo de umbral 7 depende del conjunto de vectores ejemplares que se almace-
nan en la red. Este valor se determina después de repetir el esquema de recuperacién empleando
para cada ejemplar versiones con diversos niveles de ruido aleatorio e incrementando el valor de 7

a partir de un valor inicial, de modo que, 7 6ptimo corresponda al mayor porcentaje promedio en
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la recuperacién. Una vez establecido el valor de 7 para la red ésta se reutiliza para otras instancias
de entradas con ruido. Notese que la aplicacion de f(-) convierte el vector difuso de salida de
cualquiera de las memorias a un vector bipolar que es la entrada a la red de Hamming, denotada
por H, la cual determina el indice v que indica el vector ejemplar que asocia la red. El empleo de
la memoria asociativa difusa estd descrito en pseudocddigo matematico en el Algoritmo 5 (imple-

mentado en Mathcad).
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El conjunto de ejemplares consta de vectores binarios X = {x!,...,x*} € {0,1}" el cual es una

matriz de tamano n X k, donde n representa la dimensiéon del vector y k el ntimero de vectores

ejemplares. Las matrices de pesos W y M para X se calculan como w;; = /\'gzl(xf — :L'§) y

mij = \/lgzl(wf - wﬁ) La k-ésima columna de W (resp. M) la denotamos W¥(resp. M*) y la [-ésima
componente de este vector columna lo denotamos por wf = wy(resp. mf = my). La funcién de

umbralizacién definida por f(z,7) = if(z > 7, —1,1) convierte un vector difuso en bipolar.

Input: x € {0,1}", b e {0,1} [vector ejemplar ruidoso, bandera que elige W o M]
if b=0 then [usa la memoria min W]
for i =1 ton do [escudrifia los elementos del vector ruidoso]
d=d+ x; [suma los elementos del vector ruidoso]
for i =1ton do [escudrifia los renglones]
u; =0
for k=1ton do [escudrifia las columnas]
wi = u; + [(zg + w; ) VO [acumula m&ximos usando la memoria W]
end
x =u/d [convierte el vector binario en difuso, memoria W]
else [usa la memoria max M]
for i =1ton do [escudrifia los elementos del vector ruidoso]
d=d+ z; [suma los elementos del vector ruidoso]
for i =1ton do [escudrifia los renglones]
u; =0
for k=1ton do [escudrifia las columnas]
wi = u; + [(1 —myp — xp) VO [acumula méximos usando la memoria M]
end
x=1—(u/d) [convierte el vector binario en difuso, memoria M]
end
w= f(x,7) [convierte el vector difuso en bipolar dado un umbral 7]
find v € {1,...,k} such that [busca el conjuntos de indices paral
Gy = /\]g:1 h(p, x%) [aplicar la red de Hamming]
let y=if(b=0,WxxMx"?, MxxAx") [calcula el vector de salidal]
Output: y € {0,1} [vector asociado]

Algoritmo 5: MAMD-Hamming - Memoria Asociativa Morfologica Difusa Hamming
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4.3.1. Recuperacion de imagenes binarias

Los resultados alcanzados han mejorado a los que se obtuvieron con el modelo de Sussner [57],
por tanto, el nuevo modelo hibrido alcanza mejor desempeno que el anterior. En seguida se ilustra

el nuevo modelo mediante un par de ejemplos.

Ejemplo 4.6. El conjunto de vectores binarios ejemplares corresponde a las vocales AE,1,0,U.

Se realiza una prueba computacional similar a la provista en [57]. Se agrega ruido aleatorio con

probabilidad p a cada vocal x¢, donde € = 1,...,5. La Fig. 4.9 muestra las curvas de respuesta de
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Figura 4.9: Curvas de respuesta de la MAMD-Hamming para 4 niveles representativos de ruido aleatorio;
cada curva da el porcentaje promedio de recuperacion perfecta en funcion del valor de umbral. Cada curva
se ha trazado considerando el promedio sobre el conjunto de imagenes ejemplares (vocales) considerando

100 versiones con ruido de cada una de ellas.

la memoria min-W para diferentes niveles de umbral y valores especificos de p. Cada curva indica
el porcentaje promedio de recuperacion perfecta obtenido con 100 instancias de versiones con ruido
para cada vector ejemplar x¢. Del conjunto de curvas se obtienen valores de umbral éptimos para
que la red alcance un buen desempeno en la recuperacién. Para este conjunto de ejemplares los
valores de umbral 6ptimos son; 7 = 0.23, 0.24, 0.25. La Fig. 4.10 muestra la comparacion entre

la MAMD de Sussner y la MAMD-Hamming propuesta.

59



frac. prom. de recuperacion

% de ruido aleatorio

Figura 4.10: Comparacién entre las curvas de respuesta del modelo de Sussner vs. MAMD-Hamming para
3 valores de umbral; cada curva muestra el porcentaje promedio de recuperacién perfecta para niveles
de ruido hasta 40 %. Cada curva se ha trazado considerando el promedio sobre el conjunto de imégenes

ejemplares (vocales) considerando 100 versiones con ruido de cada una de ellas.
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Ejemplo 4.7. El conjunto de vectores ejemplares corresponde ahora a los caracteres del Font
E13B, a cada uno de los cuales se agrega ruido aleatorio con probabilidad p. La Fig. 4.11 muestra
las curvas de respuesta obtenidas usando la memoria min-WW para diferentes niveles de umbral.
Cada curva se ha trazado considerando el promedio sobre el conjunto de imagenes ejemplares
(caracteres) considerando 100 versiones con ruido de cada una de ellas. Para este conjunto de
vectores ejemplares los valores de umbral éptimo son: 7 = 0.06, 0.07, 0.08. La Fig. 4.12 muestra

la comparacion entre la MAMD de Sussner y la MAMD-Hamming propuesta.

frac. prom. de recuperacion

1 T 1 T 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

nivel de umbral t

Figura 4.11: Curvas de respuesta de la MAMD-Hamming para 4 niveles representativos de ruido aleatorio;

cada curva da el porcentaje promedio de recuperacién perfecta en funcién del valor de umbral.

Hacemos notar que el intervalo de umbrales es dependiente del conjunto de vectores ejemplares
bajo prueba. En particular, se consideré un intervalo donde 7 € [0,0.5] subdividido en cada
centésimo, del cual se obtiene un subintervalo de umbrales apropiados donde las curvas de respuesta
no se traslapen. Podemos concluir que la combinacién entre las MARM y la l6gica difusa es una
alternativa que resuelve parcialmente el problema de recuperacién de imagenes binarias afectadas
por ruido aleatorio. De los dos ejemplos anteriores, el modelo MAMD-Hamming presenta un mejor

desempeno que el modelo MAMD introducido por Sussner.
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Figura 4.12: Comparacién entre las curvas de respuesta del modelo de Sussner vs. MAMD-Hamming para

3 valores de umbral; cada curva muestra el porcentaje promedio de recuperacion perfecta para niveles de

ruido hasta 40 %.
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Capitulo 5

Enmascaramiento del ruido

5.1. Preambulo

La técnica del enmascaramiento del ruido consiste en sobreponer el vector de entrada con ruido
aleatorio con cada uno de los vectores ejemplares con el propdsito de obtener un vector mascara
adecuado que separe el ruido mezclado en ruido erosivo o dilatativo dependiendo de si el enmas-
caramiento utiliza el operador minimo o méximo. Esta técnica se propuso en [63] para resolver el
problema del ruido aleatorio en las imagenes binarias y en tonos de gris utilizando las MARM. De
este modo puede utilizarse de manera directa cualquiera de las memorias autoasociativas W o M.

Esta misma técnica se extiende para tratar el ruido en imagenes a color RGB.

5.2. Imagenes binarias

El enmascaramiento del ruido para el caso binario se basa en dos mascaras, la méascara positiva
y negativa. La primera es utilizada para procesar vectores con niveles de ruido aleatorio por debajo
del 50 % vy la segunda para vectores con ruido aleatorio mayores al 50 %. Recordemos que en los
vectores binarios el ruido aleatorio es ruido de tipo impulsivo ya que solo es posible que la imagen

tome uno de dos valores 0 o 1.

5.2.1. Mascara positiva

La méscara positiva se obtiene al tomar el minimo o maximo entre el vector con ruido y cada
vector ejemplar. La méscara obtenida mediante el operador min se utiliza con la memoria Wxx

ya que ésta es una version erosionada del vector de entrada. Analogamente, la méscara obtenida
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mediante el operador max se emplea con la memoria Mxx ya que ésta es una version dilatada del

vector de entrada.

Definicién 5.1. Sea X = {x',...,x"} C {0,1}" el conjunto de vectores binarios ejemplares
almacenados en la memoria Wxx o Mxx. Sea X¢ la versién con ruido del vector x¢ cuya probabilidad
de ocurrencia es p € [0,0.5), entonces las mdscaras min positiva y mdz positiva de x*, estan dadas
respectivamente por

X5, =xAxt X, =%Vvxt. (5.1)

Ejemplo 5.1. Se emplea el nimero ‘5’ del conjunto de vectores del Font-E13B [15]. La Fig. 5.1
muestra cinco versiones ruidosas del vector ejemplar asi como el resultado de haber aplicado la
téenica del enmascaramiento del ruido. Obsérvese que para porcentajes de ruido mayores al 50 %

el enmascaramiento positivo ya no preserva la forma del digito.

Figura 5.1: ler rengldn, vector ejemplar nimero ‘5’; 2do renglén, vectores afectados con ruido aleatorio

al 25 %, 45 %, 55 %, 75 % y 95 %; 3er renglén, mascaras iie; 4to renglén, méscaras iid.

5.2.2. Mascara negativa

La mascara negativa se obtiene al tomar el minimo o maximo entre el vector con ruido y la
diferencia del vector constante unidad con cada vector ejemplar. La mascara obtenida mediante el
operador min se utiliza con la memoria Wxx yva que ésta es una version erosionada del vector de
entrada. Andlogamente, la mascara obtenida mediante el operador max se emplea con la memoria

Mxx ya que ésta es una version dilatada del vector de entrada.
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Definicién 5.2. Sea X = {x',...,x*} C {0,1}" el conjunto de vectores binarios ejemplares
almacenados en la memoria Wxx 0 Mxx. Sea X¢ la versién con ruido del vector x¢ cuya probabilidad
de ocurrencia es p € [0.5, 1), entonces las mdscaras min negativa y mdz negativa de x°, estdan dadas
respectivamente por

X, =x*A1-%) ; XF,=xv(1-%, (5.2)

donde 1 = (1,1,...,1) € {0,1}"™

Ejemplo 5.2. Se emplea el nimero ‘5’ del conjunto de vectores del Font-E13B [15]. La Fig. 5.2
muestra cinco versiones ruidosas del vector ejemplar asi como el resultado de haber aplicado la
téenica del enmascaramiento del ruido. Obsérvese que para porcentajes de ruido mayores al 50 %

el enmascaramiento negativo preserva la forma del digito.

HRREN
by g
ﬁﬁﬁ -5

Figura 5.2: ler rengldn, vector ejemplar nimero ‘5’; 2do renglén, vectores afectados con ruido aleatorio

al 25 %, 45 %, 55 %, 75 % y 95 %; 3er renglén, méascaras iée; 4to renglén, méscaras iéd

En la Fig. 5.1 se muestra la ventaja de utilizar el enmascaramiento positivo usando la Ec. (5.1)
y la Fig. 5.2 la ventaja de usar el enmascaramiento negativo mediante la Ec. (5.2). Se puede notar
que si el ruido es mayor al 50 % entonces, el vector de entrada ruidoso invierte su codificacion, es
decir, si el vector representa inicialmente un objeto negro sobre fondo blanco, al incrementar el
ruido se modificard ahora a un objeto blanco sobre fondo negro (véase el caso de 95 % de ruido en
las Figs. 5.1 y 5.2). Es por esta razén que se usa el enmascaramiento negativo. De la Ec. (2.16) se

deriva la distancia de Hamming normalizada (DHN) entre un par de vectores como una medida
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de su proximidad y estda dada por
(%) = 23 fo — 7 (53)
n X, X) = — ZL’Z - I’Z . .
{Cr—

Se observa que 0 < h,(x,x) < 1. En particular, si los vectores que se comparan estan relaciona-
dos en todas sus entradas, entonces h,(x,X) = 0 (recuperacién perfecta), si existe una simple
diferencia entre ellos, entonces h,(x,X) = 1/n, y si todas las entradas son diferentes entonces
hn(x,X) = 1. La memoria autoasociativa reticular matricial Wxx tiene recuperacion casi perfecta
de un vector binario x de una versién ruidosa x si y solo si h, (WxxMx,x) < ¢, donde 0 < ¢ < 0.1.

El Algoritmo 6 detalla la técnica del enméscaramieto del ruido en imagenes binarias.

El conjunto de ejemplares X = {x! ... ,xk} es una matriz de tamano n x k, donde n es el nimero
de pixeles en cada imagen y k es el nimero de vectores almacenados en la matriz de pesos W.

Input: x € {0,1}", b€ {0,1}  [vector ejemplar con ruido, bandera que elige W o M]

if b= 0 then
for ¢ =1to k do
X, =xA% X, =xA(1-X)

Vg = Dﬁ-e A\ Dg_8

for £ =1 to k do
X, =xvEx X, =xV(1-X)

ve = D§4 A DS,

end
find v € {1,...,k} such that
k
Uy = /\5:1 Ve

end
y = if(h(x], x7) < h(x? %), x],x)

Output: y € {0,1}

end
find v € {1,...,k} such that
Uy = /\15:1 Ve
let xl = Wxx™M ile : x) = Wxx™@ ize
else
x €{0,1}",

let X:{_ = MxxN )~{:{_d ; x| = MxxN izd

[usa la memoria min-W1]
[escudrifia todos los vectores en X]
[méscaras-pos/neg de k vectores]

[mascara-e, vector discriminante]

[busca indice correspondiente all

[vector candidato emmasc.-min]

[vector de salida de enmasc.-min]

[usa la memoria max M]

[ejemplar no conocido con ruido aleatorio]
[escanea todos los vectores en X]
[méscaras-pos/neg de k vectores]

[mascara-d vector discriminantel]

[busca indice correspondiente all
[vector candidato enmasc.-max]

[vector de salida enmasc.-max]

[calcular la distancia de Hamming]

[vector asociado]

Algoritmo 6: Enmascaramiento de imagenes binarias
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En el Algoritmo 6, los valores de distancia para las mdscaras min positivas y negativas y las mdascaras

max positivas y negativas, denotadas respectivamente por Die,Ds_e y Di d,Ds_ 4 Se calculan como los

siguientes promedios:

DY, = 0.5[n(x5,,x5) + (X5, X)), D&, = 0.5, x%) + h(E,,1-%)], (5.4)
DS, = 0.5[h(x 4, x5) + (XS4, X)) . D, = 0.5[R(X" 5 x8) + h(E 1 —%)]. (5.5)

5.2.3. Recuperacion de imagenes con ruido

En el siguiente par de ejemplos se muestra en particular la capacidad de recuperacion de la
memoria W al utilizar la técnica del enmascaramiento del ruido en vectores binarios. Se realizaron
un total de 100 pruebas siendo cada una de éstas una instancia en donde la imagen seleccionada

de un conjunto de imagenes ejemplares, fue afectada con ruido aleatorio.

AEIOU

Figura 5.3: Las 5 vocales como conjunto de vectores ejemplares.

Ejemplo 5.3. El conjunto de vectores ejemplares consta de 5 imagenes binarias correspondientes
a las vocales ‘AE,I,O,U’ [57] (ver Fig. 5.3) cuyo tamano es de 7 x 7 pixeles de modo que cada
vector tiene una dimensién n = 49. En la grafica de la Fig. 5.4 se muestra el desempeno de la

memoria W para niveles de ruido del 10 % al 90 %.

frac. prom. de recuperacion

% de ruido aleatorio

Figura 5.4: Desempeno de la memoria W en la recuperacion de la letra E.
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Ejemplo 5.4. El conjunto de vectores ejemplares consta de las 14 iméagenes binarias correspon-
dientes al Font E13B (ver Fig. 2.5) de tamano 14 x 18 pixeles de modo que cada vector tiene una

dimensién n = 252. La grafica de la Fig. 5.5 muestra el desempeno de la memoria W para niveles
de ruido del 10 % al 90 %.

1.0—-.
0.8 4
0.6

034

frac. prom. de recuperacion

024

0.1+

o4

% de ruido aleatorio

Figura 5.5: Desempeno de la memoria W en la recuperacion del digito 0.

En ambas graficas se observa que los porcentajes de recuperacién promedio para ruido entre
45 % v 55 % decaen considerablemente y evidentemente el desempeno de la memoria W en la recu-
peracion disminuye drasticamente. Esto se debe a que en este intervalo de porcentajes de niveles
de ruido, los objetos y el fondo de la imagen se confunden y en consecuencia son indistinguibles
en relacion a cualquiera de las imagenes ejemplares. Sin embargo, para porcentajes de ruido fuera
de este rango (bajos y altos niveles de ruido) la memoria tiene un desempeno robusto. En el caso
de la letra ‘E’, para porcentajes de ruido menores a 30% y mayores al 70 % la recuperacién es
casi perfecta pues fpr.~ 0.9. Similarmente para el digito ‘0’, para porcentajes menores al 40 % y
mayores al 60 % la recuperacién es casi perfecta pues fpr.a 0.9. A demds, aunque no se muestra

en las graficas, para porcentajes menores al 10 % y mayores al 90 % la recuperacion es perfecta.
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5.3. Imagenes en tonos de gris

La técnica del enmascaramiento del ruido para procesar imagenes en tonos de gris es mas
sencilla y su tiempo de computo es menor que en el caso binario ya que no es necesario utilizar
la méscara negativa. La Fig. 5.6 muestra una imagen ejemplar (gato), varias versiones con ruido

y las correspondientes mascaras min y max.

Figura 5.6: ler renglén, imagen ejemplar; 2do renglén, imdgenes afectadas con ruido aleatorio al 25 %,

45%, 65 % y 85 %; 3er renglén, méscaras min (x%); 4to renglén, méscaras max (X3).

5.3.1. Medidas del error

Para cuantificar la diferencia entre dos vectores, por ejemplo, entre el vector recuperado por
la memoria W (resp. M) con un vector ejemplar o entre una versién ruidosa de un ejemplar con

el mismo, hacemos uso de las medidas dadas en la siguiente definicion.

Definicién 5.3. Si X¢ es la versién con ruido aleatorio del vector x¢, el error cuadrdtico medio

normalizado (ECMN) y la razdn senal a ruido (RSR) estan dados por

n

e(x,X) = > (2 — 1)/ Z a2 (5.6)

i=1

3 = 10log (=) 657)
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El Algoritmo 7 detalla la técnica del enmascaramieto del ruido para imagenes en tonos de gris.

El conjunto de entrada X = {x!,... ,xk} es una matriz de tamano n x k, donde n es el nimero de
pixeles en cada imagen y k es el niimero de vectores ejemplares almacenados en la matriz de pesos
W o M. El mecanismo provee un vector de entrada para utilizar la memoria W o M.
Input: x € R, b € {0,1} [vector ejemplar ruidoso, bandera que elige W o M]
if b =0 then [usa la memoria min W]
for £ =1 to k do [escudrifia todos los vectores en X]
iﬁ =x$AX [mascara-min de k vectores]
ve = 0.5[p (x5, x8) + u(x8,%)] [mé&scara-e, vector discriminante]
end
find v € {1,...,k} such that [busca indice correspondiente all
Uy = /\]g:1 Ve [vector candidato enmasc.-min]
let y = Wxx¥ X [vector de salida de enmasc.-min]
else [usa la memoria max M]
x € R” [ejemplar con ruido aleatorio]
for £ =1do [escudrifia todos los vectores en X]
x5 =x"Vx [mdscara-max de k vectores]
ve = 0.5[p (xd, x¢) + ,u(xg, x)] [mdscara-d vector discriminante]
end
find v € {1,...,k} such that [busca indice correspondiente all
Uy = /\]g:1 Vg [vector candidato enmasc.-méx]
let y = MxxIN ig [vector de salida de enmasc.-max]
end
Output: y € R" [mejor asociacién para el ejemplar]

Algoritmo 7: Enmascaramiento de imagenes en tonos de gris

La variante realizada al algoritmo reduce el tiempo de computo al efectuar la siguiente modi-

ficacion en el calculo del vector discriminante

s si el ECMN es elegido como el criterio discriminante,
ve = (x5, x°), vy = /\ ve si b=0,
vg—u(xfl—xx \/vg si b=1.
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= en cambio, si se selecciona la medida RSR,

k
ve = (x5, x°), vy:\/vg si b=0,
=1

k
ve = (X5 — X, x%), U,Y:/\vg siob=1.
=1

5.3.2. Recuperacion de imagenes con ruido

Se presentan un par de ejemplos y sus graficas para ver el desempeno de la memoria W des-
pués de efectuar 100 pruebas contaminando cada vector ejemplar. Todas las imagenes han sido
degradadas con ruido impulsivo aleatorio utilizando la funcién IN(-) (Impulse Noise, ver Algorit-
mo 8 para el pseudocodigo de esta funcién). Esta funcién cambia los valores de pixel en la imagen

original segtin un porcentaje de nivel de ruido por un 0 o 255, los cuales ocurren con la misma
probabilidad.

Input: A € R, p [imagen ejemplar, porcentaje de ruido]

¢= (1~ fp)

for i=1tondo [escudrifia todos los renglones en A]
for j =1 ton do [escudrifia todos las columnas en A]
ni; =if (rnd(1) > q,if(rnd(1) > 0.5,255,0), A;;)

end

Output: n

Algoritmo 8: Funcién para generar ruido impulsivo

Ejemplo 5.5. El conjunto de vectores ejemplares consta de 5 imagenes en tonos de gris gato,
perro, zorro, leén y mono (ver Fig. 5.7), de tamano 40 x 40 pixeles de modo que cada vector tiene

una dimension n = 1600.

Figura 5.7: ler conjunto de imégenes ejemplares en tonos de gris (animales).

Las figuras 5.8 y 5.9 muestran la capacidad de recuperacion de la memoria W para niveles

de ruido del 50% al 100 % utilizando las medidas del error ¢, y r,. En estas mismas gréaficas
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se observa, respectivamente que, los porcentajes de recuperacién promedio para ruido del 85 %
al 100% y del 75 % al 100 % respectivamente, decaen considerablemente y evidentemente el de-
sempeno de la memoria W en la recuperacion disminuye como es de esperarse. Naturalmente, esto
se debe a que para altos porcentajes de niveles de ruido la memoria confunde la imagen ruidosa
y en consecuencia no asocia correctamente su imagen ejemplar. Este comportamiento es tipico en
cualquier modelo de memoria asociativa. No obstante, para porcentajes de ruido menores a 85 %
y 75 % respectivamente, puede afirmarse que la capacidad de recuperaciéon de la memoria W es
robusta en presencia de cantidades considerables de ruido aleatorio. Por ejemplo, para porcentajes

menores a 50 % la recuperacién es perfecta.
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Figura 5.8: Curvas de respuesta de la memoria W segin ¢,.
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Figura 5.9: Curvas de respuesta de la memoria W segin rs.

Ejemplo 5.6. El conjunto de vectores ejemplares consta de 5 imdgenes en tonos de gris (ver

Fig. 5.10) de tamano 50 x 50 pixeles de modo que cada vector tiene una dimensién n = 2500.

Figura 5.10: 2do conjuntos de imagenes ejemplares en tonos de gris (pericos). De izq. a der.: x!,...,x°.

Las figuras 5.11 y 5.12 muestran la capacidad de recuperacién de la memoria W para niveles
de ruido del 50 % al 100 % utilizando las medidas del error €, y r,. En estas mismas graficas se
observa que los porcentajes de recuperacién promedio para ruido del 80 % al 100 % y del 70 % al
100 % respectivamente, decaen considerablemente y evidentemente el desempeno de la memoria
W en la recuperacién disminuye considerablemente. Naturalmente, esto se debe a que para altos
porcentajes de niveles de ruido la memoria confunde la imagen ruidosa y en consecuencia no asocia
correctamente su imagen ejemplar. Este comportamiento es tipico en cualquier modelo de memoria
asociativa. No obstante, para porcentajes de ruido menores a 80 % y 70 % respectivamente, puede
afirmarse que la capacidad de recuperacién de la memoria W es robusta en presencia de cantidades
considerables de ruido aleatorio. Por ejemplo, para porcentajes menores a 50 % la recuperacién es

perfecta.
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5.4. Imagenes a color

En esta seccion se desarrolla una extension de la técnica de enmaéscaramiento del ruido para
imagenes digitales codificadas o representadas en el sistema de color RGB (Red, Green, Blue)

basado en los colores primarios rojo, verde y azul [15]. Comenzamos con una breve descripcién
del modelo de color RGB.

5.4.1. Modelo de color RGB

El modelo de color RGB es el mas comiin en el procesamiento de imagenes digitales y estd basa-

do en el sistema de coordenadas Cartesianas. La Fig. 5.13 muestra un cubo donde los colores pri-
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Figura 5.13: Cubo RGB en el primer octante del sistema Cartesiano tridimensional.

marios R,G y B se sitiian en tres esquinas cuyas coordenadas son (255, 0,0), (0,255,0), (0,0, 255).
El negro se encuentra en el origen (0,0,0) y el blanco en las coordenadas (255,255, 255). Dado
que el numero de bits para representar una imagen monocromatica con 256 tonos de gris es de
8 bits por pixel, entonces para una imagen a color RGB se requieren 24 bits (8 bits por canal).
Asi, el nimero total de colores posibles en una imagen de 24 bits es de 256° = 16,777,216. La
Fig. 5.14 muestra el cubo de color RGB de 24 bits correspondiente a la Fig. 5.13. El procesamiento
de imdgenes a color se divide en dos categorias principales [15]. La primera, procesa cada com-
ponente de la imagen a color individualmente, es decir, por canal y después del procesamiento

se integran los canales para formar la imagen a color. La segunda, procesa los pixeles de color
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Figura 5.14: Cubo RGB (sélido) que muestra una cierta gama de colores.

directamente, es decir, como vectores de tres dimensiones o también como cadenas binarias de 24
bits. En este trabajo el tratamiento de las imégenes a color se realiza siguiendo la primera cate-

goria. La Fig. 5.15 muestra un ejemplo de una imagen a color RGB de tamano 256 x 256 pixeles

Figura 5.15: ler renglén, imagen a color RGB; 2do renglén imagenes monocrométicas, canales R, G y B.

y las imagenes monocromaéticas correspondientes a los canales rojo, verde y azul, en las cuales se
descompone ésta imagen. Obsérvese que estas imagenes monocromaticas tienen el mismo tamano.

Simbdlicamente, una imagen a color la representamos como
X = (X, X%, X7, (5.8)

donde X es una matriz empacada, en general de tamano m X 3n, que representa la imagen a
color, mientras que X®, X% X% son matrices ordinarias de tamano m x n, cada una de las cuales

representa la imagen monocromatica de los canales R, G y B. La forma vectorial equivalente de la
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representacion anterior es la siguiente.

x — (x", x5, xP), (5.9)

donde x es un vector empacado de tamaiio 3mn que representa la imagen a color y x%, x¢ x? son

los vectores de tamano mn correspondientes a las imagenes monocromaticas de los canales R, G y

B. Recuérdese que la conversién de una matriz a un vector se realiza usando la Ec. (2.1).

5.4.2. Investigaciones previas

Oh y Zak [44] proponen un modelo de red neuronal denominado “estado cerebral encajonado
generalizado” (gBSB, generalized Brain-State-in-a-Box). El modelo es una red neuronal recurrente
no lineal (tipo Hopfield) que emplea el método de descomposicién por traslapamiento. Consiste
en descomponer una imagen en k sub-imégenes del mismo tamano que son convertidas en vec-
tores binarios utilizados para construir sub-matrices que los almacenan como puntos de equilibrio
estables. Dado que cada sub-matriz forma una sub-red habra k£ sub-redes que se construyen inde-
pendientemente de las demads. Al reducir el tamano de la imagen ejemplar y procesarla mediante
sub-redes, se logra disminuir considerablemente el esfuerzo computacional. Sin embargo, el modelo
puede perder una cierta capacidad de recuperacion por lo que emplean un algoritmo de correccion
del error en el traslapamiento de las sub-imagenes para mejorar el desempeno de la red. También,
cuantizan el rango dinamico para reducir el niimero de bits requeridos en la representacion binaria
de un pixel. La cuantizacién uniforme la efectian dividiendo el rango [0, 255] usando 4 intervalos
de la misma longitud y asignando un niimero binario de 2 digitos a cada intervalo. Por tanto cada
pixel de una imagen a color RGB lo consideran una cadena de 24 bits que cuantizan a 6 bits (2
bits por canal). Ademads, proponen una red hibrida gBSB combinada con el modelo neuronal de
McCulloch-Pitts cuya diferencia con el modelo antes descrito radica en la funciéon de activacion
usada. Yanez et al. [71] proponen el uso de la memorias autoasociativas alfa-beta para almacenar
y recuperar imagenes a color. Dado que estas memorias se disenaron para tratar imagenes bina-
rias, extienden éstas al caso de imagenes a color codificando cada pixel como la concatenacién de
vectores binarios de 8 bits correspondientes a los pixeles de las imégenes en tonos de gris de cada
canal. Asi, forman vectores de 24 bits que son empleados durante las etapas de almacenamiento
y recuperacion siguiendo la definicién de una memoria alfa-beta [70] con operador méximo. Sin
embargo, este modelo esta restringido a tratar inicamente con ruido aleatorio dilatativo. Un tercer
modelo (indirecto), recientemente desarrollado por Vézquez y Sossa [67] propone una memoria

heteroasociativa bidireccional (BAM, Bidirectional Associative Memory) denominada BW para
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tratar imagenes a color usando el concepto de pesos sindpticos variables. Emplea dos matrices,
la primera almacena pares de vectores hacia delante y la segunda pares de vectores hacia atras.
Previo a la construccién de estas dos matrices, los vectores ejemplares son modificados mediante
un valor de desplazamiento (pardametro interactivo) el cual es también empleado en la etapa de re-
cuperacion y basicamente determina la capacidad de recuperacién. Este modelo requiere de varias
transformaciones antes y después de aplicar las memorias.

Puede observarse que los dos primeros modelos descritos antes tratan cada pixel de la imagen
a color como una cadena de 24 bits ya que las redes subyacentes operan con vectores binarios y
el tercer modelo descrito convierte las cadenas de 24 bits en niimeros decimales. En la subseccion
5.4.4 se detalla el desempeno en la recuperacion de imagenes a color con ruido de cada uno de estos
modelos, asi como una comparacién con la extension propuesta aqui. Cualitativamente, nuestro
modelo presenta las siguientes ventajas: 1) es directo por que puede trabajar con los valores en
tonos de gris sin necesidad de realizar una codificacién o conversién previa, 2) no es parametrico, 3)
no requiere cuantizar el rango dindmico, 4) el método computacional no requiere pasos intermedios
y es paralelizable ya que el modo de operacién es por canal y 5) tiene mayor tolerancia a cantidades

de ruido aditivo (tipo impulsivo) mayores al 50 % y menores al 90 %.

5.4.3. Ruido aditivo en imagenes RGB

A diferencia de las imdgenes binarias y en tonos de gris en las cuales se utilizé ruido impulsivo
bipolar (“sal y pimienta”), para las imdgenes a color RGB consideramos en este trabajo que pueden
ser degradadas aditivamente por canal con ruido aleatorio tipo impulsivo. Por tanto, si x es el
vector que representa la imagen monocromatica de un cierto canal de una imagen a color RGB el

modelo aditivo de degradacién se define como [36]
x‘=x4+a° ; ¢=R,G,B. (5.10)

donde X€ es el vector correspondiente al canal ¢ afectado con ruido, mientras que x°¢ es el vector
que representa el canal ¢ de la imagen original y a® = (+£af) es el vector correspondiente al ruido
agregado a ese canal, donde a§ € {—a,0,a} y a € (0,255] C Z*. Dada la naturaleza multicanal
de una imagen digital RGB el ruido puede afectar uno o mas canales en el proceso de adquisicién
o captura de la imagen. Si la imagen a color es alterada, entonces segun la Ec. (5.10), ésta
corresponde a tres imagenes en tonos de gris las cuales pueden procesarse de manera independiente
para eliminar el ruido. Para un tratamiento general de diversos modelos de ruido en iméagenes a

color pueden consultarse [5, 36, 47]. Desde un punto de vista computacional y con el propdsito
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de realizar pruebas con diversas instancias de ruido, supondremos que los canales en una imagen

a color pueden alterarse en forma no correlacionada o correlacionada espacialmente. De este

modo, no es dificil ver que existen 11 eventos de ruido aditivo dados en la Tabla 5.1; de estos

posibles eventos, 7 son no correlacionados y 4 son correlacionados. A continuacién se describen

matematicamente las expresiones relativas a cada uno de los eventos de ruido listados en esta

tabla.

Tabla 5.1: Eventos de ruido de una imagen a color RGB.

Evento de ruido | Tipo | Canales afectados
FE; nc R
By ne G
FEs nc B
Ey nc/c R,G
E5 nc/c R,B
Eg nc/c G,B
E; nc/c R,G,B

Ruido no correlacionado: en este caso el ruido simplemente se agrega a un canal, a una com-

binacién de dos canales, o a los tres canales como se indica en las siguientes expresiones,

FE;
FEs
Es:
Ey:
FEs -
Eg:
E;:

Ruido correlacionado:

RGB)

x+axx

G XB)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

los eventos Ei, Esy, E3 claramente no pueden ser correlacionados porque

representan un solo canal, en cambio la correlacion espacial (pixeles afectados por ruidos que

ocurren en las mismas posiciones) puede ocurrir en una combinacién de dos canales o en los tres

canales fijando uno de ellos como referencia para alterar los otros. Primero, una vez fijado el canal

¢, se marcan las posiciones en las que este canal se ve afectado por ruido y se obtienen calculando

el siguiente vector auxiliar

(5.14)



cuyas componentes distintas de cero indican la posicién de aquellos pixeles modificados por el
ruido. Entonces, los pixeles de otro canal d # ¢ se modifican segun el vector y; por tanto, la

siguiente operacion vectorial
7% = y° A x? (5.15)

realiza un enmascaramiento cuyas componentes mayores (estrictamente) a cero senalan que pixeles

en el canal d deben ser modificados, de manera que parai=1,...,mn

I+ g 24>0
7 {x @ (5.16)

d d _
g &2 =0,

expresién que escribiremos en forma simplificada mediante la funcién condicional, es decir, 7¢ =

C(2¢ > 0,28 £ a,z¢) (recuerdese que esta funcién la representamos en pseudocédigo como if(2¢ >
0,2 & a,z¢)). Especificamente, las ecuaciones que describen los eventos Ej, ..., F; correspondi-

entes a ruido correlacionado se listan a continuacién,

By (X039 x8) = (X7,¢(2¢ > 0,28 £ a,25),x5) con z¢ = |xF — xB| AxC

Bs: (X7 x%x8) = (X%, x% ((2P > 0,28 £a,28) con 2P =|xF —xB|AxB, (5.17)
Es: (xx9%x8) = (x,X9,¢(2% > 0,28 £ a,28) con zP =[x% — x%| AxP

B (X7 3¢ %P (X C(2¢ > 0,28 + a,2%), (28 > 0,28 + a,2P)) con

z¢ = |xI — x| AxC vy 2P = |x - xB|AxP. (5.18)

La Fig. 5.16 ilustra un ejemplo con 8 eventos de ruido seleccionados arbitrariamente. En
particular, se eligieron Fy, Es, F35 y E; no correlacionados y FEy, Fs5, Eg, E7 correlacionados. El
tamano de la imagen es de 334 x 334 pixeles. En cada evento la imagen ha sido degradada con

ruido aditivo utilizando una probabilidad del 20 % y una constante aditiva (intensidad) a = 128.

Ejemplo 5.7. La Fig 5.17 muestra una imagen a color con sus tres componentes R,G y B, la
imagen degradada con el 20% de ruido correlacionado (evento E;, Ec. (5.18)) y las mdscaras

erosivas y dilatativas correspondientes a cada canal.
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Figura 5.16: ler. renglén primeras 3 cols., ruido agregado a los canales R,G y B (no correlacionado); ler
renglén 4ta col., ruido agregado a los canales R,G (correlacionado); 2do. renglén primeras dos cols., ruido
agregado a los canales R,B y G,B (correlacionado); 2do. renglén 3ra col. ruido agregado a los tres canales

R,G,B (correlacionado); 2do. renglén tltima col., ruido agregado a los tres canales (no correlacionado).

Figura 5.17: 1ra col., imdgenes monocromaticas de los canales R,G y B y su correspondiente imagen a
color; 2da col., canales afectados con 20 % de ruido correlacionado (a = 128) e imagen a color compuesta;
3era col., mascaras erosivas por canal y equivalente en color; 4ta col., méascaras dilatativas por canal y

equivalente en color.
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5.4.4. Recuperacion de imagenes a color

La Fig. 5.18 muestra el conjunto de 5 imagenes ejemplares a color utilizadas para determinar
la capacidad de recuperacion de las memorias autoasociativas reticulares, en particular empleamos

la memoria min-W.

Figura 5.18: Imagenes ejemplares a color almacenadas en la MARM compuesta W = (W W& WhB),
1 5

De izq. a der.: x*,...,x°.

Cada imagen ejemplar, de 50 x 50 pixeles, se contamina 100 veces con ruido aditivo tipo impul-
sivo donde a = 128. Ya que las imagenes a color se separan en sus tres componentes, se requiere
construir tres memorias W, una para cada canal almacenando 5 imagenes monocromaticas. El
algoritmo dado para tratar con imagenes en tonos de gris se aplica entonces sucesivamente a los
conjuntos (X ... X°B) (X1¢ .  X5¢) y (X1B . . X5B) con sus respectivas memorias mini-

mas W, W% y WB que denotamos por W. Las figuras 5.19 y 5.20 muestran las curvas de
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oo i
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Figura 5.19: Curvas de respuestas de la MARM compuesta W = (W W& W5) para E; (no correla-

cionado).

respuesta (promedio de los tres canales) que dan el porcentaje promedio de recuperacion perfec-

ta para niveles de ruido en el intervalo de 80 % al 100 %. Queda entendido que este porcentaje
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Figura 5.20: Curvas de respuestas de la MARM compuesta W = (W2 W& WP5) para E; (correlaciona-
do).

promedio se realiza sobre un cierto nimero de instancias (100) de ruido para cada imagen ejem-
plar. Especificamente se han considerado los eventos F; no correlacionado y correlacionado que
consta de afectar con ruido los tres canales. Por otra parte, la Tabla 5.2 lista valores numéricos
representativos sobre 100 pruebas de cada imagen ejemplar distorsionada segin cada uno de los
11 diferentes eventos de ruido (ver Tabla 5.1). En particular, el valor nimerico en cada entrada
de esta tabla es el promedio (f¢) de recuperaciones perfectas en 100 pruebas (¢) en el intervalo
de niveles de ruido [80 %, 100 %]. Es decir, supongamos el caso del E; no correlacionado donde
el valor de la fraccién promedio de recuperacién perfecta ( fg) fue de 0.938. Para obtener este
valor primero se le agrega ruido del 80 % al vector x! 100 veces, el resultado se promedia y se
divide entre 3 (numero de canales), el procedimiento se repite para los porcentajes de ruido del
82%,84%,...,100 %, estos datos forman un vector de 11 elementos que contienen el porcentaje
promedio de recuperacion perfecta para cada instancia de ruido del vector x'. Finalmente, se ob-
tiene el promedio de estos resultados para llegar al valor de 0.938. En general, la Tabla 5.2 muestra
que la memoria min-W tienen un alto desempeno al procesar el conjunto de vectores ejemplares
correspondientes a los pericos, a demas, se puede notar que se comporta mejor al procesar los

vectores correspondientes a x* y x5.

11 100
ﬁ=3—gZZ[<v§@ =)+ Oy =) + Oty =) con p(i) % =80+2(i—1).  (5.19)

=1 t=1
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Tabla 5.2: Fraccién promedio de recuperacion perfecta en cada evento de ruido por imagen ejem-

plar.

Evento Ruido x! x?2 x3 x4 x°
By {xFY} ne 1 1 1 1

By {X%} nc | 0934 (0992 0999 | 1 |0.999
B3 {xP} nc | 0.996 | 0.999 | 0.994 | 1 1
By {xF x4} nc | 0.946 | 0.987 | 0.999 | 0.999 | 1
Es {xft,xB1 nc 0.999 | 0.998 | 0.995 | 1 1
Fe {x9, x5} nc | 0.943 [ 0.989 | 0.994 | 1 1
By {xP %% xP} nc | 0.938 | 0.987 | 0.995 | 0.999 | 0.999
By {xP x5 c 1 1 1 1 1
Es {x% xB1 c 1 10997 | 1 1 1
Ee {x9, x5} c 0.945 | 0.989 | 0.999 | 1 | 0.999
EBr {xR x¢ %8} c 1 1099 | 0999 | 1 1

La Tabla 5.3 muestra las caracteristicas y el desempeno en la recuperacion de imagenes a color

RGB con ruido de cada uno de los modelos de memorias asociativas descritos anteriormente en la

subseccién 5.4.2 (Investigaciones previas) y del modelo aqui desarrollado. Brevemente,

Modelo gBSB (Oh y Zak [44]): el intervalo de porcentajes de ruido impulsivo (extremo) va
del 0% al 40 %; los autores dan un ejemplo de recuperacién de imagen a color para una sola
instancia de ruido no correlacionado contaminando cada canal con el 40 %. Como resultado
obtienen una diferencia de 150 pixeles erréneos de un total de 60,000 pixeles (14 imédgenes

ejemplares de 300 x 200 pixeles), equivalente a una fraccién de recuperacion igual a 0.9975.

Modelo Alfa-Beta méx (Yanez et al. [71]): el intervalo de porcentajes de ruido impulsivo
dilatativo (extremo) no correlacionado va del 0 % al 50 %; los autores consideran un conjunto
de 10 imagenes a color de tamano 100 x 75 pixeles y dan como resultado, sin especificar
el nimero de instancias de ruido, una fracciéon de recuperacién unitaria. Es decir, obtienen
recuperacion perfecta para cualquier porcentaje en el intervalo senalado, desafortunadamente

el ruido impulsivo dilatativo es una restriccion de su modelo pues no tratan ruido mixto.

Modelo BAM-BW (Vazquez y Sossa [67]): el intervalo de porcentajes de ruido impulsivo
(extremo) no correlacionado va del 0% al 80 %; hacemos énfasis en que este modelo propone
un procedimiento indirecto, ya que para efectuar una autoasociacion, los autores emplean

una memoria bidireccional que implica dos conjuntos de imégenes ejemplares (20 pares
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heteroasociados de 255 x 170 pixeles). Como resultado obtienen una fraccién de recuperacion
unitaria, equivalente a recuperacion perfecta; no obstante, este resultado corresponde a una
sola instancia de ruido para cada nivel de ruido y no dan explicitamente para su conjunto

de ejemplares el valor del parametro fundamental con el cual opera su algoritmo.

Modelo Enmascaramiento-MARM min W: para las imagenes a color se emplea el Algoritmo 7,
el cual se utiliza para procesar el conjunto de imagenes monocromaticas correspondientes
a los canales R, G y B. El intervalo de porcentajes de ruido tipo impulsivo (extremo y no
extremo) correlacionado y no correlacionado va del 80 % al 100 %; se considera un conjunto
de 5 imagenes a color de tamano 50 x 50 pixeles. Se obtiene una recuperacién perfecta para
niveles de ruido que va de 0% a 80 % y recuperacién casi-perfecta segin la medida e,.(-)
para niveles de ruido del 82 % al 100 %. La fraccién promedio de recuperacién casi-perfecta
de E; (nc) fue de f = %ngﬁ = 0.941; similarmente, para E; (c) fue de f = 0.993 (ver
Tabla 5.3). Nuestro procedimiento basa sus resultados en un promedio de la capacidad de
recuperacion sobre un numero significativo de instancias de ruido; ademas, el modelo de

ruido tipo impulsivo ha sido explicado en detalle.

Tabla 5.3: Comparacion de memorias asociativas para almacenamiento y recuperacion de imagenes
a color RGB. Nomenclatura: I= gBSB, II=Alfa-Beta max, I[II=BAM-BW y IV=Enmascaramiento-
MARM min W; FR=Fraccion de Recuperacion, NP=Numero de pruebas, PA=Procesos Adi-

cionales, Par.=Paramétrico, CE=Conjunto de Ejemplares y TD=Tipo de Dato (numérico).

Mod. | % Ruido | Tipo FR | NP || PA | Par. | CE TD
I [0,40] (nc) | imp. 0998 | 1 3 no 1 binarios
I1 [0,50] (nc) | imp. (dilatativo) 1 1 2 no 1 binarios
I11 [0,80] (nc) | imp. 1 ? 3 si 2 | enteros largos
v [0,100] (nc) | imp. (a = 128) 0.941 | 100 1 no 1 | enteros cortos
v [0,100] (c) | imp. (a = 128) 0.993 | 100 1 no 1 | enteros cortos

Tomando en consideracién las ventajas cualitativas listadas en el segundo parrafo de la sub-

seccion 5.4.2 (Investigaciones previas) junto con la comparacién cuantitativa dada en la Tabla 5.3,

puede afirmarse que el modelo aqui propuesto (modelo IV) supera a otros modelos de memorias

asociativas en el presente contexto de recuperar imagenes a color cuando éstas son afectadas por

ruido impulsivo. Las dos principales ventajas de nuestro modelo son su aplicabilidad directa y su

capacidad de recuperacion en presencia de niveles altos de ruido.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

En este trabajo de tesis se han empleado las memorias autoasociativas reticulares minimax
MARM para solucionar el problema de la recuperacion de vectores multidimensionales sujetos a
ruido aleatorio, particularmente en la recuperacion de imagenes binarias, en tonos de gris y a color
RGB que han sido afectadas por ruido. Se introdujo una manera alternativa de solucién mediante
la técnica de nicleos mejorada la cual permite incrementar la capacidad de recuperacién de las
MARM al utilizar la distancia de Hamming (resp. ECMN) como medida del error y reactivar el
ntcleo de un vector ejemplar binario (resp. vector ejemplar en grises) posiblemente afectado con
ruido. También, se desarrolld con el mayor detalle posible un esquema de memoria asociativa de
naturaleza hibrida (MAMD-Hamming) para mejorar el desempeno en la recuperacién de imégenes
binarias al compararse con la memoria morfoldgica difusa introducida por Sussner. Posteriormente,
y como parte central de esta tesis, se expuso la técnica de enmascaramiento del ruido [63] haciendo
énfasis en las diferencias que ocurren entre imagenes binarias y en tonos de gris. Resultando que, el
computo para imagenes binarias es mayor que para imagenes en tonos de gris debido a que el caso
binario requiere de mascaras positivas para porcentajes de error menores al 50 % y de mdscaras neg-
ativas para porcentajes de error mayores al 50 % (cambio inherente de codificacién). En su forma
inicial, la técnica de enmascaramiento aplicada a imagenes en tonos de gris, aparte de mantener su
simplicidad computacional mostré ciertas limitaciones al tratar diferentes conjuntos de imagenes
ejemplares. Por ello, en esta tesis se ha mejorado esta técnica al aplicarla a cualquier conjunto de
imagenes sean estas en tonos de gris o a color. En este ultimo caso, se desarrollé detalladamente

un modelo de ruido tipo impulsivo que contempla los diversos eventos de ruido posibles en una
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imagen a color RGB. Los resultados obtenidos e ilustrados mediante ejemplos cuidadosamente
seleccionados o disenados demuestran que el modelo de memoria autoasociativa aqui propuesto
en combinacién con la técnica del enmascaramiento del ruido y métricas vectoriales apropiadas
ofrece una nueva solucién al problema inicialmente planteado. Especificamente, el modelo arroja
recuperacién perfecta para vectores que han sido corrompidos con ruido en un intervalo de 0%
a 80 % y da recuperacion casi-perfecta para vectores que han sido corrompidos con ruido en un
intervalo de 82 % a 100 %. Adem4s, la técnica del enmascaramiento emplea operaciones reticulares

simples y puede utilizar una sola de ambas memorias autoasociativas reticulares.

6.2. Conclusiones especificas

Con la finalidad de puntualizar algunas conclusiones especificas del trabajo de tesis, las pre-

sentamos por capitulos.

s Capitulo 2: la capacidad de recuperacion de vectores binarios ortogonales en la memoria
asociativa lineal (MAL) y la memoria recurrente de Hopfield (MRH) es alta para porcentajes
de ruido de 0% a 35% (ver Figs. 2.1 y 2.3); sin embargo, cuando los vectores binarios
son arbitrarios la memoria no logra establecer la asociacion correcta del vector deseado ain
cuando el vector de entrada no tenga ruido (ver Figs. 2.2 y 2.4). Esto se debe a que los vectores
ejemplares comparten varios pixeles entre si y no cumplen la condicién de ortogonalidad dada
en la Ec. (2.6). Por otro lado, la memoria de Hamming clasificadora (MHC) propuesta por
Lippman tiene un buen desempeno para porcentajes de ruido de 0% a 35% (ver Fig. 2.5),

sin requerir la condicién de ortogonalidad entre vectores ejemplares.

= Capitulo 3: las memorias autoasociativas reticulares minimax W y M son de recuperacién
perfecta para entrada perfecta y son de recuperacion casi-perfecta para ruido erosivo (W) y
dilatativo (M). En el caso de ruido mezclado se utilizé una variante del método de niicleos
basado en la independencia fuerte morfolégica inducida obteniendo un buen desempeno. Esta
variante incrementa el desempeno de la memoria al reactivar el nucleo binario o en tonos
de gris; en el primer caso, utilizando la distancia de Hamming se logra una recuperacién
perfecta para porcentajes de ruido aleatorio del 0% a 35 %, y en el segundo caso, empleando

el error cuadratico medio normalizado se obtiene recuperacién perfecta para porcentajes de
ruido aleatorio del 0% a 75 %.
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s Capitulo 4: se presentd la memoria asociativa morfologica difusa MAMD, introducida por
Sussner, cuyo desempeno en la recuperacion de imagenes binarias contaminadas con ruido
aleatorio menores al 10% es del 89.4% para el conjunto de ejemplares de las vocales y
59.9% para el conjunto de ejemplares del Font E13B, ambos en 100 pruebas. Ademds, se
presentaron algunos ejemplos numéricos e imagenes para explicar el funcionamiento de una
MAMD. Se desarrollé una variante para incrementar la capacidad de recuperacion acoplando
a la MAMD una red de Hamming, mostrando este nuevo modelo un mejor desempeno para
porcentajes de ruido aleatorio por debajo del 20 %. En particular, se obtuvo el 92.2% y el
88.6 % de recuperacién perfecta, respectivamente para las vocales y el Font E13B (mismo

ntmero de pruebas).

s Capitulo 5: se describié la técnica del enmascaramiento del ruido para imagenes binarias
y en tonos de gris, la cual emplea operaciones reticulares simples y puede utilizar una sola
de ambas memorias MARM. Especificamente, las imdgenes binarias hacen uso de la mascara
positiva y negativa, siendo la primera utilizada para porcentajes de ruido menores al 50 %
y la segunda para porcentajes de ruido mayores al 50 % (inversién de la codificacién). Se
us6 como medida del error entre vectores binarios la distancia de Hamming normalizada
(DHN). Se modific6 la técnica del enmascaramiento del ruido en la parte correspondiente
a la determinacion de distancias entre vectores enmascarados y ejemplares. Mediante esta
técnica mejorada, se obtuvieron los porcentajes de recuperacion perfecta promedio elevados
para porcentajes de ruido del 0% al 80 %, mostrando asi un alto desempeno para canti-
dades apreciables de ruido aleatorio. Este comportamiento se observd para dos conjuntos de
imagenes en grises ejemplares, animales y pericos (ver, resp. Figs. 5.8 y 5.9; Figs. 5.11 y 5.12).
También se propuso una extensién para tratar imagenes a color RGB realizando las etapas de
almacenamiento y recuperacién por canal. Esta extension ofrece recuperacion perfecta para
niveles de ruido del 0% a 80 % y recuperacién casi-perfecta segtin el error relativo para nive-
les de ruido del 82 % al 100 %. Tomando en consideracién las ventajas cualitativas listadas en
el segundo pérrafo de la subseccién 5.4.2 (Investigaciones previas) junto con la comparacion
cuantitativa dada en la Tabla 5.3, puede afirmarse que el modelo aqui propuesto supera a
otros modelos de memorias asociativas en el contexto de recuperar imagenes a color cuando
éstas son afectadas por ruido impulsivo. Las dos principales ventajas de nuestro modelo
son su aplicabilidad directa y su capacidad de recuperacién en presencia de niveles altos
de ruido. De los resultados obtenidos confirmamos que este esquema combinado, basado en

las memorias min-W o max-M, resuelve definitivamente el problema de la recuperacién de
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imagenes binarias, en tonos de gris y a colores contaminadas con ruido aleatorio.

La figura 6.1 muestra un diagrama conceptual de los tipos de memorias asociativas tratadas en
esta tesis, su interrelacion y las técnicas de recuperacion empleadas usando MARM. Contribuciones

especificas aparecen senaladas con un asterisco.

Memorias Asociativas (MA)

Lineales (MAL) If No-lineales j

Recurrentes — No-recurrentes (directas)
—>» Hopficld (MRH) F---» Bidireccional (BW)

—— Estado-Cerebral-Encajonado (gBSB)

— Hamming (MHC)

> Orden Parcial (Alfa-Beta)

v

Reticulares Minimax (MARM)

1
1
!
! —> Morfoldgicas Difusas (MAMD)
1
1
1

e [ S MAMD_Hammlng *

Técnicas de recuperacion
en presencia de ruido

* Nucleos

* Reactivacion de nacleos *

¢ Enmascaramiento del ruido

* Enmascaramiento del ruido mejorado *
» Extension a imagenes en color *

Figura 6.1: Memorias asociativas consideradas en esta tesis.
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6.3. Aportaciones y trabajos relacionados

Las aportaciones del autor de este trabajo de tesis abarcan el diseno de ejemplos, diagramas,
esquemas, nuevas ideas y variantes a diversos algoritmos. Estas se presentan a continuacién por

capitulos.

= Capitulo 2: se diseno el conjunto de vectores binarios ejemplares ortogonales utilizados para

ejemplificar el funcionamiento de la memoria asociativa lineal y de la memoria recurrente de
Hopfield (ver Fig. 2.4).

s Capitulo 3: se propuso una modificacién al método de ntcleos basado en la distancia de
Hamming (imdgenes binarias) o basado en el error cuadratico medio normalizado (imagenes
en tonos de gris) para reactivar el nicleo correspondiente a un ejemplar afectado con ruido

y asi incrementar la capacidad de recuperacion perfecta promedio.

» Capitulo 4: se disené un conjunto de ejemplares numéricos (ver Ejemplo 4.3) para ver el
funcionamiento de las memorias autoasociativas morfologicas difusas, asi como un ejemplo
de imagen binaria (ver Figs. 4.3 y 4.4) para esclarecer el proceso de fusificacion. Se reprodujo
el algoritmo propuesto por Sussner y se propuso un nuevo modelo hibrido que acopla una
red de Hamming a una MAMD (ver Algoritmo 5). La base de este capitulo se publicé en la
memoria en extenso — Urcid, G., *Nieves, J. A., Reyes, C., “Enhanced Fuzzy Autoassociative
Morphological Memory for Binary Pattern Recall,” Proceedings 4th IASTED International
Conference on Signal Processing, Pattern Recognition, and Applications, pp. 116-121, 2007.

» Capitulo 5: se desarroll6 una variante a la técnica del enmascaramiento del ruido [63] en el
célculo de distancias entre vectores enmascarados y ejemplares (imdgenes en tonos de gris).
La base de este capitulo se publicé en la memoria en extenso — Urcid, G., *Nieves-V., J. A. et
al. “Robust image retrieval from noisy inputs using lattice associative memories,” Proceedings
of SPIE, Image Processing: Algorithms and Systems VII, Vol. 7245, pp. 724517:1-12, 2009.
Adicionalmente, se realiz6 una extensién de esta técnica para recuperar imédgenes a color

RGB distorsionadas con ruido aleatorio.
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Otros trabajos relacionados con el desarrollo de esta tesis, presentados en Congresos y Semi-

narios, se listan a continuacién:
= Memorias en extenso arbitradas

— Urcid, G., Ritter, G. X, Nieves-V., J. A., “Redundant encoding of patterns in lattice
associative memories,” Proceedings 6th International Conference on Concept Lattices
and Their Applications, LBM, Palacky University, Olomouc, Chzech Republic, pp. 45—
57, 2008.

— Urcid, G., Granados-A., F., Nieves-V., J.A., “H-L-S images of complex special func-
tions” Memorias XLIX Congreso Nacional de Fisica y XIX Reunién Anual de la AMO,
P104:1-9, 2006.

s Memorias en extenso no arbitradas

— Nieves-V. J.A., Urcid-S. G., “Memorias morfoldogicas autoasociativas y enmascaramien-
to de ruido en imdagenes,” Memorias del 9no Encuentro de Investigacion INAOE, ed.
R.S. Murphy-A. et al, pp. 31-34, Noviembre, 2008.

— Nieves-V. J.A., Urcid-S. G., “Enmascaramiento de ruido aleatorio para recuperacion
de imagenes binarias,” Memorias del 8avo Encuentro de Investigacion INAOE, ed. R.S.
Murphy-A. et al, pp. 37-40, Noviembre, 2007.

— Nieves-V. J.A., Urcid-S. G., “Mejoramiento de las memorias autoasociativas morfoldgi-
cas difusas”, Memorias del 7to Encuentro de Investigacion INAOE, ed. R.S. Murphy-A.
et al, pp. 89-92, Noviembre, 2006.

s Seminarios

— Memorias asociativas morfologicas para la recuperacion de imagenes binarias, Semi-
nario del Grupo de Instrumentacion, Noviembre, 2007.

— Redes neuronales minimax y su aplicaciéon al procesamiento digital de imégenes bina-
rias, Seminario del Grupo de Instrumentacion, Abril, 2007.

— Reconocimiento de patrones e imagenes digitales usando memorias asociativas Mor-

fologicas, Seminario del Grupo de Instrumentacidon, Octubre, 2006.
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