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Resumen

La presente tesis trata sobre la solución numérica de ecuaciones en derivadas

parciales mediante funciones de base radial. En la primera parte investigamos

el orden de convergencia en h-c para una ecuación dependiente del tiempo de

tipo convección-difusión en una dimensión. Con base en la función radial multi-

cuádrica, y con un esquema impĺıcito y expĺıcito en la discretización temporal,

observamos una tasa de convergencia exponencial en h-c, en donde el coeficien-

te de la exponencial es reducido conforme incrementamos el número de Péclet.

Adicionalmente, mostramos numéricamente que el valor óptimo del parámetro

c decrece monotónicamente conforme el coeficiente de difusión es reducido.

En general, cuando utilizamos funciones de base radial para resolver ecua-

ciones en derivadas parciales, la matriz resultante es por lo general densa y mal

condicionada. Por lo cual, el uso de métodos directos es aplicable solo a pro-

blemas de moderado tamaño. En la segunda parte de este trabajo abordamos

dicho problema empleando descomposición de dominio con nodos distribuidos

uniformemente. La estrategia propuesta es aplicada a un problema dependiente

del tiempo en 2-dimensiones. Empleando un solo procesador, observamos una

disminución lineal en el tiempo de procesamiento conforme incrementamos el

número de particiones, por lo tanto, el esquema propuesto puede ser aplicado

a problemas de gran escala con cúmulos de computadoras.

El incremento uniforme en la densidad de los nodos induce una disminución

en el error de aproximación; sin embargo, aún con cúmulos de computadoras la

estrategia de refinamiento global de nodos es un método computacionalmente

ineficiente. En problemas en donde existen capas ĺımite, zonas de alto gradiente

o una gran variación espacial en la solución, es conveniente aproximar dichos

problemas con un esquema de refinamiento local de nodos. La idea de refina-

miento local, consiste en densificar el número de nodos en las regiones en donde

se requiere de mayor exactitud. Con base en el error de interpolación local y
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el esquema de celda×celda, se obtiene un método eficiente para el esquema de

refinamiento local con funciones de base radial. Este esquema es probado en

distintas ecuaciones diferenciales parciales en una y dos dimensiones, mostran-

do la efectividad del método propuesto. El esquema desarrollado no requiere

de una malla para el proceso de refinamiento y puede extenderse a tres o más

dimensiones con fronteras complejas.

Finalmente, basándose en el esquema de refinamiento local de nodos (RLN)

y el método de descomposición de dominio (MDD) se desarrolla un algoritmo

que integra ambos métodos numéricos en donde se requiere MDD para dismi-

nuir la complejidad computacional y poder manejar miles de nodos, aśı como el

RLN para aumentar el desempeño computacional. Obteniéndose aśı un méto-

do numérico libre de malla con el cual se pueden abordar problemas de gran

escala. El esquema propuesto es aplicado a problemas particulares mostrando

la efectividad del método.
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6
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3.4.2. Incremento en el Número de Subdominios . . . . . . . . 81

3.4.3. Diferencias Finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4. Refinamiento Local de Nodos 89

4.1. Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2. Métodos Adaptivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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Prefacio

La solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales de fenómenos

f́ısicos complejos, demanda una gran cantidad de recursos computacionales en

términos de procesamiento y almacenamiento en memoria. En las últimas déca-

das ha habido un interés creciente en la investigación de métodos eficientes para

esta clase de problemas en gran escala. La restricción principal de los métodos

tradicionales, como diferencias finitas, volumen finito y elemento finito, es la

generación de la malla. Los métodos libres de malla han emergido como una

alternativa para abordar este clase de problemas.

Las funciones de base radial originalmente han sido utilizadas como una

herramienta efectiva para la interpolación de datos no equiespaciados en IRd,

en la construcción del interpolante no se requiere de una malla. En la década

pasada, a partir de las funciones de base radial se formuló un nuevo esquema

numérico para aproximar ecuaciones en derivadas parciales, el cual está libre

de la principal restricción que es la generación de la malla. Adicionalmente,

para cierto tipo de problemas, numéricamente ha mostrado tener una tasa de

convergencia superior a la de los métodos tradicionales; es decir, una tasa de

convergencia exponencial.

En esta tesis, nos enfocamos en la aplicación de las funciones radiales para

resolver ecuaciones en derivadas parciales con base en el método de colocación

asimétrico. En particular, abordamos numéricamente la determinación de la

tasa de convergencia para un problema de tipo convección-difusión dependien-

te del tiempo, y proponemos un nuevo método computacionalmente eficiente

para problemas con altos gradientes; es decir, se plantea un nuevo esquema

que combina el refinamiento local de nodos y el método de descomposición de

dominio.

La tesis está organizada de la siguiente manera:
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En el caṕıtulo 1 se muestran los fundamentos teóricos de la interpolación

con funciones de base radial.

En el caṕıtulo 2 se describe en detalle el método de colocación asimétrico

para problemas estacionarios y dependientes del tiempo. Se investiga numéri-

camente la influencia del número de Péclet en la tasa de convergencia para una

ecuación diferencial parcial dependiente del tiempo de tipo convección-difusión.

En el caṕıtulo 3 se formula la aplicación del método clásico de Schwarz

a problemas lineales dependientes del tiempo con el esquema de colocación

asimétrico. Se analiza, para una ecuación convectiva, la influencia del número

de subdominios en el tiempo de procesamiento y en la exactitud numérica.

En el caṕıtulo 4 se propone un esquema nuevo para el refinamiento local

de nodos basado en el error de interpolación local. La efectividad del método

se ejemplifica con un problema de tipo convección-difusión temporal y dos

problemas eĺıpticos.

En el caṕıtulo 5 se describe la integración en un solo algoritmo del esquema

de refinamiento local de nodos y el método de descomposición de dominio. El

algoritmo propuesto, es el primer esquema en la literatura que aborda la solu-

ción numérica de ecuaciones en derivadas parciales estacionarias para datos no

equiespaciados en dos dimensiones con descomposición de dominio y adaptivi-

dad local; bajo el esquema de colocación asimétrico. El esquema propuesto es

aplicado a dos problemas con gradientes abruptos, para mostrar la efectividad

del algoritmo propuesto.

Las conclusiones finales son mostradas en el caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 1

Interpolación con Funciones

Radiales

En este caṕıtulo se muestran las bases teóricas del problema de interpolación

multivariada con base en funciones de base radial. Lo anterior nos provee las

bases para abordar el método numérico libre de malla denominado esquema de

colocación asimétrico.

1.1. Introducción

Muchos procesos f́ısicos de importancia práctica como la dispersión de con-

taminantes, terremotos, vientos solares, etc., tienen un común denominador:

la f́ısica del problema puede ser aproximada por una ecuación diferencial par-

cial. La solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales es considerada

como uno de los grandes retos actuales en ciencias computacionales [1]. La si-

mulación numérica requiere de la cooperación interdisciplinaria entre diversos

campos cient́ıficos: computación, matemáticas e ingenieŕıa, lo cual es necesario

para ampliar perceptiblemente nuestra capacidad de reproducir y de predecir

procesos f́ısicos.

Las simulaciones numéricas proporcionan una herramienta alternativa en
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la investigación cient́ıfica, los experimentos costosos e incluso peligrosos, están

siendo substituidos cada vez más por simulaciones en computadora; esto nos

permite examinar procesos que no pueden ser probados experimentalmente. Las

herramientas numéricas son a menudo más útiles que los métodos experimen-

tales tradicionales, en términos de proporcionar información completa de todo

el proceso, la cual que no puede ser medida, observada directamente o es dif́ıcil

de adquirir v́ıa otros medios. El desarrollo de productos nuevos está siendo

acelerado por la eliminación de estos experimentos f́ısicos costosos [2].

La simulación numérica desempeña un papel importante en la comprensión

de los modelos teóricos, ofrece evidencia de la posible validez teórica de nuevos

resultados, y provee un puente entre el modelo experimental y las predicciones

teóricas.

Tradicionalmente, la simulación de fenómenos f́ısicos complejos es realizada

v́ıa métodos numéricos como son: diferencias finitas, volumen finito y elemento

finito. En estos métodos numéricos se requiere de una malla definida en una

región espacial para construir el sistema algebráico de ecuaciones que corres-

ponde a la discretización del problema analizado. La mayor limitación de los

esquemas tradicionales radica en el proceso del mallado [3, 4].

El problema con la creación de mallas radica en que para geometŕıas com-

plejas y especialmente en tres dimensiones hasta la fecha no se ha obtenido un

esquema automático para la creación de la malla, que satisfaga los requerimien-

tos necesarios como son: controlar el ángulo mı́nimo de la malla, anisotrópicos

y recursos computacionales restringidos [5]. Aunado a ello, la mayor dificultad

en el mallado es extender los algoritmos a más dimensiones [6]. Una pregun-

ta que surge de forma natural es: ¿qué tipo de elemento genera el resultado

numérico más exacto?, desafortunadamente no existe una respuesta única, en

general la selección del elemento está en función del problema a resolver. El

lector interesado en una amigable descripción y clasificación de métodos para

la generación de mallas con y sin estructura puede consultar [7, 8]. Una extensa

base de datos de art́ıculos libres acerca de la generación de mallas se encuentra
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en el sitio web de la “International Meshing Roundtable”.

Los métodos libres de malla han emergido en las últimas tres décadas como

una alternativa para la solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales

[9, 10, 11, 12, 13]. El objetivo de esta nueva clase de métodos numéricos es

construir la aproximación del problema analizado mediante un conjunto de no-

dos, en donde no se requiere una relación entre los nodos; es decir, no requieren

de una malla. En problemas con largas deformaciones y distorsiones, los méto-

dos libres de mallas son más apropiados [14]. Para capturar correctamente las

deformaciones es necesario de la remoción e inserción de nodos o elementos,

en los métodos tradicionales es necesario incluir estrategias sofisticadas para

evitar la degeneración en los elementos de la malla.

A partir de la década pasada, se desarrollaron los esquemas numéricos li-

bres de malla basados en las funciones de base radial. Inicialmente, las funciones

de base radial fueron desarrolladas para problemas de interpolación con datos

no equiespaciados en Rd. Cabe resaltar que no se requiere de una malla para

construir el interpolante, y que el problema de interpolación no crece en fun-

ción de la dimensión espacial en donde están definidos los datos, lo cual ha

motivado el desarollo teórico y práctico para utilizar dicho interpolante en la

solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales. Dentro de los esquemas

numéricos basados en funciones de base radial se tienen: método de colocación

asimétrico [15, 16], esquema de colocación simétrico [17], método de solucio-

nes fundamentales [18], esquema de Galerkin [19], método de reciprocidad dual

[20, 21], método de cuadratura diferencial local [22], boundary knot method

[23, 24] y método de interpolación puntual [25].

En esta investigación nos centraremos en el método de colocación asimétri-

co introducido por Kansa para la solución numérica de ecuaciones en derivadas

parciales [15, 16]; esto se debe a su generalidad, su independencia de la dimen-

sión espacial, que no requiere de integrales y que permite el reúso de código.

Adicionalmente, para cierto tipo de funciones, ha mostrado tener una tasa

de convergencia superior a la de los métodos tradicionales; es decir, una ta-
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sa de convergencia exponencial. Por último, se ha aplicado con éxito en una

gran variedad de problemas: transferencia de calor [26], convección-difusión

[27, 28, 29, 30], valor inicial [31], ecuación no lineal de Burger [32], ecuacio-

nes diferenciales eĺıpticas [33], matemáticas financieras [34, 35], modelación de

aguas de poca profundidad [36, 37, 38], campo superficial del viento [39], mo-

delo mixto bifásico y trifásico [40, 41], flujo en cavidades (Navier Stokes) [42].

Por otra parte, con el esquema de colocación asimétrico no se ha demostra-

do la invertibilidad del sistema algebraico de ecuaciones, y presenta un mal

número de condición conforme se incrementa el número de nodos o se incre-

menta el parámetro libre presente en distintas funciones radiales. Para reducir

el mal condicionamiento se han desarrollado distintas estrategias: precondicio-

namiento, descomposición de dominio, parámetro c variable y optimización en

la locación de los nodos. El uso de descomposición de dominio ha mostrado ser

una herramienta efectiva en el manejo de grandes volúmenes de nodos, y en

una disminución en el número de condición [43, 44].

En esta tesis nos enfocamos en la aplicación de las funciones radiales para

resolver ecuaciones en derivadas parciales con base en el esquema de colocación

asimétrico. En particular, abordamos numéricamente la determinación de la

tasa de convergencia para un problema de tipo convección-difusión dependiente

del tiempo, y proponemos un nuevo método computacionalmente eficiente para

problemas con altos gradientes. Planteamos un nuevo esquema que combina el

refinamiento local de nodos y el método de descomposición de dominio.

El par de temas principales que tratamos en la presente investigación no

se han abordado en la literatura. Ambos constituyen un primer esfuerzo en el

entendimiento y desarrollo del método de colocación asimétrico con funciones

radiales para abordar problemas más complejos, con miles de datos no carte-

sianos, aśı como la determinación del orden de convergencia del modelo sim-

plificado (convección-difusión) de las ecuaciones de Navier-Stokes en dinámica

de fluidos.
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1.2. Planteamiento

Dado un conjunto de puntos X = {x1, x2, . . . , xN} con xi ∈ Rd y su corres-

pondientes valores f(x1), f(x2), . . . , f(xN) con f(xi) ∈ R siendo f : Rd → R.

El problema de interpolación multivariada con nodos distribuidos de manera

no unifome está definido como el determinar una función continua o suficien-

temente diferenciable s : Rd → R tal que

s(xi) = f(xi), i = 1, 2, . . . , N. (1.1)

La determinación del interpolante s no es sólo útil para construir superficies

de datos provenientes de mediciones f́ısicas. Es posible que la función f sea muy

costosa de evaluar, en cuyo caso se requiere tener un interpolante que sea menos

costoso de evaluar. Otra aplicación es compresión de datos en donde el tamaño

de los datos originales exceden la capacidad de almacenamiento en disco duro.

En este caso queremos seleccionar un subconjunto de datos de tal forma que

con base al interpolante podamos reconstruir el resto de los valores.

Una manera conveniente para resolver el problema anterior es suponer que

la función s es una combinación lineal de funciones de base radial

s(x) =
N∑

j=1

λjφ (‖x− xj‖) , x ∈ Rd, (1.2)

donde λ = [λ1, . . . , λN ]T es el vector de incógnitas, φ corresponde a la función

radial y ‖ · ‖ denota la norma Euclidiana.

El sistema matricial resultante de (1.2) queda expresado como
φ(‖x1 − x1‖) φ(‖x1 − x2‖) . . . φ(‖x1 − xN‖)

φ(‖x2 − x1‖) φ(‖x2 − x2‖) . . . φ(‖x2 − xN‖)
...

...
. . .

...

φ(‖xN − x1‖) φ(‖xN − x2‖) . . . φ(‖xN − xN‖)




λ1

λ2

...

λN

 =


f(x1)

f(x2)
...

f(xN)

 ,

escribiéndolo en una forma compacta

Aλ = f, (1.3)
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donde Ai,j = {φ(‖xi − xj‖)}1≤i,j≤N en RN×N y f, λ ∈ RN . Para determinar la

solución del sistema lineal de ecuaciones (1.3) requerimos que la matriz A sea

no singular.

Los siguientes teoremas y definiciones, mostrados en este caṕıtulo, están

basados principalmente en un trabajo de Fasshauer [45], unas notas de A. Iske

de la escuela de verano Europea en 2001, y en el único libro a la fecha de

funciones de base radial de Buhmann [46].

La teoŕıa subyacente en la interpolación multivariada con funciones de base

radial puede ser dividida en dos grandes ramas: el enfoque algebraico y el

enfoque Hilbertiano. El primero aborda la determinación de la invertibilidad

del sistema lineal de ecuaciones. El segundo, por otra parte, trata la estimación

de errores (tasa de convergencia) para los distintos núcleos radiales con base en

el espacio nativo asociado. Ambos enfoques son necesarios y complementarios;

dada una función radial determinaremos bajo que condiciones el sistema lineal

de ecuaciones es invertible, y además cual es la tasa de convergencia asociada

a dicha función.

1.2.1. Funciones Positivas Definidas

En esta sección estamos interesados en determinar para que tipo de fun-

ciones radiales el sistema lineal de ecuaciones (1.3) es no singular. Primero

definiremos las condiciones para que el sistema lineal de ecuaciones sea inver-

tible o no singular.

Definición 1. Una matriz real simétrica A es llamada positiva semi-definida

si su asociada forma cuadrática es no negativa

N∑
j=1

N∑
k=1

λjλkAj,k ≥ 0, (1.4)

para λ = [λ1, . . . , λN ]T ∈ RN . Śı el único vector λ que satisface la igualdad en

(1.4) es el vector cero, entonces A es llamada positiva definida.
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Una caracteŕıstica importante de las matrices positivas definidas es que

todos los valores propios son positivos. El determinante de una matriz positiva

definida es positivo y la matriz es invertible o no singular. Śı A en (1.3) es

positiva definida, entonces podemos determinar la solución del sistema lineal

de ecuaciones

λ∗ = A−1f,

donde A−1 representa la inversa de la matriz A. La matriz es generada por la

evaluación de la función radial en los distintos puntos, para establecer el v́ınculo

entre la función radial y el sistema lineal de ecuaciones primero definiremos

cuando una función es (estrictamente) positiva definida y posteriormente radial.

Definición 2. Una función continua φ que toma valores en los reales es positiva

definida en Rd si y sólo si es una función par y es no negativa

N∑
j=1

N∑
k=1

λjλkφ(xj − xk) ≥ 0,

para cualesquiera N distintos puntos x1, . . . , xN ∈ Rd, y λ = [λ1, . . . , λN ]T ∈

RN . La función φ es estrictamente positiva definida en Rd śı el único vector λ

que satisface la igualdad es el vector cero.

En la definición anterior entenderemos por función par a una función tal que

para cualquier x en el dominio de la función f se satisface que f(−x) = f(x).

Adicionalmente, una función f es impar si para cualquier x en el dominio de f

se satisface f(−x) = −f(x).

Definición 3. Una función φ : Rd → R es llamada radial si existe una función

univariada ϕ : [0,∞)→ R, tal que φ(x) = ϕ(r), donde r = ‖x‖ y ‖·‖ es alguna

norma en Rd- usualmente la norma Euclidiana.

La definición anterior de función radial indica que el problema de interpo-

lación con dichas funciones es insensible a la dimensión del espacio d en donde

se encuentren los datos. En lugar de trabajar con una función multivariada φ

cuya complejidad aumenta con la dimensión del espacio, podemos trabajar con
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la misma función univariada ϕ para todas las opciones de d. Esto no sucede con

las funciones radiales de soporte compacto, ver sección 1.2.3. Para definir cuan-

do φ es estrictamente positiva definida, primero definiremos la monotonicidad

completa.

Definición 4. Una función ϕ : [0,∞)→ R que es C[0,∞) ∩C∞(0,∞), y que

satisface

(−1)`ϕ`(r) ≥ 0, r > 0, ` = 0, 1, 2, . . .

es llamada completamente monótona en [0,∞).

Como es usual, C[0,∞) denota a las funciones que son continuas en dicho

intervalo [0,∞). Entenderemos por C∞(0,∞) a las funciones que tienen de-

rivadas de cualquier orden en el abierto (0,∞). El caso C` indica que tiene

derivadas continuas hasta el orden ` ∈ N.

El siguiente teorema de Schoenberg demostrado en 1938 nos indica bajo

que circunstancias el sistema algebraico de ecuaciones es invertible.

Teorema 5. Śı la función ϕ : [0,∞) → R es completamente monótona pero

no constante, entonces ϕ(‖ · ‖2) es estrictamente positiva y radial en Rd para

cualquier d.

Observe que se empleá el cuadrado de la norma, lo cual es diferente a la

definición 3. El teorema anterior nos provee una manera directa para determinar

cuando la matriz A es no singular, a partir de la completa monotonicidad de la

función ϕ. Por lo tanto, las funciones que satisfagan las condiciones del teorema

5 las podemos utilizar para interpolar datos no equiespaciados en Rd.

Ejemplos de funciones completamente monótonas pero no constantes son:

ϕ(r) = (r + c2)−β con c, β > 0 y ϕ(r) = e−cr con c > 0. Con base en dichas

funciones ϕ, el interpolante (1.2) adquiere la forma particular

s(x) =
N∑

j=1

λjφ
(
‖x− xj‖2 + c2

)−β
y s(x) =

N∑
j=1

λje
−c‖x−xj‖2 , x ∈ Rd,

los cuales reciben el nombre de interpolante con la función multicuádrica inversa

e interpolante con la función Gausiana respectivamente.
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1.2.2. Funciones Condicionalmente Positivas Definidas

En el problema de interpolación con funciones radiales existe una clase de

funciones, por ejemplo placa delgada (ver tabla 1.1), que requieren la inclusión

de un polinomio

s(x) =
N∑

j=1

λjφ (‖x− xj‖) +
M∑

k=1

µkpk(x), x ∈ Rd, (1.5)

donde p1, . . . , pM forman una base M =

 d + m− 1

m− 1

 - dimensional en el

espacio lineal πd
m−1 de polinomios de grado total menor o igual a m − 1 en d

variables: p ∈ πd
m−1.

Los coeficientes de la función s en (1.5) son definidos de manera única por

el sistema

s(xi) = f(xi), i = 1, . . . , N
N∑

j=1

λjpk(xj) = 0, k = 1, . . . ,M

 . (1.6)

La determinación de los vectores de incógnitas λ ∈ RN y µ ∈ RM del

problema de interpolación (1.6) se representa de forma matricial como A P

P T 0

 λ

µ

 =

 f

0

 , (1.7)

donde A ∈ RN×N con Ai,j = {φ(‖xi−xj‖)}1≤i,j≤N , f ∈ RN , P ∈ RN×M , 0 es un

vector de ceros de longitud M , y 0 es una matriz de ceros de dimensión M×M .

Por lo tanto, la dimensión de la matriz de interpolación es N + M × N + M .

La representación matricial de P es

P =


p1(x1) . . . pM(x1)

...
...

p1(xN) . . . pM(xN)

 . (1.8)

En analoǵıa a la definición 2, requerimos definir las funciones condicional-

mente positiva definida y estrictamente condicional positiva definida de orden

m.
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Definición 6. Una función continua φ par y que toma valores en los reales es

llamada condicional positiva definida de orden m en Rd śı es no negativa

N∑
j=1

N∑
k=1

λjλkφ(xj − xk) ≥ 0, (1.9)

para cualesquiera N puntos x1, . . . , xn ∈ Rd, y λ = [λ1, . . . , λN ]T ∈ RN satisfa-

ciendo
N∑

j=1

λjq(xj) = 0, ∀ q ∈ πd
m−1. (1.10)

La función φ es llamada estrictamente condicional positiva definida de orden

m en Rd si los x1, . . . , xn ∈ Rd son distintos, y λ 6= 0 implica que (1.9) sea

mayor a cero.

Para determinar la no singularidad de (1.7) primero definimos la unisolven-

cia de un conjunto de puntos en Rd, la cual se debe satisfacer dependiendo del

grado del polinomio.

Definición 7. Sea X = {x1, . . . , xN} ⊂ Rd, y sea p ∈ πd
m−1 cualquier polinomio

a lo más de grado m− 1. El conjunto X es llamado unisolvente si al interpolar

datos con valor de cero el polinomio que los interpola es el polinomio cero

p ∈ πd
m−1 y p(xi) = 0, i = 1, . . . , N =⇒ p ≡ 0.

Por ejemplo, decimos que X es 0-unisolvente para πd
0 si todos los puntos

son distintos, es 1-unisolvente en π2
1 si contiene 3 puntos no colineales, es 2-

unisolvente en π2
2 si contiene 6 puntos que no satisfacen una forma cónica.

En 1986 Michelli [47] proveyó un criterio suficiente para las funciones condi-

cionales positivas de orden m, esto generaliza el resultado de Schoenberg para

las funciones positivas definidas radiales [48, 49]. Adicionalmente, Michelli con-

jetura la necesidad de este criterio. Esto fue finalmente mostrado por K. Guo

et al. [50]. Los siguiente dos teoremas engloban los principales resultados de los

citados trabajos.
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Teorema 8. Sea ϕ ∈ C[0,∞) ∩ C∞(0,∞). La función φ = ϕ(‖ · ‖2) es con-

dicional positiva definida de orden m y radial en Rd para toda d, si y sólo si

(−1)mϕm es completamente monótona en (0,∞).

Teorema 9. Śı ϕ es de la forma del teorema 8 y no un polinomio de grado a

lo más m, entonces φ es estrictamente condicional positiva de orden m y radial

en Rd para toda dimension del espacio d.

A partir de los teoremas 5 y 9, mostramos en la tabla 1.1 una selección de

las funciones de base radial φ(r) más frecuentemente utilizadas en la literatura.

Adicionalmente, indicamos el grado del polinomio requerido en las funciones

condicionales positivas definidas, aśı como el rango de los parámetros adicio-

nales.

Nombre φ(r) Parámetros Polinomio

Multicuádrico (−1)dβ/2e(r2 + c2)β/2 β > 0, β /∈ 2N dβe

Placa Delgada (−1)1+β/2rβ log r β > 0, β ∈ 2N 1 + β/2

Potencias (−1)dβ/2erβ β > 0, β /∈ 2N dβ/2e

Gausiana e−r2c c > 0 0

Inverso Multicuádrico (r2 + c2)−β/2 β > 0, β /∈ 2N 0

Wendland (1− r)β
+ p(r) β > 0 0

Tabla 1.1: Funciones de base radial frecuentemente utilizadas y grado del polinomio.

Existe una gran variedad de métodos con los cuales podemos interpolar da-

tos no equiespaciados en Rd. R. Franke, en un trabajo relevante realizado en la

década de los 80’s [51], comparó 29 métodos de interpolación para datos en dos

dimensiones, determinando experimentalmente que la interpolación con la fun-

ción radial multicuádrica φ(r) = (r2+c2)1/2, sugerida por Hardy [52], generá los

resultados más exactos. Adicionalmente, con la función placa delgada r2 log r

se obtienen resultados similares a los obtenidos con la función multicuádrica,

en términos de calidad visual y suavidad en la reconstrucción, con la ganancia
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de no requerir el ajuste de un parámetro. Este trabajo motivó la investigación

teórica del núcleo multicuádrico para determinar la invertibilidad del sistema,

aśı como su tasa de convergencia. La función radial multicuádrica requiere de

la adición de una constante para garantizar la invertibilidad del sistema lineal

de ecuaciones

s(x) =
N∑

j=1

λj

√
‖x− xj‖2 + c2 + µ1, (1.11)

Michelli [47] demuestra que la interpolación con una función estrictamente

condicional positiva definida de orden uno es posible realizarla sin la inclusión

del polinomio constante.

Teorema 10. Suponga que φ es estrictamente condicional positiva de orden 1

y que φ(0) ≤ 0. Para cualesquiera puntos distintos x1, . . . , xN ∈ Rd la matriz A

con entradas Ai,j = φ(xi − xj) tiene N − 1 eigenvalores positivos y 1 negativo,

y por lo tanto es no singular.

Este resultado generaliza el resultado de Schoenberg para el caso m = 1.

Por lo tanto, en la práctica cuando se trabaja con el núcleo multicuádrico (1.11)

no agregamos la constante, numéricamente se ha observado que esto no afecta

la exactitud en la interpolación.

Es conveniente recordar que el polinomio requerido (m > 0) es necesario

para garantizar la invertibilidad del sistema lineal de ecuaciones. En la tabla 1.1

se incluyó la función de soporte compacto de Wendland, la cual es tratada en la

sección siguiente. Para la función de placa delgada r2 log r en dos dimensiones el

polinomio requerido es bivariado lineal p ∈ π2
1. Usando la notación x = (x, y) ∈

R2, la base de este espacio de polinomios π2
1 es {1, x, y}. El interpolante (1.5)

tiene la forma particular

s(x) =
N∑

j=1

λjr
2
j log(rj) + µ1 + µ2x + µ2y, x ∈ R2,

con las condiciones

N∑
k=1

λk =
N∑

k=1

λkxk =
N∑

k=1

λkyk = 0,
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obteniendo un sistema lineal de ecuaciones de dimensiones N + 3 × N + 3, el

cual es invertible. Para la función radial φ(r) = r4 log r la base del polinomio

requerido es {1, x, y, xy, x2, y2}, y por lo tanto en la construcción de s(x) se

requiere agregar 6 condiciones adicionales.

1.2.3. Funciones Radiales de Soporte Compacto

En esta sección se aborda el tema de funciones radiales de soporte compacto.

El objetivo es mostrar las condiciones para las cuales las funciones son de

soporte compacto, estrictamente positivas definidas y radiales en Rd para una

dimensión del espacio d fijo.

En la literatura existe una diversidad de funciones radiales de soporte com-

pacto [53, 54, 55], centraremos nuestra atención en el trabajo desarrollado por

Wendland el cual presenta la primera famila de funciones radiales de soporte

compacto.

Las funciones radiales de soporte compacto están definidas en el intervalo

[0, 1] fuera de dicho intervalo toman un valor constante cero. Pueden ser es-

caladas para tener un soporte compacto en el intervalor [0, δ] lo cual se logra

substituyendo r por r/δ para δ > 0. El factor de escalamiento δ puede ser cons-

tante o puede ser variable en los distintos centros. La determinación del valor

óptimo δ, con lo cual se obtenga la mayor exactitud numérica, es una pregunta

de investigación actual. El siguiente teorema proporciona las condiciones para

la construcción de la función radial de soporte compacto.

Teorema 11. Las funciones φd,k son estŕıctamente positivas definidas y radia-

les en Rd y son de la forma

φd,k =

 pd,k(r), r ∈ [0, 1],

0, r > 1,

con un polinomio univariado pd,k de grado bd/2c+3k+1. Adicionalmente, φd,k ∈

C2k(R) es única con excepción de un factor constante, y el grado del polinomio

es mı́nimo con respecto de la dimensión del espacio d y diferenciabilidad 2k.
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Las funciones de soporte compacto de Wendland se pueden escribir de forma

compacta

Φd,k = (1− r)`
+p(r), para k ≥ 0,

donde ` = bd/2c+ k + 1 denota exponenciación, (·)+ es la llamada función de

corte determinada por: (x)+ = x, para x > 0, y (x)+ = 0, para x ≤ 0. p(r)

es un polinomio, 2k corresponde al grado de diferenciabilidad de la función,

r = ‖x− xj‖ con x, xj ∈ Rd.

Fijando una dimensión del espacio d (impar) se tiene una familia de fun-

ciones radiales de soporte compacto con dintintos grados de diferenciabilidad,

por ejemplo para d = 1, 3 se obtiene

d = 1 φ1,0(r) = (1− r)+ C0

φ1,1(r) = (1− r)3
+ (3r − r) C2

φ1,2(r) = (1− r)5
+ (8r3 + 5r + 1) C4

...

d = 3 φ3,0(r) = (1− r)2
+ C0

φ3,1(r) = (1− r)4
+ (4r − r) C2

φ3,2(r) = (1− r)6
+ (35r2 + 18r + 3) C4

...

El interpolante con las funciones de soporte compacto de Wendland queda

definido como

s(x) =
N∑

j=1

λjφd,k (‖x− xj‖) . (1.12)

En las secciones anteriores se abordaron las funciones radiales de soporte

global que generan un sistema algebraico denso, las funciones de soporte com-

pacto generan un sistema esparcido de ecuaciones que puede ser resuelto de

manera eficiente. Sin embargo, el factor de escalamiento δ degrada la exactitud

en la interpolación.



1.3 Espacios Nativos 15

1.3. Espacios Nativos

En esta sección definiremos el espacio nativo para las funciones estrictamen-

te positivas definidas. En particular, asumiremos que contamos con un núcleo

K y mostraremos la construcción del núcleo reproductor en espacios de Hilbert

HK tal que K es el núcleo reproductor en H.

Hacemos notar que todo espacio vectorial V está definido sobre un campo

K. Cuando el campo K es el conjunto de los números reales IR se dice que V

es un espacio vectorial real. Si K es el conjunto de los números complejos C

diremos que V es un espacio vectorial complejo [56].

El producto interior en un espacio vectorial real V es una función que asocia

a cada par elementos en V un número real. Es decir, es una función de la forma

< ·, · >: V × V → R de manera que se verifican las siguientes propiedades:

a) < x, y >=< y, x >

b) < x + y, z >=< x, z > + < y, z >

c) < αx, y >= α < x, y >

d) < x, x >≥ 0

e) < x, x >= 0 solamente cuando x = 0,

para todo x, y, z ∈ V y α ∈ R.

Un espacio vectorial V cuando está provisto de un producto interior se

denomina espacio vectorial con producto interior o preHilbert y se simboliza

(V, < ·, · >). Una consecuencia importante es que todo espacio con producto

interior puede normarse [57]

‖x‖ =< x, x >1/2, x ∈ V,

por lo tanto, (V, < ·, · >) también puede ser considerado como espacio normado

con la norma natural inducida por el producto interior.

Un espacio métrico en donde cualquier sucesión de Cauchy converge es lla-

mado completo [58]. Cuando el espacio normado es completo, se dice que es un
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espacio de Hilbert, los parientes más próximos a los espacios eucĺıdeos, y lo de-

notaremos con la letra H. El producto interno en dicho espacio lo denotaremos

como < ·, · >H.

A partir del espacio de Hilbert definiremos el núcleo reproductor K asociado

a H:

Definición 12. Sea H un espacio vectorial real de Hilbert de las funciones con-

tinuas f : Ω→ R. Una función K : Ω× Ω→ R es llamada núcleo reproductor

para H śı

1. K(x, ·) ∈ H ∀x ∈ Ω,

2. f(x) =< f, K(·, x) >H ∀f ∈ H y ∀x ∈ Ω.

El núcleo reproductor K de un espacio de Hilbert es único y se satisface:

K(x, y) = K(y, x), K(x, y) =< K(x, ·), K(·, y) > para todo x, y ∈ Ω. Adicio-

nalmente, la convergencia es un espacio de Hilbert normado implica convergen-

cia puntual. La propiedad 2 es llamada propiedad reproductora (Aronszajn).

La existencia del núcleo reproductor es equivalente a que para toda f ∈ H la

evaluación puntual de f denotada por δxf := f(x) está acotada por funcionales

lineales, es decir, śı existe M = ‖Kx‖H tal que

|δxf | = | < f, K(·, x) > | = | < f, Kx > | ≤M‖f‖H ,

donde ‖ · ‖H denota la norma en el espacio de funciones de Hilbert. En los

siguientes párrafos se muestra la construcción del espacio nativo para las fun-

ciones estrictamente positivas definidas.

De la definición de núcleo reproductor se deduce que H contiene todas las

funciones de la forma
N∑

j=1

cjK(xj, ·), xj ∈ Ω. (1.13)

Sea f una función en H, entonces el producto interior es la expresión

< f, f >H=
N∑

j=1

N∑
k=1

cjckK(xj, xk).
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Por lo tanto, definimos a HK(Ω) como el espacio lineal generado por todas

las funciones de la forma (1.13)

HK(Ω) = gen{K(·, y) : y ∈ Ω},

el cual tiene una forma bilineal asociada. Sea s y u cualquier función en HK(Ω)

s =
N∑

j=1

cjK(xj, ·), u =
N∑

k=1

dkK(yk, ·),

la forma bilineal satisface

< s, u >K=< u, s >K , < s, u >K=
N∑

j=1

N∑
k=1

cjdkK(xj, yk).

A partir de los resultados anteriores, ahora podemos enunciar el siguiente

resultado:

Teorema 13. Sea Ω ⊂ Rd un abierto y acotado. Si K : Ω × Ω → R es un

núcleo simétrico y estrictamente positivo definido, entonces la forma bilineal

< ·, · >K define un producto interior en HK(Ω). Adicionalmente, HK(Ω) es un

espacio preHilbertiano que tiene como núcleo reproductor a K.

Finalmente, el espacio nativo NK(Ω) de K lo definiremos como la completez

de HK(Ω) con respecto de la K−norma ‖ · ‖K de donde ‖f‖K = ‖f‖NK(Ω)

para toda función f ∈ HK(Ω). El teorema 13 se puede generalizar para el

espacio nativo de las funciones (radiales condicional) positivas definidas, dicha

construcción se sale del ámbito de esta tesis y por ello no lo incluimos, ver

[59, 60].

Ahora, determinaremos el espacio nativo, estudiado por Madych & Nelson,

para las funciones estrictamente positivas definidas para el caso especial Ω = Rd

y a φ de la forma φ(x− y) = K(x, y), dicha caracterización del espacio nativo

está expresada en términos de la transformada de Fourier.

Teorema 14. Suponga que φ ∈ C(Rd) ∩ L1(Rd) es una función que toma

valores en los reales estrictamente positiva definida. Definimos

Hφ(Rd) = {f ∈ L2(Rd) ∩ C(Rd) :
f̂√
φ̂

∈ L2(Rd)},
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y este espacio está equipado con la forma bilineal

< f, g >Hφ(Rd)=
1√

(2π)d
<

f̂√
φ̂

,
ĝ√
φ̂

>L2(Rd)=
1√

(2π)d

∫
Rd

f̂(ω)ĝ(ω)

φ̂(ω)
dω.

Hφ(Rd) es un espacio de Hilbert real con producto interno < ·, · >Hφ(Rd) y

núcleo reproductor φ(· − ·). Hφ(Rd) = Nφ(Rd) es el espacio nativo de φ con la

norma canónica inducida por el producto interior.

En el teorema anterior, f̂(ω) denota la transformada de fourier de f ∈

L1(Rd), la barra superior en ĝ(ω) denota la conjugación compleja. Adicional-

mente, el espacio de las funciones integrables requeridos son:

Lp(Rd) = {f : Rd → C |
∫

Rd

|f(x)|p dx <∞},

con p = {1, 2}. Si f(x) ∈ L1(Rd), entonces la funcion f(x) es absolutamente

integrable, si f(x) ∈ L2(Rd), entonces f(x) es cuadrado integrable. En ambos

casos la integral es finita.

El objetivo de esta sección fue la construcción del espacio nativo con base

en la teoŕıa de núcleos reproductores en el espacio de Hilbert. Esto es requerido

posteriormente para poder definir la convergencia del interpolante.

1.3.1. Convergencia

Como es usual en el estudio de los métodos de aproximación, uno de los

temas centrales es el análisis de convergencia. En esta sección determinaremos la

estimación del error de aproximación para las funciones radiales estrictamente

(condicional) positivas definidas.

En lo subsecuente es conveniente trabajar con la representación de Lagrange

para el interpolante s, propuesta por Wu & Schaback [61]. Asumiendo que φ

es estrictamente positiva definida, la forma cardinal del interpolante es

s(x) =
N∑

j=1

f(xj)v
∗
j (x), x ∈ Rd, (1.14)
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donde las funciones base de Lagrange u∗1(x), . . . , u∗N(x) satisfacen

v∗j (xk) =


1 j = k

1 ≤ j, k ≤ N,

0 j 6= k

y se cumple la condición de interpolación s(xi) = f(xi) para i = 1, . . . , N .

Dado un x fijo en Rd el vector v∗(x) = [v∗1(x), . . . , v∗N(x)]T es la solución

única del sistema lineal

Av∗(x) = b(x),

donde Ai,j = {φ(‖xi − xj‖)}1≤i,j≤N y b(x) = [φ(‖x − x1‖), . . . , φ(‖x − xN‖)]T .

La extensión a funciones condicional positivas definidas de orden m se describe

en el trabajo citado.

El otro elemento que requerimos para determinar la cota de error entre el

interpolante y los datos es la llamada función potencia. Para ello consideremos

que φ ∈ C(Ω× Ω) con Ω ⊂ Rd, y para cualquier conjunto de puntos distintos

X = {x1, . . . , xN} contenidos en Ω, y para cualquier vector v ∈ RN , definimos

la forma cuadrática

Q(v) = φ(x, x)− 2
N∑

j=1

vjφ(x, xj) +
N∑

i=1

N∑
j=1

vivjφ(xi, xj),

la cual es equivalente a la norma inducida por el producto interno en el espacio

nativo Nφ(Ω)

Q(v) = ‖φ(·, x)−
N∑

j=1

vjφ(·, xj)‖2Nφ(Ω).

Ahora podemos definir la función potencia como:

Definición 15. Asuma que Ω ⊆ Rd y φ ∈ C(Ω × Ω) es una función es-

trictamente postiva definida en Rd. Para cualesquiera puntos distintos X =

{x1, . . . , xN} ⊆ Ω la función potencia está definida por

[Pφ,X(x)]2 = Q(v∗(x)),

donde v∗ es el vector de funciones cardinales.
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La cota de error genérica entre el interpolante y los datos de la función

está definida en términos del siguiente resultado.

Teorema 16. Sea Ω ⊂ Rd, φ ∈ C(Ω × Ω) una función estrictamente positiva

definida en Rd, y suponga que el conjunto de puntos X = {x1, . . . , xN} son todos

distintos. Denotando el interpolante s(x) para f ∈ Nφ(Ω) en X, entonces para

cualquier x ∈ Ω

|f(x)− s(x)| ≤ Pφ,X(x)‖f‖Nφ(Ω). (1.15)

Un beneficio de este tipo de cota radica en que el error de interpolación

está dividido en dos partes: a) la suavidad de los datos medidos en términos del

espacio nativo normado ‖f‖Nφ(Ω), esto es independiente de la distribución de los

centros, b) la contribución de la función φ seleccionada y de la distribución de

los datos, lo cual está contenido en la función potencia la cual es independiente

de los valores de f .

La cota de error encontrada es análoga a la estimación del error en la in-

terpolación polinomial [62]

|f(x)− If(x)| ≤ P(x) max
x∈I
|fn(x)|,

en donde la función Pφ,X(x) ' P(x) es de la forma

P(x) =
1

n!

n∏
j=1

|x− xj|.

El acotamiento del residual e = |f(x) − s(x)| está en función de la dis-

tribución de los nodos X, la función radial φ y la función a interpolar f .

Para medir la distribución en los nodos distribuidos de manera no uniforme

X = {x1, . . . , xN}, requerimos de la llamada distancia de relleno (fill distance),

la cual está definida por

h = hX,Ω = sup
x∈Ω

mı́n
xi∈X
‖x− xi‖2,

la cual mide la manera cómo los datos llenan el dominio, que corresponde a

la distancia máxima de cualquier punto del dominio a su punto de referencia
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más cercano. También conocida como el ćırculo contenido en X con el menor

radio entre dos puntos cualesquiera. El siguiente paso es refinar la cota de error

(1.15) para determinar como influye la distribución de los nodos X en términos

de la distancia de relleno.

Teorema 17. Suponga que Ω ⊂ Rd es abierto y acotado y satisface la condición

de cono interior. Suponga que φ ∈ C2k(Ω × Ω) es simétrica y estrictamente

condicional positiva definida de orden m en Rd. Denotando por s al interpolante

de f ∈ Nφ(Ω) satisfaciendo (m−1)-unisolvente en X. Para un valor fijo α ∈ Nd
0

con |α| ≤ k. Entonces existe una constante positiva h0 y ~ (independiente de

x, f y φ) tal que

|Dαf(x)−Dαs(x)| ≤ ~ · ~φ(x)1/2h
k−|α|
X,φ |f |Nφ(Ω),

donde hX,Ω ≤ h0 y Dα denota la derivada generalizada de orden α.

El teorema anterior es genérico, debido a que no toma en cuenta expĺıcita-

mente la función φ usada en la interpolación. Dependiendo de la función radial

φ, y bajo los supuestos anteriores es posible obtener una estimación del orden

de convergencia en términos de la distancia de relleno (fill distance) y la función

radial seleccionada.

Aplicando el teorema 17 a las funciones tales como: multicuádrico, inverso

multicuádrico y Gausiana, se obtiene una tasa de convergencia arbitrariamente

alta. Es decir, para todo ` ∈ N y |α| ≤ ` tenemos

|Dαf(x)−Dαs(x)| ≤ ~` · h`−|α||f |Nφ(Ω).

Uno de los objetivos es definir la dependencia de la constante ~` para poder

dar una cota de error más refinada que la mostrada en el teorema 17. En la

tabla 1.2 mostramos la cota de error final de varias funciones radiales φ.

En la tabla 1.2 el valor de δ es positivo y es independiente del valor de la

distancia de relleno h (fill distance). Como se observa en dicha tabla, para las

funciones (inverso) multicuádrico y Gausiana se tiene un orden de convergencia
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Nombre φ(r) L∞ Cota de la función Pφ,X

Multicuádrico (−1)dβ/2e(r2 + c2)β/2 e−δ/h

Gausiana e−r2c e−δ/h2

Placa Delgada (−1)1+β/2rβ log r hβ/2

Potencias (−1)dβ/2erβ hβ/2

Wendland (1− |r|)β
+ (1 + 4r) h3/2

Tabla 1.2: L∞ Cotas de la función Pφ,X basados en el interpolante en la forma de Lagrange.

exponencial el cual es muy superior al orden de convergencia algebraico del resto

de las funciones mostradas. La determinación de este orden de convergencia fue

realizada por Madych & Nelson [63], el cual puede expresarse como O(λ1/h)

con 0 < λ < 1. Para la función Gausiana, Wendland [64] refinó la cota a

O(λ
√

1/h). El orden de convergencia exponencial es la razón por lo cual en el

estudio numérico realizado por Franke a principios de los 80’s, concluye que

con base al núcleo multicuádrico se obtiene la mayor exactitud numérica. Este

resultado fue previo a la demostración de convergencia exponencial realizada

por Madych & Nelson. Las funciones multicuádrica y Gausiana comparten

el mismo orden de convergencia exponencial, sin embargo en la práctica se

selecciona el núcleo multicuádrico debido a que la selección del parámetro es

menos sensible. Adicionalmente, Madych [65] estimó una cota de error que

incorpora el parámetro c para el núcleo multicuádrico

O(eacλc/h), (1.16)

con a > 0 y 0 < λ < 1. La implicación de este orden de convergencia es que

existen dos maneras de reducir el error en la aproximación; manteniendo fijo c e

incrementando el número de nodos para reducir h, o manteniendo fijo h e incre-

mentar el parámetro c. Por lo tanto, es posible utilizar un esquema h− c para

reducir el error en la aproximación. La diferencia entre disminuir h o aumentar

c radica en que al incrementar el número de nodos de manera uniforme se ob-
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tiene un sistema de ecuaciones cada vez más grande y el costo computacional

se incrementa considerablemente; con el incremento de c no sucede esto. Sin

embargo, el precio que hay que pagar es usualmente el mal condicionamiento

del sistema lineal de ecuaciones (1.3). Existe una dicotomı́a: conforme el error

en la aproximación disminuye se incrementa el número de condición, śı uno

busca un algoritmo estable se obtiene un error en la aproximación comparati-

vamente mayor. Esto es conocido como principio de incertidumbre [66]. En el

apéndice A se describe el número de condición. La selección del valor óptimo

c de tal forma que se obtenga la mayor exactitud numérica en la interpolación

es una pregunta de investigación abierta y de gran interés.

1.3.2. Ejemplo de Espacio Nativo

En esta sección mostraremos que la selección de la función φ puede ser vista

como el núcleo reproductor del espacio nativo asociado. En particular para el

espacio nativo (Beppo-Levi) de los splines poliarmónicos.

En el trabajo pionero de Duchon, el interpolante (función radial) está de-

terminado a partir del espacio nativo ya construido [67, 68, 69]. La teoŕıa para

construir el espacio nativo a partir de la función radial fue desarrollada pos-

teriormente, donde los autores principales son Madych & Nelson [70, 71] y R.

Schaback [59, 60]. Observe que en el teorema 14 se construye el espacio nativo

a partir de la función seleccionada.

Para poder describir, a grandes rasgos, el resultado de Duchon, primero

definiremos la clase de funciones llamados splines poliarmónicos, los cuales

están definidos como

φ(r) =

 r2k−d log r si d es par

r2k−d si d es impar
, (1.17)

donde k debe satisfacer 2k > d. Seleccionando d = k = 2 obtenemos la fun-

ción radial placa delgada en dos dimensiones φ(r) = r2 log r, el análogo al

spline cúbico en una dimensión, y corresponde a la solución fundamental de la
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ecuación biarmónica

∆∆φ(‖x‖) = cδx.

Dado un conjunto de puntos diferentes en R2 y no colineales, el interpolante

de placa delgada es una función que minimiza la enerǵıa de deflexión de una

placa en dos dimensiones. Esta enerǵıa de deflexión está definida como

I(u) =

∫
R2

(
∂2u

∂x2
)2 + 2(

∂2u

∂x∂y
)2 + (

∂2u

∂y2
)2dxy, (1.18)

cuyo núcleo es el polinomio lineal en dos dimensiones, la selección de u = u(x, y)

está definida en el espacio Beppo-Levi

BL2(R2) =

{
u ∈ C(R2) :

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
∈ L2(R2)

}
,

satisfaciendo que u pase por los puntos a interpolar

s(xi) = f(xi), i = 1, 2, . . . , n.

La solución del problema anterior es la función placa delgada en dos dimensio-

nes más el polinomio lineal

r2 log r + a0 + a1ξ1 + a2ξ2.

De manera similar a lo anterior, el interpolante s formado con las funciones

radiales del tipo splines poliarmónicos -con el respectivo polinomio- minimiza

la siguiente función de enerǵıa

|u|2BLk(Rd) =

∫
Rd

∑
|α|=k

 k

α

 (Dαu)2dx,

 k

α

 =
k!

α1! · · ·αd!
, (1.19)

donde la selección de la función u está en el espacio Beppo-Levi

BLk(Rd) =
{
u ∈ C(Rd) : Dαu ∈ L2(Rd)∀ |α| = k

}
⊂ C(Rd),

satisfaciendo que pase el interpolante buscado en los puntos a interpolar u|X =

s|X . El espacio Beppo-Levi BLk(Rd) está equipado con la semi-norma |·|BLk(Rd)

que tiene como espacio nulo a los polinomios P d
k .
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1.4. Parámetro c

El parámetro c requerido en las funciones radiales (inverso) multicuádrico

y Gausiana, está en función del número de puntos N , su distribución espacial

X, la función radial φ, y la función f a interpolar. En la literatura se han

propuesto distintos enfoques para seleccionar c, principalmente para el núcleo

multicuádrico y datos en dos dimensiones. Hardy utiliza c = 0.815d donde

d = (1/N)
∑N

i=1 di y di es la distancia entre el i-ésimo punto y el vecino más

cercano [52]. Franke reemplaza d por D/N donde D es el diámetro del ćırculo

mı́nimo conteniendo todos los datos y emplea c = 1.25D/
√

N [51]. Rippa

propone un algoritmo, basado en las ideas del método de validación cruzada

utilizado ampliamente en estad́ıstica, para seleccionar el parámetro c en las

funciones (inverso) multicuádrico y Gausiana, una revisión de otros esquemas

iterativos para determinar c se encuentra en el trabajo de Rippa [72].

En el contexto de la solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales,

Kansa et al. sugiere que el parámetro c dependa de la locación de los nodos

c2
i = a2

(
b2

a2

) i−1
N−1

,

donde i corresponde al ı́ndice del punto en la construcción de φ(‖xi, ·‖), y

a2, b2 son proporcionados por el usuario, b > a [73]. Hon et al. también hace

dependiente la c en función de la posición de los nodos

cj = Mj + b, j = 1, . . . , N,

donde M y b son seleccionados por el usuario [32]. Ling et al. utiliza c2 = 1/N

en unión con el método de descomposición de dominio [74]. Cheng et al. con

base en un problema eĺıptico, observa numéricamente que el error residual to-

mado en una muestra de los datos, se puede utilizar como un indicador de

error para optimizar la selección de c. Adicionalmente, determinan numérica-

mente un orden de convergencia exponencial ∼ O(λ
√

c/h) en h − c, con nodos

distribuidos uniformemente en dos dimensiones empleando la función multi-
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cuádrica inversa [75]. El enfoque de emplear el error residual para seleccionar

c fue posteriormente aplicado a problemas dependientes del tiempo [30].

El parámetro c juega un papel determinante en la aproximación para pro-

blemas de interpolación, aśı como en la solución numérica de ecuaciones dife-

renciales ordinarias y ecuaciones en derivadas parciales. El siguiente caṕıtulo

tiene como uno de sus objetivos el determinar numéricamente el orden de con-

vergencia exponencial, con la función multicuádrica, para una ecuación diferen-

cial parcial del tipo convección-difusión, con base en el esquema de colocación

asimétrico.

1.5. Miscelanea

Para valores grandes de N , la memoria y el tiempo requeridos para construir

y resolver el sistema lineal de ecuaciones representan un cuello de botella. La

solución directa del sistema lineal de ecuaciones tiene una complejidad compu-

tacional O(N3) en tiempo y O(N2) en espacio. El costo de evaluar N puntos en

el interpolante tiene una complejidad O(N2). En la solución del sistema lineal

mediante métodos iterativos se requiere de una multiplicación matriz-vector

Aλ con un costo O(N2) en tiempo.

Para reducir el costo de la multiplicación matriz-vector, cercano a O(N log N),

se han desarrollado distintos esquemas con base en el método de multipolos

rápidos. El principal autor en esta ĺınea es Beatson y junto con sus colaborado-

res han reportado los siguientes trabajos: para la función placa delgada en dos

dimensiones [76], multicuádrico para datos en Rd [77], splines poliarmónicos en

R`, ` = 2, 3, 4 [78, 79, 80]. En aplicaciones prácticas se tiene un distribución

no equiespaciada de mediciones y lo que se requiere es interpolar a una super-

ficie en una rejilla equiespaciada con m datos siendo m � N . El reducir el

costo de la evaluación en los m nodos a un orden cercano a O(m log N) tiene

un gran impacto en el tiempo requerido y hace factible la interpolación para

grandes volúmenes de datos. Sin embargo, todav́ıa tenemos el problema de re-
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solver el sistema de ecuaciones que es por lo general mal condicionado. Para

reducir el mal número de condición el sistema debe ser precondicionado, y por

consecuencia esto incrementará el desempeño computacional en los métodos

iterativos [81].

La solución iterativa, basada en métodos de Krylov, ha sido abordada con

base en precondicionadores usando funciones cardinales en un subconjunto de

puntos de interpolación. Una revisión de los métodos de Krylov para la interpo-

lación con funciones radiales se encuentra en el trabajo de Faul & Powell [82], el

interés práctico de este esquema radica en que el número de iteraciones requeri-

das para converger es del orden de decenas. Varias maneras en la construcción

de las funciones cardinales se han propuesto: selección de un subconjunto de

puntos cercanos para cada nodo, una combinación de puntos cercanos y lejanos,

y relajando la condición de la delta de Dirac mediante funciones cardinales con

un decrecimento cúbico [83, 84, 85]. La combinación de los métodos anteriores

es requerida para abordar problemas con millones de datos.
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Caṕıtulo 2

Esquema de Colocación

Asimétrico

En este caṕıtulo se describe en detalle el método de colocación asimétri-

co aplicado a ecuaciones en derivadas parciales estacionarias y dependientes

del tiempo. Por medio de una ecuación de tipo convección-difusión analizamos

numéricamente la tasa de convergencia del esquema propuesto a partir de la

función radial multicuádrica. La influencia del número de Péclet en la tasa de

convergencia es estudiada para valores de Péclet moderados encontrándose que

su comportamiento es exponencial. Se observó, además, que el incremento en

el número de Péclet produce una reducción en el coeficiente que determina

el orden de convergencia exponencial; ambos resultados fueron determinados

para un esquema impĺıcito y expĺıcito. En esta investigación, numéricamen-

te se muestra que el valor óptimo del parámetro c decrece monotónicamente

conforme el coeficiente difusivo es reducido.

2.1. Esquemas de Colocación

En esta sección se describe el método de colocación asimétrico (MCA) y el

esquema de colocación simétrico (MCS). El objetivo es mostrar que a pesar de
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que con el MCS se garantiza la no singularidad del sistema algebraico, en la

práctica es preferible el uso del método de colocación asimétrico. En la siguiente

sección se expone en detalle el esquema de colocación asimétrico.

2.1.1. Colocación Asimétrica

En 1990 E. J. Kansa [15, 16] propone un nuevo esquema numérico pa-

ra aproximar la solución de ecuaciones en derivadas parciales. Este método

está basado en la teoŕıa de interpolación con funciones de base radial, donde

la idea principal radica en que el interpolante con funciones radiales nos per-

mite aproximar las derivadas parciales. Con fines de claridad, se muestra este

esquema de colocación aplicado a un problema estacionario lineal.

Considere el siguiente problema de valor en la frontera Lu(x) = f(x)

u(x) = g(x)
,

x ∈ Ω ⊂ Rd

x ∈ ∂Ω
, (2.1)

donde ∂Ω denota la frontera del dominio Ω y L es un operador diferencial li-

neal. Las funciones f, g : Rd → R se asume que son conocidas. En los esquemas

de colocación simétrico y asimétrico se considera que el dominio Ω es discre-

tizado mediante N distintos nodos de colocación, los cuales son divididos en

nodos pertenecientes a la frontera Xf = {x1, . . . , xNf
} ∈ ∂Ω y los nodos que

conforman el domino Ω del problema analizado XI = {xNf+1, . . . , xN}, donde

NI = N −Nf . En la figura 2.1 se muestra dicha distribución de los nodos.

En general no es posible determinar la solución anaĺıtica de ecuaciones en

derivadas parciales, es por ello la necesidad de aproximar numéricamente la

solución exacta u(x) de la ecuación diferencial parcial (2.1). Para determinar la

solución aproximada ũ(x) hacemos uso del interpolante radial (ver sección 1.2),

donde ũ(x) puede ser representada como una combinación lineal de funciones

radiales

ũ(x) =
N∑

j=1

λjφ(‖x− xj‖), x ∈ Rd, (2.2)
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Figura 2.1: Distribución de los nodos en Ω y sobre la frontera ∂Ω.

donde φ es una función radial, ‖ · ‖ es la distancia Euclidiana entre el par

de vectores x,xj ∈ Rd y λ = [λ1, . . . , λN ]T es el vector de coeficientes a ser

determinado. Substituyendo la aproximación radial ũ(x) en el problema (2.1)

se obtiene
Lũ(xi) =

N∑
j=1

λjLφ (‖xi − xj‖) = f(xi), xi ∈ NI ,

ũ(xi) =
N∑

j=1

λjφ (‖xi − xj‖) = g(xi), xi ∈ Nf .

Escribiendo de una forma matricial el sistema anterior LΦ

Φ

[
λ

]
=

 f

g

 , (2.3)

obtenemos finalmente un sistema lineal de ecuaciones de N×N cuya incógnita

es el vector λ ∈ Rd a ser determinado. El método descrito es llamado colocación

asimétrica debido a la asimetŕıa de la matriz resultante en la discretización

[LΦ Φ]T . La solución del sistema anterior se puede expresar como

λ =

 LΦ

Φ

−1  f

g

 .

Con base en la solución obtenida λ podemos reconstruir la solución aproxi-

mada ũ(x) mediante (2.2) de manera puntual en todo el dominio Ω. La facilidad
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de codificación hacen de este método muy atractivo, debido a que el código pro-

gramado para problemas en una dimensión se puede reutilizar en problemas de

dimensiones superiores.

Para las funciones estrictamente positivas definidas o estrictamente condi-

cional positivas definidas de orden m, sabemos que el sistema algebraico es no

singular, ver teoremas 5 y 9. Por otra parte, la no singularidad del sistema li-

neal de ecuaciones (2.3) es un problema abierto y constituye uno de los mayores

retos actuales.

2.1.2. Colocación Simétrica

En 1975 R. Hardy menciona la posibilidad de utilizar el núcleo multicuádri-

co en la interpolación de Hermite. Este problema fue desarrollado en 1992 por

Wu [86] para la interpolación Hermite-Birkhoff con datos no equiespaciados en

Rd. La aplicación en la solución numérica de ecuaciones en derivadas es mos-

trada en [17], en este enfoque se considera que la solución aproximada ũ(x) del

problema (2.1) puede ser expresada como

ũ(x) =

Nf∑
j=1

λjφ(‖x− xj‖) +
N∑

j=Nf+1

λjLφ(‖x− xj‖), (2.4)

donde L denota la aplicación del operador lineal diferencial sobre el segundo

argumento en la función φ(·). Cuando se omite la barra superior en L, el ope-

rador es aplicado con base en el primer argumento en φ(·). Substituyendo (2.4)

en el problema (2.1) se obtiene

ũ(xi) =

Nf∑
j=1

λjφ(‖xi − xj‖) +
N∑

j=Nf+1

λjL[φ(‖xi − xj‖) = g(xi), xi ∈ Nf ,

Lũ(xi) =

Nf∑
j=1

λjLφ(‖xi − xj‖) +
N∑

j=Nf+1

λjL[Lφ(‖xi − xj‖)] = f(xi), xi ∈ NI .

Escribiendo de una forma matricial el sistema anterior obtenemos finalmente
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el sistema lineal de ecuaciones cuya incógnita es el vector λ ∈ Rd

 Φ LΦ

LΦ L[LΦ]

[
λ

]
=

 g

f

 . (2.5)

El sistema resultante es de la misma dimensión que lo obtenido con el

método de colocación asimétrico. Este método es llamado colocación simétrica

debido a la simetŕıa en la matriz (2.5), excepto quizás por un signo diferente en

LΦ con respecto de LΦ. La matriz obtenida es del mismo tipo que la obtenida

con la interpolación de Hermite y por lo tanto el sistema es no singular.

Comparando el método de colocación simétrico y asimétrico en [87] mues-

tran que el método de colocación simétrica es ligeramente superior al método de

colocación asimétrico, para una ecuación de tipo Poisson en dos dimensiones.

Adicionalmente, el número de condición en el MCS es por lo general menor al

número condición obtenido con el MCA. Resaltan el hecho de que con el MCA

se requieren menos derivadas y es más sencillo de implementar en comparación

con el MCS. Posteriormente, con base en el núcleo multicuádrico y analizando 5

casos de prueba para una misma ecuación de Poisson [88], muestran que para el

primer caso analizado el MCS supera en dos órdenes de magnitud al MCA, esto

se debe a que el condicionamiento del MCS es mejor y permite ampliar el rango

del parámetro c con lo cual se obtiene una mejor aproximación. Adicionalmen-

te, con base en la integración de contorno Padé [89], concluyen que para los

5 casos analizados, cerca del óptimo existe poca diferencia entre ambos méto-

dos de colocación. Recientemente, una comparación para una ecuación de tipo

convección-difusión dependiente del tiempo muestra que el esquema simétrico

es ligeramente superior al esquema asimétrico [30].

En la pŕactica, hasta donde tenemos conocimiento, el método de colocación

asimétrico es preferible sobre el método de colocación simétrico [90]. Fasshauer

quien es uno de los autores del esquema simétrico, concluye que el método

asimétrico es preferible sobre el método simétrico a pesar de que no se ha

demostrado la no singularidad del MCA [17].
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2.2. Problemas Lineales Estacionarios

En esta sección se describe el método de colocación asimétrico, también

llamado método de Kansa [15, 16], aplicado a ecuaciones en derivadas parciales

lineales no dependientes del tiempo. Primero se expone el esquema general de

aproximación, posteriormente con fines de claridad se describe la estructura de

la matriz resultante de la discretización para un problema en particular.

Considere el siguiente problema de valor en la frontera Lu(x) = f(x)

Bu(x) = g(x)
,

x ∈ Ω ⊂ Rd

x ∈ ∂Ω
, (2.6)

donde ∂Ω denota la frontera del dominio Ω, L es un operador diferencial lineal y

B denota la aplicación de la condiciones de frontera de tipo Dirichlet, Neumann

o tipo Robin. Las funciones f, g : Rd → R se asume que son conocidas.

En el esquema de colocación asimétrico se considera que el dominio Ω es

discretizado con N distintos nodos de colocación, los cuales son divididos en

nodos interiores XI = {x1, . . . , xNI
} y los nodos que conforman la frontera Xf =

{xNI+1, . . . , xN} ∈ ∂Ω, con Nf = N −NI . La solución u(x) del problema (2.6)

es aproximada mediante el esquema de interpolación con funciones radiales

ũ(x) mediante (1.5), substituyendo ũ(x) en (2.6) se obtiene
Lũ(x) =

N∑
j=1

λjLφ (‖x− xj‖) +
M∑

k=1

µkLpk(x) = f(x), x ∈ NI ,

Bũ(x) =
N∑

j=1

λjBφ (‖x− xj‖) +
M∑

k=1

µkBpk(x) = g(x), x ∈ Nf ,

(2.7)

donde el polinomio requerido depende de la función radial utilizada, ver caṕıtulo

anterior. Observe que ambos operadores {L,B} se aplican sobre la función

radial φ y sobre el polinomio p(x). Es decir, las derivadas parciales se obtienen

derivando la función radial y el polinomio. Escribiendo de una forma matricial

el sistema anterior 
LΦ LP

BΦ BP

LP T BP T 0


 λ

µ

 =


f

g

0

 , (2.8)
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donde LΦ ∈ RNI×N , LP ∈ RNI×M , BΦ ∈ RNf×N , BP ∈ RNf×M , λ ∈ RN ,

µ ∈ RM , f ∈ RNI y g ∈ RNf . El sistema lineal de ecuaciones anterior es de

la forma Ax = b con A ∈ RN×N y x, b ∈ RN con N = N + M , el cual puede

ser resuelto mediante una factorización LU para determinar las incógnitas.

Los vectores de coeficientes obtenidos {λ, µ} son utilizados en la ecuación de

interpolación (1.5) para reconstruir finalmente la solución aproximada ũ(x).

En [90] muestran que para cierta configuración de nodos aleatorios el siste-

ma es singular, sin embargo esto representa un caso muy particular. La contri-

bución del trabajo citado es dar evidencia numérica de que una demostración

general para la invertibilidad del esquema de colocación asimétrico no es po-

sible. La existencia de casos particulares de singularidad no es una limitante

seria para abandonar este esquema numérico, por el contrario, constituye un

reto teórico y práctico el poder detectar estos casos patológicos.

La forma del sistema lineal de ecuaciones (2.8) se percibe complicada, para

esclarecer este hecho en la siguiente sección se obtendrán las matrices resultan-

tes de la discretización para un problema particular.

2.2.1. Problema de Poisson

Con fin de esclarecer los detalles omitidos en la sección anterior, se muestra

la construcción de las matrices para la ecuación de Poisson en dos dimensiones
∂2u(x)

∂x2 + ∂2u(x)
∂y2 = f(x)

u(x) = g(x)
,

x ∈ Ω ⊂ R2

x ∈ ∂Ω
, (2.9)

con x = (x, y). Para mantener la notación simple se consideró una frontera

tipo Dirichlet. El problema (2.9) lo podemos enunciar como: dado los valores

en la frontera y conociendo las relaciones (derivadas parciales) que deben de

satisfacerse en el dominio Ω, queremos determinar la función desconocida u(x)

de tal forma que satisfaga las dos restricciones anteriores. Como se mencionó en

la sección anterior, el dominio Ω es discretizado mediante N distintos nodos

de colocación distribuidos en nodos al interior y los nodos que conforman la
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frontera del problema: X = XI ∪Xf con N = NI + Nf .

Para determinar la solución aproximada ũ(x) del problema (2.9), hacemos

uso del interpolante radial (2.2). Substituyendo (2.2) en (2.9) se obtiene el

siguiente sistema lineal de ecuaciones LΦa

Φb

[
λ

]
=

 f

g

 , (2.10)

donde Φa ∈ RNI×N , Φb ∈ RNf×N , λ ∈ RN , f = f(x) y g = g(x). El operador L

es llamado Laplaciano, que es un operador diferencial eĺıptico de segundo orden

∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 . Observe que la matriz Φb es una submatriz de la matriz de

Gram A = [Φa Φb]
T ∈ RN×N , donde Ai,j = {φ(‖xi−xj‖)}1≤i,,j≤N . La solución

del sistema lineal de ecuaciones anterior queda definida como

λ =

 LΦa

Φb

−1  f

g

 . (2.11)

Observe que este esquema de discretización es independiente del espacio. El

ejemplo mostrado es en dos dimensiones d = 2, de manera similar para d� 2

se obtiene un sistema lineal de ecuaciones.

La representación matricial del Laplaciano es expresada como

∇2Φa =
∂2Φa

∂x2
+

∂2Φa

∂y2
,

para obtener cada componente de la ecuación anterior se requiere obtener las

segundas derivadas de la función radial y evaluar de manera puntual cada

elemento en ∇2Φa, esto se realiza de la siguiente manera

∂2Φa

∂x2
=

∂2φ(‖xi − xj‖)
∂x2

i

,
i = 1, . . . , NI

j = 1, . . . , N

∂2Φa

∂y2
=

∂2φ(‖xi − xj‖)
∂y2

i

,
i = 1, . . . , NI

j = 1, . . . , N.
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Finalmente, la estructura de la matriz Φb queda expresada de forma matri-

cial como

Φb =


φ(‖xNI+1 − x1‖) · · · φ(‖xNI+1 − xN‖)

...
. . .

...

φ(‖xN − x1‖) · · · φ(‖xN − xN‖)

 .

En la literatura se han reportado excelentes resultados numéricos para el

problema analizado [15, 16, 91, 33, 92, 93] y para el caso no lineal [94, 95].

Comparado con el esquema de elemento finito para una misma malla se ha

observado que se obtiene una mejor aproximación [96]. De manera similar, se

ha determinado numéricamente que con el método de colocación asimétrico

se obtiene una mayor exactitud en comparación con el método de diferencias

finitas y el método pseudospectral [88].

Recientemente se ha mostrado, v́ıa experimentación numérica, una tasa

de convergencia exponencial para un problema de Poisson en 2-d a partir del

núcleo multicuádrico con el método de colocación asimétrico [75]. Cabe resaltar

que la tasa de convergencia exponencial es significativamente superior a la tasa

de convergencia algebraica obtenida con diferencias finitas o elemento finito.

Este orden de convergencia exponencial, se traduce en un ahorro sustancial en

tiempo de procesamiento en comparación con el tiempo requerido para obtener

el mismo error empleando otros métodos numéricos con órdenes de conver-

gencia algebraicos. En este caṕıtulo queremos determinar si para ecuaciones

lineales dependientes del tiempo es posible obtener una tasa de convergencia

exponencial.

2.3. Problemas Dependientes del Tiempo

En esta sección se muestra el esquema de colocación asimétrico para ecua-

ciónes diferenciales parciales lineales dependientes del tiempo. Posteriormente,

se realiza su correspondiente análisis de estabilidad y se expone algoŕıtmica-
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mente la implementación de dicho esquema. Por último, se ejemplifica el méto-

do de Kansa para un caso particular correspondiente a la ecuación de tipo

convección-difusión en una dimensión.

Considere la siguiente ecuación general dependiente del tiempo

∂u(x, t)

∂t
+ Lu(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rd, (2.12)

sujeta a las condiciones de frontera e inicio

Bu(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, (2.13)

u(x, 0) = u0(x), t = 0, (2.14)

donde L es un operador diferencial parcial y B denota la aplicación de las

condiciones de frontera que pueden ser de tipo Dirichlet, Newman o Robin.

Las funciones f(x, t), g(x, t) y u0(x) son conocidas.

Sea ũ(x, t) la solución aproximada de la solución exacta u(x, t) del proble-

ma del valor inicial (2.12-2.14). La aproximación ũ(x, t) es definida como una

combinación lineal de funciones radiales:

ũ(x, t) =
N∑

j=1

λj(t)φ(‖x− xj‖), x,xj ∈ Rd, (2.15)

donde λj(t) son los coeficientes dependientes del tiempo a ser determinados, ‖·‖

es la distancia Euclidiana y φ denota la función de base radial. Dependiendo

del tipo de función radial, es posible que se requiera incluir un polinomio p(x)

en (2.15) para garantizar la no singularidad en el problema de interpolación.

Para mantener la notación simple se omitió el polinomio p(x) en (2.15).

La diferencia con el problema estacionario planteado en la sección anterior,

radica en la adición de la parte temporal en la ecuación diferencial parcial y

por ende en la aproximación ũ(x, t).

La aproximación de la derivada temporal la definimos como:

∂ũ(x, t)

∂t
=

N∑
j=1

dλj(t)

dt
φ(‖x− xj‖), (2.16)
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sobre los N distintos puntos de colocación. La aproximación de las derivadas

espaciales quedan expresadas como:

∂ũ(x, t)

∂x
=

N∑
j=1

λj(t)
∂φ(‖x− xj‖)

∂x
, (2.17)

∂2ũ(x, t)

∂x2
=

N∑
j=1

λj(t)
∂2φ(‖x− xj‖)

∂x2
, . . . (2.18)

Como se observa arriba, en la aproximación de las derivadas espaciales

el término dependiente del tiempo λ(t) permanece invariante, por lo tanto el

cálculo de las derivadas espaciales es similar a lo obtenido en la aproximación

a problemas estacionarios.

Substituyendo (2.16) en la ecuación (2.12) y aplicando la condición de fron-

tera (2.13), obtenemos un sistema algebraico con N incógnitas
∑N

j=1[
dλj(t)

dt
φ(‖xi − xj‖) + Lφ(‖xi − xj‖)]λj(t) = f(xi, t), i = 1, 2, . . . , NI∑N

j=1[Bφ(‖xi − xj‖)]λj(t) = g(xi, t), i = NI + 1, . . . , N.

(2.19)

Con fines de claridad en la notación solo consideramos los términos que

involucran las derivadas temporales y parciales definidas en Ω, los términos

que afectan los nodos frontera son omitidos. Reformulando la ecuación (2.19)

en una forma compacta

Φaλ̇ + LΦaλ = f, (2.20)

donde λ̇ = λ(t) es el vector de incógnitas dependiente del tiempo a ser de-

terminado. Las matrices Φa ∈ RNI×N y LΦa ∈ RNI×N son determinadas me-

diante Φa = {φ(‖xi − xj‖)} y LΦa = {Lφ(‖xi − xj‖)} con i = 1, 2, . . . , NI ,

j = 1, . . . , N .

Asumiendo la invertibilidad de Φa, la ecuación (2.20) se puede expresar

como
dλ

dt
= F (λ, t), (2.21)

donde F (λ, t) = −Φ−1
a LΦaλ + Φ−1

a f . La expresión obtenida es un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en donde se tienen N incógnitas que
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corresponden a las λi. El cálculo de la derivadas es realizado v́ıa las funciones

radiales y se deja libre el tiempo. Es decir, se tiene un sistema semi-discreto el

cual puede ser resuelto empleando algún método eficiente de ecuaciones dife-

renciales ordinarias, por ejemplo los métodos de Runge-Kutta, métodos Adams

o métodos multipaso [97, 98, 99]. En el presente trabajo abordamos el método

clásico de discretización θ, la extensión a EDO será objeto de una investigación

posterior.

2.3.1. Esquema Expĺıcito e Impĺıcito

En esta sección con base en el esquema clásico θ, 0 ≤ θ ≤ 1, se discretiza

el problema de valor inicial analizado. Posteriormente, se realiza un análisis de

estabilidad para determinar el criterio de estabilidad matricial para el esquema

expĺıcito e impĺıcito.

Considere el problema de valor inicial definido por (2.12-2.14), discretizando

(2.12) con respecto al tiempo y al espacio mediante el esquema estandard θ,

0 ≤ θ ≤ 1, la ecuación resultante se puede expresar como

u(x, t + ∆t)− u(x, t) = ∆tf(x, t + ∆t)−∆t[θLu(x, t + ∆t) + (1− θ)Lu(x, t)],

Bu(x, t + ∆t) = g(x, t + ∆t),

donde ∆t denota al tamaño del paso temporal. Empleando la notación u(x, tn) =

un y tn = tn−1 + ∆t, las dos ecuaciones anteriores se pueden representar como

un+1 + ∆tθLun+1 = un + ∆tfn+1 −∆t(1− θ)Lun, (2.22)

Bun+1 = gn+1. (2.23)

Como se ha descrito anteriormente, se tienen N distintos nodos de coloca-

ción distribuidos en nodos al interior XI = {xi}NI
i=1 ∈ Ω y los nodos que con-

forman la frontera Xf = {xi}Ni=NI+1 ∈ ∂Ω con X = XI ∪Xf y Nf = N −NI .

Para obtener la solución aproximada ũ(x, t) de la solución exacta u(x, t) del
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problema de valor inicial, empleamos una combinación lineal de funciones ra-

diales. Substituyendo (2.15) en (2.22) y aplicando las condiciones de frontera

(2.23), obtenemos Φa + θ∆tLΦa

BΦb

λn+1 =

 Φa − (1− θ)∆tLΦa

0b

λn +

 ∆tfn+1

gn+1

 , (2.24)

donde λ ∈ RN y 0b ∈ RNf×N representa la matriz de ceros. La aplicación

del operador diferencial L sobre el conjunto de nodos interiores es la matriz

LΦa ∈ RNI×N donde la matriz Φa representa a una porción de la matriz de

Gram A = [Φa Φb]
T ∈ RN×N . La aplicación del operador diferencial B sobre los

nodos que conforman la frontera está definida por BΦb ∈ RNf×N . Por último,

f ∈ RN y g ∈ RN corresponden a la funciones fuente y frontera. Esta última

ecuación (2.24) se puede escribir de forma compacta

H+λn+1 = H−λn + F n+1, (2.25)

donde

H+ =

 Φa + θ∆tLΦa

BΦb

 , H− =

 Φa − (1− θ)∆tLΦa

0b


y

F n+1 =

 ∆tfn+1

gn+1

 .

El lado derecho en (2.25) representa la solución conocida al tiempo tk, mien-

tras que el lado izquierdo representa la solución desconocida al tiempo tk+1. La

ecuación (2.25) representa el sistema iterativo a resolver en cada paso del tiem-

po desde n = 0 hasta n = nmax donde nmax = tmax/∆t. Este sistema iterativo

corresponde a la aproximación numérica del problema de valor inicial emplean-

do el método de colocación asimétrico.

Dependiendo del valor de θ en (2.25) se obtiene un método expĺıcito θ = 0

ó un método impĺıcito θ = 0.5 también conocido como esquema de Crank-

Nicholson. En los siguientes párrafos determinaremos un criterio de estabilidad

matricial para determinar el tamaño del paso ∆t.
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Análisis de Estabilidad

En esta sección se desarrolla un análisis de estabilidad matricial para el

sistema iterativo (2.25). Este análisis fue tomado de los trabajos [27] y [100].

La solución aproximada discreta es representada como: un = Aλn siendo A

la matriz de Gram, substituyendo la ecuación anterior en (2.25) con F = 0,

obtenemos

un+1 = Kun, (2.26)

donde K = AH−1
+ H−A−1, considere ahora que en el tiempo n-ésimo se intro-

duce una perturbación en (2.26); un + εn, por la tanto para n + 1 se tiene

εn+1 = Kεn, (2.27)

considerando ausencia de errores de redondeo, el sistema es estable si εn →

0 conforme n → ∞, esto puede ser garantizado si el radio espectral de K

es menor que la unidad: ρ(K) < 1. Considerando B = I donde I ∈ RN×N

representa la matriz identidad, la condición de estabilidad se puede expresar

como: ρ([I +θ∆tM ]−1[I−(1−θ)∆tM ]) < 1 con M = [LΦa 0]T A−1, de manera

equivalente se obtiene ∣∣∣∣1− (1− θ)∆tλM

1 + θ∆tλM

∣∣∣∣ < 1, (2.28)

donde λM es el máximo eigenvalor asociado a la matriz M ; λM = máx
1≤i≤N

{λi
M}.

Los eigenvalores se pueden calcular resolviendo el problema generalizado de

eigenvalores: LΦa{s} = λMA{s} donde {s} corresponde al eigenvector y λM al

eigenvalor buscado.

Seleccionando θ = 0.5 (método impĺıcito) siempre se satisface (2.28) con

λM ≥ 0, por lo cual el método es incondicionalmente estable lo que implica

que no hay una restricción en el tamaño del paso temporal ∆t. Por otro lado,

seleccionando θ = 0 (método expĺıcito) se obtiene

|1−∆tλM | < 1, (2.29)

el método es condicionalmente estable con λM > 0, el tamaño del paso ∆t se
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puede seleccionar como

∆t < 2/λM . (2.30)

En ambos casos, método impĺıcito y método expĺıcito, se requiere que el

sistema sea no singular y que esté bien condicionado. El buen condicionamiento

del sistema algebraico depende del número de nodos y del parámetro utilizado

en la función radial.

En el análisis de estabilidad desarrollado la hipótesis de trabajo fue una

computadora con aritmética exacta. Es por ello que aún satisfaciendo (2.30) el

error introducido puede no disminuir. Para tratar de atenuar dicha posibilidad

es común ponderar el valor de ∆t en (2.30) de la forma: ∆t = ν(2/λM) con

0 < ν < 1.

2.3.2. Algoritmo

En esta sección se describe de forma algoŕıtmica la implementación del

sistema iterativo (2.25), posteriormente se realiza su análisis de complejidad.

Los pasos necesarios para determinar la solución al tiempo tmax del sistema

iterativo (2.25) se muestran en el algoritmo 1. Como dato de entrada se tienen

los N distintos nodos de colocación X = XI ∪ Xf , con base en dichos nodos

se construye la matriz de Gram Φ = [Φa Φb]
T y las matrices que contienen la

aplicación de los operadores diferenciales {LΦa,BΦb}. La construcción de H+

es realizada con las matrices anteriormente obtenidas. El algoritmo es sencillo

y es aplicable para el esquema de discretización impĺıcito y expĺıcito.

Como dato de salida se obtiene λn+1 con lo cual se determina la solución

aproximada ũ(x, tmax) para cualquier nodo contenido en el dominio Ω, mediante

la ecuación de interpolación (2.15). Cabe destacar que el algoritmo presentado

es independiente de la dimensión espacial (IRd) en donde se encuentren definidos

los nodos de colocación. Por lo tanto, desde el punto de vista de implementación

se tiene reuso de código, lo cual es conveniente para reducir los tiempos de

producción de software y reducir los errores en la codificación.
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Algoritmo 1 Método Impĺıcito y Expĺıcito
t = 0

Construir Φa, Φb, LΦa y BΦb

Aproximar la condición inicial Φλ0 = u0(x)

while t < tmax do

Proyección: P = [Φa + (1− θ)∆tLΦa]λ
n + ∆tfn+1

Corrección : Pi = g(xi, t + ∆t), i = NI + 1, . . . , N

Solución : H+λn+1 = P

t = t + ∆t

end while

Análisis de Complejidad

En esta sección se realiza el análisis de complejidad del algoritmo 1, el

cual corresponde al esquema de discretización impĺıcito y expĺıcito a partir del

esquema de colocación asimétrico.

La construcción de las cuatro matrices {Φa, Φb,LΦa,BΦb} es realizada me-

diante dos ciclos iterativos, lo cual tienen complejidad en tiempo O(N2) y

O(N2) en espacio.

El algoritmo 1 lo podemos dividir en dos bloques lógicos: a) aproximación

de la condición inicial, b) el método iterativo temporal. En el bloque a) se

requiere resolver un sistema lineal de ecuaciones de N ×N , para ello emplea-

mos la factorización LU con un costo aproximado O(N3). Por otro lado, en el

bloque lógico b) en cada iteración del tiempo se realizan tres pasos que llamare-

mos: Proyección-Corrección-Solución (PCS). El paso de Corrección no influye

significativamente en el análisis y por lo tanto se omite.

En el paso de Proyección se requiere de una multiplicación matriz-vector con

un costo O(NI ×N). Sabemos que el número de nodos interiores NI = N −Nf

es comparativamente superior al número de nodos que conforman la frontera.

Por lo tanto, NI ≈ N y el costo de realizar la multiplicación matriz-vector

es O(N2). El costo en el paso de Solución es O(N2), debido a que se realizan
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τ = tmax/∆t iteraciones, la complejidad del bloque lógico b) es O(τN2).

Del análisis realizado, se deduce que la complejidad total del algoritmo 1 es

O(N3) + O(τN2).

De una manera natural podŕıamos tomar el grado más alto y decir que se

requiere de O(N3) operaciones. Sin embargo, la constante τ en general tiene

varios órdenes de magnitud y debe ser considerada. La condición que se debe

cumplir para que O(N3) > O(τN2), es N > τ . Por lo tanto, la complejidad del

algoritmo 1 se divide en dos casosO(N3) si N > τ,

O(τN2) en caso contrario.

(2.31)

La relación obtenida está en función del número de nodos N , el tiempo

máximo de simulación tmax y el tamaño del paso del tiempo ∆t. De las simu-

laciones numéricas que hemos realizado en este trabajo, el mayor tiempo de

procesamiento se realiza en el ciclo iterativo PCS. Es decir, por lo general se

satisface N < τ .

Notas

Para disminuir el costo computacional en el algoritmo 1 se requiere dis-

minuir el valor de τ . Es decir, tomar el paso temporal ∆t lo más grande

posible. Esto es posible hacerlo seleccionando θ = 0.5, lo cual correspon-

de al método impĺıcito que es incondicionalmente estable. Por otro lado,

si L es no lineal y seleccionando el esquema impĺıcito, en cada paso del

avance temporal se requiere resolver un sistema no lineal de ecuaciones

de la forma F(λn+1) = 0, lo cual no es una tarea trivial. Por lo tanto, la

selección de un método impĺıcito o un método expĺıcito está en función

de la estructura de la ecuación diferencial parcial a resolver.

El algoritmo descrito en esta sección es independiente de la dimensión
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del espacio, por lo cual es un método numérico general para la solución

de problemas de valor inicial lineales.

En esta sección se trabajó con funciones de base radial estrictamente po-

sitivas definidas. La razón de esta elección radica en no requerir un polinomio

p(·) en el esquema de interpolación radial. Esto nos permitió contar con una

notación más clara para describir los distintos esquemas de discretización.

2.3.3. Caso Particular: Convección-Difusión

En esta sección se describe en detalle la construcción de las matrices del

algoritmo 1 para una ecuación de tipo convección-difusión lineal en una dimen-

sión, la cual es analizada en la sección 2.4.2. Con base en el núcleo multicuádrico

y definiendo r = xi−xj la determinación de las derivadas parciales está definida

como:

φ(r) = (r2 + c2)1/2, φx(r) = r(r2 + c2)−1/2,

φxx(r) = c2(r2 + c2)−3/2.

Los sub́ındices en φ denotan la primera y segunda derivada. Las matrices

requeridas para construir {H+, H−} son definidas como:

Φa =


φ(‖x1 − x1‖) · · · φ(‖x1 − xN‖)

...
. . .

...

φ(‖xNI
− xN‖) · · · φ(‖xNI

− xN‖)

 ,

Φb =

 φ(‖xNI+1 − x1‖) · · · φ(‖xNI+1 − xN‖)

φ(‖xN − x1‖) · · · φ(‖xN − xN‖)

 ,

Φ
′′

a =


φxx(‖x1 − x1‖) · · · φxx(‖x1 − xN‖)

...
. . .

...

φxx(‖xNI
− xN‖) · · · φxx(‖xNI

− xN‖)

 ,
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Φ
′

a =


φx(‖x1 − x1‖) · · · φx(‖x1 − xN‖)

...
. . .

...

φx(‖xNI
− xN‖) · · · φx(‖xNI

− xN‖)

 .

2.4. Convergencia para Convección-Difusión

En esta sección se investiga numéricamente la tasa de convergencia para una

ecuación diferencial parcial dependiente del tiempo de tipo convección-difusión.

Se consideran dos esquemas de discretización; impĺıcito y expĺıcito. El énfasis

radica en la variación del número de Péclet y el número de nodos de colocación;

h-refinamiento. El objetivo es mostrar que para números de Péclet moderados

se obtiene una tasa de convergencia exponencial. Adicionalmente, se explora

la relación entre el parámetro c del núcleo multicuádrico y los parámetros

convectivo y difusivo de la ecuación diferencial parcial. Por último, se realiza

una comparación para medir el desempeño entre el esquema de discretización

expĺıcito e impĺıcito.

2.4.1. Convección-Difusión

La ecuación de convección-difusión sirve como un modelo simplificado de

las ecuaciones de Navier-Stokes en dinámica de fluidos. Con base en esta ecua-

ción diferencial parcial se tiene un modelo idealizado del fenómeno difusivo y

convectivo en una sola ecuación. Los valores del término convectivo µ y di-

fusivo β, caracterizan la ecuación diferencial parcial analizada. Definiendo el

número Péclet Pe = µ/β, se observa que cuando el término difusivo domina

se obtiene un número Péclet bajo y la ecuación es parabólica. Cuando el coe-

ficiente convectivo domina, se obtiene un número Péclet alto y la ecuación es

predominantemente hiperbólica. Al pasar del tipo parabólico al hiperbólico, el

gradiente en la solución anaĺıtica se va incrementando hasta llegar a una dis-
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continuidad. La solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales de tipo

hiperbólico (predominantemente convectivas) representan uno de los mayores

retos actualmente, debido principalmente a los efectos difusivos y dispersivos

presentes en los métodos numéricos.

2.4.2. Planteamiento

Considere la siguiente ecuación de tipo convección-difusión en una dimen-

sión [28, 30]
∂u

∂t
= β

∂2u

∂x2
− µ

∂u

∂x
, 0 < x < 6, (2.32)

con la condición de frontera tipo Dirichlet y condición inicial

u(0, t) = aebt, u(6, t) = aebt−6γ, t > 0, (2.33)

u(x, 0) = ae−γx. (2.34)

La solución anaĺıtica está determinada como

u(x, t) = aebt−γx, γ =
−µ±

√
µ2 + 4βb

2β
> 0, (2.35)

donde β es el parámetro difusivo mientras µ es el término convectivo. A lo lar-

go de la sección se utilizarán los valores a=107 y b=0.5, dichos valores fueron

seleccionados para obtener la forma de la solución anaĺıtica similar a lo mostra-

do en [28]. Por simplicidad el esquema expĺıcito e impĺıcito con multicuádricos

serán referidos como EMQ e IMQ respectivamente.

El parámetro c del núcleo multicuádrico es seleccionado mediante la siguien-

te desigualdad

‖u(x, tmax, ci+1)− ũ(x, tmax, ci+1)‖2 < ‖u(x, tmax, ci)− ũ(x, tmax, ci)‖2, (2.36)

donde u, ũ representan la solución anaĺıtica y numérica respectivamente, el

parámetro c lo variamos por incrementos ci = 0.1 · i, i ∈ N. Cuando se satisface

(2.36) se incrementa el valor de c, en caso contrario seleccionamos el último

valor de c que satisface (2.36). Este esquema para determinar el parámetro c

es exhaustivo, y se basa en el error cuadrático medio entre la solución exacta

u(x, t) y la solución aproximada ũ(x, t).
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2.4.3. Método Impĺıcito

Nuestro objetivo en esta sección es determinar experimentalmente la tasa

de convergencia empleando IMQ. Para este propósitio, los siguientes valores

fueron seleccionados: tmax=1, ∆t=0.01 y nodos equiespaciados definidos en el

rango N = {10, 20, . . . , 50}.

Cuando restringimos el número de Péclet =µ/β � 30 se tienen soluciones

anaĺıticas suaves. Por otro lado, conforme Pe → 30 la solución anaĺıtica presenta

un mayor gradiente cerca del origen x = 0. Fijando el coeficiente convectivo µ

y variando el coeficiente difusivo β en el rango {0.1, 0.02, 0.01, 0.005, 0.0033},

se obtienen 5 casos en donde se analizará su tasa de convergencia. En cada

variación del coeficiente difusivo β, el valor del parámetro c es determinado

mediante (2.36) con N = 50 y tmax = 1.

En la figura 2.2 se muestra la tasa de convergencia, en escala semilog, para

los cinco distintos casos de prueba: a)β = 0.1, µ = 0.1 con c = 1.3, b)β = 0.02,

µ = 0.1 con c = 1.3, c)β = 0.01, µ = 0.1 con c = 1.2, d)β = 0.005, µ = 0.1

con c = 1.3 y e)β = 0.0033, µ = 0.1 con c = 1.2. Las gráficas de esta figura

muestran que manteniendo fijo el parámetro c e incrementando el número de

nodos, el error de aproximación decrece de forma exponencial.

Cabe resaltar que la mayor exactitud obtenida corresponde a los números de

Péclet bajos, lo que corresponde al caso predominantemente parabólico. Con-

forme incrementamos el número de Péclet; ver figura 2.2 de abajo hacia arriba,

la pendiente de cada ĺınea decrece, sin embargo se mantiene la convergencia

exponencial.

Por completez, en la figura 2.3 se muestra la forma de la solución anaĺıtica

y numérica de los casos analizados.

Como se menciona en Madych & Nelson [101] y Madych [65], se tienen

dos formas de decrementar el error de aproximación para el caso de inter-

polación: incrementando el número de nodos (h-refinamiento) o incrementan-

do el parámetro c (c-refinamiento). La figura 2.2 corresponde al caso de h-
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Figura 2.2: Convergencia exponencial para 5 distintos casos de prueba con el método

impĺıcito, al tiempo tmax = 1.

refinamiento, que es la manera tradicional de incrementar la exactitud en la

solución numérica. Sin embargo, el esquema de h-refinamiento tiene la des-

ventaja de incrementar el requerimiento en memoria aśı como el tiempo de

procesamiento. Con base en el esquema de colocación asimétrico Cheng [75]

muestra numéricamente que “incrementando el número de nodos N sin el co-

rrespondiente cambio en el parámetro c, es equivalente en mantener fijo N e

incrementar el valor de c”. Nuestra tarea ahora es investigar el esquema de

c-convergencia para la ecuación de convección-difusión analizada. Para este

propósito, considere el esquema IMQ con los siguientes parámetros: N=30,

∆t=0.001, β=0.9, µ=0.4 y tmax=1.

En la figura 2.4 se muestra en una escala semilog el error cuadrático medio

para cada valor de c en el intervalo [0, 2.5] con incrementos de 0.1. Se observa

que conforme se incrementa el valor de c el error de aproximación desciende

de forma exponencial. Para valores c > 2.5, se obtiene un desbordamiento

en la solución numérica, esto es debido al mal condicionamiento del sistema

algebraico.

De los resultados obtenidos, queda la impresión de que conforme la ecuación
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Figura 2.3: Solución anaĺıtica y numérica para distintos valores de β y µ, al tiempo

tmax = 1.

pasa de un comportamiento parabólico a uno hiperbólico es posible obtener una

tasa de convergencia exponencial. Para esclarecer este punto, exploraremos el

esquema de c-convergencia con los siguientes valores: µ =0.01, β =0.0002,

tmax =1 y ∆t =0.001. El término convectivo µ domina al término difusivo β

obteniendo un número de Péclet Pe = 50, lo cual ocasiona que en la solución

anaĺıtica se presente una zona de alto gradiente cerca de x = 0. Para N = 50

no se obtuvo una buena aproximación numérica; ECM = 0.2894 con c = 1.2,

y con una diferencia máxima entre el valor aproximado y el real max|ũ(x, t)−

u(x, t)| = 2, localizado en la zona de mayor gradiente. Fuera de la zona de alto

gradiente la diferencia entre la solución anaĺıtica y numérica es del orden 10−2.

Para tratar de disminuir el error de aproximación incrementaremos el número

de nodos.

Incrementando el número de nodos a N =200, en la figura 2.5 se muestra

el comportamiento del error cuadrático medio en función del incremento del

parámetro c. En esta gráfica se observa una ĺınea recta, lo cual indica que el

decrecimiento del error es de carácter exponencial.

Analizando los datos mostrados en las figuras 2.4 y 2.5, las cuales corres-
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Figura 2.4: Convergencia exponencial variando c y manteniendo fijo N = 30 con el método

impĺıcito, con tmax = 1.

ponden al esquema de c-convergencia con Pe =0.4 y Pe =50 respectivamente,

destaca el hecho de que en ambas gráficas se muestra un decrecimiento ex-

ponencial en el error de aproximación. Sin embargo, el rango del error ECM

mostrado en la figura 2.4 es comparativamente superior al rango mostrado en

la figura 2.5.

La diferencia máxima obtenida con N = 200 y c = 0.25 es max|ũ(x, t) −

u(x, t)| = 0.56, que es un orden de magnitud menor que lo obtenido con N = 50.

Fuera de la zona de mayor gradiente, la diferencia entre la solución anaĺıtica y

la aproximación numérica es del orden 10−4, esto representa un decremento de

dos órdenes de magnitud en comparación con lo obtenido con N = 50.

Observamos que conforme la ecuación pasa de una estructura parabólica a

una estructura hiperbólica, el error de aproximación crećıa en el esquema de

c-convergencia. Además, observamos que el rango de búsqueda del parámetro

c disminúıa aproximadamente en un orden de magnitud, ocasionando que la

búsqueda exhaustiva de c se convirtiera en una tarea costosa computacional-

mente.

En principio es posible resolver numéricamente la ecuación de convección-
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Figura 2.5: Convergencia exponencial variando c y manteniendo fijo N = 200 con el método

impĺıcito, con tmax = 1.

difusión para moderados números de Péclet. El problema estriba en lograr una

buena aproximación en las zonas con alta variación espacial. Una estrategia

consiste en incrementar el número de nodos, sin embargo, dado que el requeri-

miento en espacio se incrementa cuadráticamente, la complejidad se incrementa

cúbicamente y el número de condición se deteriora; es necesario utilizar estra-

tegias que nos ayuden a disminuir el mal condicionamiento y decrementar el

costo computacional. En el caṕıtulo 4 se analiza el problema cuando Pe = 103,

lo cual corresponde a la predominancia del término convectivo sobre el término

difusivo. Para capturar la zona de alta variación espacial se utiliza el esquema

de adaptación local de nodos que ha mostrado ser una técnica computacional-

mente eficiente [102, 103].

Por otra parte, se observó que el decrecimiento exponencial en el error con

el esquema impĺıcito está relacionado con el tamaño del paso en el tiempo

∆t. Al aumentar ∆t se incrementa el error de la aproximación pero todav́ıa

obtenemos la convergencia exponencial. El comportamiento anterior se muestra

en la figura 2.6 en una escala semilog para diversos pasos temporales. Los

siguientes parámetros fueron utilizados: N=50, β=0.2 y µ=1.
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Figura 2.6: Convergencia para β = 0.2 y µ = 1 con distintos pasos temporales ∆t, tmax = 1

con el método impĺıcito.

La relación entre el tamaño del paso temporal ∆t y el parámetro c de la

función multicuádrica se muestra en la tabla 2.1. Se observa que el valor de c

se reduce conforme se incrementa ∆t.

∆t 0.001 0.010 0.040 0.100 0.200

c 0.480 0.134 0.071 0.048 0.032

Tabla 2.1: Variación de c para distintos ∆t, se mantiene fijo β =0.2, µ=1 con tmax = 1.

2.4.4. Relación β vs. c

Nuestro objetivo ahora consiste en determinar una relación entre el paráme-

tro c y el coeficiente difusivo β. El experimento numérico fue realizado con los si-

guientes parámetros: N=50, µ=1.2 y β lo variamos en el rango {0.1, 0.2, . . . , 1}.

Para cada valor de β el valor de c se determina con base en la desigualdad (2.36)

con incrementos en c de 0.01 para tmax = 1.

En la figura 2.7 se muestra sobre el eje x la variación de β y sobre el eje

y el valor del parámetro c obtenido. Se puede observar en la figura 2.7 que el
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parámetro c desciende monotónicamente de c =1.2 a 0.72 para 0.3 ≤ β ≤ 1.

Esta gráfica nos indica que conforme se disminuye el coeficiente difusivo β se

incrementa el número Péclet, y el valor del parámetro c es reducido. Cuando

β < 0.3 se nota un ligero incremento en el valor de c.

Una consecuencia práctica de la relación anterior, radica en que conforme

disminuimos el coeficiente difusivo, el valor del parámetro c también es reduci-

do. Lo cual nos acota el rango de búsqueda del parámetro c.

Figura 2.7: Variación del parámetro c con respecto del coeficiente β, fijo µ =0.5.

Observamos en este experimento numérico que al mantener fijos el número

de nodos N , el paso del tiempo ∆t, el término convectivo µ y el tiempo máximo

tmax, el único coeficiente que queda libre es el coeficiente difusivo β, siendo este

parámetro el que caracteriza la estructura de la ecuación diferencial parcial. Por

lo tanto, la determinación del parámetro c está relacionado con la estructura

de la ecuación diferencial parcial dependiente del tiempo de tipo convección-

difusión.
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2.4.5. Método Expĺıcito

En una forma similar a lo realizado en la primera parte en la sección 2.4.3,

ahora nuestro objetivo es determinar si con el método expĺıcito con la función

radial multicuádrica se obtiene una tasa de convergencia exponencial. Adicio-

nalmente, se explora la influencia del parámetro c empleando h-refinamiento.

Fijamos el valor del término convectivo µ y variamos al término difusivo β

de tal forma que obtengamos los 5 casos analizados con IMQ, empleamos un

tamaño de paso ∆t=0.001.

En la figura 2.8 se muestran los resultados obtenidos de los cinco casos de

prueba. Para facilitar la interpretación de los resultados se despliegan en una

escala semilog. Los cinco casos analizados son los siguientes: a)β = 0.1, µ = 0.1

con c = 1.3, b)β = 0.02, µ = 0.1 con c = 1.2, c)β = 0.01, µ = 0.1 con c = 1.1,

d)β = 0.005, µ = 0.1 con c = 1.2 y e)β = 0.0033, µ = 0.1 con c = 1.2. Se

observa que el error de aproximación decrece de forma exponencial conforme

aumentamos el número de nodos N , para los distintos números de Péclet.

Figura 2.8: Convergencia exponencial para 5 distintos casos con el método expĺıcito, al

tiempo t = 1.

Conforme incrementamos el número de Péclet; ver figura 2.8 de abajo ha-

cia arriba, la pendiente de cada ĺınea decrece. Para números Péclet bajos se
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observa una alta exactitud numérica, lo cual corresponde al caso predominan-

temente parabólico. Cabe mencionar que con el método impĺıcito se obtuvo un

comportamiento similar.

Note que el tamaño del paso en el tiempo ∆t para EMQ es considerable-

mente inferior que el correspondiente ∆t para IMQ. Por lo tanto, para IMQ se

obtiene una reducción en el tiempo de procesamiento.

Con base en los resultados obtenidos con el método de colocación asimétri-

co para una ecuación diferencial parcial de tipo convección-difusión, podemos

concluir que ambos esquemas, IMQ y EMQ, tienen una tasa de convergen-

cia exponencial. La exactitud de la solución numérica es determinada por los

coeficientes; difusivo β y convectivo µ de la EDP.

Los resultados obtenidos están basados fuertemente en la selección del

parámetro c del núcleo multicuádrico. Es por ello que surgen las preguntas

¿Cuál es el efecto de utilizar otros valores de c?, ¿Seguirá existiendo una tasa

de convergencia exponencial?

En la figura 2.9 mostramos el efecto de variar el parámetro c en el es-

quema de h-refinamiento. El eje x corresponde al número de nodos N =

{10, 20, 30, 40, 50} y sobre el eje y se muestra el error cuadrático medio. Co-

menzado de arriba hacia abajo, los valores de c utilizados en los datos que

conforman cada recta son: {0.1, 0.2, . . . , 1.4}.

Se observa en la figura 2.9 que para todos los valores de c seleccionados se

obtuvo una ĺınea recta en semilog, indicando una tasa de convergencia expo-

nencial. La recta correspondiente a c =1.4 solo llega hasta N =40, esto se debe

al mal condicionamiento ocasionado por el alto valor de c. Un resultado similar

sucede con el esquema impĺıcito.

Cabe resaltar que la variación del tamaño temporal ∆t mostrado en la

figura 2.6 para el método impĺıcito produce un efecto similar al obtenido con

la variación del parámetro c mostrado en esta sección, ver figura 2.9.

Como se menciono en la sección 2.3.1, el método expĺıcito es condicional-
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Figura 2.9: Variación del parámetro c, con β =0.1, µ =0.2, al tiempo tmax = 1.

mente estable ∆t < 2/λM siendo λM el máximo eigenvalor asociado a la matriz

M = [LΦa 0]T A−1, ahora nuestro objetivo es mostrar que conforme se incre-

menta el número de Péclet Pe = µ/β el tamaño del paso temporal ∆t se reduce.

Para ello considere que tenemos fijos los siguientes parámetros {h, c, β} y lo que

variaremos es el parámetro convectivo µ, tomando la norma matricial sobre el

primer factor de M se observa

‖M1‖ ≤ |µ| · ‖Φ
′

a‖+ |β| · ‖Φ′′

a‖,

incrementando el valor del término convectivo |µ + ε| > |µ| se obtiene

‖M2‖ ≤ |µ + ε| · ‖Φ′

a‖+ |β| · ‖Φ′′

a‖,

de las dos relaciones anteriores se observa que ‖M1‖ < ‖M2‖. Dado que el

radio espectral es menor a igual que la norma de la matriz ρ(M1) ≤ ‖M1‖ y

ρ(M2) ≤ ‖M2‖, implica que el tamaño del paso temporal para M2 es menor

que el tamaño del paso temporal para M1

2

λM2

<
2

λM1

ó ∆t2 < ∆t1,

por lo tanto, śı incrementamos el número de Péclet P 2
e > P 1

e es necesario reducir

el tamaño del paso temporal ∆t para satisfacer la condición de estabilidad
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matricial. En el caso de que decrementemos el número de Péclet P 2
e < P 1

e se

obtiene un incremento en el paso temporal ∆t2 > ∆t1.

2.4.6. Comparación Impĺıcito y Expĺıcito

En esta sección comparamos el método impĺıcito y expĺıcito para alcanzar

una exactitud establecida.

En el experimento mantenemos fijos el número de nodos y variamos ∆t pa-

ra obtener el mismo error cuadrático medio. En cada variación del parámetro

∆t, determinamos el valor del parámetro c mediante la desigualdad (2.36) con

incrementos en c de 0.01. El resto de los parámetros utilizados son definidos co-

mo: β=0.6, µ=0.1, tmax=1 y N =20. En la tabla 2.2 se muestran los resultados

obtenidos. La primera columna corresponde a los esquemas de discretización,

en la segunda columna indicamos el número de nodos N que permaneció cons-

tante. En la tercera y cuarta columna se despliega el tamaño del paso temporal

y el error cuadrático medio respectivamente.

Esquema N c ∆t ECM

IMQ 20 3.87 0.1 0.0097

EMQ 20 2.72 0.0048 0.0098

Tabla 2.2: Comparación entre IMQ y EMQ para alcanzar la misma precisión.

Se observa en la tabla 2.2, que el método expĺıcito EMQ requiere un paso

en el tiempo ∆t menor que el requerido con IMQ para alcanzar la misma

exactitud. Por lo tanto, se requiere un menor tiempo de procesamiento con el

método impĺıcito en comparación con el método expĺıcito.

Modificando el experimento realizado anteriormente, si incrementamos el

número de nodos a N = 40 para ambos métodos y repetimos el procedimiento;

lo que observamos fue una reducción del parámetro c aproximadamente a la

mitad del valor obtenido con N = 20, ver tabla 2.3. Con ambos métodos se

alcanzó un ECM similar al mostrado en la tabla 2.2. Por lo tanto, el incremento
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Esquema N c ∆t

IMQ 40 1.7 0.1

EMQ 40 1.03 0.004

Tabla 2.3: Variación del parámetro c para N=40 con IMQ y EMQ.

en el número de nodos manteniendo fijo el tamaño del paso temporal ∆t no

influye significativamente en la disminución del error cuadrático medio.



Caṕıtulo 3

Descomposición de Dominio

En este caṕıtulo mostramos el método clásico de Schwarz aplicado a pro-

blemas lineales temporales con base en el método de colocación asimétrico.

Se realiza un estudio de la influencia que tiene el número de subdominios en

el tiempo de procesamiento y la exactitud obtenida. Empleando el núcleo de

placa delgada en un problema convectivo en dos dimensiones, se observó que

conforme se incrementa el número de subdominios se reduce drásticamente el

costo computacional, pero al mismo tiempo la exactitud disminuye. Se deter-

minó un orden de complejidad lineal con respecto al número de subdominios

y la ganancia en el tiempo de la simulación es de dos órdenes de magnitud

cuando se utiliza el método de descomposición de dominio. Adicionalmente, se

observó poca difusión numérica en comparación con el método de diferencias

finitas. Los resultados obtenidos indican que es posible resolver problemas más

complejos empleando descomposición de dominio para reducir el costo compu-

tacional significativamente.

3.1. Introducción

El término descomposición de dominio (DD) es dependiente del contexto.

En lo subsecuente por método de descomposición de dominio se entenderá un
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esquema iterativo para la solución numérica de ecuaciones en derivadas parcia-

les basado en una descomposición espacial del dominio Ω. En lugar de resolver

el problema completo (lo que involucra resolver un sistema lineal o no lineal

de ecuaciones), el problema es dividido en varios subproblemas que se pueden

resolver con un menor esfuerzo computacional. El método de descomposición

de dominio es el encargardo de unir la solución obtenida en cada subdomi-

nio en una forma correcta, de tal modo que la solución obtenida en muchos

subdominios sea igual a la solución obtenida considerando el problema entero.

Las principales caracteŕısticas que motivan usar descomposición de dominio

son:

El método de descomposición de domino permite reducir el número de

condición del sistema e incrementar el desempeño computacional.

Al subdividir el dominio del problema en varios subdominios, es posible

utilizar distintos modelos f́ısicos en cada subdominio. Adicionalmente,

se pueden utilizar diferentes esquemas de discretización y mallado en

cada subdominio. Por ejemplo, en cada uno de ellos es posible utilizar un

distinto núcleo radial.

No es posible resolver numéricamente problemas reales en tres dimensio-

nes con una sola computadora, debido a los requerimientos en tiempo y

espacio. El método de descomposición de dominio combinado con un clus-

ter de computadoras hace permisible la aproximación numérica a dichos

problemas.

La codificación en paralelo de esquemas basados en mallas equiespaciadas

es relativamente fácil cuando se emplea descomposición de dominio.

Básicamente existen dos categoŕıas para los métodos de descomposición de

dominio que son con translape y sin translape. Los métodos de DD con tras-

lape son conocidos con el nombre de Schwarz, que son métodos iterativos. Los

métodos sin traslape se pueden dividir en métodos de substracción y métodos
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de Schur. Los métodos con región de traslape y sin región de traslape difie-

ren en que el último requiere resolver una ecuación adicional en la interface.

En lo subsecuente trabajaremos exclusivamente con el método de Schwarz con

coincidencia de nodos.

Una revisión de los métodos de descomposición de dominio se encuentra en

los libros [104, 105, 106, 107]. Desde el punto de vista de implementación en

[108] se describe la teoŕıa y programación de ecuaciones diferenciales parciales

con base en la biblioteca de interfaz de paso de mensajes (MPI [109]) como len-

guaje de programación. Para mayor referencia de métodos de descomposición

de dominio consulte la conferencia anual International Conference on Domain

Decomposition Methods (http://www.ddm.org).

3.2. Formulación Clásica

El método de Schwarz data de 1870 [110] y fue originalmente diseñado

como un método anaĺıtico para probar la existencia de funciones armónicas en

regiones irregulares que son la unión de regiones con traslape.

Sea Ω ⊂ R2 un dominio bidimensional y denotemos por ∂Ω la frontera del

dominio. Se desea resolver la ecuación de Poisson
Lu = f en Ω

u = g en ∂Ω
, (3.1)

donde L es un operador diferencial lineal, en particular el Laplaciano ∇2.

Considere que Ω está dividido en dos subdominios Ω1 y Ω2 con una región de

traslape de tal forma Ω = Ω1 ∪Ω2; ver figura 3.1. Definiremos a Γ1 = ∂Ω1 ∩Ω2

como la frontera artificial de Ω1, y Γ2 = ∂Ω2 ∩Ω1 como la frontera artificial de

Ω2.

Observe que si los valores de la solución u en Γ1 y Γ2 son conocidos, entonces

el problema (3.1) puede ser resuelto en cada subproblema definido en Ω1 y Ω2

independientemente.
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Figura 3.1: Dominio Ω particionado en dos subdominios con traslape.

El problema consiste en resolver la ecuación diferencial parcial (3.1) en cada

región Ω1 y Ω2, de tal modo que la aproximación numérica converja a la solución

como si se considerara todo el dominio Ω. Para dar solución al planteamiento

realizado, se muestra el método clásico de Schwarz también conocido como

método multiplicativo.
Luk

1 = f en Ω1

uk
1 = g en ∂Ω1\Γ1

uk
1 = uk−1

2 en Γ1

y (3.2)
Luk

2 = f en Ω2

uk
2 = g en ∂Ω2\Γ2

uk
2 = uk

1 en Γ2

El planteamiento anterior es un proceso iterativo: comenzando con un valor

inicial dado u0
1 ∈ Γ1 resolvemos el problema en Ω1 obteniendo la solución u0

1,

con base en la solución obtenida actualizamos el valor en la frontera artificial Γ2
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para aproximar la solución en u0
2 ∈ Ω2, con la solución obtenida actualizamos el

valor en la frontera artificial Γ1. El proceso anterior se repite de forma iterativa

hasta alcanzar la convergencia, cuando el error entre iteraciones consecutivas

sea menor que un valor dado.

Este desarrollo fue previo a la aparición de la primera computadora electróni-

ca en 1947 (Electronic Numerical Integrator And Calculator ENIAC), no fue

pensado como un método para procesamiento en paralelo. Sin embargo, la in-

fluencia del trabajo de Schwarz es hoy en d́ıa uno de los pilares en la solución

numérica de ecuaciones diferenciales en paralelo.

Dentro del campo de estudio de la solución numérica de ecuaciones di-

ferenciales parciales con descomposición de dominio, mediante el método de

colocación asimétrico (MCA), existen pocos trabajos realizados a la fecha. Los

principales trabajos se muestran a continuación en forma de listado.

Un trabajo previo se encuentra en Dubal (1994) [111], emplea descompo-

sición de dominio con el núcleo multicuádrico para aproximar una EDP

de segundo orden en 1-d. Dubal concluye que con este enfoque se pueden

resolver problemas eĺıpticos de manera eficiente.

La justificación teórica del algoritmo aditivo de Schwarz con funciones

radiales de soporte compacto se desarrollo en Hon & Wu (2000) [112].

Al dividir el problema en regiones más pequeñas el mal condicionamiento

del sistema es reducido, con lo que es posible obtener una mejor aproxima-

ción numérica, y se incrementa el desempeño computacional; ver Kansa

& Hon (2000) [43] y Wong et al. (1999) [44].

La aplicación del algoritmo de Schwarz, con regiones de traslape en las

variantes aditiva y multiplicativa, en la solución a un problema eĺıptico

muestra las siguientes caracteŕısticas: a) el número de iteraciones des-

ciende conforme se incrementa el ancho en la región de traslape, b) el

número de iteraciones para el método aditivo es más sensible al tamaño
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de la región de traslape que lo obtenido con la versión multiplicativa, c)

el número de iteraciones en la versión multiplicativa es aproximadamente

la mitad del número de iteraciones requeridas en la versión aditiva para

que el algoritmo converja, y d) conforme se incrementa el número de sub-

dominios se decrementa la tasa de convergencia y se obtiene una solución

numérica menos exacta; ver Zhou et al. (2003) [113]

La versión aditiva del algoritmo de Schwarz aplicado a un problema de ti-

po convección-difusión estacionario, muestra numéricamente que las fun-

ciones radiales r6 log r, r5 y r7 superan en exactitud y son numéricamente

más estables que lo obtenido con r4 log r y r8 log r; ver Jichun et al. (2003)

[114]

El algoritmo clásico de Schwarz junto con un precondicionador basado en

la aproximación con funciones cardinales, mejoran el desempeño compu-

tacional y el número de condición; ver Ling & Kansa (2004) [74].

Un estudio numérico con la versión aditiva y multiplicativa (con corres-

pondencia y sin correspondencia de nodos), muestra que cuando no existe

correspondencia de puntos en las fronteras se obtiene un error similar a

lo obtenido con correspondencia de puntos. Adicionalmente, para el pro-

blema descrito en el libro de Smith [104]-página 88, muestran que los

resultados obtenidos son superiores a lo obtenido con diferencias finitas y

elemento finito. Por último, el número de iteraciones para la versión mul-

tiplicativa en comparación con la aditiva es aproximadamente la mitad;

ver Li & Hon (2004) [115].

La convergencia en la solución para dos subdominios, es mostrada en

Zhang (2006) [116]. Requiere que el sistema sea invertible, por lo tanto

no es aplicable al esquema de colocación asimétrico.

Para problemas dependientes del tiempo con el esquema de colocación

asimétrico y descomposición de dominio, hasta donde tenemos conoci-
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miento solo existen tres trabajos realizados a la fecha [44, 117, 100]. En

Wong et al. (1999) [44], con base en el núcleo multicuádrico y con un

método de descomposición con multiples-zonas aplicado a un problema

de hidrodinámica lineal y no lineal en dos dimensiones, muestran una re-

ducción entre el 40% - 50% en el tiempo de procesamiento, manteniendo

un error de aproximación similar empleando para ello 5 y 7 particiones.

Recientemente, Chinchapatnam et al. (2007) [100] aborda el esquema

planteado en este caṕıtulo y lo aplica a una ecuación de tipo convec-

ción-difusión dependiente del tiempo empleando el método θ. Realizan

un estudio numérico para determinar la influencia que tiene el número

de subdominios en el tiempo de procesamiento y la exactitud obtenida,

concluyendo que conforme se incrementa el número de subdominios se

reduce el costo computacional, pero al mismo tiempo la exactitud dismi-

nuye [100]. Este resultado fue también determinado en el presente tra-

bajo en la sección 3.4 y fue publicado por nosotros en (2006) [117]. Es

importante destacar que ambos trabajos fueron desarrollados de mane-

ra independiente y ambos dan evidencia de la factibilidad del esquema

analizado.

En la siguiente sección se aplica el método de Schwarz a problemas lineales

dependientes del tiempo. El énfasis radica en el uso del método de colocación

asimétrico.

3.3. Lineal Temporal

En esta sección se expone el algoritmo de Schwarz con base en el método de

colocación asimétrico para problemas lineales temporales [117, 100]. Posterior-

mente, se realiza su correspondiente análisis de complejidad y se ejemplifica

el esquema desarrollado para un caso particular. Por último, se describe el

esquema de partición de datos.
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Considere la siguiente ecuación diferencial parcial dependiente del tiempo

de la forma
∂u(x, t)

∂t
+ Lu(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rd, (3.3)

con la condición de frontera e inicial

Bu(x, t) = g(x, t), x ∈ ∂Ω, (3.4)

u(x, t) = u0(x), t = 0, (3.5)

donde Ω es el dominio en Rd, ∂Ω denota la frontera de Ω. El operador diferencial

lineal L representa la aplicación de las derivadas parciales sobre u(x, t), B es

el operador en donde imponemos las condiciones de frontera de tipo Dirichlet,

Newman o Robin. Las funciones f(x, t), g(x, t) y u0(x) son conocidas.

Discretizando hacia adelante en el tiempo y con el esquema clásico θ, 0 ≤

θ ≤ 1, las ecuaciones (3.3, 3.4) quedan expresadas

u(x, t + ∆t)− u(x, t) = ∆tf(x, t + ∆t)−∆t[θLu(x, t + ∆t) + (1− θ)Lu(x, t)],

Bu(x, t + ∆t) = g(x, t + ∆t),

donde ∆t denota al tamaño del paso en el tiempo. Con base en la notación

u(x, tn) = un y tn = tn−1 + ∆t, las dos ecuaciones anteriores quedan definidas

como

un+1 + ∆tθLun+1 = un + ∆tfn+1 −∆t(1− θ)Lun, (3.6)

Bun+1 = gn+1. (3.7)

Dependiendo del valor del parámetro θ, se obtiene un método expĺıcito

θ = 0, ó un esquema impĺıcito θ = 0.5.

La solución exacta u(x, t) del problema de valor inicial descrito anteriormen-

te es aproximada ũ(x, t) mediante una combinación lineal de funciones radiales

(estrictamente positiva definida), lo cual se puede expresar de forma matricial

como

ũ(x, t) = A · λ(t), (3.8)
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siendo λ(t) el vector de incógnitas y Ai,j = {φ(‖xi − xj‖)}1≤i,,j≤N . Como se

ha mencionado a lo largo de la tesis, el dominio Ω es discretizado mediante N

nodos de colocación X = {xi}Ni=1 los cuales están divididos en nodos al interior

XI = {xi}NI
i=1 y los nodos que conforman la frontera Xf = {xi}Ni=NI+1, siendo

X = XI ∪Xf y Nf = N −NI . Substituyendo la aproximación radial ũ(x, t) en

(3.6, 3.7) obtenemos

 Φa + θ∆tLΦa

BΦb

λn+1 =

 Φa − (1− θ)∆tLΦa

0b

λn+1 +

 fn+1

gn+1

 , (3.9)

donde λ ∈ RN y 0b ∈ RNf×N . La aplicación del operador diferencial L sobre

el conjunto de nodos interiores es la matriz LΦa ∈ RNI×N donde la matriz

Φa ∈ RNI×N representa a una porción de la matriz de Gram A = [Φa Φb]
T ∈

RN×N . La aplicación del operador diferencial B sobre los nodos que conforman

la frontera está definida por BΦb ∈ RNf×N . Por último, f ∈ RNI y g ∈ RNf son

las funciones fuente y frontera.

La ecuación anterior representa el esquema de colocación asimétrico, el cual

como vimos en el caṕıtulo 2 se puede resolver de manera iterativa desde t = 0

hasta tmax para determinar la solución ũ(x, t) en cualquier punto del dominio

Ω.

Sin pérdida de generalidad, para explicar el método de Schwarz para proble-

mas lineales temporales, consideraremos dos subdominios como los descritos en

la sección 3.2. Con base en esta consideración ahora podemos aplicar el método

de Schwarz en la versión aditiva a cada subdominio discretizado mediante (3.6,

3.7).


un+1

1 + ∆tθLun+1
1 = un

1 −∆t(1− θ)Lun
1 + ∆tfn+1

Bun+1
1

= gn+1

un+1
1,s

= un+1
2,s−1

en Ω1

en ∂Ω1 \ Γ1

en Γ1
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y 
un+1

2 + ∆tθLun+1
2 = un

2 −∆t(1− θ)Lun
2 + ∆tfn+1

Bun+1
2

= gn+1

un+1
2,s

= un+1
1,s−1

en Ω2

en ∂Ω2 \ Γ2

en Γ2

Manteniendo fijo n, la idea es resolver cada subdominio por separado y con

la solución obtenida un+1
1,2,s actualizamos los nodos que conforman la frontera

artificial Γ1,2 en la siguiente iteración sobre s. Este proceso se realiza de ma-

nera iterativa hasta que se satisfaga la condición de convergencia. La cual la

definimos como:

‖un+1
1,s − un+1

2,s−1‖∞ < ε y ‖un+1
2,s − un+1

1,s−1‖∞ < ε, (3.10)

con ε > 0, cuando se satisface la condición anterior se avanza en el tiempo t =

t+∆t. Es importante resaltar que en cada paso del tiempo se aplica el método

de Schwarz, y por ello el tiempo total de la simulación numérica depende de dos

factores: el tamaño del paso temporal ∆t y el número de iteraciones para que

se satisfaga la condición de paro. Por lo tanto, para disminuir el tiempo total

de la simulación es necesario reducir ambos factores. Esto es posible realizarlo

con el esquema impĺıcito en unión con la versión multiplicativa, debido a que

el método impĺıcito no tiene restricción en el tamaño del paso temporal y la

versión multiplicativa requiere de aproximadamente la mitad de iteraciones

en comparación con la versión aditiva. Por otro lado, la versión aditiva es

más fácil de programar en un enfoque paralelo en comparación con la versión

multiplicativa.

En los siguientes párrafos, describiremos la aplicación del método de Sch-

warz en unión con el método θ (3.9). Para ello, considere que tenemos dos

subdominios como los descritos en la sección 3.2, y para el tiempo inicial t = 0

se tiene aproximada la condición inicial A1λ0
1 = u0 en Ω1 y A2λ0

2 = u0 en Ω2,

siendo A la matriz de Gram. La versión multiplicativa queda definida como:

H+
1 λn+1

1,i = H−
1 λn

1 + F n+1
1 + Sn+1

2,i−1 (3.11)
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y

H+
2 λn+1

2,i = H−
2 λn

2 + F n+1
2 + Sn+1

1,i , (3.12)

donde n denota el paso en la iteración temporal, el primer sub́ındice de cada

matriz k = {1, 2} representa el número del subdominio, el sub́ındice i denota la

iteración del algoritmo de Schwarz en cada paso temporal, λn+1
k,i es el vector de

incógnitas a determinar en cada iteración. Las matrices H+
k , H−

k y F n+1
k están

determinadas por

H+
k =


Φk

a + θ∆tLΦk
a

BΦk
b

Φk
c

 , H−
k =


Φk

a − (1− θ)∆tLΦk
a

0

0


y

F n+1
k =


∆tfn+1

k

gn+1
k

0

 ,

donde Φk
a es la representación matricial radial de los nodos al interior de cada

subdominio Ωk, Φk
b corresponde a la matriz radial de los nodos que conforman

la frontera de cada subdominio menos los elementos en la frontera artificial y

Φk
c representa la matriz radial de los nodos que conforman la frontera artificial

Γk. Finalmente las matrices Sn+1
1,i−1 y Sn+1

1,i están definidas como:

Sn+1
2,i−1 =


0

0

Φ2
a

λn+1
2,i−1, Sn+1

1,i =


0

0

Φ1
a

λn+1
1,i ,

esto representa el proceso de interpolación para obtener la solución al interior

de cada subdominio y sirve para actualizar los valores en la frontera artificial

en el proceso iterativo de Schwarz.

El proceso iterativo del esquema clásico de Schwarz para problemas tempo-

rales con funciones de base radial lo podemos expresar como: al comienzo del

proceso iterativo i = 1 obtenemos la solución en el primer subdominio (3.11),
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esto corresponde a resolver un sistema lineal de ecuaciones para determinar

λn+1
1,i , con base en la solución obtenida interpolamos Sn+1

1,i para determinar el

valor de la solución en los nodos que conforman la frontera artificial en Ω2,

después aproximamos la solución en el segundo subdominio (3.12) obteniendo

el vector λn+1
2,i , incrementamos el ı́ndice i y a partir de la solución obtenida

λn+1
2,i interpolamos la solución en el segundo subdomino Sn+1

2,i−1 para determinar

la solución en los nodos que conforman la frontera artificial en el primer sub-

dominio. El proceso anterior se itera mientras no se satisfaga la condición de

paro (3.10) con ε = 5 × 10−3 ó se alcanze el número máximo de iteraciones

i ≤ 300. Una vez alcanzada la convergencia en la solución entre ambos sub-

dominios avanzamos en el tiempo t = t + ∆t y volvemos a realizar el proceso

iterativo anterior.

Note que las matrices H+
k permanecen constantes a lo largo de las itera-

ciones, por lo tanto es posible emplear la factorización LU al comienzo de la

simulación. Con base en el esquema expĺıcito θ = 0 con el operador B como la

matriz identidad, se obtiene en H+
k la matriz de Gram.

La extensión del algoritmo de Schwarz para P subdominios es similar a lo

mostrado anteriormente y queda expresado como

H+
k λn+1

k,i = H−
k λn

k + F n+1
k + Sn+1

k,i−1, (3.13)

donde k ∈ {1, 2, . . . , P} denota el ı́ndice del subdominio, n indica la iteración

temporal que vaŕıa en el rango n = {0, 1, . . . , nmax} con nmax = tmax/∆t.

Las matrices H+
k , H−

k , F n+1
k fueron descritas anteriormente. La matriz Sn+1

k,i−1

corresponde a la actualización del valor en la frontera artificial Γk

Γk ← Υj, j ∈ Nk, (3.14)

donde Nk representa al conjunto de ı́ndices de los subdominios vecinos al sub-

domino k. Υj corresponde a los nodos en el interior de Ωj que nos sirven para

actualizar la frontera artificial de Γk. Observe que en cada avance temporal se

modifican los valores en λn+1
k , F n+1

k . Por otro lado, en cada iteración del algo-

ritmo de Schwarz se mantienen fijas las matrices λn
k , F

n+1
k y lo que se vaŕıa es
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el vector solución y la actualización del valor en la frontera λn+1
k,i , Sn+1

k,i−1, donde

el ı́ndice i = 0, 1, . . ., indica la iteración del algoritmo de descomposición de

domino.

3.3.1. Análisis de Complejidad

En el análisis de complejidad nos interesa determinar como influye el número

de particiones en el tiempo total de la simulación.

Para simplificar el problema se asume lo siguiente: se cuenta con un solo

procesador en donde se corren todos los procesos, la convergencia del algoritmo

de Schwarz es O(1), el intercambio de información entre los subdominios es

instantánea y el proceso de interpolación para determinar la solución en los

nodos que conforman la frontera artificial de cada subdominio es de tiempo

constante.

Considere que el dominio Ω es particionado en P subdominios y en cada

subdominio se tiene aproximadamente el mismo número de nodos |Ωi| ≈ N/P

con i = 1, . . . , P . En cada partición Ωi se requiere resolver un sistema lineal de

ecuaciones

Hλn+1 = Pλn, (3.15)

donde H, P ∈ RM×M y λ ∈ RM con M = N/P . La factorización LU de la

matriz H tiene una complejidad en tiempo O(M3) lo cual se realiza en una

sola ocasión. Por otro lado, la multiplicación Pλn y la solución del sistema

lineal de ecuaciones [L, U ]λn+1 = Pλn, comparten el mismo orden de comple-

jidad O(M2). Por lo tanto, para los P subdominios el orden de complejidad

está determinado como:

O(PM3) + O(PM2),

subsituyendo el valor de M se obtiene

O

(
N3

P 2

)
+ O

(
N2

P

)
,
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dado que el análisis de complejidad es para una ecuación diferencial parcial

dependiente del tiempo, introducimos el número de pasos requeridos en la si-

mulación τ = tmax/∆t donde tmax denota el tiempo máximo y ∆t el incremento

temporal. Por lo anterior, el orden de complejidad queda expresado como:

O

(
N3

P 2

)
+ O

(
τ
N2

P

)
. (3.16)

En el primer caso, lado izquierdo de (3.16), el tiempo de procesamiento

desciende cuadráticamente conforme se incrementa el número de particiones P ,

esto representa una gran diferencia con la complejidad O(N3) que corresponde

a no considerar descomposición de dominio. Analizando el segundo caso, lado

derecho de (3.16), su complejidad numérica desciende de forma ĺıneal conforme

se incrementa el número de particiones.

Para determinar el orden de complejidad en función del número de subdo-

minios P , manteniendo fijo el número de nodos N se tiene un decrecimiento

lineal u orden de complejidad lineal en función del número de subdominios.

Esto se debe a que el orden de complejidad en (3.16) está determinado por el

exponente mı́nimo en P . En la sección 3.4.1 se utiliza τ ≈ N , substituyendo

dicha constante en (3.16) se obtiene

O

(
N3

P

)
, (3.17)

en donde claramente se observa que el tiempo de procesamiento total decrece

más lentamente (linealmente) en función del número de subdominios P .

El requerimiento en espacio es O
(

N2

P

)
, lo cual indica una disminución lineal

en la memoria requerida conforme se incrementa el número de subdominios.

El análisis realizado sugiere elegir el número de particiones P lo más grande

posible para disminuir la complejidad en el tiempo y en el espacio. Sin embar-

go, hay que considerar que se quiere resolver una ecuación diferencial parcial

donde el dominio continuo es discretizado mediante una serie de nodos y es

deseable que el número de nodos por partición sea elegido en función de las

caracteŕısticas de la ecuación diferencial parcial.
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3.3.2. Caso Particular P = 1

En la sección 3.3 se describió la aplicación del método de Schwarz a pro-

blemas lineales temporales. Ahora, con fines de esclarecer los detalles omitidos,

se desarrolla en esta sección la construcción de las matrices de las derivadas

parciales y la matriz de interpolación radial para un caso particular.

Considere la ecuación diferencial parcial definida al comienzo de la sección

3.4.1, la aproximación ũ(x, t) de la solución exacta u(x, t) es expresada como:

ũ(x, t) =
N∑

j=1

λj(t)φ(‖x− xi‖) +
M∑
i=1

µi(t)pi(x), x ∈ R2, (3.18)

donde φ(r) = r4 log r, p está en el espacio de todos los polinomios en dos dimen-

siones de orden 6, la base de dicho polinomio es π2
2 = gen{1, x, y, xy, x2, y2}.

Los vectores de incógnitas λ(t) ∈ RN y µ(t) ∈ RM son dependientes del tiempo.

El dominio Ω es discretizado mediante N nodos de colocación divididos en

nodos al interior XI y los nodos que conforman la frontera Xf , donde X =

XI ∪ Xf y N = NI + Nf . La aproximación de la condición inicial u0(x) del

problema temporal analizado queda expresada en forma matricial
Φa Pa

Φb Pb

P T
a P T

b 0


 λ0

µ0

 =


u0(x)

u0(x)

0


x ∈ Ω

x ∈ ∂Ω , (3.19)

donde Φa ∈ RNI×N , Pa ∈ RNI×M , Φb ∈ RNf×N y Pb ∈ RNf×M . Observe que el

sistema lineal de ecuaciones es un problema de interpolación con funciones de

base radial el cual es invertible.

Antes de mostrar la representación con funciones radiales del esquema

numérico para t > 0, describiremos la aproximación de las primeras deriva-

das parciales sobre ũ(·). A partir de (3.18) las primeras derivadas en x, y que

actuan sobre los nodos que conforman el interior del dominio Ω quedan defini-

das como:

ũ(x, t)

∂x
=

N∑
j=1

λj(t)
∂φ(‖x− xi‖)

∂x
+

M∑
i=1

µi(t)
∂p(x)

∂x
,
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ũ(x, t)

∂y
=

N∑
j=1

λj(t)
∂φ(‖x− xi‖)

∂y
+

M∑
i=1

µi(t)
∂p(x)

∂y
,

denotando con px = ∂p(x)
∂x

y py = ∂p(x)
∂y

ambas derivadas se pueden expresar en

forma vectorial

px = [0, 1, 0, y, 2x, 0]T y px = [0, 0, 1, x, 0, 2y]T ,

donde T denota la transpuesta. Las derivadas que actuan sobre φ(·) son defi-

nidas como:

∂φ(‖x− xi‖)
∂x

= φx = (x− xi) · r · (1 + 2 · log r),

∂φ(‖x− xi‖)
∂y

= φy = (y − yi) · r · (1 + 2 · log r).

Con base en el esquema θ = 0, con una discretización hacia adelante en el

tiempo y definiendo L = ( ∂
∂x

, ∂
∂y

) en (3.9), el esquema de colocación asimétri-

co aplicado al problema de valor incial analizado queda expresado de forma

matricial como:

H+λ
n+1

=
(
H− −∆tHx

− −∆tHy
−
)
λ

n
, (3.20)

donde λ
n

= [λn, µn]T , las matrices H−, Hx
− y Hy

− están determinadas por

H− =


Φa Pa

0b

0

 , Hx
− =


Φa,x Pa,x

0b

0

 , Hy
− =


Φa,y Pa,y

0b

0

 ,

la matriz H+ corresponde a la matriz de Gram (3.19). Las matrices Φa,x y

Pa,x corresponden a la aproximación radial de la primera derivada en x del

interpolante ũ(·), de manera similar para las matrices Φa,y y Pa,y. Las dos

aproximaciones anteriores de las derivadas son calculadas en los nodos que

conforman el interior del dominio Ω. La matriz de ceros 0b ∈ RNf×N indica que

el valor en la frontera ∂Ω es de un valor constante igual a cero. La otra matriz

de ceros 0 ∈ RM es requerida en el problema de interpolación.
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El sistema iterativo (3.20) es iterado desde n = 0 hasta n = tmax/∆t,

obteniendo las vectores de incógnitas {λ(t), µ(t)}. A partir de dichos vectores

se puede reconstruir la solución mediante (3.18).

3.3.3. Partición de Datos

En esta sección se describe el esquema de partición de datos para nodos

distribuidos de manera uniforme.

Dado un conjunto de N nodos distribuidos de manera uniforme, el esque-

ma de partición de datos consiste en particionar el dominio Ω mediante una

cuadŕıcula de P = M ×M , M ≥ 2. En cada región se tiene aproximadamente

el mismo número de nodos con una intersección vaćıa entre los subdominios.

Posteriormente, se extiende la región de cada subdominio para conformar la

zona traslape.

En la figura 3.2 se muestra la zona de traslape de 2 nodos para datos equies-

paciados en una partición de 2× 2. Como se aprecia de la figura 3.2, el subdo-

minio 1 tiene colindancia con los subdominios vecinos {Ω2, Ω3, Ω4}. En general,

cada región Ωi es colindante con sus 8 vecinos naturales; arriba, abajo, derecha,

izquierda, arriba-derecha, arriba-izquierda, abajo-derecha y abajo-izquierda.

Una representación gráfica de las categoŕıas que conforman cada subdo-

minio se muestra en la figura 3.3. Esto corresponde a la región (0, 0) de una

partición de 5 × 5 en una rejilla equiespaciada de 75 × 75 nodos. En general

cada subdominio está compuesto por:

Ωi = {Ωi, ∂Ωi, Γi, Υi},

donde Ωi corresponde a los nodos que conforman la región en donde queremos

conocer la solución del problema, ∂Ωi denota los nodos que conforman la fron-

tera real del problema (∂Ωi ∈ ∂Ω), Γi corresponde a los nodos que conforman

la frontera artificial del problema, Υi son los nodos interiores que nos sirven

para actualizar el valor de la frontera artificial en los subdominios vecinos.
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Figura 3.2: Zona de traslape de una partición 2× 2 para datos equiespaciados.

La determinación de la zona de traslape es un requerimiento trivial cuando

se trabaja con nodos distribuidos de manera uniforme en un dominio rectan-

gular. En el caṕıtulo 5 se propone un algoritmo eficiente para conformar las

zonas de traslape con nodos distribuidos de manera no uniforme.

3.4. Resultados Numéricos

En esta sección investigamos el efecto que tiene el número de subdominios en

el tiempo de procesamiento y la exactitud obtenida. Para ello, analizamos una

ecuación diferencial parcial lineal dependiente del tiempo en dos dimensiones,

discretizada mediante el esquema de colocación asimétrico.

La codificación se realizó en el lenguaje de programación C con el compila-

dor GCC 3.3.1 con datos en precisión doble, en una computadora dedicada Intel

Xeon a 3 GHz con 1 Gb en RAM bajo el ambiente Linux 2.4.21-144-smp4G,

ubicada en el cluster virtual del INAOEP. Los tiempos reportados se obtuvie-

ron con la instrucción ‘time ./ddm2d.o’ que incluye el proceso de generación de

nodos, partición del dominio y la solución numérica de la ecuación diferencial
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Figura 3.3: Categoŕıas de nodos presentes en cada subdominio.

parcial.

3.4.1. Convección en 2-d

Considere la siguiente ecuación convectiva en dos dimensiones

∂u(x, t)

∂t
+ v · ∇u(x, t) = 0, x ∈ Ω ⊂ R2, (3.21)

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

definida en [0, 1]2, donde ∇ = ( ∂
∂x

, ∂
∂y

) es el operador diferencial del gradiente,

v = (v1, v2)
T es el vector de velocidades, en particular seleccionamos el vector

unitario. Como condición inicial se tiene

u(x, t = 0) = e−
r2

σ , (3.22)

siendo r2 = (x− 0.3)2 +(y − 0.3)2 con σ =0.01, que corresponde a una función

gaussiana centrada en (0.3, 0.3). La solución anaĺıtica del problema anterior

queda expresada en función de los datos iniciales uo(x) = u(x, t = 0)

u(x, t) = uo(x− t), (3.23)
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esto corresponde a una translación de la condición inicial con respecto del

tiempo. Es decir, la solución se propaga a lo largo de las caracteŕısticas [118].

En la figura 3.4 se muestra la forma de la condición inicial (3.22). El valor

máximo de la función es alcanzado en el punto (0.3, 0.3) con un valor de 20 y

conforme nos alejamos de dicho punto la función tiende a cero.

Como datos iniciales se tiene una rejilla equiespaciada de 75×75 nodos, con

lo cual se obtienen N = 5625 nodos distribuidos en NI = 5329 nodos interiores

y Nf = 296 como nodos frontera. La función de base radial seleccionada es placa

delgada, el tiempo máximo de simulación es tmax = 0.4 con un tamaño en el paso

temporal ∆t =0.0001, donde ∆t satisface la restricción de estabilidad ∆t <

α(2/λM), con α = 0.01 (ver sección 2.3.1). La elección de placa delgada se debe

a que es una función radial libre de parámetros, y nos permite concentrarnos

solamente en el número de particiones P como parámetro a investigar.

Figura 3.4: Condición inicial u(x, t = 0) = e−
r2
σ .

En la tabla 3.1 se muestra el resultado obtenido para P = 1, lo que co-

rresponde a un esquema sin descomposición de domino (ver sección 3.3.2). La

máxima diferencia en valor absoluto entre la solución numérica y la exacta se

se ubica en el centro de la gaussiana al tiempo tmax =0.4. Nótese que el error
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cuadrático medio (ECM) es de orden 10−4 lo cual indica una alta exactitud

en la aproximación numérica. El tiempo de procesamiento fue de 1 hora 45

minutos. El par de matrices requeridas son de dimensiones 5625×5625, y dado

que utilizamos precisión doble (8 bytes) se requirió de 506 Mb (Mega-bytes) en

memoria.

ECM 0.000866

Emax 0.008063

Tiempo segs. 6335

Tabla 3.1: Error cometido sin descomposición de domino.

En este caso no se obtuvo un mal condicionamiento. Sin embargo, esto re-

presenta un caso particular. El tiempo de procesamiento y la memoria requerida

limitan el uso directo del método de colocación asimétrico para problemas de

gran escala.

Por lo expuesto en los párrafos anteriores, se requiere el uso de descomposi-

ción de dominio para mejorar el desempeño del método de colocación asimétri-

co. En particular, emplearemos la versión multiplicativa del algoritmo de Sch-

warz con una zona de traslape de 2 nodos coincidentes, esto corresponde a una

zona con el mı́nimo traslape.

3.4.2. Incremento en el Número de Subdominios

En esta sección se investiga el efecto que tiene el número de particiones con

respecto del tiempo de procesamiento y la exactitud de la solución obtenida.

La partición del dominio Ω está basada en una cuadŕıcula P = M ×M ,

donde P está en el rango {1, 2× 2, . . . , 12× 12}; ver sección 3.3.3. En la tabla

3.2 se muestran los resultados obtenidos, en la primera columna se exhibe el

incremento en el número de subdominios, en la segunda y tercera columna

se despliega el error en la norma infinita y el error cuadrático medio, ambas
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medidas de error son calculadas sobre todo el dominio Ω. Finalmente, en la

cuarta columna se indica el tiempo de procesamiento expresado en segundos.

Subdominios Emax ECM Tiempo segs.

1 0.008063 0.000866 6335

2 × 2 0.006528 0.000711 739

3 × 3 0.007274 0.000922 298

4 × 4 0.006914 0.000850 181

5 × 5 0.005699 0.000863 121

6 × 6 0.005730 0.000928 101

7 × 7 0.006836 0.000895 71

8 × 8 0.007833 0.001032 69

9 × 9 0.008213 0.001249 56

10 × 10 0.009314 0.001330 49

11 × 11 0.009247 0.001257 45

12 × 12 0.023595 0.002028 43

Tabla 3.2: Comparación entre el número de particiones vs. tiempo y error.

El primer renglón en la tabla 3.2 corresponde al resultado obtenido ante-

riormente cuando se considero todo el dominio sin particiones, ver tabla 3.1.

Como se observa en la segunda y tercera columna en la tabla 3.2 ambas

medidas de error se mantienen en el mismo orden de magnitud para M ≤ 7,

para valores posteriores el error comienza ligeramente a crecer. Sin embargo,

el error de aproximación solo se incrementa un orden de magnitud lo cual para

ciertas aplicaciones puede resultar suficiente.

El incremento en el número de subdominios ocasiona que a partir de un

cierto valor Po el error en la aproximación comience ligeramente a crecer, esto

se aprecia claramente en la figura 3.5. Esta caracteŕıstica ha sido observada

cuando se trabaja con elemento finito y descomposición de dominio en pro-

blemas estacionarios [104]. Un comportamiento similar, a partir del esquema
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asimétrico, se ha observado en un problema eĺıptico [113] y en un problema

convectivo-difusivo dependiente del tiempo [100].

En la tabla 3.2 en la cuarta columna se observa que conforme crece el núme-

ro de subdominios el tiempo requerido en la simulación numérica desciende

drásticamente. De hecho, el decrecimiento en el tiempo con respecto al número

de subdominios tiene en teoŕıa un comportamiento lineal, ver sección 3.3.1. En

la figura 3.6 se muestra en una gráfica log-log el tiempo de procesamiento vs.

particiones; en el eje x se indica el incremento en el número de subdominios

P = {1, 2, 4, . . . , 100}, el tiempo de procesamiento se despliega en el eje y.

En la gráfica de la figura 3.6 se aprecia que el tiempo de procesamiento del

algoritmo de discretización expĺıcita con descomposición de dominio, para el

problema de valor inicial lineal, tiene una disminución lineal en el tiempo de

procesamiento en función del incremento en el número de particiones P .

La reducción lineal en el tiempo de procesamiento es un claro indicador de

que es posible abordar problemas dependientes del tiempo de gran escala con

base en el esquema de colocación asimétrico.

Figura 3.5: Decremento en la exactitud vs. incremento en las particiones P 2.

En la figura 3.7 se muestra la solución numérica de la ecuación de advección

en distintos instantes del tiempo t = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4} con una partición de
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Figura 3.6: Log-log del decremento lineal del tiempo vs. incremento en las particiones P 2.

5×5. Esto corresponde al quinto renglón en la tabla 3.2. Se observa que se tiene

un desplazamiento lineal de los datos iniciales en la dirección (1, 1)T . Como se

aprecia en la figura 3.7 se tiene dividido el dominio [0, 1]× [0, 1] en cuadriláteros

marcados con las ĺıneas en color obscuro en forma horizontal y vertical. Cada

cuadrilátero corresponde a una región Ωi en donde se resuelve de forma local la

ecuación diferencial parcial. Se aprecia que la aproximación obtenida preserva

la forma de los datos iniciales.

Con base en lo mostrado en esta sección se concluye que conforme se incre-

menta el número de subdominios se reduce drásticamente el costo computacio-

nal, pero al mismo tiempo se incrementa ligeramente el error en la aproxima-

ción.

3.4.3. Diferencias Finitas

Ahora investigaremos la exactitud numérica del problema advectivo anali-

zado con el método de diferencias finitas.

Para el método de diferencias finitas empleamos una discretización de pri-

mer orden en el tiempo y en el espacio O(k, h). La aproximación de las primeras
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derivadas parciales {∂u/∂x, ∂u/∂y} se realiza en la dirección del flujo, obte-

niendo la aproximación del problema de valor inicial

Un+1
i,j = Un

i,j + α · (Un
i,j − Un

i−1,j + Un
i,j − Un

i,j−1), (3.24)

donde U = U(x, y) es la aproximación de la función desconocida u(x, y), n

denota el paso discreto temporal y los sub́ındices i, j representan la posición del

nodo en la ret́ıcula equiespaciada. El paso del tiempo ∆t satisface la restricción

de estabilidad Courant-Friedrich-Lax α < 1, con α = ∆t/∆x y ∆x = ∆y.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3.8. Las ĺıneas punteadas

corresponden a la solución obtenida con el método de diferencias finitas, la

ĺınea continua con ćırculos corresponde a la solución obtenida con el esquema de

colocación asimétrico (sección transversal de la figura 3.7 al tiempo tmax = 0.4).

Por último, la ĺınea continua corresponde a la solución anaĺıtica.

Los resultados obtenidos con el método de colocación asimétrico son consis-

tentes con respecto de la solución anaĺıtica. Cabe destacar, que la aproximación

con el método de diferencias finitas presenta una gran difusión numérica [118],

la que no se observó cuando utilizamos el método de colocación asimétrico con

los datos iniciales descritos en la sección anterior.

El resultado anterior nos proporciona indicios de que el esquema de coloca-

ción asimétrico contiene poca difusión numérica. Sin embargo, hasta la fecha

no se ha determinado la cantidad de dispersión y difusión numérica para pro-

blemas dependientes del tiempo mediante el esquema de colocación asimétrico

con funciones de base radial.
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Figura 3.7: Solución numérica de la EDP: ∂u(x,t)
∂t + v · ∇u(x, t) = 0, mostrada en distintos

tiempos.
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Figura 3.8: Comparación entre diferencias finitas y el método de colocación asimétrico, al

tiempo tmax = 0.4.
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Caṕıtulo 4

Refinamiento Local de Nodos

En este caṕıtulo se propone un nuevo algoritmo para el refinamiento local

de nodos basado en el error de interpolación local [119] y en un esquema de

celda×celda para la locación y el refinamiento de los nodos. El algoritmo pro-

puesto está desarrollado para ecuaciones en derivadas parciales en una y dos

dimensiones.

Con base en la función radial de placa delgada se estudia numéricamente el

esquema de refinamiento local de nodos (RLN) con respecto del esquema clási-

co de refinamiento global de nodos (RGN). Para el problema en una dimensión

se observa que con el RLN se obtiene una ganacia del 80−90 % en el número de

nodos para alcanzar un error similar en la aproximación con respecto al RGN.

En dos dimensiones se aborda un problema de Poisson en donde se muestra

numéricamente la efectividad del esquema de refinamiento propuesto obtenien-

do una mejora en dos ordenes de magnitud en el error Emax en comparación

con una distribución uniforme con el mismo número de nodos. Posteriormente,

se extiende la funcionalidad del algoritmo propuesto hacia problemas depen-

dientes del tiempo en 1-d. Se analiza un problema de tipo convección-difusión

lineal con un número de Péclet Pe = 103, con base al esquema de refinamiento

h − c con el núcleo multicuádrico, se observa que es posible capturar la zona

de alta variación espacial. En todos los casos analizados se capturaron correc-
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tamente las zonas que presentan cambios abruptos espaciales, densificando los

nodos en las regiones donde se requiere de una mayor exactitud numérica.

4.1. Motivación

Diversos problemas f́ısicos tienen variaciones de escala espacial o regiones

en donde se conforman capas ĺımites, discontinuidades u ondas de choque. A

estas regiones les llamaremos regiones con altos gradientes. Cuando resolvemos

numéricamente problemas con dichas caracteŕısticas, se requiere de una alta

resolución espacial para aproximar adecuadamente la solución. Una primera

propuesta de solución es densificar los nodos globalmente sobre todo el domi-

nio del problema. Esta primera propuesta no es la mejor manera de resolver el

problema, debido a que el cómputo requerido resulta insuficiente en problemas

reales en tres dimensiones. Adicionalmente, existen grandes porciones del do-

minio en donde no se requiere de una alta resolución espacial, dichas regiones

corresponden a zonas con bajos gradientes. La idea del refinamiento local de

nodos es refinar zonas solamente en donde sea necesario. El refinamiento local

de nodos concentra una mayor cantidad de nodos cerca de las zonas con altos

gradientes y una densidad menor de nodos en las zonas con bajos gradientes.

Otro enfoque para abordar problemas con cambios abruptos en la solución

es emplear descomposición de dominio con un refinamiento global de nodos. A

pesar de que con descomposición de domino se disminuye el tiempo de proce-

samiento, el incremento en el espacio Nd hace inapropiado dicho enfoque en

problemas prácticos.

4.2. Métodos Adaptivos

El método de refinamiento local de nodos (RLN) está inscrito en el contexto

de funciones de base radial como esquema de discretización. En general, RLN

pertenece a una clase más amplia llamada refinamiento de mallas adaptivas
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(adaptive mesh refinement), siendo el método de elemento finito el nicho de

dichos métodos de refinamiento. Las métodos adaptivos para problemas esta-

cionarios se pueden clasificar en cinco categoŕıas [120]:

h-refinamiento: trata sobre el refinamiento espacial en el número de ele-

mentos. El esquema de inserción y remoción de elementos se ajusta dinámi-

camente a la estructura local del problema.

p-refinamiento: se incrementa el grado del polinomio en la aproximación

manteniendo fijo el número de elementos.

h-p-refinamiento: es una combinación de los dos esquemas anteriores.

r-refinamiento: se distribuyen los nodos para obtener una mejor resolución

espacial manteniendo fijo el número de elementos y el grado del polinomio.

m-refinamiento: dependiendo del comportamiento local de la solución se

selecciona el modelo f́ısico que satisface los requerimientos f́ısicos del pro-

blema.

Para mayor referencia de técnicas de mallas adaptivas consultar el congre-

so anual International Meshing Roundtable. En el presente caṕıtulo se aborda

principalmente el esquema de h-refinamiento. En el área de funciones de ba-

se radial, de manera similar al esquema de h-p-refinamiento nativo del méto-

do de elemento finito, se tiene el esquema h-c-refinamiento. El esquema de

c-refinamiento consiste en ajustar localmente el parámetro libre c con el fin de

aumentar la exactitud numérica.

Los puntos generales que deben de satisfacer las mallas adaptivas son dados

en Kallinderis [121] y son subrayados por los editores Thomson & Soni [122]:

La adaptación debe dar como resultado una mejora de la precisión numéri-

ca.

La adaptación debe ser automática y eficiente.
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La idea fundamental de la adaptación de la malla es reducir el error en

la discretización espacial.

El error temporal y de conservación deben ser preservados si es requerido.

El error adicional introducido por los algoritmos adaptivos no debe redu-

cir significativamente los beneficios obtenidos.

Los puntos generales mostrados son aplicables al diseño de algoritmos de

nodos adaptivos. Tales puntos proveen criterios iniciales de evaluación para la

comparación de algoritmos adaptivos.

En años recientes las mallas adaptivas han ganado mucha atención desde

el punto de vista práctico y teórico. Una de las razones es el hecho de que las

mallas adaptivas son requeridas para problemas en donde se dan cambios en

la geometŕıa del dominio de interés, como es la simulación de problemas de

impacto, penetración, explosión, fragmentación y largas deformaciones [123].

La idea principal en mallas adaptivas es contar con una malla más fina en

zonas de alto gradiente y una malla menos fina en regiones con bajo gradiente.

En problemas dependientes del tiempo empleando mallas adaptivas, el pro-

ceso de mallado se da cada cierto intervalo de tiempo ∆t. Este proceso es la

parte que consume la mayor cantidad de tiempo de cómputo, cerca del 70 por

ciento del tiempo total [3]. Dado que el mallado es una tarea computacional-

mente costosa, los nodos adaptivos no requieren de un proceso de mallado y

por lo tanto ofrecen una ventaja computacional que debe ser aprovechada.

Aunque los métodos adaptivos nos pueden ayudar a disminuir el error come-

tido sin un excesivo número de nodos, la utilización de dichos métodos está lejos

de ser trivial. Aunado a ello, el esquema de refinamiento local está estrechamen-

te relacionado con el esquema de discretización utilizado. Para utilizar métodos

adaptivos exitosamente necesitamos determinar: ¿Dónde? y ¿Cómo adaptar?,

y ¿Cómo hacer el proceso eficiente? Patra et al. [124].
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En el área de nodos adaptivos con funciones de base radial existen pocos

resultados a la fecha, principalmente en 1-d.

Para la ecuación de Burger viscosa con un número de Reynols R=104 y

con la función multicuádrica, Hon & Mao (1998) [32] determinan que con

base a el movimiento de nodos se mejora el resultado numérico cerca de

la discontinuidad.

Con un esquema semi-Lagrangiano con el método de las caracteŕısticas y

el error de interpolación local como función indicadora de error, Behrens

et al. (2003) [125] aproximan las ecuaciones no linealeas; Burger viscosa

con un número de Reynols R=2× 103 y la ecuación de Buckley-Leverett,

mostrando que la adaptividad de los nodos sigue la formación del frente

de onda.

Con base al cuasi-interpolante con multicuádricos el movimiento de los

nodos es determinado a través de las caracteŕısticas, logrando que los

nodos se densifiquen cerca de la discontinuidad; ver Wu (2004) [126].

A partir de un esquema de proyección local de los nodos, para ecuaciones

temporales en 1-d, Sarra (2005) [127] expone que los resultados numéricos

obtenidos son comparables con lo determinado con métodos espectrales.

Posteriormente, para problemas de capas ĺımites, Ling et al. (2006) [128]

proponen un esquema de inserción de nodos basado en una modificación

del indicador a-posteriori de Hon.

Recientemente se propuso un esquema de remoción e inserción de nodos

basado en el error residual ‖Lu−f‖∞ calculado globalmente en una reso-

lución más fina, con base en un esquema de tipo árbol (quad-tree) Driscoll

et al. (2007) [103]. El esquema desarrollado es aplicado en diversos proble-

mas: Poisson en dos dimensiones con fronteras irregulares y en ecuaciones

temporales en una dimensión; lineal y no lineal. El método propuesto es
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similar a lo desarrollado en el presente caṕıtulo, la mayor diferencia ra-

dica en la función indicadora del error local para refinar los nodos, y en

la composición del refinamiento local con el método de descomposición

de dominio, ver caṕıtulo 5. Lo cual nos permite abordar problemas más

complejos con miles de nodos.

4.3. Aproximación Local

En esta sección, describimos el indicador de error desarrollado para la de-

tección de discontinuidades sobre superficies f : R2 → R con datos no equies-

paciados [129]. La función indicadora de error posteriormente fue utilizada en

el contexto de mallas adaptivas en la solución numérica de ecuaciones en deri-

vadas parciales [119, 130, 125, 131].

Primero mostraremos el error de interpolación local basado en el esquema de

interpolación con el núcleo de placa delgada φ(r) = r2 log r. Por compatibilidad

utilizaremos la misma notación que en el art́ıculo original [129]. Sea f : R2 →

R una función desconocida y sea X = {x1, x2, . . . , xN} ⊂ R2 un conjunto

de N ≥ 3 puntos distintos no colineales. Asumiendo que la función f tiene

valores conocidos en los distintos puntos {f(x1), f(x2), . . . , f(xN)}, el problema

de interpolación radial consiste en determinar el interpolante s : R2 → R

satisfaciendo

f(xi) = s(xi), 1 ≤ i ≤ N, (4.1)

donde s es una combinación lineal de la forma

s(x) =
N∑

j=1

λjφ (‖x− xj‖2) + λN+1 + λN+2ξ + λN+3η, (4.2)

donde x = (ξ, η)T . Como se mostró en el caṕıtulo 1, para garantizar la inverti-

bilidad del sistema es necesario agregar las siguientes restricciones

N∑
j=1

λj = 0
N∑

j=1

λjξj = 0
N∑

j=1

λjηj = 0. (4.3)
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Hasta este momento hemos descrito el problema de interpolación para un

caso particular. Ahora, con base en la notación anterior, investigaremos el com-

portamiento local de la aproximación; [129]. Fijando un punto x0 ∈ R2 y con-

siderando ahora el problema de interpolación de la forma

f(x0 + hxi) = sh(x0 + hxi), 1 ≤ i ≤ N, (4.4)

donde h > 0 es un factor de escalamiento. La familia de interpolantes {sh}h>0

generada por la selección de h, nos permite medir la calidad de la aproximación

localmente alrededor de x0 mediante el factor de escalamiento. Ahora, consi-

derando a la función f ∈ Cr con r = {1, 2} finalmente definimos el orden de la

aproximación local empleando el núcleo de placa delgada

|f(x0 + hx)− sh(x0 + hx)| = O(hr), h→ 0. (4.5)

Es decir, es de orden cuadrático para f ∈ C2 y de orden lineal cuando f es

diferenciable. Śı la función f es solo continua, entonces la aproximación local

es al menos consistente

|f(x0 + hx)− sh(x0 + hx)| → 0, h→ 0. (4.6)

4.3.1. Indicador de Error Local

Dada la aproximación ũ(x) obtenida como solución de una ecuación dife-

rencial parcial estacionaria o dependiente del tiempo; ũ(x) := ũ(x, tn) siendo

n el paso del tiempo discreto. Lo que queremos determinar es una medida del

error local que determine la exactitud de la solución obtenida ũ(x). Para sa-

tisfacer tal requisito se requiere obtener una función indicadora del error local,

aśı como un algoritmo computacional que nos permita determinar el conjunto

de vecinos cercanos a un punto dado x ∈ Ω. La determinación de los vecinos es

tratada en la siguiente sección, en esta sección nos enfocaremos en determinar

la función indicadora del error local.

Podemos entender al indicador del error como una función η : Ξ → [0,∞)

con dominio en el sistema actual de nodos Ξ := Ξt (al tiempo t). La función
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η(x) determina la calidad de la aproximación alrededor de un punto dado,

con base en dicho valor definiremos en que regiones se requiere de una mayor

exactitud numérica.

Sea Ξ el conjunto de nodos provenientes de la distribución inicial de los

nodos. Para cada nodo x ∈ Ξ seleccionamos un conjunto de nodos vecinos

Nx\x ∈ Ξ. Construimos un interpolante local Iũ(x) basado en los nodos Nx\x,

para ello empleamos la ecuación de interpolación radial con el núcleo de placa

delgada y un polinomio de primer grado.

Con base en la aproximación numérica ũ(x) y el interpolante local Iũ(x),

definimos el indicador de error como

η(x) = |ũ(x)− Iũ(x)|, (4.7)

que asigna un valor η(x) a cada nodo x ∈ Ξ. Este valor de η(x) es pequeño

cuando los valores en la aproximación numérica alrededor de x son similares

o cuando pueden ser representados por una función lineal. Por otra parte, un

valor alto en η(x) indica comúnmente que la aproximación numérica alrededor

del nodo x tiene una alta variación, que corresponde por lo general a las regiones

con alto gradiente.

La función indicadora de error (4.7) no depende del método numérico utili-

zado para obtener la solución del problema analizado. Con base en el indicador

de error η(x), definimos la regla para marcar los nodos que requieran ser refi-

nados.

Definición A Sea η∗=max η(x) para todo x, y sea θref ∈ (0, 1) un valor

de umbral. Decimos que un nodo x ∈ Ξ es marcado para ser refinado si η(x) >

θref · η∗.

Esta definición se puede entender como: los nodos marcados para refinar son

aquellos que se encuentren por encima de un porcentaje θref del máximo error

local η∗. La estrategia de refinamiento mostrada anteriormente se aplica en un

contexto iterativo, en donde en cada paso resolvemos la ecuación diferencial
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parcial y con la aproximación numérica ũ(x) obtenida, realizamos el esquema

del refinamiento. Este algoritmo se describe en detalle en la sección 4.5.

4.4. Esquema de Celda×Celda

La discretización del dominio Ω es realizada en un esquema de celda×celda

no traslapada como se muestra en la figura 4.1, el centro de cada celda contiene

un nodo. La discretización basada en celdas pertenece a la clase de mallas sin

estructura. En este trabajo los términos de refinamiento de celdas y refinamien-

to de nodos son utilizados indistintamente.

La diferencia con el trabajo de Behrens et al. [119, 130] radica en el esquema

basado en celdas, en los citados trabajos emplean la triangulación de Delaunay

y su dual Voronoi [132] para buscar e insertar los nodos respectivamente, la

extensión a Rd constituye un problema de frontera. Los esquemas basados en

árboles o celdas son factibles de extenderlos a dimensiones superiores.

El esquema de celda×celda lo podemos pensar como un caso particular del

refinamiento basado en bloques [133, 134, 135], en donde cada bloque puede

contener varias decenas de nodos. Los esquemas de refinamiento basados en

bloques han mostrado su efectividad en una amplia variedad de aplicaciones;

propagación de ondas electromagnéticas [136], predicción del clima [137], ecua-

ciones de Navier Stokes [138, 139] y ecuaciones de Euler [133, 140, 141, 142].

Adicionalmente se han desarrollado distintas bibliotecas generales para refina-

miento basado en bloques: BoxLib [143], Chombo [144], SAMRAI [145], FLASH

[146], DAGH [147] y Racoon [148]. A pesar de las múltiples aportaciones en esta

área y en particular de las bibliotecas desarrolladas, no se cuenta con informa-

ción detallada de como emplear la estructura de datos nativa del refinamiento

por bloques para otros esquemas de discretización. Por lo tanto, para esquemas

libres de malla la presente tesis constituye un primer paso en dicha dirección.
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4.4.1. Refinamiento de Celdas

A partir del indicador de error local η(x) se marcan las celdas a ser refi-

nadas, por cada celda marcada para refinar se insertan 4 nodos adicionales.

En la figura 4.1 se ilustra este proceso de refinamiento de celdas. Observe que

adicionalmente a las celdas marcadas para refinar (denotadas por R en la fi-

gura 4.1), las celdas vecinas de los elementos marcados también son refinados.

Esto corresponde a la restricción 2:1 (ver sección 4.4.2) impuesta en los niveles

de refinamiento. Esta estrategia nos permite obtener una mayor densidad de

nodos cerca de las zonas con altos gradientes.

Figura 4.1: Ilustración de adaptación de celdas en dos dimensiones, se observa que las

celdas vecinas son refinadas por la relación 2:1.

La estructura de datos utilizada almacena por cada celda un apuntador a

sus 4-vecinos naturales: arriba, abajo, derecha e izquierda. Para construir el in-

dicador de error local, el conjunto de nodos vecinos Nx de un punto x se obtiene

a partir de los primeros 4-vecinos naturales y los nodos que conforman las 4-

diagonales: arriba-derecha, arriba-izquierda, abajo-derecha y abajo-izquierda.

Los nodos que conforman las diagonales son obtenidos a partir de los vecinos
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naturales.

El guardar expĺıcitamente la referencia a sus 4-vecinos naturales por ca-

da celda se incrementa en 32 bytes el costo de almacenamiento en memoria.

Sin embargo, la complejidad para buscar los nodos más cercanos es de orden

constante O(1).

En dos dimensiones con el esquema de celda×celda por cada nodo marcado

para refinar se insertan/crean cuatro nuevas celdas. En la figura 4.2 se muestra

el refinamiento para una celda marcada con x.

Figura 4.2: Ilustración de refinamiento para una celda en dos dimensiones.

Con base en las dimensiones de la celda marcada para refinar {xmin, xmax,

ymin, ymax}, ver sección 4.4.3, las dimensiones de las nuevas cuatro celdas crea-

das son:

Tipo de Celda xmin xmax ymin ymax

SO xmin xmin + 1
2
∆x ymin ymin + 1

2
∆y

SE xmin + 1
2
∆x xmax ymin ymin + 1

2
∆y

NO xmin xmin + 1
2
∆x ymin + 1

2
∆y ymax

NE xmin + 1
2
∆x xmax ymin + 1

2
∆y ymax

Tabla 4.1: Dimensiones de las nuevas cuatro celdas.

donde ∆x = xmax − xmin y ∆y = ymax − ymin. A partir de las dimensiones de

cada nueva celda, podemos definir las coordenadas del nodo que se encuentra
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definido al centro de cada celda

xc = xmin +
1

2
(xmax − xmin), yc = ymin +

1

2
(ymax − ymin).

El proceso anterior se puede apreciar fácilmente si nos imaginamos una es-

tructura de tipo árbol: comenzando con un nodo ráız con cuatro hijos, śı que-

remos refinar a uno de los hijos se crean cuatro nuevos nodos que pasan a ser

los hijos del nodo refinado. Con base en esta idea, las hojas del árbol corres-

ponden a los nodos contenidos en el dominio Ω. En la codificación realizada

la estructura de datos no es de tipo árbol (quad-tree), lo que se utiliza es un

arreglo lineal con elementos de tipo celda, ver sección 4.4.3.

El esquema de refinamiento expuesto anteriormente es válido para todas

las celdas que no tocan la frontera del dominio Ω, las celdas que conforman la

frontera reciben un trato especial. Esto se debe a que el centro de cada celda

contiene al nodo, al estar situado el nodo en la frontera, las dimensiones de la

celdas exceden las dimensiones del dominio Ω, y por lo tanto al momento de

refinar los nodos frontera se estaŕıan creando nodos fuera del dominio.

En la práctica los nodos que conforman la frontera son celdas con una de

sus componentes igual a cero. Es decir, los nodos que conforman la frontera

paralela al eje x tienen un valor de cero en la componente ∆y, de manera similar

los nodos que conforman la frontera paralela al eje y tienen un valor de cero

en la componente ∆x. Adicionalmente, los nodos que conforman las esquinas

reciben un trato diferente. En la distribución inicial de los nodos, las celdas

que conforman las esquinas son marcadas para no ser refinadas.

Para problemas en una dimensión la estrategia del refinamiento de nodos

consiste en la inserción de dos nodos por cada nodo marcado para ser refinado.

Es decir, sea x0 < x1 < · · · < xN y sea xi el nodo marcado para ser refinado.

Por cada nodo marcado para ser refinado se insertan dos nodos adicionales; un

nodo al lado izquierdo y un nodo al lado derecho de xi

xizq = xi +
1

2
(xi+1 − xi), xder = xi−1 +

1

2
(xi − xi−1),
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y xi es eliminada.

4.4.2. Restricción 2:1

La relación 2:1 indica que el nivel de refinamiento de una celda rνi
no debe

exceder en un nivel de refinamiento con respecto a las celdas vecinas

|rνi
− rνj

| < 2, (4.8)

para i 6= j con j = 1, . . . , K, siendo K el número de celdas/nodos vecinos.

La distribución inicial de los nodos es equiespaciada y tiene un nivel de

refinamiento igual a cero. Inicialmente cada celda tiene dimensiones ∆x×∆y

con ∆x = |xi−xi−1| y ∆y = |yi−yi−1|, es claro que después de r-refinamientos

sobre todo el dominio las dimensiones de cada celda serán

∆x

2r
y

∆y

2r
,

donde las dimensiones de cada celda descienden geométricamente.

La codificación de la restricción 2:1 está basada en dos operaciones: búsque-

da de vecinos más cercanos y el posible refinamiento de las celdas/vecinos más

cercanos. Asumiendo que queremos refinar la celda νi, el procedimiento para

realizar la refinación consiste en los siguientes pasos:

Paso 1: Determinar los K-vecinos más cercanos de la celda νi.

Paso 2: Para cada vecino determinar śı satisfacen la restricción 2:1; ver

ecuación (4.8).

Paso 3: Para cada celda que no satisface la restricción 2:1 se itera recur-

sivamente; ir al Paso 1, en caso contrario se refina la celda νi.

4.4.3. Estructura de Datos

La estructura de datos utilizada para representar cada nodo o celda se

muestra a continuación
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typedef struct nodo

{

double x,y;

int tipo;

int nivel;

double xmin,ymin,xmax,ymax;

int id;

int veci_arriba[2];

int veci_abajo[2];

int veci_derecha[2];

int veci_izquierda[2];

double sol;

double c;

int existe;

}nodo;

Dicha estructura de datos requiere de 120 bytes de almacenamiento en me-

moria, lo cual no es un parámetro cŕıtico, en las simulaciones realizadas, que

requiera ser optimizado. El centro de la celda que corresponde a las coorde-

nadas del nodo son almacenadas en las variables x, y. La categoŕıa del tipo

de celda={interior, frontera, esquina}, es almacenada en la variable tipo. El

nivel de refinamiento del nodo se almacena como una variable entera llamada

nivel, con la cual se controla el nivel máximo de refinamiento y la restricción

2:1. Los ĺımites que conforman la celda en dos dimensiones son almacenados en

las variables: xmin, ymin y xmax, ymax, las cuales corresponden a los ĺımites

inferior izquierdo y superior derecho respectivamente. El identificador único de

la celda es almacenado en la variable id, este identificador único es requerido

cuando trabajamos con descomposición de dominio; ver caṕıtulo 5.

Las referencias para cada uno de los vecinos naturales: arriba, abajo, de-

recha e izquierda, son almacenadas en las variables: veci-arriba, veci-abajo,

veci-derecha y veci-izquierda. Cada una de las variables es un vector de di-

mensión dos, debido a que cada cara de la celda puede tener como máximo dos

vecinos colindantes.
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La solución aproximada ũ(x, y) se guarda en la variable sol. Cuando se

utilice la función radial multicuádrica en la variable c se almacena el parámetro

libre. Cada vez que una celda es refinada en la variable existe se asigna un valor

de cero, lo cual indica que la celda fue eliminada.

Observación: Cabe resaltar que la estructura de datos utilizada se puede

extender a tres dimensiones (octree [149]), y junto con el indicador de error local

constituyen un verdadero esquema libre de malla para datos no equiespaciados

en R3.

4.5. Esquema General

En esta sección se integra el indicador de error η(x) y el esquema basado en

celdas para conformar un algoritmo que nos permita resolver numéricamente

ecuaciones diferenciales parciales estacionarias con refinamiento local de nodos

empleando funciones de base radial.

Los pasos requeridos del esquema propuesto se muestran en algoritmo 2.

Algoritmo 2 Refinamiento Local de Nodos

Inicializar con una distribución uniforme de nodos.

while error > ε do

1.- Resolver la EDP con el esquema de colocación asimétrico.

2.- Marcar los nodos a refinar.

3.- Realizar el refinamiento de nodos.

end while

Al comienzo del algoritmo se cuenta con una distribución uniforme de nodos,

los nodos son generados con el esquema de celda×celda.

En este trabajo el criterio de convergencia está definido cuando el error

en la norma infinita se encuentre por debajo de un cierto valor de umbral τ .

En la siguiente sección se muestran los criterios de paro adicionales que son

requeridos para garantizar que el algoritmo no entre en un ciclo infinito.
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En cada iteración del algoritmo 2 se resuelve la ecuación diferencial parcial

analizada mediante el esquema de colocación asimétrico. De esta manera, se

obtiene la solución aproximada ũ(x) para todos los nodos del dominio Ω. Con

base en la solución obtenida, se construye el indicador de error η(x) y se de-

terminan los nodos que van a ser refinados. Finalmente, los nodos marcados

para refinar son refinados utilizando un esquema de celda×celda descrito en la

sección 4.4.

4.5.1. Criterios de Paro

La solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales con refinamiento

local de nodos es un proceso iterativo, por lo tanto debemos contar con uno

o varios criterios de paro. Los criterios de paro utilizados a lo largo de este

trabajo son:

‖uk − ũk‖∞ < ε.

No se insertó ningún nodo adicional.

Se alcanzó un número máximo de iteraciones.

La solución anaĺıtica en el paso de iteración k-ésimo está denotada por uk

y la aproximación numérica mediante ũk.

El primer criterio detiene el algoritmo 2 cuando la máxima diferencia entre

la solución anaĺıtica y la solución numérica se encuentre por debajo de un

valor de umbral ε. El cálculo es realizado sobre todos los nodos del domino Ω

incluyendo los nodos que conforman la frontera.

El proceso de inserción de nodos se realiza en dos pasos: primero se marcan

los nodos que queremos refinar y después se refinan dichos nodos. El segundo

criterio de paro corresponde a que a pesar de que hay nodos marcados para

refinar no se logró refinar ningún nodo, debido a que se alcanzó el nivel máximo

de refinamiento en cada nodo marcado. Por lo general, este nivel máximo de
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refinamiento se establece con un valor de 15, lo cual corresponde a una distancia

en valor absoluto entre nodos ∆x = 3× 10−5 en el intervalo [0, 1]. Es decir, el

nivel de refinamiento indica la densidad de los nodos.

El tercer criterio de paro es para tener la certeza de que el programa no se

quedará en un ciclo infinito.

Cuando no se cuenta con la solución anaĺıtica es posible establecer, como

criterio de paro del algoritmo 2, el error cometido entre dos sucesivas apro-

ximaciones numéricas: ‖ũk − ũk−1‖l < ε, donde l denota la norma vectorial

utilizada y k el paso en la iteración. Esta medición del error en la aproximación

es ampliamente utilizada en métodos de optimización [150] y recientemente en

problemas estacionarios en 1-d con la función multicuádrica y métodos adap-

tivos [128].

4.6. Resultados Numéricos

El objetivo de esta sección es investigar el comportamiento del esquema de

refinamiento local de nodos para problemas estacionarios en una y dos dimen-

siones. En particular, queremos mostrar que con el esquema de refinamiento

local de nodos es posible resolver numéricamente problemas con regiones de al-

ta variación espacial, densificando los nodos en donde se requiere de una mayor

exactitud numérica. Además, queremos mostrar que el esquema de refinamien-

to propuesto es un método computacionalmente eficiente en comparación con

el esquema clásico de refinamiento de nodos. Adicionalmente, extendemos el

algoritmo 2 hacia problemas dependientes del tiempo en 1-d. El esquema de

refinamiento h− c es aplicado a una ecuación de tipo convección-difusión con

Pe = 103 mostrando numéricamente la factibilidad del método.
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4.6.1. Ejemplo en 1-d

Considere la siguiente ecuación diferencial parcial en una dimensión

uxx(x) = f(x), x ∈ Ω ⊂ R, (4.9)

donde Ω=[0,1], con una condición de frontera tipo Dirichlet

u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω. (4.10)

Los sub́ındices en uxx denotan la segunda derivada parcial con respecto a x. La

solución anaĺıtica está definida como:

u(x) = tanh(η(x− 0.5)), (4.11)

con η > 0. Con base en la solución anaĺıtica, la función f(x) queda expresada

f(x) = −2ηu(x)(η − ηu(x)2). (4.12)

El parámetro η nos permite controlar el grado de suavidad en la solución

anaĺıtica. Conforme incrementamos el valor del coeficiente η se va definiendo

una discontinuidad en x = 0.5.

Como datos iniciales considere una distribución de 34 nodos equiespaciados,

un porcentaje de refinamiento θref = 0.1, el criterio de paro se establece cuando

Emax < 10−3. La función radial utilizada es placa delgada φ(r) = r4 log r.

Seleccionamos el coeficiente η=500, con lo cual se obtiene un alto gradiente en

la solución anaĺıtica sin llegar a la discontinuidad.

En la tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos. En la primera colum-

na se indica el número de iteración del algoritmo 2. El número de nodos se

despliega en la segunda columna. En la tercera y cuarta columna se despliegan

el error en la norma infinita y el error cuadrático medio calculado sobre todo

el dominio Ω.

Se observa en la tabla 4.2 que conforme iteramos el algoritmo de refinamien-

to local de nodos paulatinamente se va reduciendo el error cuadrático medio
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Iteración N Emax ECM

0 34 0.968643 0.559801

1 45 0.912644 0.533539

2 74 0.172233 0.084677

3 98 0.415363 0.249337

4 158 0.014681 0.008472

5 172 0.001712 0.000305

6 194 0.000352 0.000211

Tabla 4.2: Decrecimiento del error vs. iteraciones.

y el error en la norma infinita. Al mismo tiempo, como se observa en la se-

gunda columna, el número de nodos se va incrementando hasta llegar a 194

nodos distribuidos no uniformente. Ambas medidas del error en la aproxima-

ción numérica están en el orden de 10−4, lo cual indica una alta exactitud

numérica.

En la figura 4.3 se muestra la reconstrucción de la aproximación numérica.

Se observa de esta gráfica que la zona con mayor gradiente fue capturada sin

oscilaciones.

La distribución de los nodos en la figura 4.3 se muestra en la figura 4.4. De

la última figura se puede observar que cerca del punto x = 0.5 se obtiene una

mayor densidad de nodos y conforme nos alejamos de x = 0.5 la distribución

de nodos disminuye. Esta disminución gradual de nodos se debe a la restricción

2:1 impuesta en el algoritmo. En las zonas planas se requirió de una densidad

menor de nodos en comparación con los nodos requeridos en la zona de alto

cambio espacial cercana al punto x = 0.5.

Adaptivo vs. no-Adaptivo

Ahora compararemos el esquema de refinamiento local de nodos con respec-

to a una distribución uniforme de nodos. Esto lo realizamos con el objetivo de
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Figura 4.3: Reconstrucción de u(x) con el esquema de refinamiento de nodos.

comparar el número de nodos requeridos con ambos esquemas para alcanzar el

mismo error de aproximación.

El experimento numérico fue realizado utilizando un coeficiente η=1000 con

refinamiento local de nodos y con un refinamiento global de nodos (RGN). En-

tendiendo como RGN al incremento en el número de nodos sobre todo el inter-

valo [0, 1], donde el número de nodos pertenece al conjunto {100, 200, . . . , 1400}.

En la figura 4.5 se muestran dos gráficas en una escala log-log, sobre el eje x

se indica el número de nodos y sobre el eje y se despliega el error cuadráti-

co medio. Como se observa en la figura 4.5, para alcanzar el mismo error de

aproximación, el esquema de refinamiento local requirió de menos nodos en

comparación con el esquema de refinamiento global. Por lo tanto, el esquema

de refinamiento local es más eficiente que el esquema de refinamiento global de

nodos, lo cual se traduce en un menor tiempo de cómputo.

En la tabla 4.3 se muestra el error obtenido con el refinamiento local de

nodos y el refinamiento global de nodos correspondiente a los nodos finales

mostrados en la figura 4.5.

En la segunda y cuarta columna en la tabla 4.3 se observa que el esquema
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Figura 4.4: Histograma de la distribución de nodos.

Método N Emax ECM

Refinamiento Local 249 8.151e-4 4.086e-4

Refinamiento Global 1400 3.546e-3 4.160e-4

Tabla 4.3: Comparación entre h-refinamiento global y h−refinamiento local.

de refinamiento local tiene una eficiencia del 82 % en el número de nodos para

alcanzar el mismo error en comparación con el esquema de refinamiento global.

En la tabla 4.3 en la tercera columna se observa que el refinamiento local

de nodos es un orden de magnitud menor en comparación con el refinamien-

to global de nodos. Para lograr alcanzar un error similar con el método de

refinamiento global se requirió de 2700 nodos distribuidos uniformemente, ob-

teniendo un error Emax=8.281e-4. Por lo tanto, con el refinamiento local de

nodos se obtuvo una ganacia del 90 % en el número de nodos, esto equivale

aproximadamente a 10 veces el número de nodos requeridos con el método lo-

cal adaptivo. Esta gran diferencia en el número de nodos es dramática y se

acentúa con la dimensión del problema. Es por ello que para aplicaciones reales

con fuertes capas ĺımites es conveniente el uso de refinamiento local de nodos.
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Figura 4.5: Comparación entre h-refinamiento local y h-refinamiento global.

4.6.2. Poisson en 2-d

En la sección anterior se mostró la ventaja de utilizar el refinamiento local

de nodos para un problema estacionario en una dimensión. En esta sección se

extiende el trabajo realizado a problemas estacionarios en dos dimensiones. Se

considera un problema de Poisson con solución anaĺıtica, el cual contiene zonas

con cambios abruptos espaciales.

Considere el siguiente problema de Poisson en dos dimensiones

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f en Ω ⊂ R2, (4.13)

u = u(x, y), sujeta a las condiciones de frontera tipo Dirichlet

u = g en ∂Ω, (4.14)

donde Ω=[0, 1]2. Las funciones f, g : R2 → R son determinadas a partir de la

solución anaĺıtica

u(x, y) = e−50x + e−50y. (4.15)

En la figura 4.6 se muestra la forma de la solución anaĺıtica. Como se observa

en dicha gráfica, cerca de los ejes x = 0 y y = 0, se tiene una zona de alto
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gradiente semejante a una capa ĺımite. Fuera de dicha zona se tiene una región

sin variaciones con un valor constante cero. La determinación de una correcta

aproximación numérica cerca de la frontera no es un problema trivial, debido

a la fuerte variación espacial.

Figura 4.6: Solución anaĺıtica del problema de Poisson.

Considere una distribución inicial uniforme de nodos de nodos N = 324,

un porcentaje de refinamiento θref = 0.3 y la función radial placa delgada

φ(r) = r4 log r. El criterio de paro se establece cuando Emax < 5× 10−3.

En la tabla 4.4 se muestra el resultado obtenido. En la primera columna

se despliega el número de la iteración del algoritmo 2, el incremento en el

número de nodos se indica en la segunda columna. La tercera y cuarta columna

corresponden a la medición del error en la aproximación con base en el error

cuadrático medio y el error en la norma infinita respectivamente.

En la tercera y cuarta columna (tabla 4.4) se observa que con base al esque-

ma de refinamiento local de nodos ambas medidas del error disminuyen. Del

resultado obtenido se puede concluir que es posible reducir el error de aproxima-

ción conforme se continúe iterando. Sin embargo, para posteriores iteraciones,
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Iteración N ECM Emax

0 324 0.043148 0.141574

1 380 0.029619 0.088100

2 460 0.021939 0.076647

3 664 0.012453 0.059011

4 803 0.008232 0.041500

5 972 0.004799 0.040184

6 1111 0.003424 0.034594

7 1244 0.003762 0.018571

8 1463 0.002493 0.007224

9 1948 0.001703 0.007011

10 2646 0.001170 0.006585

11 3561 0.001020 0.007582

12 3776 0.000553 0.004722

Tabla 4.4: Decrecimiento del error vs. iteraciones para el problema de Poisson.

iteraciones>12, el error residual ‖Lu − f‖∞ y la función indicadora del error

local η(x) no coinciden en la localización del error. De hecho, el error residual

se ubica cerca de los ejes x = 1 y y = 1, mientras que los valores máximos

de η(x) se ubican cerca de los ejes x = 0 y y = 0. Este problema no ha sido

desarrollado en el actual trabajo y será objeto de una investigación posterior.

En la figura 4.7 se muestra la distribución de las celdas en las iteracio-

nes={0,4,8,12}. Como se aprecia en dichas gráficas las celdas fueron refinadas

de una manera incremental. Las zonas refinadas están cerca de los ejes x = 0

y y = 0, lo cual corresponde a las zonas con la mayor variación espacial en la

solución anaĺıtica; ver figura 4.6. Por lo tanto, el indicador de error local η(x)

nos permite detectar regiones en donde exista una alta variación espacial y con

base al refinamiento de nodos se obtiene una mayor densidad en dichas zonas

logrando aśı una disminución en el error de aproximación.
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Figura 4.7: Adaptación de celdas para el problema en 2-d de Poisson en las

iteraciones={0,4,8,12}.

Ahora compararemos el resultado obtenido con una distribución equiespa-

ciada de nodos empleando un similar número de nodos. Para ello aproximamos

numéricamente el mismo problema de Poisson con N = 3844, los cuales son

divididos en nodos interiores NI = 3600 y nodos frontera NF = 244. En la tabla

4.5 mostramos el resultado obtenido, no-adaptivo, con respecto de lo determi-

nado con el esquema de nodos adaptivos. Para un similar número de nodos, con

el esquema no-adaptivo, se observa una disminución en la exactitud numérica

de dos órdenes de magnitud en ECM y un orden de magnitud en Emax. Por lo

tanto, con un similar número de nodos la exactitud numérica obtenida con no-

dos equiespaciados es comparativamente inferior a la obtenida con el esquema

de refinamiento local de nodos.

En las secciones 4.6.1 y 4.6.2 se mostró la eficiencia del algoritmo propuesto,
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Esquema N ECM Emax

adaptivo 3776 0.000553 0.004722

no-adaptivo 3844 0.015945 0.031331

Tabla 4.5: Comparación entre el método de nodos adaptivos y no-adaptivos para el

problema de Poisson.

resaltando las caracteŕısticas positivas. Con ánimos de ser cŕıtico es conveniente

indicar que adicionalmente a la inserción de nodos se requiere la remoción de

nodos para datos en dos dimensiones.

4.6.3. Convección-Difusión en 1-d

Esta sección está vinculada con la sección 2.4 del caṕıtulo 2, la cual trata

sobre la tasa de convergencia exponencial empleando el núcleo multicuádrico

para una ecuación de tipo convección-difusión. En particular, en esta sección

se considera el caso cuando el coeficiente de velocidad µ domina al término

difusivo β; Pe=1000.

En el presente caṕıtulo se abordó el tema de refinamiento local de nodos con

un esquema de celda×celda con el método numérico de colocación asimétrica,

el cual fue desarrollado para problemas estacionarios. Ahora, nuestro objetivo

es extender la funcionalidad del algoritmo 2 hacia ecuaciones dependientes del

tiempo en una dimensión.

Para abordar problemas dependientes del tiempo es necesario modificar la

definición A con objeto de incluir el esquema de remoción de nodos. El criterio

para insertar/remover nodos lo definimos como:

Definición B Decimos que un nodo x ∈ Ω es marcado para ser refinado

si η(x) > θr. En caso contrario, śı η(x) < θc el nodo es marcado para ser

removido, con θc < θr.
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Observe que un nodo no puede ser refinado y removido al mismo tiempo.

Por cada nodo xi marcado para refinar se insertan dos nuevos nodos; ver sección

4.4. Cada nodo xi marcado para remover es eliminado solo cuando los nodos

vecinos {xi−1, xi+1} también están marcados para remover. Esta regla evita

la eliminación de nodos consecutivos. Cada vez que se efectúa la inserción o

remoción de nodos es necesario volver a construir las matrices de derivadas Φ
′
,

Φ
′′

y la matriz Φ. Adicionalmente, se requiere interpolar la solución ũ(x, tn)

hacia el nuevo grid para aśı obtener el nuevo vector λ(tn).

La ecuación analizada de tipo convección-difusión es dependiente del tiem-

po, es por ello que tenemos que definir cada cuantos pasos temporales (τ)

queremos refinar/remover los nodos. En nuestro caso seleccionamos τ=2. Esto

significa que cada dos pasos temporales preguntamos si la aproximación numéri-

ca basada en el sistema actual de nodos requiere ser refinada/removida. Para la

condición inicial u(x, t = 0) también aplica el esquema de inserción/remoción

de nodos, esto es requerido debido a que con Pe = 103 se cuenta con una zona

de alta variación espacial.

Es necesario adaptar localmente el parámetro c de la función radial multi-

cuádrica [103]. Esto se realiza después de la remoción/inserción de nodos. En

particular, el parámetro c es seleccionado como:

cj = |xj+1 − xj−1|,

conforme se incrementa el número de nodos el parámetro c tiende a cero. El

parámetro cj depende localmente de la densidad de los nodos. Esta función nos

permite reducir localmente el parámetro c en las regiones donde se requiere de

mayor exactitud, lo cual corresponde a las regiones con altos gradientes.

Con el esquema de refinamiento local de nodos para problemas dependien-

tes del tiempo descrito en párrafos anteriores, ahora abordaremos la ecuación

analizada de tipo convección-difusión; ver sección 2.4 del caṕıtulo 2, con un

valor alto en el número de Péclet; Pe = 1000, determinado por los valores

β=0.0001 y µ=-0.1. Para este propósito, los siguientes valores fueron selec-
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cionados: θr=0.01, θc=0.0005, ∆t=0.01, tmax=1 con una distribución inicial

uniforme de nodos N=601.

Figura 4.8: Solución numérica de la EDP convección-difusión con refinamiento local de

nodos, tmax = 1.

En la figura 4.8 mostramos la reconstrucción de la aproximación numérica

obtenida con el esquema de refinamiento local de nodos. Se observa de esta

gráfica que la zona de alto gradiente es correctamente capturada, es decir,

no se observan fuertes oscilaciones numéricas. El número de nodos finales es

N=248 con un error ECM=1.792×10−2 y Emax=5.329×10−2. De las 50 veces

que se ejecutó el esquema de RLN, solo 21 veces fue necesario refinar/remover

los nodos.

Como se aprecia en la figura 4.8, el RLN logró detectar la zona de alta va-

riación espacial de manera eficiente. Observe que cerca del centro de la gráfica

(x = 3) se requirió una densidad menor de nodos y cerca de las fronteras la den-

sidad de nodos se incrementó. Esta disminución gradual de nodos corresponde

a la restricción 2:1 impuesta en los niveles de refinamiento.



Caṕıtulo 5

Refinamiento Local de Nodos y

Descomposición de Dominio

En este caṕıtulo se integra en un solo algoritmo el método de descomposición

de dominio (MDD) y el refinamiento local de nodos (RLN) para aproximar la

solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales estacionarias en dos

dimensiones. Se describe en detalle un algoritmo eficiente para la creación de

las zonas de traslape entre subdominios. El esquema propuesto es aplicado a dos

problemas con gradientes abruptos; Poisson y Convección-Difusión, mostrando

la efectividad del algoritmo propuesto.

5.1. Motivación

A través del proceso de refinamiento de nodos paulatinamente se van inser-

tando nodos en las zonas donde se requiere de una mayor exactitud numérica.

Este proceso de inserción de nodos, incrementa el número de nodos totales

que cubren al dominio Ω. Mediante el esquema de colocación asimétrico, la

discretización de la ecuación diferencial parcial genera un sistema denso, por

lo general mal condicionado, y cuya solución tiene una complejidad O(N3) re-

sultante de la factorización LU . Bajo estas premisas, el esquema de colocación
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asimétrico sólo es viable para algunos cientos o miles de nodos. Por lo tanto,

el uso de descomposición de dominio es recomendable para disminuir el cos-

to computacional, aśı como para mejorar el número de condición del sistema

algebraico.

5.2. Partición de Datos

El esquema de partición de datos consiste en dividir o particionar el dominio

discreto Ω en P subdominios en donde cada subdominio contenga una cantidad

similar de elementos.

Ω =
P
∪

i=1
Ωi, |Ωi| ≈ |Ωj| para i 6= j, (5.1)

con una intersección vaćıa entre subdominios Ωi ∩ Ωj = ∅, i 6= j con i, j =

1, . . . , P . Por lo general, la partición de los datos se realiza bajo algunas res-

tricciones, como son: mantener el aspecto del radio de cada subdominio y mi-

nimizar los nodos colindantes entre las particiones. La minimización de nodos

colindantes es una restricción importante ya que impĺıcitamente lo que se busca

es minimizar el tiempo de env́ıo y recepción de datos entre procesadores. El

particionar un dominio bajo las restricciones anteriores es un problema de na-

turaleza combinatorio, y por lo tanto en la práctica no es posible determinar el

óptimo global, lo que se hace es determinar una partición de datos subóptima.

En general, los algoritmos dedicados a la partición de datos [151, 152, 153,

154] están enfocados a la partición de grafos o de mallas sin estructura. El

esquema de discretización empleado en este trabajo no requiere de una malla

de tipo Delaunay o un grafo para poder utilizar alguna aplicación de software

para la partición de datos.

Para la partición de datos, empleamos el esquema de bisección recursiva

basada en coordenadas (BRC) [155]. Este esquema de partición consiste en

ordenar sobre el eje-x y dividir en dos subdominios, para cada subdominio

obtenido se ordena sobre el eje-y y se vuelve a dividir en dos subdominios, este
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proceso se repite recursivamente.

El esquema BRC produce subdominios con aproximadamente el mismo

número de elementos. La complejidad computacional de este enfoque es

O(N log N), debido a que se consideró el método de QuickSort para reali-

zar el ordenamiento [156]. La ventaja de este tipo de partición de datos es la

implementación sencilla y la eficiencia computacional.

El esquema de partición de datos utilizado es un método básico que no ge-

nera particiones óptimas en el sentido de minimizar los nodos colindantes entre

particiones. Constituye un primer enfoque para abordar el tema de partición

de datos.

5.3. Zonas de Traslape

La determinación de las zonas de traslape es requerida cuando se trabaja

con el algoritmo de Schwarz con regiones de traslape con coincidencia o sin

coincidencia de nodos. En esta sección, se propone un algoritmo eficiente para

la creación de las zonas de traslape entre subdominios para nodos distribuidos

de manera no uniforme en una y dos dimensiones.

La idea para conformar la región de traslape se tomó del libro [104]. Sin

embargo, dicha idea es muy general y está enfocada a elemento finito. Por lo

tanto, no es directamente aplicable al esquema numérico expuesto a lo largo de

la tesis.

5.3.1. Descripción General

En lo subsecuente se considera que el dominio Ω se encuentra particionado

en P subdominios, ver sección 5.2. Los subdominios obtenidos son el punto de

partida para los siguientes algoritmos.

Para facilitar la exposición, consideraremos un solo subdominio Ωj. Lo que

se busca es dilatar el subdominio Ωj, sin embargo, no conocemos cuáles elemen-
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tos de Ωj conforman la frontera. El algoritmo para crear la zona de traslape o

la expansión de los nodos frontera, se puede caracterizar empleando la notación

de conjuntos.

Considere ahora que deseamos expandir la frontera del subdominio Ωj para

determinar el conjunto de nodos expandidos Ωe
j . Esta idea la podemos expresar

como

Ωe
j = V (Ωj)− Ωj, (5.2)

donde V (·) representa a la función que nos determina los vecinos más cercanos

para cada nodo en Ωj. La cardinalidad de V (Ωj) es superior a la cardinalidad

de Ωj, de hecho el conjunto Ωj está contenido en V (Ωj). Con base en estas

dos operaciones; búsqueda de vecinos más cercanos y resta de conjuntos, se

tiene ya caracterizado el algoritmo de expansión de la frontera (dilatación) en

Ωj. Los elementos del conjunto de nodos expandidos Ωe
j serán los nodos que

conformarán la frontera artificial Γ.

La idea expuesta anteriormente se puede aplicar de manera recursiva para

aśı crear zonas con una mayor región de traslape.

Resulta evidente que para lograr obtener un buen algoritmo computacio-

nal, es necesario poder realizar las operaciones de búsqueda de vecinos y la

resta entre conjuntos de manera eficiente. En las siguientes secciones se des-

cribe de manera progresiva la determinación de dichos algoritmos, primero se

exponen las ideas para datos en una dimensión, posteriormente con base en la

experiencia adquirida se propone el algoritmo para datos en dos dimensiones.

5.3.2. Traslape en una Dimensión

En esta sección se describe un algoritmo para crear la zona de traslape entre

dos subdominios para datos en una dimensión.

Considere al dominio Ω = [0, 1], que es discretizado por un conjunto de N

nodos aleatorios {xi}Ni=1 ∈ Ω, los cuales están ordenados de forma ascendente,

x0 < x1 < . . . < xN . Considere ahora que empleando un esquema de partición



5.3 Zonas de Traslape 121

de datos el dominio Ω es particionado en dos subdominios {Ω1, Ω2}, obteniendo

Ω1 = {x0, x1, . . . , xk},

Ω2 = {xk+1, xk+2, . . . , xN},

donde la intersección es vaćıa Ω1 ∩ Ω2 = ∅ y se tiene un mismo número de

elementos en cada subdominio |Ω1| = |Ω2|.

Una vez determinados los subdominios {Ω1, Ω2}, nuestro siguiente paso es

crear una zona de traslape entre ambos subdominios para poder aplicar el

algoritmo de Schwarz.

Para conformar la zona de traslape entre Ω1 y Ω2, la idea consiste en ex-

pandir/agregar el nodo más cercano a la frontera de cada subdominio. Al ser

datos en una dimensión y estar ordenados de manera ascendente, es claro que

los nodos que conforman la frontera de cada subdominio se encuentran al final

e inicio del arreglo ordenado. Para ello, agregemos el nodo xk+1 ∈ Ω2 a Ω1 y el

nodo xk ∈ Ω1 a Ω2, obteniendo los conjuntos expandidos

ΩE
1 = Ω1 + Ωe

1 = {x0, . . . , xk, xk+1},

ΩE
2 = Ω2 + Ωe

2 = {xk, xk+1, . . . , xN},

donde Ωe
1 = {xk+1} y Ωe

2 = {xk} corresponden a la zona de traslape entre

ambos subdominios: {xk, xk+1}.

Lo mostrado anteriormente nos proporciona una idea de como construir la

zona de traslape para datos en dos dimensiones, la cual consiste en expandir

los nodos que conforman la frontera de cada subdominio. La restricción más

importante que hay que considerar es que no contamos con una rejilla equies-

paciada en dos dimensiones, y por lo tanto no es trivial determinar cuando un

nodo se encuentra en la frontera de cada subdominio.

5.3.3. Traslape en dos Dimensiones

En esta sección, se describe y analizan los pasos requeridos para construir

las zonas de traslape entre subdominios considerando datos distribuidos de



122 Refinamiento Local de Nodos y Descomposición de Dominio

manera no uniforme en 2-d.

Para construir el algoritmo de expansión/dilatación de los nodos que con-

forman la frontera en cada subdominio, requerimos realizar de manera eficiente

las siguientes dos tareas:

Encontrar los vecinos más cercanos de un nodo x ∈ Ωj.

Dado un nodo x ∈ Ω, determinar si x pertenece a Ωj.

Por lo descrito en la sección 5.3.1, el primer punto mostrado arriba corres-

ponde a la función V (·) que determina los vecinos más cercanos. El segundo

punto corresponde a la resta entre dos conjuntos de datos V (Ωj)− Ωj.

La idea general la describimos como: para cada nodo contenido en Ωj obte-

ner sus K-vecinos más cercanos, para cada uno de los K-vecinos se determina

si pertenecen a Ωj. Si pertenece no lo agrego, en caso contrario el nodo es

agregado a Ωj y es marcado como nodo de tipo frontera artificial.

La complejidad computacional para determinar los K-vecinos más cercanos

de un nodo x ∈ Ωj es de orden constante O(1), ver sección 4.4.1. A través de

la tesis los K-vecinos serán referenciados con el śımbolo Kv, con Kv ∈ Ω.

La eficiencia del proceso de expansión/dilatación está determinada por la

operación de pertenencia. Una primera idea para la operación de pertenencia

consiste en que dado un nodo x ∈ Ωj y sus K-vecinos, tomar cada nodo vecino

y realizar una búsqueda lineal sobre el conjunto de nodos Ωj para determinar

si pertenece a Ωj.

La complejidad computacional de esta primera propuesta resulta evidente

debido a que la búsqueda lineal tiene una complejidad O(M), siendo M el

número de elementos en Ωj. Esta búsqueda lineal se realiza K-veces, siendo K

el número de nodos vecinos, y a su vez esto se realiza M -veces. Por lo tanto,

se tiene una complejidad cuadrática para el primer algoritmo de pertenencia

O(KM2). (5.3)



5.3 Zonas de Traslape 123

Sabemos que M � N , siendo N el número de nodos en Ω y M el número de

elementos en Ωj. De este hecho se podŕıa deducir que la complejidad cuadrática

del algoritmo de pertenencia descrito anteriormente es aceptable. Sin embargo,

en la práctica 700 ≤ M ≤ 3000, lo cual resulta computacionalmente costoso

debido a la complejidad cuadrática. Es por ello que se requiere disminuir el

orden cuadrático del algoritmo de pertenencia.

Para disminuir la complejidad cuadrática O(KM2) del algoritmo de per-

tenencia, vamos a requerir que cada nodo en el dominio Ω esté definido con

un identificador único o llave. La llave la podemos seleccionar de distintas

maneras, mediante funciones de indexación tipo hash que actúen sobre la re-

presentación binaria de las coordenas [157], o algún tipo de mezcla de bits al

estilo de multipolos rápidos [158]. Ambas técnicas para la generación de llaves

son muy generales y se pueden aplicar a un extenso rango de problemas. En

este trabajo, basándonos en el dominio del problema y en la estructura de datos

utilizada para representar los nodos, definiremos un tipo de llave de propósito

particular que es fácil de implementar y no genera colisiones entre llaves.

La llave la definimos como un número entero que corresponde al ı́ndice del

arreglo lineal en donde se almacenan los nodos. Aśı, cada vez que se agrega un

nuevo nodo en Ω, al momento de insertarlo se le asigna la nueva llave

llaven+1 = llaven + 1,

donde llaven corresponde al valor de la última llave insertada. Con esta regla de

asignación de llaves, se tiene un esquema de identificación único para cada nodo

en el dominio Ω. La llave es incluida en la estructura de datos utilizada para

representar a cada nodo en Ω, ver sección 4.4.3. Por lo tanto, particionando al

dominio Ω en P -subdominios cada elemento de cada subdominio cuenta con

un identificador único que hace referencia a la llave en Ω.

Con base en el esquema de llaves ahora definimos la función de pertenencia.

El esquema propuesto consiste en una búsqueda binaria, consistiendo en los

siguientes pasos:
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Obtener el conjunto de llaves L = {llavei}Mi=1 del subdominio Ωj.

Ordenar de forma ascendente el conjunto de llaves L.

Para cada nodo en Ωj realizar las siguientes tareas:

• Determinar sus K-vecinos más cercanos y para cada vecino obtener

su llave Lv = {ll1, . . . , llk}.

• Para cada elemento de Lv realizar una búsqueda binaria sobre el

conjunto L. Con base en ello se determina śı pertenece o no pertenece

al conjunto L.

El último paso realizado nos permite determinar cuándo un nodo vecino de

x ∈ Ωj está contenido en el subdominio Ωj. En caso de no estar contenido,

entonces el nodo vecino referenciado corresponde a un nuevo elemento de la

frontera expandida, el cual es agregado como un nodo de tipo frontera artificial

(NFA). La inserción del nuevo nodo de tipo NFA se realiza después de que se

recorrieron todo los nodos en Ωj.

El algoritmo anterior genera el conjunto de nodos expandidos que correspon-

de a la frontera artificial de cada subdominio. Sin embargo, en dicho conjunto

de nodos existen nodos repetidos. Para eliminar los nodos repetidos por cada

nodo que no pertenece a Ωj se realiza una búsqueda binaria sobre el conjunto

Ωe
j y con base en ello determinamos śı incluimos o no incluimos el nodo que

conformará la frontera expandida.

La complejidad computacional del algoritmo de pertenencia propuesto ba-

sado en llaves con una búsqueda binaria (APLB) es

O(KM log(M)), (5.4)

donde K es el número de nodos vecinos de un nodo x ∈ Ωj y M es la car-

dinalidad del subdominio Ωj. Considerando a K como un valor constante, se

determina que la complejidad computacional de APLB es

O(M log(M)), (5.5)
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este orden de complejidad es comparativamente inferior con respecto a la com-

plejidad cuadrática O(M2) obtenida con el primer algoritmo propuesto.

5.3.4. Niveles de Expansión

El procedimiento de expansión de la frontera de cada subdominio se puede

realizar en más de un nivel, para aśı crear una mayor zona de traslape. Es por

ello que surge la pregunta: ¿Cuántas veces es necesario expandir la frontera de

cada subdominio? Desafortunadamente no existe teoŕıa al respecto que nos in-

dique como contestar dicha pregunta, la respuesta encontrada fue determinada

con respecto de múltiples simulaciones con distintas ecuaciones diferenciales

parciales y variando los niveles en las zonas de traslape.

Cabe mencionar que este problema no se presenta con datos distribuidos de

manera uniforme, la inclusión del refinamiento local de nodos con descomposi-

ción de dominio origina una clase distinta de problemas, debido principalmente

a la distribución no uniforme de los datos.

La expansión de la frontera de cada subdominio se determinó mediante los

siguientes tres pasos:

1.- Expandir la frontera y asignar los nodos expandidos al tipo nodo Interior.

2.- Crear un rectángulo con los ĺımites del subdominio del paso 1 e insertar

los nuevos nodos que estén contenidos en el rectángulo pero que no estén

dentro del subdominio. El tipo de nodo asignado es Interior.

3.- Expandir la frontera y asignar los nodos expandidos al tipo de nodo

Frontera Artificial (Γ).

La parte crucial del esquema propuesto de niveles de expansión corresponde

al segundo punto. Lo que está impĺıcito en el segundo punto es la creación de

un subdominio de forma regular, es decir, un subdominio con nodos interiores

que se asemejan a rectángulos.
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Los niveles de expansión constituyen un punto crucial en el esquema de

refinamiento local de nodos con descomposición de dominio.

5.3.5. Actualización de la Frontera Artificial

Una vez construida la región de traslape, el siguiente paso es determinar los

nodos en Ωi que actualizan el valor de la frontera artificial de algún subdominio

Ωj, para j = 1, . . . , P con i 6= j. Esto es requerido en el algoritmo de Schwarz

en la versión aditiva y multiplicativa con coincidencia de nodos (ver sección

3.2).

Es conveniente aclarar que cada nodo tiene asociado un identificador para

el tipo de nodo (TN) definido como: TN = {Interior, Frontera-Real, Frontera-

Artificial, Interior-Actualiza}. Cuando no trabajamos con descomposición de

dominio, la señalización de los nodos se reduce a los dos primeros casos, es decir,

la discretización de la ecuación diferencial parcial está conformada por los nodos

que pertenecen al interior del dominio y los nodos que conforman la frontera

real del problema. En nuestro caso estamos trabajando con descomposición de

dominio y es por ello que en la sección anterior se marcaron los nodos que

conforman la frontera artificial Γ del problema. Ahora, sólo resta marcar los

nodos que son interiores a un subdominio y que son frontera artificial de otro

subdominio (IA).

Para un subdominio Ωj el proceso de marcado de los nodos que actualizan

la frontera artificial está compuesto de los siguientes pasos

∨ x ∈ Γ de Ωj realizar:

• Para i = 1, . . . , P con i 6= j

• Si xk ∈ Ωi ⇒ sabemos que xk
.
= xl ∈ Ωj y por lo tanto xid

k = IA.

La eficiencia del algoritmo está determinada al inicio del tercer paso, para

ello hacemos uso de las llaves únicas y mediante una búsqueda binaria determi-

namos ‘Si xk ∈ Ωi’, en caso de ser afirmativa la respuesta, entonces obtenemos
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el nodo xk ∈ Ωi que satisface la pregunta anterior y le asignamos el tipo de no-

do Interior-Actualiza; xid
k = IA, el supeŕındice id corresponde al identificador

del nodo, IA es el acrónimo de Interior-Actualiza. Este proceso de marcado de

nodos se realiza antes de llamar al algoritmo de Schwarz.

5.4. Esquema General

En esta sección se integra en un solo algoritmo el método de descomposición

de dominio (MDD) y el refinamiento local de nodos (RLN) para ecuaciones en

derivadas parciales estacionarias. El algoritmo propuesto puede ser aplicable

cuando se trabaje con otros esquemas de discretización numérica.

En el algoritmo 3 se muestran los pasos que conforman la propuesta de inte-

grar en un solo esquema el método de refinamiento local de nodos desarrollado

en el caṕıtulo 4, con el método de descomposición de dominio planteado en

el caṕıtulo 3. Cabe mencionar que la integración de MDD y RLN en un solo

algoritmo no es una tarea trivial, debido a la no uniformidad en la distribución

de los nodos, a la estructura de datos requerida, y a la creación de las zonas de

traslape entre subdominios.

Algoritmo 3 Refinamiento Local de Nodos y Descomposición de Dominio

(RLNDD)

Inicializar con una distribución uniforme de nodos.

while error > ε do

1.- Particionar a Ω para crear los subdominios Ωi, i = 1, . . . , P .

2.- Conformar las zonas de traslape.

3.- Resolver la EDP con el método de descomposición de dominio.

4.- Integrar la solución de cada subdominio al dominio Ω.

5.- Realizar el refinamiento local de nodos.

end while

Al inicio del algoritmo se cuenta con una distribución uniforme de nodos
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que son generados considerando el esquema de celda×celda. El criterio de paro

del algoritmo 3 está definido en la sección 4.5.1.

Para la partición de datos, ver paso 1, empleamos partición recursiva ba-

sada en coordenadas con restricción en la distribución de los nodos en cada

subdominio, ver sección 5.2.

El segundo paso es la creación de zonas de traslape, ver sección 5.3. La idea

básica consiste en expandir la frontera de cada subdominio {Ωi}Pi=1 para crear

aśı el traslape entre subdominios y poder aplicar el algoritmo de Schwarz.

El tercer paso del esquema propuesto trata sobre la aproximación de la

solución mediante el esquema de colocación asimétrico con funciones de base

radial y descomposición de dominio. El esquema de discretización no depende

de la distribución de los nodos, es decir, los nodos pueden estar distribuidos de

manera uniforme o no uniforme.

La diferencia con el estado del arte, radica en la combinación del refina-

miento local de nodos con descomposición de dominio. Como hemos visto a lo

largo de este caṕıtulo, la distribución no uniforme de los nodos nos genera una

clase distinta de problemas, como son: la estructura de datos para representar

cada subdominio, la creación de las zonas de traslape y la actualización de los

nodos que conforman la frontera artificial.

Una vez determinada la solución numérica ũ(·) ∈ Ωi con i = 1, . . . , P en

el paso 3, la siguiente tarea es unir de forma eficiente la solución de cada

subdominio al dominio global Ω. Para implementar de manera eficiente la idea

anterior, hacemos uso del identificador único o llave asociada a cada nodo del

dominio Ω. El algoritmo consiste en cargar en memoria los nodos del dominio Ω

y los nodos de cada subdominio Ωi, recorremos los nodos de cada subdominio

y con base en el identificador único insertamos ũ(·) en Ω. Este proceso de

inserción es de orden constante ya que el identificador único es en śı el ı́ndice

de la lista dinámica de los nodos en Ω, por lo tanto el orden de complejidad es

O(N), siendo N el número de nodos en Ω. En las zonas de traslape se cuenta
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con varias soluciones ũ provenientes de cada subdominio, el valor ũ asignado

al dominio global Ω es el promedio de dichas aproximaciones.

Finalmente, el paso 5 correspondiente al refinamiento local de nodos se

planteó en el caṕıtulo 4. De manera general, este paso consiste en utilizar la

solución obtenida ũ(·) ∈ Ω para construir el error de interpolación η(x) que

refleja localmente que tan suave o pronunciada es la solución. Con base en dicho

indicador, se refinan los nodos que estén por encima de un cierto porcentaje

θref obteniendo aśı una nueva distribución de nodos. Esta nueva distribución

de nodos es el punto de partida para la siguiente iteración del algoritmo 3.

Nota : El algoritmo 3 está compuesto de 5 procedimientos separados, cada

uno de ellos se encuentra programado en archivos ejecutables distintos. La co-

municación entre cada ejecutable se realiza a través de archivos binarios. Este

enfoque es modular y flexible, lo cual nos permitirá en un futuro expandir la

funcionalidad del esquema propuesto sin tener que programar todos los módu-

los.

En el apéndice B indicamos brevemente las modificaciones requeridas en el

algoritmo 3 para poder extenderlo a un esquema en paralelo.

5.4.1. Número de Particiones Adaptable

Conforme iteramos el algoritmo 3, de manera incremental se van insertando

nodos en las regiones donde se requiere de una mayor exactitud numérica.

Manteniendo fijo el número de particiones o subdominios P , el incremento en

el número de nodos que cubren a Ω induce un incremento en el número de

nodos en los subdominios

Nk+1 > Nk =⇒ Mk+1 > Mk ≈ Nk/P, (5.6)

donde k denota el ı́ndice en la iteración en el algoritmo 3, Nk corresponde a la

cardinalidad de Ω en la iteración k-ésima y Mk es el número de nodos en cada

subdominio.
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A partir de un cierto paso de iteración k > k0, el número de elementos en

algún subdominio rebasará el número máximo de nodos permitido Mmax. La

restricción en el número máximo de nodos por subdominio está en función del

tiempo de procesamiento, o bien por el número de condición del sistema, por lo

general Mmax ∈ [700, 3000]. Por lo tanto, es necesario satisfacer la restricción

en el número de nodos contenido en cada subdominio

Mk ≤Mmax. (5.7)

Para satisfacer la restricción anterior es necesario incremetar el número de

particiones P conforme se itera el algoritmo 3. El incremento en el número

de particiones se puede realizar de manera manual, sin embargo, resulta conve-

niente realizarlo de manera automática. La selección automática del número de

particiones es realizada en el algoritmo de bisección recursiva basada en coor-

denadas (BRC), ver sección 5.2. Lo que se condiciona es cuando particionar,

al comienzo del esquema BRC preguntamos si el número de nodos del domino

Ω es menor que un cierto valor Mmax, śı se satisface la condición entonces no

particionamos, en caso contrario llamamos a una función recursiva que divide

al dominio Ω en dos subdominios sobre el eje-x, después sobre cada subdomi-

nio obtenido se invoca a la función recursiva para que particione sobre el eje

contrario, este proceso se repite mientras el número de elementos en alguna

partición sea mayor que el valor de Mmax.

5.5. Resultados Numéricos

Para mostrar la efectividad del algoritmo desarrollado en este caṕıtulo; Re-

finamiento Local de Nodos con Descomposición de Domio (RLNDD). En esta

sección resolvemos numéricamente dos problemas estacionarios en dos dimen-

siones: el primer problema es la ecuación de Poisson y el segundo problema

corresponde a la ecuación de tipo Convección-Difusión. Ambas ecuaciones en

derivadas parciales contienen regiones con cambios espaciales abruptos. Se ana-
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liza numéricamente las caracteŕısticas o parámetros libres del algoritmo pro-

puesto.

Se determinó que la función radial multicuádrica requiere de una canti-

dad menor de nodos para alcanzar un error establecido en comparación con

la función radial de tipo placa delgada. Además, la selección del parámetro

de refinamiento no es un parámetro cŕıtico que afecte la calidad de la apro-

ximación, solo afecta al número de nodos y al número de las iteraciones en

el algoritmo 3. Adicionalmente, en todos los casos analizados fué posible cap-

turar correctamente las regiones con alta variación espacial, insertando nodos

en las zonas donde se requiere de una mayor exactitud numérica y empleando

descomposición de dominio para reducir el costo computacional.

5.5.1. Poisson en 2-d

El objetivo de esta sección es estudiar el efecto que tiene en la aproximación

numérica el esquema de partición de datos, la selección de la función radial y

el porcentaje de refinamiento.

Para tal efecto, consideraremos la extensión del problema en una dimensión

mostrado en la sección 4.6.1 a dos dimensiones, el cual corresponde al siguiente

problema de Poisson

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f en Ω ⊂ R2, (5.8)

u = u(x, y), sujeta a las condiciones de frontera tipo Dirichlet

u = g en ∂Ω, (5.9)

donde Ω=[−1, 1]2. La solución anaĺıtica está definida como

u(x, y) = tanh(x + 50y), (5.10)

a partir de u(x, y) se obtiene el término fuente en (5.8)

f(x, y) = 5002 · tanh(x + 50y)(tanh(x + 50y)2 − 1). (5.11)
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En la figura 5.1 se muestra la forma de la solución anaĺıtica. Como se aprecia

en dicha gráfica, paralelo al eje x y con la coordenada y = 0, se tiene una

zona de alta variación espacial. Fuera de dicha zona se observa una región sin

variaciones, con un valor constante -1 y 1 respectivamente. La aproximación

numérica en la zona de alto gradiente no es un problema de fácil solución debido

a la fuerte variación espacial, lo cual induce oscilaciones numéricas cerca de la

-discontinuidad- (fenómeno de Gibbs).

Figura 5.1: Solución anaĺıtica u(x, y) = tanh(x + 50y).

Partición Estática

Primero analizaremos el esquema estático para la partición de datos, y la

selección de la función radial. Como funciones radiales seleccionamos placa

delgada φ(r) = r4 log r y multicuádrica φ(r) =
√

r2 + c2. Para la función mul-

ticuádrica el esquema de actualización del parámetro c se ajusta conforme se

van insertando los nuevos nodos. El parámetro c se va decrementando por un

factor de 0.5 [103]

cnuevo
j = cviejo

j /2. (5.12)

Como datos iniciales se tiene una distribución uniforme de nodos N = 1156,

un umbral de refinamiento θref = 0.2 y cini = 0.1 para el núcleo multicuádrico.
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El criterio de paro se establece como Emax < 9 × 10−3, el cual corresponde a

la máxima diferencia en valor absoluto entre la solución anaĺıtica y la solución

numérica calculada sobre todo el dominio Ω.

En la tabla 5.1 se muestran los resultados obtenidos. En la primera columna

se despliega el tipo de función radial, la segunda columna corresponde al tipo

de partición, el número de subdominios se indica en la tercera columna. En la

cuarta columna se exhibe el número de nodos finales resultantes del proceso de

refinamiento iterativo. Finalmente en la quinta y sexta columna se muestra el

error cuadrático medio y el error en la norma infinita.

Función Radial Esquema Subdominios Nodos ECM Emax

Placa delgada Vertical 1×4 9587 0.001726 0.005178

Placa delgada Caja 2×2 9862 0.002517 0.005853

Multicuádrico Vertical 1×4 6085 0.001333 0.007920

Multicuádrico Caja 2×2 5586 0.001006 0.007279

Tabla 5.1: Variación del núcleo radial y el esquema de partición de datos.

Se observa en la tabla 5.1 que en todos los casos analizados fue posible

alcanzar el error deseado. La diferencia radica en el número de nodos requeridos,

lo cual impacta en el tiempo de procesamiento y la memoria requerida. Por otra

parte, como se indica en el trabajo de Driscoll [103], la incorrecta selección del

parámetro de inicio cini para el núcleo multicuádrico nos puede ocasionar que

se inserten más nodos de los necesarios. La manera en que seleccionamos el

parámetro inicial cini fue restringiendo el número de condición de las matrices

resultantes de la discretización, de tal forma se encuentren por debajo de un

valor establecido 1015.

Placa Delgada vs. Multicuádrico

En la sección 5.5.1 se mostró que con el refinamiento local de nodos y des-

composición de dominio, es posible obtener una buena aproximación numérica



134 Refinamiento Local de Nodos y Descomposición de Dominio

para el problema de Poisson analizado con las funciones radiales de tipo pla-

ca delgada y multicuádrica. El resultado obtenido es válido, sin embargo se

considero una partición estática de los datos. Es decir, seleccionamos a mano

el número de particiones y la forma de cada partición, por lo tanto no es un

método general.

Para desarrollar un método general, tenemos que dejar libre el número de

particiones de tal forma que se vayan ajustando con respecto al número de

nodos en cada iteración del algoritmo 3. En esta sección se muestra que con

un esquema de partición dinámica de datos basada en coordenadas, la función

radial de tipo multicuádrica es comparativamente superior a lo obtenido con la

función radial de tipo placa delgada, donde la ganancia se expresa en un menor

número de nodos y un mejor número de condición del sistema.

Considere una distribución inicial de nodos N = 1156. El esquema de par-

tición dinámica de datos está basado en coordenadas en donde el criterio de

particionar el dominio depende del número de nodos máximos permitidos por

subdominio, en particular |Ωj| ≤ 1300, j = 1, . . . , P ; siendo P el número de

subdominios. Para la función radial multicuádrica seleccionamos el parámetro

inicial cini = 0.1, en donde el ajuste dinámico del parámetro c está defini-

do por la ecuación 5.12. El parámetro que controla el refinamiento local de

nodos lo definimos como θref = 0.3. El criterio de paro se establece cuando

Emax < 9× 10−3.

En la tabla 5.2 se muestra el resultado obtenido con una selección dinámica

en el número de subdominios variando la función de base radial. Como se ob-

serva en la segunda columna, en ambos casos se requirió aproximadamente el

mismo número de iteraciones para alcanzar el error de aproximación requerido.

Sin embargo, el núcleo multicuádrico requirió de un menor número de nodos

y por consecuencia de subdominios. Esto se traduce en un menor tiempo de

procesamiento y por lo tanto en una mejora en cuanto al desempeño compu-

tacional. Un resultado similar se obtuvo con un esquema de particiones fijas

mostrado en la sección anterior.
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Función Radial Iteraciones Subdominios Nodos ECM Emax

Multicuádrico 20 6 5144 0.001829 0.007360

Placa delgada 22 10 8519 0.002035 0.008390

Tabla 5.2: Variación del núcleo radial con refinamiento local de nodos, descomposición de

dominio y particiones dinámicas.

Como se observa en las dos últimas columnas en la tabla 5.2, en ambos

casos fue posible reducir el error de aproximación logrando llegar al valor

pre-establecido. Sin embargo, el número de condición final para placa delgada

está en el rango de 1014 y el obtenido con el núcleo multicuádrico está en el

rango 108. Esto nos indica que con el parámetro c ajustado dinámicamente es

posible mantener el número de condición comparativamente inferior al obte-

nido con placa delgada. Esto nos permitirá trabajar con subdominios con un

mayor número de nodos, para aśı poder tener una mayor zona de traslape,

lo cual resultaŕıa conveniente para mantener acotado el número de iteraciones

para converger en el método de Schwarz [104]. Debido a que a mayor zona de

traslape el algoritmo de Schwarz requiere de un menor número de iteraciones

para converger a la solución.

Porcentaje de Refinamiento

El algoritmo de refinamiento local de nodos tiene un parámetro libre θref ,

el cual indica el porcentaje de nodos θref , con respecto de η∗, que van a ser

refinados con base en el error local de interpolación, ver sección 4.3.1. Este

parámetro es seleccionado por el usuario. Es por ello que surge la pregun-

ta: ¿Cómo seleccionar dicho parámetro de tal suerte que alcancemos el error

deseado?

En los siguientes párrafos se muestra que la selección de dicho parámetro

afecta al número de iteraciones requeridas aśı como al número de nodos inser-

tados. En todos los casos se logró llegar al error requerido.
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Considere el problema de Poisson analizado en la sección 5.5.1 con una

distribución inicial de nodos N = 1156, empleando el núcleo multicuádrico

con un parámetro inicial cini = 0.1. Como número máximo de elementos por

subdominio se considera |Ωi| ≤ 1300 , con i = 1, . . . , P . El criterio de paro se

establece cuando Emax < 9× 10−3.

En la tabla 5.3 se muestran los resultados obtenidos. La primera columna

corresponde a la variación del parámetro de refinamiento θref . En la segunda

columna se indica el número de iteraciones requeridas por el algoritmo 3 para

alcanzar el error buscado. El número de particiones finales se despliega en la

tercera columna, la cuarta columna corresponde al número de nodos finales.

En la quinta y sexta columna se indica el error cuadrático medio y el error en

la norma infinita calculado sobre todo el dominio Ω.

θref Iteraciones Subdominios Nodos ECM Emax

0.05 7 10 9458 0.000821 0.004332

0.1 11 6 5070 0.002244 0.006972

0.2 14 4 3819 0.002111 0.008438

0.3 20 6 5144 0.001829 0.007360

0.4 29 6 5189 0.000987 0.004563

0.5 38 5 4208 0.001051 0.003746

Tabla 5.3: Variación del parámetro de refinamiento θref , con el núcleo multicuádrico.

Se observa en la tabla 5.3 que conforme incrementamos el parámetro θref

ocurren dos efectos:

El número de iteraciones se incrementa.

El número de nodos y subdominios disminuye.

En la última columna en la tabla 5.3 se observa que en todos los casos

analizados se alcanzó el error requerido. Por lo tanto, la selección del parámetro
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de refinamiento θref no es un factor cŕıtico que nos impida disminuir el error

de aproximación.

Desde un punto de vista emṕırico el resultado obtenido es consistente con

lo que se esperaba, debido a que si incrementamos θref en cada iteración se

insertan menos nodos y se requerirá de un mayor número de iteraciones para

reducir el error de aproximación.

En la tabla 5.4 se muestra en detalle las iteraciones del algoritmo 3 para el

caso θref = 0.3, lo cual corresponde al cuarto renglón en la tabla 5.3. El número

en la iteración se indica en la primera columna, el número de subdominios

requeridos se despliega en la segunda columna. El incremento paulatino en el

número de nodos se exhibe en la tercera columna. Las mediciones del error

cometido se señalan en la cuarta y quinta columna.

Se observa en la tabla 5.4 que conforme iteramos el algoritmo de refina-

miento local de nodos con descomposición de dominio se va reduciendo paula-

tinamente el error cuadrático medio y el error en la norma infinita. Al mismo

tiempo, como se observa en la segunda columna, el número de particiones se

ajusta dinámicamente con respecto del número de nodos.

En la figura 5.2 se muestra la partición de datos y la aproximación numérica

en las iteraciones = {0, 6, 13, 20}, correspondiente a los datos mostrados en la

tabla 5.4. Como se observa en dichas gráficas, el refinamiento local de nodos

se realiza en la zona de mayor gradiente logrando aśı reducir el error de apro-

ximación. En la gráfica superior correspondiente a la iteración cero, se observa

una mala aproximación numérica, sin embargo, conforme se van insertando los

nodos la aproximación numérica va mejorando hasta alcanzar el error buscado.
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Iteración Subdominios Nodos ECM Emax

0 1 1156 3.620 13.647

1 1 1174 3.369439 12.936703

2 1 1207 2.835797 11.227931

3 1 1238 2.314635 9.297117

4 1 1270 1.927845 7.481878

5 2 1324 1.703543 5.940608

6 2 1369 1.569170 5.944240

7 2 1396 1.237301 3.659237

8 2 1432 1.130226 3.571665

9 2 1456 1.053147 3.473156

10 2 1486 1.016876 3.451578

11 2 1516 0.999131 3.456837

12 2 1946 0.552101 2.246219

13 2 2045 0.434303 1.906522

14 2 2384 0.135675 0.808190

15 2 2519 0.118846 0.700411

16 4 2627 0.065679 0.368539

17 4 3309 0.013901 0.045664

18 4 3792 0.005627 0.018148

19 6 4763 0.003698 0.015959

20 6 5144 0.001829 0.007360

Tabla 5.4: Iteraciones en la adaptividad de los nodos con descomposición de dominio para

el problema de Poisson, con el núcleo multicuádrico.
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Figura 5.2: Refinamiento local de nodos con descomposición de dominio para el problema

de Poisson, se muestran las iteraciones = {0, 6, 13, 20}. Función radial multicuádrica.
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5.5.2. Convección-Difusión en 2-d

En esta sección se analiza la ecuación de convección-difusión lineal estacio-

naria en dos dimensiones para distintos números de Péclet = {100, 101, 102, 103}.

Nos interesa investigar la predominancia del término convectivo sobre el término

difusivo y como afecta dicha selección en el error de aproximación empleando

el núcleo multicuádrico.

Considere la siguiente ecuación diferencial parcial

β∇2u + v · ∇u = 0, Ω ⊂ R2, (5.13)

con u = u(x, y), Ω = [0, 1]2 sujeta a las condiciones de frontera tipo Dirichlet

u = g en ∂Ω, (5.14)

donde ∇ denota el operador del gradiente, β es el coeficiente de difusión, v =

[vx, vy]
T es llamado el término convectivo (o coeficiente de velocidad), la función

g = g(x, y) se obtiene de la solución anaĺıtica, la cual está definida como

u(x, y) = a(e−cxx + e−cyy), (5.15)

siendo cx = vx/β y cy = vy/β. En particular trabajaremos con vx = vy, donde

el número de Péclet queda definido: Pe = v/β.

Como datos iniciales se considera a = 0.5, β = 1 y el parámetro que varia-

mos es el término convectivo para obtener los distintos números de Péclet. En

todos los casos analizados se utiliza una distribución inicial uniforme de nodos

N = 1156.

Péclet 100

Como primer caso consideremos un número de Péclet muy bajo: Pe = 1.

El término convectivo es igual a término difusivo β = v = 1, en donde la forma

de la solución aproximada es del tipo de una función rampa, ver figura 5.3.

Los errores obtenidos fueron ECM = 2 × 10−7 y Emax = 6.9 × 10−7 con c =
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0.2. Como era de esperarse, para un número de Péclet bajo la función anaĺıtica

no presenta ninguna fuerte variación espacial y por lo tanto no es necesario

emplear adaptividad local de nodos.

Figura 5.3: Solución numérica y anaĺıtica del problema de Convección-Difusión con

Pe = 100.

Péclet 101

Ahora investigaremos el caso cuando el término convectivo es ligeramente

superior al término difusivo: Pe = 10. Como se observa en la figura 5.4, la

función aproximada no es completamente suave. Sin embargo, se obtuvo una

buena aproximación numérica, donde los errores obtenidos fueron ECM =

8× 10−6 y Emax = 3.8× 10−5 con c = 0.2. En este caso tampoco fue necesario

realizar el refinamiento local debido a la alta exactitud numérica.

Péclet 102

Como siguiente caso consideraremos que el término convectivo domina al

término difusivo: Pe = 100. En este caso la solución presenta un gradiente

pronunciado cerca de los ejes x = 0 y y = 0, fuera de dicha zona se tiene una

región con un valor constante cero, ver figura 5.5. Con la distribución inicial

de nodos N = 1156 fue posible capturar la zona con la variación espacial

obteniendo una buena aproximación numérica; ECM = 3 × 10−3 y Emax =
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Figura 5.4: Solución numérica y anaĺıtica del problema de Convección-Difusión con

Pe = 101.

4.1× 10−2 con c = 0.2. Si cambiamos el número de nodos iniciales a N = 324

y seleccionando el parámetro c de acuerdo al error residual calculado en una

muestra de los nodos [75], se obtiene c = 0.47 con un error máximo y un error

cuadrático medio del orden de 10−2. Esto nos indica que para lograr disminuir el

error de aproximación no basta con el esquema de c−refinamiento, es necesario

emplear también el esquema de h−refinamiento.

Figura 5.5: Solución numérica y anaĺıtica del problema de Convección-Difusión con

Pe = 102.

El problema al seleccionar el parámetro c empleando el error residual sobre

una muestra de los datos [75], radica en cómo tomar una muestra representa-

tiva de los nodos, y adicionalmente en cada paso del algoritmo 3 se requiere

minimizar el residual U(c) = ‖Lu − f‖2. Sin embargo, este esquema nos per-
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Pe ECM Emax

1 2× 10−7 6.9× 10−7

10 8× 10−6 3.8× 10−5

100 3× 10−3 4.1× 10−2

Tabla 5.5: Error obtenido conforme incrementamos el número de Péclet.

mite determinar el parámetro c de una manera automática y el algoritmo es de

tipo general. Por otro lado, cuando trabajamos con descomposición de domi-

nio, al inicio del algoritmo de Schwarz desconocemos el valor de la función en

los nodos que conforman la frontera artificial Γ, aśı que para poder emplear el

error residual ‖Lu−f‖2 para seleccionar el parámetro c es necesario minimizar

dicho residual por lo menos dos veces en cada iteración del algoritmo de des-

composición de domino. La estrategia propuesta en Cheng [75] no nos resulto

útil, debido al alto costo computacional y por el hecho de emplear descompo-

sición de dominio con nodos adaptivos no es claro como obtener una muestra

representativa de los nodos para cada subdominio.

De los tres casos analizados anteriormente, resulta evidente que conforme

incrementamos el número de Péclet (Pe = v/β), el error cometido se incre-

menta drásticamente. En la tabla 5.5 se muestra el comportamiento del error

cuadrático medio y el error máximo conforme incrementamos el término con-

vectivo.

Un comportamiento similar a lo mostrado en la tabla 5.5 se observó para

la ecuación de convección-difusión analizada, aumentándole la parte temporal

y empleando el esquema de Crank-Nicholson con θ = 0.5 [30].

Péclet 103

Finalmente, consideraremos el caso cuando el término convectivo v = 103 es

muy superior al término difusivo β = 1 siendo el número de Péclet Pe = 1000.

En este caso la solución anaĺıtica presenta un alto gradiente cerca de los ejes
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x = 0 y y = 0, fuera de dicha zona se tiene una región con un valor constante

cero. Con la distribución inicial de nodos N = 1156, no fue posible capturar

correctamente la zona de alto gradiente, de tal modo que se obtuviera una buena

aproximación numérica (similar a lo obtenido anteriormente). Es por ello que

emplearemos refinamiento local de nodos con descomposición de domino.

Como número de elementos máximo por subdominio se considera |Ωi| ≤

2000, con un porcentaje de refinamiento θref = 0.07 y como parámetro c inicial

se tiene cini = 0.01.

El error numérico que deseamos obtener es Emax ≤ 0.05, similar a lo obte-

nido con Pe = 100. Adicionalmente agregamos una restricción de 1 Gbyte a la

cantidad de memoria utilizada. Esta restricción en la práctica es muy impor-

tante ya que si se excede la capacidad de memoria del sistema, el tiempo de

procesamiento se dispara debido a la paginación en la memoria virtual [159].

En la tabla 5.6 se muestra el resultado obtenido por el algoritmo 3 para el

problema de tipo convección-difusión analizado (5.13) y (5.14). En la primera

columna se despliega el número de la iteración del algoritmo 3, en la segunda

columna se indica el número de subdominios, en la tercera columna se muestra

el número de nodos obtenidos del proceso de refinamiento local de nodos, en

la cuarta y quinta columna se despliega el error cuadrático medio y el error en

la norma infinita.

Como se observa en la tercera columna en la tabla 5.6, conforme se itera el

algoritmo 3 se incrementa paulatinamente el número de nodos y por lo tanto

se requiere del esquema dinámico de particiones. La selección dinámica de las

particiones se muestra en la segunda columna. En las últimas dos columnas

claramente se aprecia que conforme se itera el algoritmo 3 ambas medidas de

error disminuyen; logrando aśı el objetivo de disminuir el error de aproxima-

ción mediante el esquema de refinamiento local de nodos con descomposición

de dominio. En la figura 5.6 se muestra la solución aproximada ũ(x, y) en la

iteración 12, se observa que la zona de alta variación espacial fue capturada
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Iteración Subdominio Nodos ECM Emax

0 1 1156 8.251532 136.243103

1 1 1363 1.236127 5.778277

2 1 1667 0.828661 4.830351

3 1 1991 0.652659 4.691801

4 2 2293 0.262702 2.196181

5 2 2817 0.161479 1.283982

6 3 4026 0.072166 0.917157

7 4 5310 0.044232 0.325591

8 6 6773 0.022449 0.299896

9 7 8803 0.021132 0.083681

10 9 13304 0.020352 0.068958

11 16 21127 0.020087 0.063680

12 16 22993 0.017400 0.051158

Tabla 5.6: Refinamiento local de nodos con descomposición de dominio para el problema de

Convección-Difusión, con el núcleo multicuádrico.

correctamente.

El error de aproximación deseado lo habiamos establecido como Emax ≤

0.05, como se aprecia en la tabla 5.6 (ver último renglón, quinta columna), no

fue posible obtener dicho error de aproximación, esto se debe a que después de

la iteración 12 se llegó al ĺımite de memoria en RAM permitida. Sin embargo,

por el comportamiento decreciente del error de aproximación se infiere que con

los suficientes recursos computacionales seŕıa posible disminuir aún más el error

de aproximación.

La partición dinámica de los datos en la iteración 12 se muestra en la parte

superior de la figura 5.7, en la parte inferior de dicha figura se muestra la

distribución final de las celdas. Como se observa en la partición de los datos,

cerca del punto de origen (0, 0) se tiene una disminución en el tamaño de los
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rectángulos que conforman la partición, esto se debe a la alta densidad de nodos

requerida para capturar el pico en el punto (0, 0).

Por simple inspección se observan 12 particiones en distintos colores, las 4

particiones restantes se encuentran dividias en los intervalos y = 0, x > 0.25 y

x = 0, y > 0.25. Es decir, cercanas a los ejes y = 0 y x = 0, esto es consistente

con el hecho de que la solución anaĺıtica presenta una alta variación cercana a

los ejes y = 0 y x = 0.

En la parte inferior de la figura 5.7, se aprecia que cerca de las zonas con

cambios abrutos en la solución se tiene una concentración de las celdas y con-

forme nos alejamos de los ejes x = 0 y y = 0, se disminuye gradualmente la

densidad de las celdas. Esta concentración local de las celdas/nodos nos per-

mite capturar las regiones de alta variación espacial, concentrando nodos en

las zonas de alto gradiente y manteniendo una densidad menor en las zonas de

bajo gradiente.

La combinación de refinamiento local de nodos y descomposición de domi-

nio conforman un algoritmo computacionalmente eficiente; donde la eficiencia

estriba en el uso de descomposición de dominio para disminuir el tiempo de

procesamiento y el refinamiento local de nodos es eficiente en cuanto al núme-

ro de nodos requeridos para aproximar numéricamente la ecuación diferencial

parcial.
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Figura 5.6: Solución numérica del problema de Convección-Difusión con Pe = 103. Función

radial multicuádrica.
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Figura 5.7: Arriba: Partición de datos en la iteración 12 del esquema RLNDD aplicado al

problema de Convección-Difusión con Pe = 103. Abajo: Distribución de las celdas.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y Aportaciones

La presente disertación doctoral se enfocó en el desarrollo y aplicación del

método de colocación asimétrica con funciones de base radial para la deter-

minación de la solución numérica de ecuaciones en derivadas parciales lineales

en una y dos dimensiones. Las principales aportaciones de este proyecto de

investigación doctoral las podemos englobar en dos puntos:

A partir de un problema temporal convectivo-difusivo en una dimen-

sión, mostramos numéricamente que para valores bajos a moderados del

coeficiente de Péclet se obtiene una tasa de convergencia exponencial

(h−refinamiento). Con base en el núcleo multicuádrico y empleando un

esquema de discretización impĺıcito y expĺıcito.

Formulamos un nuevo algoritmo para la solución numérica de ecuaciones

en derivadas parciales estacionarias en dos dimensiones con altos gra-

dientes, el cual combina el refinamiento local de nodos con el método de

descomposición de dominio. Este algoritmo constituye la primera formu-

lación en el estado del arte con la cual es posible abordar problemas de

grán escala empleando el método de colocación asimétrica.

La combinación de refinamiento local de nodos y descomposición de domi-

nio conforman un algoritmo computacionalmente eficiente; donde la eficiencia
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estriba en el uso de descomposición de dominio para disminuir el costo compu-

tacional y el refinamiento local de nodos es eficiente en cuanto al número de

nodos requeridos para capturar las regiones con alta variación espacial. Con

ambos métodos, se reduce el tiempo y la memoria requerida en la solución

numérica de ecuaciones en derivadas parciales, lo cual nos permitirá abordar

problemas de gran escala. Entendiendo por problemas de gran escala cuando

el número de incógnitas es mayor a 106.

Las aportaciones derivadas de los dos puntos mostrados anteriormente son

las siguientes:

1.- Adicionalmente al orden de convergencia exponencial, determinamos numéri-

camente:

• La tasa de convergencia exponencial es también alcanzable con un

esquema de c−refinamiento.

• El incremento en el número de Péclet produce una reducción en el

coeficiente que determina el orden de convergencia exponencial.

• El valor óptimo del parámetro c decrece monotónicamente conforme

el coeficiente difusivo es reducido.

2.- En problemas lineales temporales con descomposición de dominio se de-

terminó:

• Un orden de complejidad lineal con respecto al número de subdomi-

nios. Para un problema convectivo en dos dimensiones observamos

una ganancia en el tiempo de la simulación de dos órdenes de mag-

nitud cuando se utiliza el método de descomposición de dominio.

• Al incrementar el número de subdominios la exactitud disminuye

ligeramente.

• Difusión numérica baja.
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3.- La extensión del esquema de refinamiento local de nodos basado en la

triangulación de Delaunay, a un esquema basado en celda × celda, con

lo cual se obtuvo:

• Un esquema de refinamiento local de nodos (h−refinamiento) para

problemas estacionarios en una y dos dimensiones. Con este esquema

se logra refinar localmente en las regiones donde se requiere de una

mayor exactitud.

• Para un problema en una dimensión determinamos numéricamente

que el refinamiento local de nodos tiene una eficiencia del 90% en el

número de nodos para alcanzar el mismo error en comparación con

el refinamiento global de nodos, logrando aśı un ahorro en tiempo y

espacio para capturar las regiones con cambios abruptos espaciales.

• La formulación de un esquema de remoción e inserción de nodos para

problemas lineales temporales en una dimensión. En particular para

la ecuación de tipo convección-difusión con un número de Péclet

Pe = 103 fue posible capturar la zona de alta variación espacial.

4.- En la formulación del método de descomposición de dominio con el refi-

namiento local de nodos determinamos:

• Una partición dinámica de los datos con base en el método de bisec-

ción recursiva por coordenadas. El número de subdominios se adap-

ta dinámicamente a la densidad de los nodos, logrando aśı abordar

problemas en dos dimensiones con miles de nodos.

• Un algoritmo de orden logaŕıtmico en tiempo para la creación de la

zona de traslape requerida en el método de Schwarz con coincidencia

de nodos.

En el último periodo del doctorado, extendimos el punto tres y cuatro hacia

un esquema de representación de tipo árbol (quad-tree) para problemas estacio-

narios en dos dimensiones. Con ello podemos realizar la remoción e inserción de
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nodos logrando aśı una mejora al algoritmo propuesto. Adicionalmente, la crea-

ción de la zona de traslape entre subdominios depende del nivel de refinamiento,

a mayor nivel de refinamiento mayor es la zona de traslape; la formulación de

los puntos anteriores fue desarrollada por el Dr. Pedro González-Casanova. Los

resultados obtenidos se presentaron en el congreso Multivariate Approxima-

tion: Theory and Applications , aśı mismo se someterá el trabajo realizado en

la revista Numerical Methods for Partial Differential Equations, ver siguiente

sección.

6.1. Publicaciones

Las publicaciones derivadas de la investigación desarrollada son las siguien-

tes:

Publicadas

• J. Antonio Muñoz-Gómez, P. González-Casanova, G. Rodŕıguez-

Gómez, Adaptive Node Refinement Collocation Method for Partial

Differential Equations . ENC-06 Sixth Mexican International Confe-

rence on Computer Sciences published by IEEE, pp. 70-80, Septem-

ber 2006.

• J. Antonio Muñoz-Gómez, P. González-Casanova, G. Rodŕıguez-

Gómez, Domain Decomposition by Radial Basis Functions for Ti-

me Dependent Partial Differential Equations . In the Proceedings of

the IASTED: International Conference on Advances in Computer

Science and Technology, pp. 105-109, January 2006.

Sometida a la Revista de Ingenieŕıa, Investigación y Tecnoloǵıa en No-

viembre del 2006.

• J. Antonio Muñoz-Gómez, P. González-Casanova, G. Rodŕıguez-
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Gómez, Exponential Convergence of Multiquadric Collocation Met-

hod: a Numerical Study .

Por someter al Journal of Numerical Methods for Partial Differential

Equations en Octubre del 2007.

• P. González-Casanova, J. Antonio Muñoz-Gómez, G. Rodŕıguez-

Gómez, Node Adaptive Domain Decomposition Method by Radial

Basis Functions .

6.2. Trabajo Futuro

Claramente se requiere de más investigación en esta área, tanto teórica

como de nuevos algoritmos numéricos. Es de gran interés aplicar los resultados

obtenidos a problemas definidos en tres dimensiones, por lo tanto, mostramos

en forma de listado las metas a futuro:

Investigar la difusión/dispersión numérica para problemas en una dimen-

sión.

Particiones no cartesianas que obedezcan al comportamiento de la ecua-

ción diferencial parcial.

Remoción e inserción de nodos para problemas dependientes del tiempo

en dos y tres dimensiones.

Extender los algoritmos propuestos a un esquema en paralelo.

Patrones de diseño para el diseño y codificación de los puntos anteriores.

Adicionalmente, es de gran interés el desarrollo de una biblioteca numérica

para la solución de ecuaciones en derivadas parciales con base en funciones de

base radial.
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Apéndice A

Número de Condición

En esta sección se define el significado de mal condicionamiento. Considere

el problema de determinar la solución del siguiente sistema lineal de ecuaciones

Ax = b, (A.1)

donde b es un vector en IRn, A es una matriz real de dimensiones n×n y x es el

vector de incógnitas en IRn. Nuestro objetivo es determinar numéricamente el

vector de incógnitas x, sin embargo primero explicaremos brevemente el punto

de vista teórico.

Desde un punto de vista teórico existe solución única si y sólo si A es

nosingular, donde la singularidad se puede comprobar como: det(A) 6= 0. Es

decir, los vectores que conforman a la matriz A son linealmente independientes.

En dicho caso el vector solución se determina como x = A−1b, siendo A−1 la

inversa de A. Por lo expuesto anteriormente se deduce que explicitamente es

necesario calcular la inversa de A, esto en la práctica nunca se realiza debido al

alto costo computacional y a los errores acumulativos de redondeo. Se selecciono

un esquema de factorización LU basado en el método de Gauss con pivoteo

parcial, el cual resulto conveniente para nuestros fines. Cabe aclarar que dicha

rutina no fue codificada por nosotros, se utilizó la rutina disponible en el sitio

web de Lawrence Shampine. Esto se debe a que codificar la factorización LU

está lejos de ser un problema trivial, debido a que se deben considerar errores
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de redondeo, errores de cancelación, precisión de la máquina, aśı como análisis

teóricos en las perturbaciones de las matrices L, U [160].

Por cuestiones de claridad se dan algunas deficiones que son requeridas

posteriormente.

La norma ‖ · ‖ de un vector en IRn es una función ‖ · ‖ : IRn → IR que

satisface las siguientes propiedades para cualesquiera vectores x, y ∈ IRn

‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 si y solo śı x = 0

‖αx‖ = |α| · ‖x‖, con α ∈ IR

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Las normas vectoriales más frecuentemente utilizadas son:

‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn|

‖x‖2 = (|x1|2 + · · ·+ |xn|2)
1
2

‖x‖∞ = max|xi|, para 1 ≤ i ≤ n

La primera condición nos dice que el tamaño de un vector no nulo es positivo,

cuando no se satisface dicha condición se dice que la norma es semi-positiva.

El aspecto numérico que abordaremos será el problema de la estabilidad de

los sistemas lineales de ecuaciones. Es decir, nos interesa saber cuanto influye en

el resultado una pequeña perturbación en los datos. Para ello consideraremos

la cuantificación del error absoluto y el error relativo de dichas perturbaciones.

Consideremos ahora la introducción de perturbaciones en x y b, siendo las

perturbaciones x + δx y b + δb. Introduciendo dichas perturbaciones en (A.1)

se obtiene la siguiente igualdad

A(x + δx) = b + δb, (A.2)

expandiendo los términos y con base en una norma vectorial y su correspon-

diente norma inducida matricial; ver pp. 55 [160], se obtiene

‖δx‖ ≤ ‖A−1‖ · ‖δb‖. (A.3)
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Esta desigualdad acota el cambio absoluto de la solución en función del

cambio absoluto del vector conocido b. Un inconveniente de utilizar el error

absoluto es que no considera el orden en la magnitud del valor que se estima.

Es por ello que se introduce el error relativo, el cual lo podemos expresar como

un porcentaje del error cometido independientemente de las magnitudes que se

estén midiendo.

Ahora, lo que nos interesa es comparar las cantidades del error relativo entre

las perturbaciones de los vectores x, b ∈ Rd, donde el error relativo se expresa

‖x− δx‖
‖x‖

,
‖b− δb‖
‖b‖

. (A.4)

El error relativo en la norma infinita nos da un indicador acerca del número

de las p cifras correctas significativas

‖x− δx‖∞
‖x‖∞

≈ 10−p, (A.5)

ver el libro de Golub et al. [160].

Perturbando el sistema lineal (A.1) se obtiene (x − δx) = A−1(b − δb),

tomando la norma vectorial en el lado izquierdo y su correspondiente norma

matricial subordinada en el lado derecho se tiene

‖x− δx‖ ≤ ‖A−1‖ · ‖b− δb‖. (A.6)

Por otra parte, de (A.1) se obtiene b = Ax lo cual implica ‖b‖ = ‖Ax‖, y por

lo expuesto anteriormente se obtiene 1/‖x‖ ≤ ‖A‖
‖b‖ , lo que combinado con la

ecuación anterior obtenemos el resultado buscado

‖x− δx‖
‖x‖

≤ ‖A‖ · ‖A−1‖‖b− δb‖
‖b‖

(A.7)

El número κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖ se llama número de condición de A, con

el cual se tiene una cota superior. A menor número de condición decimos que

el sistema está bien condicionado, a mayor número de condición el sistema
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está mal condicionado y pequeños cambios relativos nos inducen un degrada-

miento en la solución. Por ejemplo, para κ(A) > 1012 decimos que está mal

condicionada la matriz A.

El número de condición tiene el siguiente significado práctico: cuando re-

solvemos el sistema lineal de ecuaciones Ax = b el orden del error relativo

será ε · κ(A), donde ε corresponde al épsilon de la máquina. El épsilon de la

maq́uina con redondeo es: 1
2
β1−p, donde β es la base del sistema y p corresponde

al número de bits en la mantisa en la representación de punto flotante del sis-

tema [62]. En particular, trabajamos con números en precisión doble (p = 52)

con una base binaria (β = 2), por lo que la unidad de redondeo corresponde a

ε ≈ 2.2× 10−16.

En la determinación del número de condición, con base en la norma ‖ · ‖∞,

no se calcula la inversa de la matriz A. En términos generales se obtiene una

cota inferior de ‖A−1‖ con base en la factorización LU , ver el libro de Golub

[160].



Apéndice B

Extensión del Algoritmo 3

El algoritmo propuesto para aproximar la solución de ecuaciones en deri-

vadas parciales empleando refinamiento local de nodos con descomposición de

dominio; ver algoritmo 3, fue diseñado considerando que los algoritmos seŕıan

ejecutados en una sola computadora. Este diseño nos brinda la ventaja de poder

concentrarnos en la eficiencia de los algoritmos y su posterior implementación,

y no en la programación en paralelo de dichos algoritmos. Por otro lado, cuando

en un futuro se requiera migrar a aplicaciones con cientos de miles o millones

de nodos, claramente el procesamiento en una sola computadora resultará insu-

ficiente, tanto por la capacidad de procesamiento como por el almacenamiento

en memoria.

En general, los pasos que conforman el algoritmo propuesto son: partición

de datos, solución numérica de la EDP con descomposición de dominio y re-

finamiento local de nodos. Con base en lo desarrollado en la presente tesis, el

segundo paso puede ser extendido sin muchas modificaciones a un cluster de

computadoras, esto se debe a que el algoritmo de descomposición de dominio

utilizado requiere de módulos iguales en cada subdominio y la transferencia

de datos entre subdominios requiere el uso correcto del env́ıo y recepción de

datos en paralelo, para lo cual sólo se requiere de una biblioteca que soporte

dichas instrucciones. Las dos bibliotecas más utilizadas son: la interfaz de co-
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municación en paralelo MPI [109] y la máquina virtual paralela PVM [161],

una comparación de dichas libreŕıas se describe en [162].

El primer paso del algoritmo 3 correspondiente a la partición de datos se

ha abordado principalmente en el área de mallas sin estructura, por ejemplo

triángulos o tetraedros. En la década pasada se generaron distintas aplicaciones

de software [163, 164, 165, 166]. Con respecto a la adaptación de mallas en

paralelo (Parallel Adaptive Mesh Refinement) de igual manera se concentró la

atención en mallas sin estructura, en donde el manejo de estructura de datos

y minimización de la latencia son incluidas como restricciones en el proceso de

refinamiento en paralelo [148, 167, 168, 169, 170].

Existe un v́ınculo entre la partición de datos y el refinamiento de la malla,

ambos en paralelo, este v́ınculo lo podemos establecer de la siguiente forma:

asuma que para un tiempo inicial t0 realizamos la partición de datos obteniendo

un balanceo en la carga de trabajo y posteriormente dicha carga es asignada

a cada procesador. Para un tiempo posterior t1, el proceso de refinamiento en

paralelo modifica la carga de trabajo asignada a cada procesador obteniendo

con ello un desbalanceo. El problema ahora es volver a distribuir en paralelo la

nueva malla de tal forma que quede balanceado el sistema. Esto se conoce en la

literatura como Balanceo Dinámico de Carga (Dynamic Load Balancing). Para

ello se requiere de migración de información en paralelo entre los subdominios

vecinos y constituye un enorme reto computacional, debido a que se requiere

minimizar el número de pasos para volver a balancear la carga, y además es

posible que cada procesador tenga un desempeño distinto y por lo tanto no

basta con distribuir la carga de trabajo de forma equitativa; consultar [171,

172, 173, 174, 175].



Apéndice C

Acrónimos

EDP Ecuación Diferencial Parcial

MDD Método de Descomposición de Dominio

MCA Método de Colocación Asimétrico

MCS Método de Colocación Simétrico

EDO Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

PCS Proyección-Correción-Solución

IMQ Esquema de Discretización Impĺıcito con Multicuádrico

EMQ Esquema de Discretización Expĺıcito con Multicuádrico

ECM Error Cuadrático Medio

DD Descomposición de Dominio

RLN Refinamiento Local de Nodos

RGN Refinamiento Global de Nodos

BRC Bisección Recursiva basada en Coordenadas

NFA Nodo de tipo Frontera Artificial

RLNDD Refinamiento Local de Nodos con Descomposición de Dominio
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Apéndice D

Śımbolos

u Solución anaĺıtica

ũ Solución numérica

‖ · ‖ Norma Euclideana

IR El conjunto de los números reales

C El conjunto de los números complejos

IRd El espacio vectorial de los d-vectores reales: x ∈ IRd ⇔ x = [x1, . . . , xd]
T

con xi ∈ IR

IRN×N El espacio vectorial de las matrices reales N ×N : A ∈ IRN×N ⇔

A = (aij) =


a11 . . . a1N

...
...

aN1 . . . aNN

 con aij ∈ IR

AT Transpuesta de la matriz A

φ Función de base radial

Φ Matriz de Gramm

λ Vector de incógnitas en la interpolación con funciones radiales

p Polinomio requerido en la interpolación con funciones condicionalmente

positivas definidas

Ω Dominio en donde está definida la ecuación diferencial parcial

∂Ω Frontera de Ω

N Número de nodos de colocación N = NI + Nf
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NI Número de nodos en el dominio

Nf Número de nodos en la frontera

L Operador diferencial parcial lineal definido en Ω

B Operador diferencial parcial lineal definido en ∂Ω

∇u Gradiente ∇u = ∂u
∂x

+ ∂u
∂y

∇2 Laplaciano ∇2u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

c Parámetro en la función radial multicuádrica

cini Parámetro inicial en la función radial multicuádrica requerido en

el esquema de refinamiento local de nodos

|Ω| Cardinalidad del dominio Ω

Ωi Subdominio o i-ésima partición en Ω

|Ωi| Cardinalidad del subdominio Ωi

P Número de subdominios Ωi, i = 1, . . . , P

Γi Frontera artificial del subdominio Ωi

Mmax Máximo número de nodos en cada subdominio sin la región de traslape

θref Valor de umbral en el refinamiento local de nodos

tmax Tiempo máximo requerido en los problemas dependientes del tiempo

∆t Tamaño de paso temporal 0 < ∆t < 1

τ Número de pasos para avanzar de t = 0 hasta tmax

β Coeficiente difusivo en la ecuación de convección-difusión

µ Coeficiente convectivo en la ecuación de convección-difusión

Pe Coeficiente de Péclet = convectivo / difusivo

ECM Error cuadrático medio: ECM =
√

1
N

∑N
i=1(ui − ũi)2

Emax Error máximo Emax = ‖u− ũ‖∞
‖x‖∞ Norma infinita, definida como: ‖ · ‖∞ = máx |xi|, 1 ≤ i ≤ n
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5.5. Solución numérica y anaĺıtica del problema de Convección-Difusión

con Pe = 102. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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5.2. Variación del núcleo radial con refinamiento local de nodos, des-

composición de dominio y particiones dinámicas. . . . . . . . . . 135
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