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RESUMEN 
 

 

En esta tesis se emplea un interferómetro Twyman-Green para probar 

superficies ópticas, hacemos interferometría de desplazamiento de fase (PSI) 

colocando un espejo plano sobre un piezoeléctrico en uno de los brazos del 

interferómetro se desplaza y así se obtienen desplazamientos de fase 

deseados. Con una cámara CCD se toma una serie de interferogramas, 

estos interferogramas son usados para obtener la fase envuelta, el número 

de interferogramas que se toman depende del algoritmo que se use para 

decodificar la fase del frente de onda de la superficie bajo prueba. Finalmente 

desenvolvemos la fase de los interferogramas obtenidos experimentalmente 

y de ellos hacemos una comparación cualitativa entre estas técnicas. 

 



 

ABSTRACT 
 

 

In this thesis we set up a Twyman-Green interferometer to test optical 

surfaces, we made Phase Shifting Interferometry (PSI) by using a plane 

mirror above a piezoelectric device in one arm of the interferometer, this is 

done to can displace the mirror small distances (some nanometers) and 

obtain the desired phase displacement. With a camera CCD we record a 

series of interferograms, these interferograms are used to obtain the wrapped 

phase, the number of this interferograms depends on the algorithm used to 

decode the wavefront phase of the surface under test. Finally we unwrap the 

phase with some techniques, we made a comparison between this 

techniques unwrapping interferograms obtained experimentally and we made 

some comments. 
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Capítulo 1 
1.  INTRODUCCIÓN 
 

El pionero de la Interferometría Albert Abraham Michelson nació el 19 de 

diciembre de 1852 en Strelno, Prusia (hoy Strzelno, Polonia). Llego a los 

Estados Unidos con sus padres cuando tenía dos años. Desde Nueva York, 

la familia hizo su camino a Virginia City, Nevada y San Francisco. 

 

A los 17, Michelson ingresó en la Academia Naval de los Estados Unidos en 

Annapolis, Maryland, y se graduó en 1873. Pronto Michelson cayó fascinado 

con las ciencias y el problema de medir la velocidad de la luz en particular. 

Tras dos años de estudios en Europa se retira de la armada en 1881 y se 

dispone a determinar la velocidad de la luz con una precisión sin precedentes 

utilizando su interferómetro.  

 

Su dato permaneció como el mejor durante una generación y cuando fue 

mejorado, fue el propio Michelson quien lo hizo.  

 

Hacia 1887 con la ayuda de su colega Edward Williams Morley llevó a cabo 

lo que se conoce como el experimento Michelson-Morley. Su experimento 

mostraba que no había desplazamiento significativo de la Tierra relativo al 

éter, el medio hipotético en el cual se suponía que viajaban las ondas 

lumínicas. Posteriormente este resultado dio lugar a la gestación de la Teoría 

de la Relatividad de Einstein.  

 

Tras servir como profesor en la Universidad Clark en Worcester, 

Massachusetts, desde 1889, en 1892 Michelson fue designado profesor y 
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primer jefe del departamento de física de la recién organizada Universidad de 

Chicago. En 1907 Michelson se convierte en el primer americano que ha 

recibido el premio Nóbel de física.  

 

Michelson murió el 9 de mayo de 1931 en Pasadena, California.  

 

El interferómetro de Michelson es de gran importancia en nuestro trabajo, 

puesto que es la base para armar un interferómetro Twymann-Green. 

 

Para la mejor comprensión del presente trabajo, la organización de los 

capítulos es la siguiente. 

 

En el Capítulo 1 se explica brevemente el contenido de cada uno de los 

capítulos. 

 

En el Capitulo 2 se da una introducción de interferencia, se explican los 

principios básicos y la teoría de este fenómeno, se analiza la interferencia 

entre ondas monocromáticas, se estudian los interferómetros de división de 

frente de onda y los interferómetros de división de amplitud, se analiza la 

configuración de algunos de los interferómetros más comunes que se pueden 

encontrar en la literatura y se estudian las características y funcionamiento 

del interferómetro ZYGO de ZYGO CORPORATION. 

 

En el Capítulo 3 se da una introducción de la interferometría de 

desplazamiento de fase, se explican los conceptos fundamentales, sus 

ventajas, los métodos para hacer desplazamiento de fase, como se detecta 

el frente de onda y como se obtiene la fase con el algoritmo Hariharan. 

 

En el Capítulo 4 se explica en que consiste el desenvolvimiento de la fase y 

se explican las diferentes técnicas para desenvolver la fase: el método de 



Capitulo 1. Introducción. 

7 

Tomas Kreis en una y en dos dimensiones, el método que integra las 

diferencias de fase para mapas de fase de campo completo y para mapas de 

fase dentro de una región conecta simple y también se explica el método 

robusto para desenvolver la fase de Giglia. Por último se explican los 

momentos geométricos, se da su definición y propiedades, se ven los 

diferentes tipos de momentos geométricos, se ve la representación de forma 

usando los momentos geométricos, se estudia como se hace el computo de 

los momentos geométricos, se analizan los errores que pueden ser 

introducidos en el computo y lo más importante se explica cual será su 

utilidad y de que forma los utilizaremos en el presente trabajo. 

 

En el Capítulo 5 se ilustran los diferentes elementos usados para armar el 

interferómetro, se dan algunas de las características más generales de 

algunos de ellos y se muestra el arreglo experimental, se explica como se 

hace la calibración de la fase desplazada y como se hace la calibración del 

piezoeléctrico, se muestran los resultados obtenidos al probar diferentes 

espejos y desenvolver la fase del frente de onda con diferentes métodos. 

 

En el Capítulo 6 se dan las conclusiones del presente trabajo. 

 

En el Apéndice A se muestra un diagrama a bloques del programa que se 

elaboro para desenvolver la fase con las diferentes técnicas mencionadas en 

el capítulo 4. 
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Capítulo 2 
2.  INTERFERENCIA 
 

En este capítulo se da una introducción del fenómeno de interferencia, se 

describe la interferencia entre ondas monocromáticas, se explican los 

interferómetros de división de frente de onda y los de división de amplitud, 

como ejemplo de los de división de frente de onda se explica el 

interferómetro de Young y como ejemplo de los de división de amplitud se 

explican los interferómetros de Newton, Michelson y Twyman-Green y por 

ultimo se describe brevemente el interferómetro ZYGO. 

 

 

2.1.  Introducción 

El fenómeno de interferencia [1] [2] ha sido usado para establecer la naturaleza 

ondulatoria de la luz y ahora tiene usos de importancia práctica por ejemplo 

en espectroscopia y metrología. Cuando dos a más haces de luz se 

superponen, la distribución de intensidad no puede ser descrita de una 

manera sencilla. Así, si la luz de una fuente es dividida en dos haces los 

cuales son superpuestos, la intensidad en la región de superposición es una 

variación  punto a punto entre un valor máximo que puede ser igual a la 

suma de las intensidades y un mínimo que puede ser cero, a este fenómeno 

se le llama interferencia. Si los dos haces son originados en la misma fuente 

las fluctuaciones en los dos haces están en general correlacionadas y se dice 

que los haces son completa o parcialmente coherentes. En haces de 

diferentes fuentes, las fluctuaciones no están correlacionadas y se dice que 
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los haces son mutuamente incoherentes. Cuando los haces de diferentes 

fuentes son superpuestos, no se observa interferencia. 

 

Existen dos métodos para obtener interferencia de un solo haz de luz y estos 

proveen una base para clasificar los arreglos usados para producir 

interferencia. En un método el haz se divide al pasar a través de aberturas 

colocadas lado a lado en una pantalla opaca. Este método es llamado 

división de frente de onda, es de uso únicamente con fuentes 

suficientemente pequeñas. De manera alternativa si el haz se divide en una o 

mas superficies parcialmente reflectoras, en las cuales una parte de la luz es 

reflejada y otra parte transmitida. Este método es llamado división de 

amplitud, este método se puede usar con fuentes extendidas y por lo tanto 

los efectos pueden ser de mayor intensidad que con el método de división de 

frente de onda. 

 

 

2.2.  Interferencia de dos ondas monocromáticas 

La intensidad I  de la luz se define como el promedio temporal de la cantidad 

de energía que atraviesa en una unidad de tiempo una unidad de área 

perpendicular a la dirección del flujo de energía [1][2]. Para una onda plana 

2

4
EcI

µ
ε

π
=        ( 2.1 ) 

donde ε  es conocida como la constante dieléctrica (o permitibidad), µ  es la 

permeabilidad magnética, E  es el vector del campo eléctrico y c  es la 

velocidad de la luz en el vacío. Si se trabaja principalmente con campos 

monocromáticos se representa el vector del campo eléctrico E  en la forma 

{ } [ ]tititi erAerAerAtrE ωωω )()(
2
1)(),( *+=ℜ= −−  ( 2.2 ) 
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donde ω  es la frecuencia angular temporal, 1−=i , t  es el tiempo y ℜ  es 

la parte real del número complejo, e  es la función exponencial y ∗  indica que 

es el complejo conjugado de A . Aquí A  es un vector complejo con 

componentes cartesianas rectangulares 
)(

1
1)( rig

x eraA = , )(
2

2)( rig
y eraA = , )(

3
3)( rig

z eraA =  ( 2.3 ) 

donde ja  y jg  ( 3,2,1=j ) son funciones reales. Para una onda plana 

homogénea las amplitudes ja  son constantes, mientras que las funciones de 

fase son de la forma jj -rK(r)g δ⋅= , donde K  es el vector de propagación y 

las jδ  son las constantes de fase las cuales especifican el estado de la 

polarización. 

 

De la ec. 2.2, 

( )*22*222 2
4
1 AAeAeAE titi ⋅++= −− ωω     ( 2.4 ) 

de donde, tomando el promedio temporal sobre un intervalo grande 

comparado con el periodo ω
π2=T  

( ) ( ).
2
1

2
1

2
1 2

3
2
2

2
1

222*2 aaaAAAAAE zyx ++=++=⋅=   ( 2.5 ) 

 

Suponiendo que dos ondas monocromáticas 1E  y 2E  se superponen en un 

punto P . El campo eléctrico total en P  es 

21 EEE +=         ( 2.6 ) 

de modo que 

21
2
2

2
1

2 2 EEEEE ⋅++= .      ( 2.7 ) 

Por lo tanto la intensidad total en P  es 

1221 IIII ++=        ( 2.8 ) 

donde 
2

11 EI = , 2
22 EI =       ( 2.9 ) 
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son las intensidades de las dos ondas, 

2112 2 EEI ⋅=        ( 2.10 ) 

es el termino de interferencia. Si A  y B  son las amplitudes complejas de las 

ondas donde 

K,1
1

ig
x eaA =   K,1

1
ih

x ebB =      ( 2.11 ) 

 

Las fases jg  y jh  de las dos ondas por lo general serán diferentes, desde 

que las ondas hayan llegado hasta P  por diferentes trayectorias, pero si las 

condiciones experimentales  son tales que se introduce la misma diferencia 

de fase δ  entre las componentes correspondientes, tenemos 

Shghghg ∆==−=−=−
0

332211
2
λ
πδ     ( 2.12 ) 

donde S∆  es la diferencia entre las trayectorias ópticas de las dos ondas 

desde el punto común de la fuente hasta P  y 0λ  es la longitud de onda en el 

vació. En términos de A  y B , 

( ) ( ) ( )BABAeBABeAeBBeeAAeEE titititititi ⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+=⋅ −−− **2**2**
21 4

1
4
1 ωωωωωω   ( 2.13 ) 

de modo que 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .cos

coscoscos
2
12

33221112

333322221111
**

2112

δbababaI

hgbahgbahgbaBABAEEI

++=

−+−+−=⋅+⋅=⋅=  ( 2.14 ) 

donde cos  es la función trigonométrica coseno. 

 

Esta expresión muestra la dependencia del término de interferencia en las 

componentes de amplitud y en la diferencia de fase de las dos ondas. 

Fresnel de Arago encontró que dos haces de luz polarizados a ciertos 

ángulos uno con respecto del otro, no interfieren de lo que se concluye que 

las vibraciones deben ser transversales. Considerando la distribución de 

intensidad que resulta de superponer dos ondas que se encuentran 
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propagando en la dirección z  y están linealmente polarizados sus vectores 

E  en la dirección x . Entonces 

03232 ==== bbaa        ( 2.15 ) 

usando las ecs. 2.5, 2.9, 2.10 y 2.14, 

2
11 2

1 aI = , 2
22 2

1 aI =       ( 2.16 ) 

δδ cos2cos 211112 IIbaI ==      ( 2.17 ) 

La intensidad total es dada por la ec. 2.8 como 

δcos2 2121 IIIII ++=       ( 2.18 ) 

Los máximos de intensidad se darán cuando 

,...,4,2,0

2 2121

ππδ =

++= IIIIIMAX       ( 2.19 ) 

y los mínimos de intensidad cuando 

,...,3,

2 2121

ππδ =

−+= IIIIIMIN       ( 2.20 ) 

 

Cuando 21 II = , ec. 2.18 se reduce a 

2
cos4)cos1(2 2

11
δδ III =+=      ( 2.21 ) 

y el valor de la intensidad varia entre un valor máximo 14IIMAX = , y un valor 

mínimo 0=MINI  (Fig. 2.1). 

 
Fig. 2.1 Interferencia de dos haces de igual intensidad; variación de intensidad con la 

diferencia de fase. 
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2.3.  Interferómetro de división del frente de onda 

2.3.1.  Interferómetro de Young 

Para demostrar la interferencia de la luz, el arreglo experimental que se 

utilizo, fue el de Young [1][2]. La luz que proveniente de una fuente puntual 

monocromática S  pasa a través de dos aberturas pequeñas 1S  y 2S  las 

cuales están relativamente cerca una de la otra, en una pantalla A  y 

equidistantes con respecto a S  (Fig. 2.2). Las dos aberturas actúan como 

fuentes puntuales secundarias monocromáticas las cuales están en fase y 

los haces de las aberturas se superponen lejos de la pantalla A . En esta 

región es donde se forma el patrón de interferencia.  

 
 Fig. 2.2 Experimento de Young.  
 

Si se supone que el patrón se observa sobre un plano XOY  normal al 

bisector perpendicular CO  de 21SS  con el eje x  paralelo a 21SS  (Fig. 2.3). 

Siendo d  la separación entre los orificios y a  la distancia entre la línea que 

une las aberturas y los planos de observación. Para un punto ),( yxP  en el 

plano de observación 

2
22

22

2
22

11

2

,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++==

dxyaPSs

dxyaPSs
     ( 2.22 ) 

S1 

S2 

S 

A 
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por lo tanto  

xdss 22
1

2
2 =−         ( 2.23 ) 

 

La diferencia de la trayectoria geométrica de la luz de 1S  y 2S  a P  se puede 

expresar de la siguiente forma 

12
21

2
ss

xdsss
+

=−=∆        ( 2.24 ) 

 

En la práctica el patrón de interferencia se observa cuando d  es mucho 

menor que a  por lo tanto x  y y  son pequeñas comparadas con a , 

ass 212 ≈−         ( 2.25 ) 

 

Si n  es el índice de refracción del medio (se asume que es homogéneo) en 

el que se esta realizando el experimento, la diferencia de camino óptico de 

2S  y 1S  a P  es 

a
nxdsnS =∆=∆        ( 2.26 ) 

y la diferencia de fase correspondiente es 

a
nxd

0

2
λ
πδ =         ( 2.27 ) 

 
Fig. 2.3 Interferencia con dos fuentes puntuales. 

S2 

S1 

C 

d 

a 

s2 

s1 

O 

 x 

y 

P(x,y) 
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El patrón de interferencia en el plano xy, consiste de bandas brillantes y 

oscuras llamadas franjas de interferencia como se ilustra en la Fig. 2.4. 

 
Fig. 2.4 Franjas de interferencia de Young. 

 

 

2.4.  Interferómetro de división de amplitud 

2.4.1.  Interferómetro de Newton 

Se puede decir que un interferómetro de Newton [3] es cualquier arreglo de 

dos superficies en contacto, que se encuentran iluminadas por una fuente de 

luz monocromática. La forma más familiar en donde se obtienen anillos de 

Newton, en un experimento de óptica es también llamado interferómetro de 

Newton, la diferencia, es la abertura de aire conforme uno se mueve del 

punto de contacto, como se ve en la Fig. 2.5. 

 
Fig. 2.5 Arreglo para obtener anillos de Newton. 

Divisor de haz 

Amplificador enfocado 
en el hueco de aire 

Superficie cóncava 

Superficie plana 

Hueco de aire donde se forman 
los anillos de Newton 

Ojo 

Fuente de luz 
monocromática 
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En algunas ocasiones cuando se prueba una superficie con un radio de 

curvatura pequeño es necesario usar un amplificador o un microscopio de 

baja potencia para poder observar estos anillos. En el taller óptico, 

generalmente se requiere que una superficie óptica plana, que se fabrica, 

este acoplada exactamente con la superficie plana de referencia o que una 

superficie esférica cóncava, este emparejada con una superficie convexa 

llamada superficie de referencia. Bajo estas condiciones la abertura de aire 

es pocas veces más que unas cuantas longitudes de onda de luz en espesor. 

En las diferentes formas del interferómetro de Newton, principalmente se 

busca determinar la no uniformidad del espesor de esta cuña de aire, 

observando e interpretando las franjas de Newton. Una forma simple de 

observar estas franjas de Newton se ilustra en la Fig. 2.6. En este arreglo se 

puede usar cualquier fuente de luz como una lámpara de vapor de sodio, una 

lámpara de vapor de mercurio de baja presión, una lámpara de descarga de 

helio o una lámpara de tungsteno. 

 
Superficies en contacto 

Caja 

Ojo 

Divisor de haz 

Fuente de luz monocromática 

Pantalla 
difusora 
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Fig. 2.6 Arreglo para observar las franjas de Newton en el taller óptico. Con este 
arreglo se pueden probar superficies planas y superficies esféricas de radio largo. 

Cuando dos superficies ópticas perfectamente planas se ponen en contacto 

una con otra formando una cuña de aire como se ilustra en la Fig. 2.7. La 

cuña de aire es delgada a la izquierda y gruesa a la derecha. El espesor de 

la abertura de aire incluso del lado angosto no será cero, tendrá un valor 

finito y aunque uno presione muy fuerte, es difícil hacer esta abertura de aire 

cero. Imaginemos dos planos proyectados hacia atrás como en la Fig. 2.7 y 

conociendo la línea de intersección. Si tenemos una fuente de luz 

monocromática de longitud de onda λ  que incide normalmente en una 

superficie óptica plana, si α  es el ángulo de la cuña entre las dos superficies 

y la abertura de aire a una distancia x  de la línea de intersección de dos 

planos es xα . A esto le debemos sumar 2/λ  debido al cambio de fase de π  

resultado de la reflexión en la superficie plana. Así tenemos una diferencia de 

camino óptico (OPD) en la distancia x  dada por )2/2( λα +x . 

 
Fig. 2.7 Principio de formación de franjas rectas e igualmente espaciadas entre dos 
superficies ópticas planas cuando el hueco de aire es en forma de una cuña. Estas 

líneas están paralelas a la línea de intersección de las dos superficies planas. 
 

Entonces las franjas oscuras pueden ser representadas por 

Línea de intersección del 
hueco de aire Hueco de aire 

λ/2      λ      3λ/2      2λ     5λ/2      3λ     7λ/2 

Diferencia de fase  π      3π      5π       7π       9π      11π    13π     15π  
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λα nx =2         ( 2.28 ) 

donde n es un entero y la franja brillante puede ser representada por 

λλα nx =+ 2/2        ( 2.29 ) 

 

Cada una de estas ecuaciones representa un sistema de franjas rectas 

igualmente espaciadas y la distancia d  entre dos franjas oscuras o brillantes 

es 

αλ 2/=d         ( 2.30 ) 

 

 

2.4.2.  Interferómetro de Michelson 

La forma del interferómetro de Michelson [1] se ilustra en la Fig. 2.8. La luz de 

una fuente extendida S  es dividida en una superficie semireflectora A  de 

una placa de vidrio plano paralela D  en dos haces a diferentes ángulos. 

Estos haces son reflejados en los espejos planos 21 , MM , y regresan a D  

donde son recombinados para entrar al telescopio de observación T . 2M  

esta fijo, 1M  esta sobre una montura y puede acercarse o alejarse de D  por 

medio de un tornillo micrométrico. El haz reflejado de 1M  atraviesa el 

material dispersivo de D  tres veces antes de llegar a T , comparado con la 

única vez que pasa el haz reflejado 2M . Para quitar esta asimetría que por 

otra parte prevendrá el uso de franjas de luz blancas, se usa una placa 

compensadora C  de material y espesor idéntico a D  y paralelo a este es 

introducido entre D  y 2M . 

Supongamos que ′
2M  es la imagen de 2M  en el divisor de haz. La 

trayectoria óptica entre S  y el punto P  a lo largo de un rayo PJISI 21 , 

transmitido en A  y reflejado en 2M  es igual a la trayectoria óptica entre S  y 

P  a lo largo de un rayo PKISI 21  reflejado en A  y refractado en la superficie 
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virtual ′
2M . El patrón de interferencia observado con el telescopio se puede 

considerar que se origina de una película de aire rodeada por la superficie 

reflectora real 1M  y la superficie reflectora virtual ′
2M , con tal de que se 

asocie con el último cambio de fase φ  igual a la diferencia entre los cambios 

de fase para reflexiones externas e internas en A .  El valor de φ  depende de 

la naturaleza del semireflector A . 

 
Fig. 2.8 Interferómetro de Michelson. 

 

Cuando 1M  y ′
2M  son paralelos las franjas dadas por una fuente cuasi 

monocromática son circulares y localizadas en el infinito. Si 1M  se mueve de 

tal manera que se acerque a ′
2M  las franjas se contraen hacia el centro, 

pero la escala angular del patrón se incrementa hasta que 1M  coincide con 

S 

D 

T 

P 

C 

J 

M2 

M1 

′
2M  

I1 

I2 

A 

K 



Capitulo 2. Interferencia. 

20 

′
2M , la iluminación sobre el campo de visión es uniforme en un nivel el cual 

depende de φ . Se dice que los espejos están en contacto óptico. Cuando 1M  

y ′
2M  están muy cerca pero mutuamente inclinados para formar una cuña 

con un ángulo pequeño, las franjas se localizan en ó cerca de la superficie de 

esta cuña. Si la separación de 1M  y ′
2M  es suficientemente pequeña, estas 

franjas son de igual espesor y también son líneas rectas equidistantes y 

paralelas al vértice de la cuña. Si la separación aumenta, por el rango del 

ángulo de incidencia que corresponde a cada punto del campo de visión y la 

variación del ángulo medio de incidencia cesa hasta ser insignificante; la 

visibilidad de las franjas decrece y se pueden volver curvas y con un lado 

convexo hacia el vértice de la cuña. 

 

Si 1M  o ′
2M  son paralelas o inclinadas, un cambio de 0λ⋅∆ m  (donde ∆m 

ordenes de interferencia) en la trayectoria de cada brazo del instrumento, 

resulta en un desplazamiento del patrón hacia los ordenes m∆ . Los 

desplazamientos pueden ser estimados del orden de 20/1  pero en ciertas 

circunstancias se pueden detectar desplazamientos del orden de 1/1000 

con el método de Kennedy [4]. 

Cuando la separación de 1M  y ′
2M , es únicamente unas cuantas longitudes 

de onda las franjas son visibles con luz blanca. 

 

 

2.4.3.  Interferómetro Twyman-Green 

Si el interferómetro de Michelson es iluminado por una fuente de luz 

monocromática puntual S  en el foco de una lente bien corregida 1L  y la luz 

emergente del interferómetro es colimada por una segunda lente bien 
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corregida 2L , el arreglo es equivalente al interferómetro de Fizeau pero los 

haces tienen trayectorias claramente separadas Fig. 2.9. Si 1W  es un frente 

de onda plano del haz que regresa de 1M , 2W  es el frente de onda 

correspondiente al haz que regresa de 2M ; y ′
1W  es el frente de onda plano 

virtual que regresa de 2M  el cual emergerá del divisor de haz coincidente y 

en fase con 1W . La diferencia de camino óptico entre los rayos emergentes 

los cuales se interceptan virtualmente en el punto P  en 2W  es  

nhS =∆        ( 2.31 ) 

donde PNh =  es la distancia normal de ′
1W  a P  y n  es el índice de 

refracción del medio entre ′
1W  y 2W . La diferencia de fase correspondiente es 

nh
0

2
λ
πδ =        ( 2.32 ) 

y por las ecs. 2.19 2.20 y 2.22 un ocular colocado en el plano focal de 2L  y 

enfocado en 2W  (con la ayuda de una lente auxiliar si es necesario) veremos 

en P  una franja brillante si 

0λmnh = , K,2,1,0=m      ( 2.33 ) 

y una franja oscura si 

0λmnh = , K,
2
5,

2
3,

2
1

=m     ( 2.34 ) 

Así, ahí hay por lo general franjas en líneas rectas, paralelas al vértice de la 

cuña formada por ′
1W  y 2W ; si la última es paralela ajustando la orientación 

de 1M , el campo de visión esta uniformemente iluminado. Si la fuente fuera 

un punto, las franjas no se localizarían, pero en práctica debido a las 

consideraciones de intensidad la extensión de la fuente no es clara. Desde 

que la trayectoria de los rayos emergentes corresponde a la reflexión de una 

cuña formada por 2M  y ′
1M  es la imagen virtual de 1M  en el divisor de haz, 

las franjas que son formadas por una fuente extensa son virtualmente 
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localizadas cerca de esta cuña, como en el caso de las franjas de Fizeau, y 

la fuente de extensión tolerable es muy grande cuando ′
1M  y 2M  coinciden. 

 
Fig. 2.9 Interferómetro de Michelson con luz colimada. 

 

Debido al monocromatismo de la fuente, las franjas únicamente son visibles 

si las trayectorias ópticas en los brazos son casi iguales. Es importante tomar 

en cuenta que las condiciones de trayectorias ópticas iguales y la 

coincidencia de ′
1M  y 2M  por lo general no se satisfacen simultáneamente si 

el arreglo es asimétrico sobre A . 

 

Esta modificación del interferómetro de Michelson fue introducida por 

Twyman y Green [1] para hacer pruebas de elementos ópticos. El elemento a 

prueba es insertado en el brazo AM2 en un camino que si fuera perfecto, el 

frente de onda que regresa 2W  seria plano. Debido a las ecs. 2.24 y 2.25 las 
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franjas brillantes pueden ser consideradas como contornos de 2W  definidas 

por planos paralelos a ′
1W  en intervalos de 0λ  (tomando 1=n  para el aire), la 

deformación de 2W  resulta del doble paso de la luz en el elemento que esta 

siendo medido. El signo de la deformación puede ser determinado de la 

dirección del movimiento de las franjas cuando la distancia de 1M  al divisor 

de haz se incrementa. 

 

La Fig. 2.10 muestra la forma en que se puede usar este interferómetro para 

probar lentes, el espejo 2M  es un espejo esférico convexo con su centro de 

curvatura en el foco de la lente C que es la que se esta probando. 

 
Fig. 2.10 Interferómetro Twyman-Green: arreglo para probar lentes. 

 

 

2.5.  Sistema del interferómetro Zygo 

El sistema del interferómetro Zygo [5] esta diseñado para ser usado en una 

gran variedad de aplicaciones, debido a la viabilidad de la arquitectura del 

sistema sobre la cual se basa. 
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Capacidades del sistema Zygo 
Las principales capacidades de un sistema del interferómetro Zygo son: 

1. Medir la distorsión de la superficie de: 

• Superficies planas 

• Superficies esféricas convexas 

• Superficies esféricas cóncavas 

• Superficies asféricas 

2. Medir la calidad del frente de onda transmitido de: 

• Vidrios 

• Prismas 

• Lentes 

• Sistemas de lentes 

• Sistemas ópticos 

3. Medir el radio de curvatura de 

• Superficies esféricas convexas 

• Superficies esféricas cóncavas 

 

Esquema 
Este sistema interferométrico usa un sistema de construir bloques ya que al 

parecer es la mejor forma práctica de trabajar con una gran diversidad de 

aplicaciones para las cuales el sistema a sido diseñado. La Fig. 2.11 a) 

muestra una fotografía del Zygo que es el núcleo del sistema de medida. 

Tiene un haz láser colimado de 100mm de diámetro el cual emerge del lado 

derecho de la fotografía. Usando los accesorios externos apropiados, se 

puede lograr ensamblar varias configuraciones. Por ejemplo un 

interferómetro de Fizeau, un interferómetro Twyman- Green ó un arreglo para 

probar espejos cóncavos como se ilustra en la Fig. 2.11 b). Este sistema ha 

sido diseñado para tener una gran versatilidad simplemente con colocar 

accesorios externos. Este sistema solo sirve para observar las franjas de 

interferencia de la superficie que se desea probar, la digitalización de las 
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imágenes y el proceso de análisis se realiza a través del programa Apex 

diseñado y distribuido por la compañía Lambda Research, dicho programa 

hace el análisis estático de un interferograma y hace el ajuste a los 

polinomios de Zernike del frente de onda de la superficie probada. 

 
(a)      (b) 

Fig. 2.11 a) Sistema del interferómetro Zygo, b) Esquema usado para probar espejos 
cóncavos. 

 

 

2.6.  Conclusión 

En este capitulo se explico en que consiste el fenómeno de interferencia y se 

explico de forma breve algunos de los interferómetros comúnmente usados, 

en el trabajo usamos un interferómetro Twyman-Green para hacer 

interferometría de desplazamiento de fase y probar varias superficies ópticas 

con esta técnica. 
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Capítulo 3 
3.  INTERFEROMETRÍA DE 

DESPLAZAMIENTO DE 
FASE 

 

En este capitulo se da una breve introducción sobre la interferometría de 

desplazamiento de fase (PSI), se dan algunas de las ventajas de trabajar con 

PSI, se explican algunos métodos para obtener desplazamientos de fase, se 

explica como se detecta la fase del frente de onda, se explica en que 

consisten los algoritmos PSI. 

 

 

3.1.  Introducción 

La  interferometría de desplazamiento de fase (PSI) [6] no es una 

configuración óptica especifica de hardware es más bien una forma de 

obtener datos y un método de análisis que puede ser aplicado a una gran 

variedad de situaciones de prueba. 

 

Los análisis de interferogramas estáticos sufren la necesidad de encontrar 

los centros de las franjas. Los datos son colectados únicamente a lo largo de 

los centros de las franjas. Con un interferograma estático se requiere un poco 

de información adicional para determinar la polaridad del frente de onda 

(aumenta o disminuye la diferencia de camino óptico). 
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Electrónicamente PSI graba una serie de interferogramas cuando la fase de 

referencia del interferograma es cambiada. La fase del frente de onda esta 

codificada en las variaciones en el patrón de intensidad de los 

interferogramas grabados y un simple calculo punto a punto recupera la fase. 

La necesidad de localizar el centro de las franjas se elimina. 

 

A través de los años esta técnica ha sido conocida con varios nombres 

incluyendo interferometría de medida de fase, interferometría de escaneo de 

franjas, interferometría de tiempo real, interferometría AC e interferometría 

heterodina. 

 

 

3.2.  Ventajas de PSI 

Tradicionalmente los interferogramas han sido analizados identificando el 

centro de las franjas y asignando una superficie de altura constante a lo largo 

de cada franja. Franjas adyacentes representan un cambio de altura de 

media onda. Encontrar el centro de las franjas ha sido un límite inherente en 

la precisión de esta técnica y también ha restringido la cantidad de datos 

procesados que se pueden hacer a los resultados. Visualmente la 

localización del centro de las franjas puede ser alrededor de un décimo o 

veinteavo del espacio de una franja en condiciones ideales. Es difícil localizar 

con precisión el máximo o el mínimo de intensidad del patrón de franjas. Con 

un interferograma digitalizado por una cámara electrónica o un escáner de 

entrada esta situación se puede mejorar sobre un cincuentavo de una onda 

bajo condiciones ideales. 

 

Debido a que el análisis requerido para PSI no requiere encontrar el centro 

de las franjas o la franja siguiente, cualquier tipo de patrón de franjas puede 
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ser analizado. Un patrón de franjas sin franjas (una franja que cubre el 

campo entero de visión) o con una serie complicada de franjas cerradas es 

correctamente analizado. Se obtiene una mayor precisión cuando el número 

de franjas en el campo es minimizado. Por la misma razón los datos pueden 

ser tomados y analizados en cualquier arreglo de rejilla que se desee. La 

rejilla mas común es un arreglo regular de píxeles en un sensor de estado 

sólido el cual es compatible con la mayoría de programas de procesamiento 

de datos. Otra ventaja de PSI es que es insensible a variaciones espaciales 

de intensidad, sensibilidad en el detector y patrones fijos de ruido. 

 

La repetibilidad o precisión de PSI es mucho mayor que el análisis estático 

de un interferograma. Debido a que los datos son obtenidos sobre un 

intervalo de tiempo, se gana la ventaja en promediar secuencialmente los 

interferogramas grabados. La obtención de datos y el procedimiento de 

análisis para PSI es fundamentalmente diferente de los usados para 

interferogramas estáticos y resulta en una gran mejora en repetibilidad para 

PSI. Repetibilidades de uno sobre cien de una longitud de onda se pueden 

obtener con PSI, y valores de uno sobre mil sobre una longitud de onda han 

sido reportados y pueden ser obtenidos con los equipos comerciales de estos 

días [7]. 

 

 

3.3.  Métodos de desplazamiento de fase 

El método más usado para introducir un desplazamiento de fase en un 

sistema PSI, consiste en trasladar uno de los espejos o superficies ópticas en 

el interferómetro con un piezoeléctrico [8]. Estos dispositivos se expanden o 

contraen cuando se les aplica un voltaje externo. Dependiendo de la 
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configuración se necesitan unos cuantos volts para obtener el movimiento 

deseado en longitudes de onda o movimientos menores. 

 

Haciendo un cambio discreto en el voltaje aplicado, el desplazamiento de 

fase inducido varía en una serie de pasos. Si el voltaje se programa para 

variar suavemente, un desplazamiento de fase de una forma funcional 

deseada puede ser producido. La información de la prueba interferométrica 

puede ser usada para calcular el movimiento del piezoeléctrico. Los 

interferómetros más comunes para obtener desplazamiento de fase son: el 

Twyman-Green, el Mach-Zender y el Fizeau. Los primeros dos 

interferómetros trasladan uno de los espejos en el brazo de referencia para 

obtener el desplazamiento de fase. En incidencia normal en el interferómetro 

Twyman-Green se necesita un desplazamiento de media longitud de onda en 

el espejo para obtener un desplazamiento de fase de 360º.  

 

 

3.4.  Detectando la fase del frente de onda 

La diferencia entre varios esquemas de detección PSI es la forma en la cual 

la fase de referencia se varía, el número de veces que se varía y el rango en 

el cual el patrón de interferencia es medido. En nuestro caso empleamos la 

ec. 3.16 del algoritmo Hariharan [6][18], la cual es evaluada en cada punto para 

obtener un mapa de fase del frente de onda. Este mapa de fase del frente de 

onda puede ser fácilmente relacionado a la altura de la superficie o a la 

diferencia de camino óptico (OPD) [6]: 

πλφ 2/),(),( yxyxOPD =       ( 3.1 ) 
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3.5.  Algoritmos PSI 

Los algoritmos usan tanto la fase por pasos, como los métodos de 

integración que son los más comunes para PSI. Un número de estrategias 

diferentes para obtener la fase se han desarrollado de las cuales los 

algoritmos de los tres pasos [6], cuatro pasos [6] y Hariharan, son solo unos 

ejemplos. Todos estos algoritmos tienen características comunes: requieren 

que una serie de interferogramas sean grabados cuando se cambia la fase 

de referencia. El modulo π2  de la fase del frente de onda es calculado en 

cada punto, así como la función arcotangente de la intensidad del 

interferograma en cada punto individual. El mapa final del frente de onda es 

obtenido desenvolviendo las fases para remover las discontinuidades de fase 

de π2 . Las diferencias entre varios algoritmos se relacionan por el número 

de interferogramas grabados, el desplazamiento de fase entre estos 

interferogramas y la susceptibilidad del algoritmo a errores en el 

desplazamiento de fase o ruido ambiental tal como vibración o turbulencia. 

 

Con los algoritmos PSI el valor inicial de la fase de referencia a menudo se 

selecciona para producir una expresión matemática más simple del frente de 

onda medido. En la práctica no se conoce (se necesita conocer) la fase de 

referencia absoluta, que es importante para los algoritmos en el 

desplazamiento de fase entre medidas. 

 

 

3.5.1.  Técnica de detección de fase 

Si consideramos un interferómetro Twyman-Green como el de la Fig. 3.1, si 

se asume que las componentes son ideales, el frente de onda de referencia y 

el frente de onda bajo prueba son dados por las ecs. 3.2 y 3.3. 

)2exp(1 ikla=ω        ( 3.2 ) 
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( )[ ]yxikwb ,2exp2 =ω       ( 3.3 ) 

λπ /2=k         ( 3.4 ) 

donde l  es la longitud de camino medio del divisor de haz a la superficie de 

referencia, ),( yxω  representa el perfil buscado de la superficie bajo prueba y 

a  y b  son las amplitudes de los frentes de onda. De las ecs. 3.2 y 3.3 

encontramos que la distribución de intensidad del patrón de interferencia es 

( ) ( )( ) ( )[ ]lyxkabbalyxI −++=++= ∗ ,2cos2,, 22
2121 ωωωωω  ( 3.5 ) 

 
Fig. 3.1 Interferómetro Twyman-Green con el piezoeléctrico en el brazo de referencia 

para controlar la longitud de la trayectoria de camino óptico 
 

El espaciamiento entre los mínimos de intensidad o entre franjas, 

corresponde a la diferencia de camino óptico (OPD) en los dos brazos del 

interferómetro y es de 2/λ . Lo que realmente se quiere es que la función 

),( yxω  sea una superficie o una OPD. De la ec. 3.5  se ve claramente que 

( )yxI ,  es una función senoidal de l  para toda ( )yx,  dentro del patrón de 

franjas. 

 

Considerando una representación alternativa para la ec. 3.5 se obtiene [8] 

( ) klsenbklaalyxI 22cos,, 110 ++=
∆

     ( 3.6 ) 

 

Fuente de luz 

Superficie de referencia 

Piezoeléctrico 

Superficie bajo 
prueba 

w(x,y) 
Divisor de haz 

Patrón de interferencia 
I(x,y) 
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Esta es una representación en series de Fourier, únicamente con el término 

de dc y los primeros harmónicos. Los coeficientes 1a  y 1b  son funciones de 

x  y y . En el sentido de datos muestreados, los coeficientes 1a  y 1b  son 

encontrados en cada punto ( )yx, ,  muestreando secuencialmente el patrón 

de franjas y haciendo uso de las propiedades de ortogonalidad de las 

funciones trigonométricas: 

( )∑
=

+==
np

i
i balyxI

np
a

1

22
0 ,,1

     ( 3.7 ) 

( ) ( )∑
=

==
np

i
ii yxkabkllyxI

np
a

1
1 ,2cos22cos,,2 ω    ( 3.8 ) 

( ) ( )∑
=

==
np

i
ii yxkabsenklsenlyxI

np
b

1
1 ,222,,2 ω    ( 3.9 ) 

así 

( ) πω 2modtan,2
1

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= −

a
byxk     ( 3.10 ) 

2n
ill i
λ

==   npi ,,2,1 K=     ( 3.11 ) 

 

El entero p  denota el número de periodos (franjas) sobre la cual el patrón de 

interferencia es muestreado y n  es la cuantización de cada periodo. Por lo 

tanto en cada punto del patrón de interferencia, la fase del frente de onda se 

encuentra dentro de algún múltiplo de π2 . Debido a que ),( yxω  es una 

función continúa de ( )yx,  dentro de la apertura, discontinuidades de 2
λ  son 

fácilmente resueltas. 

 

La representación de series de Fourier es una autocorrelación o técnica de 

detección sincronía. Los coeficientes determinados, representan la mejor 

aproximación en el sentido de mínimos cuadrados para ( )lyxI ,, . Debido a 

que esta es una técnica de detección síncrona, es sensible a movimientos y 
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turbulencia con componentes de frecuencia aproximados de ( )tkl2  el 

reciproco del tiempo de muestreo. El tiempo de muestreo en este caso es el 

tiempo requerido para mover el espejo de referencia 2/λp  o p  periodos de 

la función ( )[ ]tlyxI ,, . La sensibilidad de esta fuente de error es minimizada 

muestreando ( )ilyxI ,,  en un orden pseudoaleatorio. Haciendo aleatorio el 

orden de los datos muestreados, transforma un movimiento con una 

componente principal cercana a la carga, en una con componentes 

frecuenciales uniformemente distribuidas sobre un espectro de frecuencia 

muy ancho. Si los datos son almacenados sobre varios periodos ( p  grande) 

en la presencia de movimientos lentos y grandes, la técnica de detección no 

dará resultados que mejoren con el tiempo de muestreo. Sin embargo, si 

varios frentes de onda son promediados, cada uno tomado de los datos 

acumulados sobre intervalos de tiempo relativamente pequeños con respecto 

al movimiento ( p  pequeño), los resultados mejoran con el número de datos. 

Esto resulta debido a que los movimientos tienden a ser lentos y lineales, 

estos efectos pueden ser removidos de los frentes de onda individuales con 

el cálculo y la extracción residual de los errores de inclinación (tilt) y foco. El 

movimiento puede ser evaluado para cada corrida, la cual normalmente 

consiste de 4 periodos con 25 muestras por periodo ( 4=p , 25=n ). 

 

 

3.5.2.  Algoritmo Hariharan 

Este algoritmo de PSI es insensible a los errores en el desplazamiento de la 

fase de referencia y fue desarrollado por Hariharan [6][18]. Este algoritmo usa 

cinco medidas de la intensidad o cinco interferogramas grabados por una 

cámara CCD, los interferogramas se graban con un desplazamiento de fase 

lineal de α entre imágenes como se muestra en los interferogramas de la Fig. 

3.2 y como se expresa con las ecs. 3.12 y 3.13 
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ααααδ 2,,0,,2 −−=i ;  5,4,3,2,1=i .    ( 3.12 ) 

Entonces 

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]αφ

αφ
φ

αφ
αφ

2),(cos),,(),(),(
),(cos),,(),(),(
),(cos),,(),(),(
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2
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−∆′′+′=

yxyxIyxIyxI
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  ( 3.13 ) 

Estas cinco ecuaciones son expandidas y combinadas para dar el resultado 

[ ]
),(),(),(2

),(),(
)(2
),(tan

153

42

yxIyxIyxI
yxIyxI

sen
yx

−−
−

=
α

φ
   ( 3.14 ) 

Podemos escoger el desplazamiento de fase α  y minimizar la variación de 

esta expresión a errores en la fase desplazada. Diferenciando esta ecuación 

con respecto a α  encontramos  

[ ]
)(2

)],(tan[)cos(
)(2
),(tan

2 α
φα

α
φ

α sen
yx

sen
yx

d
d −

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

    ( 3.15 ) 

La cual se hace cero cuando 2/πα = . Cuando se usa este valor para el 

desplazamiento de fase, la ec. 3.14 se vuelve insensible a los errores en el 

desplazamiento de la fase y reduce el algoritmo final a 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

−
= −

),(),(),(2
)),(),((2

tan),(
153

421

yxIyxIyxI
yxIyxI

yxφ    ( 3.16 ) 

En la ec. 3.16 se toma el mismo píxel en cada una de las cinco imágenes y 

se obtiene la fase de cada píxel.  

 

Todos los algoritmos de PSI requieren que una serie de interferogramas sean 

grabados cuando la fase de referencia es desplazada y la fase del frente de 

onda es calculada en cada sitio de medida como una función de las 

intensidades medidas en ese sitio el resultado de estos cálculos debe de 

pasar a través de un proceso de desenvolvimiento de fase antes de que el 

mapa de frente de onda final sea producido. Los algoritmos son igualmente 

validos tanto para métodos de incrementos de fase u obtención de datos por 

integración bucket [6]. Para muchas aplicaciones el algoritmo Hariharan 
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provee un buen resultado entre complejidad computacional y susceptibilidad 

a errores. 

   

   
Fig. 3.2 a) Interferograma con un desplazamiento de fase de α2− , b) Interferograma 

con un desplazamiento de fase de α− , c) Interferograma sin desplazamiento de fase, 
d) Interferograma con un desplazamiento de fase de α  y e) Interferograma con un 

desplazamiento de fase de α2  
 

 

3.6.  Conclusión 

En este capítulo se dio una introducción de PSI, se dieron las ventajas de 

PSI, se comento el mejor método para hacer PSI, se estudio como se 

recupera el frente de onda, se analizó la técnica de detección de la fase 

general usando los principales armónicos de las series de Fourier y se dio el 

algoritmo Hariharan para obtener la fase, se vio como se hace el análisis de 

los desplazamientos de fase para cada prueba. 

a), b), c), 
d), e) 
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Capítulo 4 
4.  DESENVOLVIMIENTO 

DE FASE 
 

En este capítulo se explica en que consiste el desenvolvimiento de fase, se 

explica el método de Tomas Kreis en una dimensión, se explica el método de 

Tomas Kreis en dos dimensiones y se explican dos algoritmos para 

desenvolver la fase con este método, se explica un método que integra las 

diferencias de fase para mapas de fase de campo completo y para mapas de 

fase dentro de una región conecta simple, se explica el método robusto de 

Giglia y Romero el cual usa la transformada rápida coseno de Fourier, de los 

momentos geométricos se da su definición y propiedades se explican los 

diferentes tipos, se explica como se hace la representación de forma usando 

momentos geométricos y por último se explica el uso de los momentos 

geométricos en el desenvolvimiento de fase para mapas de fase de campo 

completo y para mapas de fase dentro de una región conecta simple. 

 

 

4.1.  Introducción 

Cuando se emplea la técnica del cambio de fase interferométrica (PSI) más 

de una operación debe ser desarrollada para la fase ),( yxφ  calculada, antes 

de que este lista para ser mostrada y evaluada. Se deben corregir las 

discontinuidades que ocurren en el cálculo de la fase como resultado de la 

función arcotangente. La función arcotangente esta definida únicamente 

sobre el rango limitado por los ángulos, 2/π−  a 2/π . 
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La primera corrección que puede ser usada para calcular la fase es extender 

el rango de calculo de 0  a π2  . Esto es posible ya que los signos del seno y 

coseno son conocidos independientemente del seno de la tangente. El 

numerador y denominador de la ecuación para calcular la fase con el 

algoritmo Hariharan, son directamente proporcionales al seno y al coseno. 

Relaciones similares existen para otros algoritmos la Tabla 4.1 da las 

condiciones necesarias para convertir los resultados del arcotangente a 

valores entre 0  y π2  como una función de los valores de seno y coseno, 

este proceso es mostrado gráficamente en la Fig. 4.1 a). El resultado de esta 

corrección es producir el modulo π2  de la fase del frente de onda; cada vez 

la fase actual es igual a un múltiplo de π2 , el valor calculado regresa a un 

valor cero. Para simplicidad esta fase corregida será referida como el modulo 

π2  de la fase. 
Seno Coseno Fase corregida φ(x,y) Rango de fase 

0 + 0 0 

+ + φ(x,y) 0 to π/2 

+ 0 π/2 π/2 

+ - φ(x,y)+ π π/2 to π 

0 - π π 

- - φ(x,y)+ π π to 3 π/2 

- 0 3 π/2 3 π/2 

- + φ(x,y)+2 π 3 π/2 to 2 π 

Tabla 4.1 Corrección del modulo π2  de la fase 

 

El paso final en el proceso de reconstrucción del frente de onda es quitar las 

discontinuidades π2  que están presentes en los datos del modulo π2  de la 

fase que han sido generados. Este proceso es conocido como 

desenvolvimiento de la fase, integración de la fase o continuidad de la fase y 

convierte los datos en modulo de fase π2  a una representación continua del 
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frente de onda bajo prueba. Siempre que una discontinuidad grande ocurre 

en la reconstrucción, π2  o múltiplos de π2 son sumados o restados para unir 

los datos y remover la discontinuidad. Este proceso es mostrado 

gráficamente para datos de una dimensión en la Fig 4.1 b). 

  
a)       b) 

Fig. 4.1 a) Conversión de la fase calculada por el arcotangente, a el modulo π2  de la 
fase del frente de onda; b) proceso de desenvolvimiento de fase en una dimensión. 

 

El problema de desenvolvimiento es trivial para mapas de fase calculados de 

interferogramas de buena calidad cuando las siguientes dos condiciones se 

satisfacen: 

1.  La señal esta libre de ruido. 

2. La condición de Nyquist no se viola, lo cual significa que el valor 

absoluto de la diferencia de fase entre dos píxeles adyacentes es 

menor que π  

 

 

4.2.  Desenvolvimiento de fase, en 1‐D por Tomas 

Kreis 

4.2.1.  Diferencias de fase absolutas 
El primer método que propuso Tomas Kreis [10] para desenvolver la fase, se 

basaba en encontrar las diferencias de fase entre dos píxeles, si el valor 
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absoluto de la diferencia de fase era menor que π  el índice )( ixn  permanece 

igual, pero si el valor absoluto de la diferencia de fase entre los píxeles es 

mayor que π  se le sumaba 1 al índice )( ixn  y al final a cada píxel se le 

sumaba a la fase un múltiplo de π2  dependiendo el valor del índice )( ixn  ec. 

4.1. Esta técnica sólo funciona si la fase que se esta desenvolviendo es 

continua y va en aumento, si la fase esta disminuyendo la ec. 4.1 no 

desenvuelve la fase. Este método se sigue renglón por renglón como se 

observa en la Fig. 4.2. 

  ( 4.1 ) 
 

4.2.2.  Diferencias de fase relativas 
Este método de Tomas Kreis para desenvolver la fase, se basa en encontrar 

las diferencias de fase entre dos píxeles, si el valor de la diferencia de fase 

era menor que π  el índice )( ixn  permanece igual, si el valor de la diferencia 

de fase entre los píxeles es mayor o igual que π  se le resta 1 al índice )( ixn  

y si el valor de la diferencia de fase entre los píxeles es menor o igual que 

π−  se le suma 1 al índice )( ixn  y al final a cada píxel se le suma o se le 

resta a la fase un múltiplo de π2  dependiendo el valor del índice )( ixn  ec. 

4.2. Esta técnica funciona para mapas de fase que no contienen ruido y si la 

condición de Nyquist se cumple. 

  ( 4.2 ) 
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Fig. 4.2 Trayectoria que se sigue para desenvolver la fase en una dimensión 
 

 

4.3.  Desenvolvimiento de fase, en 2‐D por Tomas 

Kreis 

Para desenvolver la fase en dos dimensiones Tomas Kreis [10] modifico la ec. 

4.2, el principio es el mismo ya que se toman las diferencias de fase para 

saber si se suma o se resta un múltiplo de π2  a la fase, la diferencia es que 

en la ec. 4.3 desenvuelve el primer renglón de la fase y después cada píxel 

de ese renglón sirve como condición inicial para desenvolver la fase en 

sentido vertical como se observa en la Fig. 4.3 a). Un algoritmo diferente para 

desenvolver la fase se ilustra en la Fig. 43 b), este algoritmo sigue la 

trayectoria por renglones, primero se desenvuelve la fase en el primer 

renglón y el valor de fase del ultimo píxel es tomado como condición inicial 

para desenvolver la fase del siguiente renglón en sentido contrario y asi 

sucesivamente. 
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a)   b) 

Fig. 4.3 a), b) Trayectorias seguidas para desenvolver la fase en dos dimensiones 
 

 

4.4.  Desenvolvimiento de fase, de mapas de fase 

consistente de campo completo 

Esta técnica para desenvolver la fase es una de las más simples para 

desenvolver un buen mapa de fase liso (pequeño ruido de error). La técnica 

consiste en integrar las diferencias de fase a lo largo de una trayectoria como 

se muestra en la Fig. 4.4, (Malacara and Servin [11]) Si asumimos que el 

mapa de fase de campo-completo esta dado por ),( yxWφ en un arreglo 

regular bidimensional L   de tamaño NM ×   píxeles. Podemos desenvolver 

este mapa de fase desenvolviendo el primer renglón ( 0=j ) y de este tomar 

el ultimo valor como condición inicial para desenvolver el siguiente renglón de 

mapa de fase en la dirección positiva. Esto se hace usando la siguiente 

formula a lo largo del primer renglón: 

( ) ( )( )0010101 ,,),(),( yxyxVyxyx iiWi φφφφ −+= ++ ;  Ni ≤≤1  ( 4.4 ) 
 

donde ( )[ ]2int2)( ππ xxxV −=  valida en el intervalo ),( ππ− es la función 

envuelta. Esta función es igual a [ ]x
xxV cos

sintan)( 1−=  en el mismo rango.  

 
Fig. 4.4 Trayectoria que se sigue para desenvolver la fase en dos dimensiones 
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En ec. 4.4 Debemos usar como condición inicial 

00 ),( φφ =yxo          ( 4.5 ) 
 

Teniendo la fase desenvuelta del primer renglón, debemos usar el último 

valor de la fase desenvuelta como la condición inicial para desenvolver la 

fase del segundo renglón ( 1=j ) en la dirección negativa que es 

)),(),((),(),( 111111 yxyxVyxyx iiWii φφφφ −+= −− ,  Ni ≤≤1  ( 4.6 ) 
 

Para la dirección de regreso, debemos usar como condición inicial 

)),(),((),(),( 0111011 yxyxVyxyx NNWNN −−−− −+= φφφφ    ( 4.7 ) 

 

El desenvolvimiento entonces procede para el siguiente renglón ( 2=j ) en la 

dirección positiva 

)),(),((),(),( 221221 yxyxVyxyx iiWii φφφφ −+= ++   Ni ≤≤1  ( 4.8 ) 
y la condición inicial 

)),(),((),(),( 10201020 yxyxVyxyx W φφφφ −−=     ( 4.9 ) 
el procedimiento de escaneo aquí descrito se sigue hasta que el mapa de 

fase de campo-completo esta desenvuelto.  

 

 

4.5.  Desenvolvimiento de fase, de mapas de fase 

consistente dentro de una región conecta simple 

De a cuerdo a Malacara-Servin [11], si la forma del mapa de fase consistente 

esta rodeado por una región conecta simple arbitraria como se muestra en la 

Fig. 4.5, el algoritmo descrito en la sección anterior (ec. 4.4) en este caso se 

debe de usar el siguiente algoritmo para desenvolver un mapa de fase 

consistente. Para iniciar, definir y poner a cero una función indicador ),( yxσ  

dentro del dominio D de  datos de fase validos (como se muestra en la 
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Fig.4.5 . Entonces se selecciona un punto de inicio dentro de la región del 

dominio D  y asignarle un valor de fase arbitraria 0),( φφ =yx  . Marcar el sitio 

visitado como desenvuelto, por ejemplo ),( yxσ  igual a 1. Ahora que el píxel 

de fase de inicio esta definido, se procede con el proceso de 

desenvolvimiento siguiente: 

 
Fig. 4.5 Ejemplo de una región conecta simple que contiene datos de fase validos 

 

1. Seleccionar un píxel ),( yx  dentro de D (en un orden aleatorio o en un 
orden predescrito) 

2. Verificar si el sitio visitado ),( yx  dentro de D  ya ha sido desenvuelto 
a) Si el sitio seleccionado esta marcado como desenvuelto 

[ ]1),( =yxσ , regresar al paso 1. 
b) Si el sitio visitado esta envuelto [por ejemplo 0),( =yxσ ], entonces 

verificar por cualquier píxel adyacente desenvuelto ),( yx ′′ . 
c) Si ningún píxel adyacente ha sido desenvuelto, regresar al paso 1. 
d) Si algún píxel adyacente ),( yx ′′  ya ha sido desenvuelto, tomar su 

valor de fase ),( yx ′′φ y usar este valor para desenvolver el sitio 
actual ),( yx  como 

)),(),((),(),( yxyxVyxyx W ′′−+′′= φφφφ  

donde (.)V  es la función envuelta 
3. Marcar el sitio visitado como desenvuelto [ ]1),( =yxσ . 
4. Regresar al paso 1 hasta que todos los píxeles en D  estén 

desenvueltos. 
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4.6.  Método robusto para desenvolver la fase en 

dos dimensiones 

De a cuerdo con Giglia y Romero [12] suponer que conocemos la fase, φ  

módulo π2  de una función en una rejilla de puntos discretos. 

 

Dados los valores de fase envuelta ji ,ϕ , se desean determinar los valores de 

fase desenvuelta ji ,φ  en la misma localización de la rejilla, con el 

requerimiento de que las diferencias de fase de ji ,φ  coincidan con ji ,ϕ  en un 

sentido de mínimos cuadrados. Para ver como se hace esto, primero se 

define un operador envuelto W  que envuelve los argumentos de todos los 

valores dentro del rango ( )ππ ,− , esto se hace sumando o restando π2  rad 

de su argumento. Por ejemplo { } jijiW ,, ϕφ =  

kjiji πφϕ 2,, += , k un entero,      ( 4.10 ) 

πϕπ ≤<− ji , ,  10 −= Mi K ,  10 −= Nj K   ( 4.11 ) 

 

Después se hace el cómputo de dos diferencias de fase: estas diferencias 

con respecto al índice i  y al índice j . Específicamente de los valores 

conocidos de fase envuelta ji ,ϕ  se computan las siguientes diferencias de 

fase 

{ }jiji
x

ji W ,,1, ϕϕ −=∆ +           

20 −= Mi K ,  10 −= Nj K         

0, =∆x
ji ,  en otro lugar;      ( 4.12 ) 

 
{ }jiW ji

y
ji ,1,, ϕϕ −=∆ +          

10 −= Mi K ,  20 −= Nj K         

0, =∆y
ji ,  en otro lugar      ( 4.13 ) 
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donde los superíndices x  y y  se refieren a las diferencias en los índices i  y 

j , respectivamente. La solución ji ,φ  que minimiza 

( ) ( )∑∑∑∑
−

=

−

=
+

−

=

−

=
+ ∆−−+∆−−

1

0

2

0

2
,,1,

2

0

1

0

2
,,,1

M

i

N

j

y
jijiji

M

i

N

j

x
jijiji φφφφ    ( 4.14 ) 

es la solución de mínimos-cuadrados. 

 

La formulación de la matriz de Hunt muestra que las ecuaciones normales 

que dan la solución al desenvolvimiento de la fase en mínimos-cuadrados 

puede ser resumida por la siguiente ecuación: 
y

ji
y

ji
x

ji
x

jijijijijiji 1,,,1,,1,1,,1,1 4 −−−+−+ ∆−∆+∆−∆=−+++ φφφφφ   ( 4.15 ) 

La ec. 4.15 da la relación entre las diferencias de fase envuelta y los valores 

de fase desenvuelta ji ,φ , en un sentido de error de mínimos-cuadrados. Una 

manipulación simple de la ec. 4.15 da 

( ) ( ) jijijijijijiji ,1,,1,,1,,1 22 ρφφφφφφ =+−++− −+−+     ( 4.16 ) 

donde 

)()( 1,,,1,,
v

ji
y

ji
x

ji
x

jiji −− ∆−∆+∆−∆=ρ       ( 4.17 ) 

Ahora es fácil observar que la ec. 4.16 es una discretización  de la ecuación 

de Poisson en una rejilla rectangular de NM × . 

),(),(),( 2

2

2

2

yxyx
y

yx
x

ρφφ =
∂
∂

+
∂
∂

      ( 4.18 ) 

Es importante notar que la ec. 4.16 es valida para todos los índices en la 

rejilla rectangular, 10 −= Mi K  10 −= Nj K  y que las diferencias de fase 

apropiadas que son usadas para computar ji ,ρ  en la ec. 4.17 no son cero 

únicamente si ellos provienen de fases enteramente dentro de la rejilla 

rectangular [por ejemplo ecs. 4.12 y 4.13]. Este requerimiento resulta 

directamente de la formulación de mínimos-cuadrados y forma la 

equivalencia discreta de la imposición de las condiciones de frontera de 

Neumann en la ecuación de Poisson. Específicamente se requiere que 

0,1 =∆ −
x

j ,           
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0,1 =∆ −
x

jM ,  10 −= Nj K ,     ( 4.19 ) 

01, =∆ −
y
i ,           

01, =∆ −
y

Ni ,  10 −= Mi K ,     ( 4.20 ) 

También es importante notar que las diferencias de fase dadas por las ecs. 

4.12 y 4.13 son el equivalente  de las diferencias de fase medidas en la 

formulación de Hunt. Desde que el desenvolvimiento de fase tiene sus raíces 

en la óptica adaptativa, las diferencias de fase obtenidas con sensores de 

frente de onda de inclinación fueron necesariamente valores envueltos. Por 

lo tanto, desde que se esta formulando el desenvolvimiento bidimensional de 

valores de fase envuelta medidos o computados, las diferencias de fase 

envuelta, no diferencias de fase ordinarias, deben ser usadas en la formación 

del termino ji ,ρ  de la ecuación diferencial resultante. 

Ahora se muestra como resolver la ec. 4.15 usando una forma especifica de 

la expansión del coseno que proporciona una implementación de la 

Transformada Coseno Discreta Rápida (DCT). Una forma específica de la 

Transformada Coseno Discreta bidimensional es dada como sigue: 

Transformada Coseno Discreta bidimensional 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤−≤≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +

= ∑∑
−

=

−

=

lugarotroen

NnMmjn
N

im
M

xC
M

i

N

j
ji

nm

0

10;1012
2

cos12
2

cos4
1

0

1

0
,

,

ππ
  ( 4.21 ) 

Transformada Coseno Discreta bidimensional inversa 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤−≤≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ += ∑∑

−

=

−

=

lugarotroen

NjMijn
N

im
M

Cnwmw
MNx

M

m

N

n
nm

ji

0

10,1012
2

cos12
2

cos1 1

0

1

0
,21

,

ππ   ( 4.22 ) 

11,1)(
,0,2/1)(

,11,1)(
,0,2/1)(

2

2

1

1

−≤≤=
==

−≤≤=
==

Nnnw
nnw

Mmmw
mmw

      ( 4.23 ) 

Es importante notar que la expansión del coseno en las ecuaciones de arriba 

imponen las condiciones de frontera de Neumann, 0=⋅∇ nrφ , 

automáticamente y da la solución exacta de la ec. 4.16 como se muestra en 

la ec. 4.24. 
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Se expande la solución deseada ji ,φ  en la forma de la ec. 4.22.: 

( ) ( )∑∑
−

=

−

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +×=

1

0

1

0
,21, 12

2
cos12

2
cosˆ)()(1 M

m

N

n
nmji jn

N
im

M
nwmw

MN
ππφφ  ( 4.24 ) 

y sustituir la ec. 4.24 en la ec. 4.16. Desarrollar una expansión similar y 

sustituir para el lado derecho de la 4.16 y rearreglando el resultado da la 

siguiente solución exacta en el dominio de DCT: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=
2coscos2

ˆˆ ,
,

N
j

M
i

ji
ji ππ

ρ
φ        ( 4.25 ) 

La fase desenvuelta ji ,φ  es fácilmente obtenida con la Transformada Coseno 

Discreta bidimensional inversa de la ec. 4.25. 

Se muestra fácilmente por simple sustitución que la expansión dada por la 

ec. 4.24 automáticamente impone el equivalente discreto de las condiciones 

de frontera de Neumann requeridas: 

10,0
,0

10,0
,0

1,,

1,0,

,1,

,1,0

−==−
=−

−==−
=−

−

−

−

−

Mi

Nj

NiNi

ii

jMjM

jj

K

K

φφ
φφ
φφ
φφ

      ( 4.26 ) 

El algoritmo bidimensional para desenvolver la fase es resumido como sigue: 

Desarrollar la Transformada Coseno Discreta bidimensional del arreglo de 

valores ji ,ρ  computados por la ec.4.17 para dar los valores ji,ρ̂ . 

Modificar los valores ji,ρ̂  de acuerdo a la ec. 4.25 para obtener ji,φ̂ . 

Desarrollar la Transformada Coseno Discreta bidimensional inversa de ji,φ̂  

para obtener los valores de fase desenvuelta en mínimos-cuadrados ji ,φ  

 

Es importante notar que no se puede evaluar la ec. 4.22 para 0=i  y 0=j  

simultáneamente, porque el denominador se convierte en cero. Esto significa 

que 0,0̂φ  es indeterminado porque la ecuación de Poisson no puede ser 

resuelta para una constante. En la práctica usualmente  se pone 0,00,0 ˆˆ ρφ =  



Capítulo 4. Desplazamiento de fase. 

48 

4.7.  Momentos geométricos 

Los momentos geométricos [13] son las funciones más simples entre las 

funciones de los momentos, con la función kernel definida como el producto 

de las coordenadas de los píxeles. La principal ventaja de los momentos 

geométricos es que las transformaciones de las coordenadas de la imagen 

pueden ser fácilmente expresadas y analizadas en términos de las 

correspondientes transformaciones en los momentos espacio. Las funciones 

de los momentos geométricos que son invariantes con respecto a las 

transformaciones del plano imagen tienen demasiadas aplicaciones en la 

identificación de objetos y en su estimación de pose. El cómputo de los 

momentos geométricos en imágenes puede ser fácilmente desarrollado e 

implementado así como comparado con otros momentos con funciones de 

kernel complejo. Los momentos geométricos son también conocidos como 

momentos cartesianos o momentos regulares. 

 

 

Definición y propiedades 

Los momentos geométricos son definidos con el conjunto base { px  py }. Los 

ordenes bidimensionales thqp )( +  son denotados por pqm , y pueden ser 

expresados como 

∫∫=
ζ

dxdyyxfyxm qp
pq ),(   ...3,2,1,0, =qp   ( 4.27 ) 

donde ζ  es la región del espacio en píxeles en la cual la función intensidad 

de la imagen ),( yxf  esta definida. La ec. 4.27 tiene la forma de la 

proyección de la función ),( yxf  dentro del monomio px  py . 

 

TEOREMA DE UNICIDAD: Asumiendo que la función de intensidad ),( yxf  

es discreta y rodeada por la región ζ , la secuencia de los momentos { pqm } 
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es únicamente determinada por la función de intensidad ),( yxf  y a la 

inversa. 

TEOREMA DE EXISTENCIA: Asumiendo que la función de intensidad 

),( yxf  es discreta y rodeada por la región ζ , los momentos  pqm  de todos 

los ordenes existen y son finitos. 

 

 

Diferentes tipos de momentos geométricos 
Variaciones en la definición de los momentos geométricos dada por la 

ec.4.27 puede ser encontrada en la literatura, dependiendo el área de 

aplicación. Algunas definiciones comúnmente usadas de los momentos 

geométricos  son dadas a continuación. 

 

Los momentos Silhouette se refieren a los momentos calculados de una 

imagen binaria. Aquí el valor de la intensidad ),( yxf  toma únicamente dos 

valores 0 y 1.  Los niveles de grises de las imágenes en ocasiones se usa un 

valor de umbral para discretizarlas y segmentar el objeto del fondo. A los 

píxeles en la región del objeto se les asigna el valor de 1 y a los píxeles que 

esta en la región de fondo se les asigna el valor de 0. En este caso la región 

de la imagen ζ  consiste únicamente de aquellos píxeles los cuales 

corresponden a puntos en el objeto y tienen un valor 1 y tales imágenes son 

llamadas imágenes Silhouette. 

 

Los momentos de frontera de una imagen son computados usando 

únicamente los puntos de frontera de la imagen. La forma de un objeto es a 

menudo representada por su contorno y consecutivamente los puntos de 

frontera son únicamente usados en tales aplicaciones, para minimizar el 

espacio de almacenamiento de datos y el tiempo de computo. En este caso, 

la región de la imagen ζ  consiste únicamente de los píxeles los cuales 
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corresponden a los puntos de frontera de la forma del objeto. Una definición 

alternativa de los momentos de frontera como una integrales de línea a lo 

largo de los segmentos del contorno fue introducida por Chen. El definió los 

momentos de frontera de una imagen binaria como 

sdyxm
C

qp
pq ∫∫=   ...3,2,1,0, =qp    ( 4.28 ) 

donde 2
122 )( dydxds +=  y C  denota el contorno. 

 

Los momentos estándar son los momentos geométricos usuales de las 

imágenes los cuales son normalizados con respecto a escala, traslación y 

rotación. Las técnicas de normalización de imagen para derivar los 

momentos estándar son descritas mas adelante. Los momentos estándar 

tienen las siguientes propiedades: 

100 =m ;  0110110 === mmm ; 0220 mm ≥ ; 030 ≥m  

 

Los momentos de rango son computados de imágenes de rango. La función 

de intensidad ),( yxf  en un píxel de una imagen de rango es una medida de 

la distancia del punto objeto correspondiente  con respecto a la cámara. 

Usualmente para todos los puntos en el objeto en una imagen de rango, 

0),( >yxf ; y para la región de fondo, 0),( ≤yxf . 

 

 

Representación de forma usando momentos geométricos 
Los momentos geométricos de diferentes ordenes, representan diferentes 

características espaciales de la distribución de intensidades de la imagen. 

Así un conjunto de momentos pueden formar un descriptor global de forma 

de una imagen. La interpretación física de algunos momentos geométricos de 

una imagen, se describen abajo. 
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Por definición, el momento de orden cero ( 00m ) representa la intensidad total 

de una imagen. Para una imagen Silhouette este término da el área 

geométrica de la región de la imagen. 

 

Las funciones de primer orden 10m , 01m  dan los momentos de intensidad 

sobre el eje y  y el eje x  de la imagen respectivamente. El centroide de 

intensidad ( 00 , yx ) esta dado por  

00

10
0 m

mx =  ; 
00

01
0 m

my =      ( 4.29 ) 

 

Para una imagen Silhouette, el punto ( 00 , yx ) da el centro geométrico de la 

región de una imagen. A menudo es conveniente evaluar los momentos con 

el origen del sistema de referencia desplazado al centroide de intensidad de 

la imagen. Esta transformación hace que el cómputo del momento sea 

independiente de la posición del sistema de referencia de la imagen. Los 

momentos computados con respecto al centroide de intensidad son llamados 

momentos centrales y son definidos como 

( ) ( ) dxdyyyxx qp
pq ∫∫ −−=

ς

µ 00 , ...3,2,1,0, =qp   ( 4.30 ) 

 

De la definición de los momentos centrales, tenemos 

0000 m=µ ; 01010 == µµ      ( 4.31 ) 
 

Los momentos de segundo orden, son una medida de variación de la 

distribución de intensidad de la imagen sobre el origen. Los momentos 

centrales 0220 ,µµ  dan las variaciones sobre la media (centroide). La medida 

de covarianza, es dada por 11µ . 

 

En mecánica el radio de giro de una distribución de mas plana sobre un eje 

esta definida como la distancia del eje a una línea donde se puede asumir 
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que  toda la masa esta concentrada, sin cambio alguno en el segundo 

momento sobre el eje. Nosotros intentamos dar una definición similar del 

radio de giro de una imagen. Si cy =  

denota la línea paralela al eje x , la cual es el radio de giro de la imagen 

sobre el eje x , entonces 

( )dxdyyxfcm ∫∫=
ς

,2
02       ( 4.32 ) 

de la cual obtenemos 

2
1

00

02 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= m
mc        ( 4.33 ) 

De manera similar, el radio de giro de la imagen sobre el eje y es 
2

1

00

20 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

m
m . 

Los momentos centrales de segundo orden se puede decir que son los 

momentos de inercia de una imagen sobre un conjunto de ejes de referencia 

paralelos a los ejes de coordenadas de la imagen y que pasan a través del 

centroide de intensidad. Los principales ejes de inercia de la imagen son 

definidos como el conjunto de dos líneas ortogonales a través del centroide 

de la imagen, la cual cuando es usada como sistema de referencia hace que 

el producto de la componente de inercia ( 11µ ) desaparezca. Los momentos 

de inercia ( 0220 , µµ ) de la imagen sobre el sistema de referencia son llamados 

los principales momentos de inercia de la imagen. Si 110220 ,, µµµ  son los 

momentos centrales de segundo orden de la imagen en su cuadro actual de 

referencia de la imagen y si 21, II  se refieren a los principales valores de 

inercia del momento, entonces 

( ) ( )[ ]
2

4 2
1

2
11

2
02200220

1
µµµµµ +−++

=I , ( ) ( )[ ]
2

4 2
1

2
11

2
02200220

2
µµµµµ +−−+

=I  ( 4.34 ) 

Notar que si 011 =µ , entonces 201 µ=I  e 022 µ=I . El ángulo de orientación 

θ de uno de los principales ejes de inercia con el eje x esta dado por la 

siguiente ecuación: 

( ) 0tantan 110220
2

11 =−−+ µθµµθµ  
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De aquí 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= −

0220

111 2tan
2
1

µµ
µθ      ( 4.35 ) 

Las ecuaciones de θ,, 21 II  pueden ser usadas para definir la elipse de una 

imagen la cual tiene los mismos momentos de inercia y ejes de dirección 

principales como la  imagen original Fig. 4.6. Los radios a  y b  del eje mayor 

y menor de la elipse están dados por: 

2
1

00

12 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

µ
Ia ;  

2
1

00

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

µ
Ib      ( 4.36 ) 

La elipse de la imagen, también tiene un valor uniforme de intensidad k  

adentro y cero afuera, preservando el valor del momento de orden cero,  

abk π
µ00=         ( 4.37 ) 

 
Fig. 4.6 Una imagen y la elipse correspondiente de la imagen 

La elipse de una imagen, puede caracterizar los rasgos de formas 

fundamentales y también representar la posición y orientación bidimensional. 

El termino 2
0021 /)( mII +  es algunas veces llamado ensanchamiento de forma 

y el termino )/()( 2112 IIII +−  es llamado alargamiento de forma. Los 

parámetros θ,,ba son llamados los descriptores elípticos de forma de la 

imagen.  
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Los momentos de tercer orden 0330 ,µµ  denotan la oblicuidad de las 

proyecciones de la imagen. La oblicuidad es una medida estadística del 

grado de desviación de la simetría sobre la media. Si una imagen es 

simétrica sobre la línea 0xx = , entonces 030 =µ . Podemos considerar 

entonces a 30µ como una medida de salida de simetría sobre la media del eje 

0xx =  . Desde que 20µ  es siempre positivo, podemos dividir 30µ  por el 

término ( ) 2/3
20µ  para encontrar una cantidad no dimensional. Así los 

coeficientes de oblicuidad de una imagen sobre el eje x  y el eje y  son 

( ) 2/3
2030 / µµ=xs , ( ) 2/3

0203 / µµ=ys     ( 4.38 ) 

 

Los momentos de cuarto orden 0440 ,µµ  denotan la curtosis de una imagen. 

En estadística curtosis es una medida de que tan plana o que tan puntiaguda 

es una curva. Para una imagen la propiedad correspondiente de la 

distribución de intensidad a lo largo del eje x  puede ser definida por la 

cantidad adimensional  2
2040 / µµ  . Para una distribución normal esta cantidad 

tiene un valor de 3. Usualmente se usa la medida de la curtosis sobre una 

distribución normal. Así los coeficientes sobre el eje x  y el eje y  son 

definidos como 

3)/( 2
2040 −= µµxk , 3)/( 2

0204 −= µµyk     ( 4.39 ) 

 

La discusión anterior muestra como los momentos geométricos de diferentes 

órdenes caracterizan diferentes rasgos de la forma de una imagen. En 

demasiadas aplicaciones, se requiere tener un único conjunto de 

descriptores de forma los cuales son invariantes con respecto a 

transformaciones en la imagen tales como variación de escala, traslación y 

rotación. Los rasgos invariantes de forma representaran en particular la vista 

de un objeto, sin considerar la distancia entre la cámara y el objeto. 
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4.8.  Conclusión 

En el presente capítulo se explicaron los métodos para desenvolver la fase 

de Tomas Kreis en una y en dos dimensiones, el método para desenvolver 

mapas de fase consistente de mapas de fase de campo completo, el método 

para desenvolver mapas de fase consistente dentro de una región conecta 

simple y el método Robusto de Giglia que usa la transformada coseno de 

Fourier, también se explican los momentos geométricos y su uso para 

desenvolver mapas de fase dentro de campo completo y mapas de fase 

dentro de una región conecta simple. 
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Capítulo 5 

5.  ARREGLO Y 

RESULTADOS 

EXPERIMETNALES 
En este capítulo se describe brevemente cada uno de los elementos ópticos 

utilizados para armar el interferómetro Twyman-Green, como el láser, el 

objetivo de microscopio, el pinhole, las lentes, el divisor de haz, el 

piezoeléctrico, el espejo plano de referencia, los espejos cóncavos que se 

probaron, la cámara CCD, los atenuadores de intensidad, se explica como se 

hace la calibración de la fase desplazada, explica como se  hace la 

calibración del piezoeléctrico, se explica como se hace la calibración de la 

fase desplazada y la calibración del piezoeléctrico, y finalmente se muestran 

los resultados experimentales al hacer pruebas ópticas con un espejo plano y 

tres espejos cóncavos y obtener la fase del frente de onda con diferentes 

métodos. 

 

 

5.1.  Introducción 

Existe una gran variedad de elementos ópticos con características deferentes 

cada uno de ellos. En las siguientes secciones se describe brevemente cada 

uno de los elementos ópticos usados para armar el interferómetro Twyman-
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Green para hacer PSI, se ilustra cada uno de los elementos y se explica cual 

es su uso en el interferómetro. 

 

 

5.2.  Elementos ópticos usados en el interferómetro 

Twyman‐Green 

En esta sección se muestran los principales elementos ópticos utilizados 
para montar el interferómetro Twyman-Green aunque cabe mencionar que 
existen otros como monturas, vástagos, rieles bases etc., algunos de estas 
piezas fueron mandadas a hacer en el taller mecánico de acuerdo a las 
necesidades. 

5.2.1.  Láser 
El láser (Fig. 5.1) que se usamos para armar el interferómetro es un He-Ne 

con una longitud de onda de 623.8nm y una potencia de 1mW , el uso del 

láser es para tener una fuente de luz cuasimonocromática. 

 
Fig. 5.1 Láser usado para armar el interferómetro 

 

5.2.2.  Objetivo de microscopio y pinhole 
El objetivo de microscopio es un DIN 60, 0.85 y el pinhole es de 5 mµ  [Fig.5.2 

a)]. El objetivo de microscopio se usa para expandir el rayo de luz 

cuasimonocramática proveniente del láser y el pinhole es usado para tener 

una abertura muy pequeña de manera que cuando la luz salga del objetivo 
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de microscopio y pase por la abertura se obtenga un frente de onda esférico. 

A esto se le llama filtraje espacial y debido al tamaño de la abertura del 

pinhole a la salida se obtienen varios ordenes de difracción, el orden cero de 

difracción o disco de airy es el que nos interesa para el arreglo, esto ocurre 

debido al fenómeno de difracción. 

 

5.2.3.  Lentes 
La lente de la Fig. 5.2 b) es una lente con un diámetro de 4cm y una distancia 

focal de 12cm, esta lente se usa para colimar la luz proveniente del pinhole, 

esto es que en frente de onda esférico se convierte en un frente de onda 

plano y se hace haciendo coincidir el foco de la lente con el pinhole. 

 

La lente de la Fig. 5.2 c) es una lente  con un diámetro de 5cm y una 

distancia focal de 9cm, esta lente se usa para poder probar espejos 

cóncavos, esto se logra haciendo coincidir el foco de la lente con el centro 

del radio de curvatura del espejo. 

   
a)    b)    c) 

Fig. 5.2 a) Objetivo de microscopio y pinhole usado para armar el interferómetro, b) 
Lente que se usa para colimar el haz. c) Lente usada para probar espejos concavos. 

 

 

5.2.4.  Divisor de haz 
El divisor de haz [Fig. 5.5 a)]que usamos es en forma de cubo y mide 4cm 

por lado y tiene una reflectancia de 50% y una transmitancia de 50%. El uso 

de este divisor es con el fin de dividir el frente de onda plano en dos frentes 

de onda planos con la misma amplitud. 
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5.2.5.  Espejo plano 
El espejo plano [Fig. 5.5 b)] de 5cm de diámetro. Se usa come espejo de 
referencia, a este espejo llega la luz proveniente del divisor de haz y se 
refleja nuevamente hacia el divisor para que haga interferencia con el frente 
de onda proveniente del espejo bajo prueba en el plano donde se encuentra 
la cámara CCD. 

  
a)     b) 

Fig. 5.3 a) Divisor de haz, b) Espejo plano. 
 

5.2.6.  Piezoeléctrico 
El piezoeléctrico [Fig. 5.4 a)] se usa para desplazar el espejo de referencia 

distancias muy pequeñas (uno cuantos nanometros) para hacer PSI. El 

modulo del piezoeléctrico [Fig. 5.4 b)] sirve para dar los incrementos o 

decrementos de voltaje adecuado al piezoeléctrico. Las especificaciones 

generales del piezoeléctrico [Fig. 5.4] son las siguientes: 

• Resolución D/A     16-bit 
• Resolución A/D     10-bit 
• Suministro de voltaje    +5V, +15V, -15V 

+5V suministro de corriente   50mA (80mA max) 
+15V suministro de corriente   16mA (20mA max) 
-15V suministro de corriente   95mA (130mA max) 

• Impedancia de entrada por canal   1M Ω , 3pF 
• Impedancia de salida por canal   10K Ω  

 

Las especificaciones de operación son las siguientes: 

• Rango máximo de voltaje de salida  -15V a 165V 
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• Rango de voltaje de salida calibrado  0 a 150V 
• Resolución del voltaje de salida   2.75mV 
• Rango de voltaje mostrado   0 a 200V 
• Resolución del display   10-bit (195mV) 

 

El software del piezoeléctrico Fig 5.4 c) sirve para poder dar los incrementos 

de voltaje al piezoeléctrico desde la PC. 

   
a)    b)     c)  

Fig. 5.4 a) Piezoeléctrico; b) modulo para controlar el piezoeléctrico. 
 

 

5.2.7.  Espejos cóncavos bajo prueba 

5.2.7.1.  Espejo cóncavo de diámetro D=15cm y radio de 
curvatura RC=15cm 

Este espejo [Fig. 5.5 a)] tiene un diámetro de 15 cm y un radio de curvatura 

de 15cm, es uno de los espejos cóncavos que se probo en el interferómetro y 

se desenvolvió la fase, los resultados de dicho desenvolvimiento de fase se 

muestran en la sección 6.3.1 del capitulo seis. 

 

5.2.7.2.  Espejo cóncavo de diámetro D=15cm y radio de 
curvatura RC=40cm 

Este espejo [Fig. 5.5 b)] tiene un diámetro de 15 cm y un radio de curvatura 

de 40cm, es uno de los espejos cóncavos que se probo en el interferómetro y 

se desenvolvió la fase, los resultados de dicho desenvolvimiento de fase se 

muestran en la sección 6.3.2 del capítulo seis. 
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5.2.7.3.  Espejo cóncavo de diámetro D=7.5cm y radio de 
curvatura RC=10cm 

Este espejo [Fig. 5.5 c)] tiene un diámetro de 7.5 cm y un radio de curvatura 

de 10cm, es uno de los espejos cóncavos que se probo en el interferómetro y 

se desenvolvió la fase, los resultados de dicho desenvolvimiento de fase se 

muestran en la sección 6.3.2 del capítulo seis. 

   
a)    b)    c) 

Fig. 5.5 a) Espejo cóncavo D=15cm y rc=15cm, b) Espejo cóncavo D=15cm y rc=40cm, 
c) Espejo cóncavo D=7.5cm, rc=10cm. 

 

5.2.8.  Cámara CCD 
En la Fig. 5.6 a) se muestra la cámara CCD usada para tomar las imágenes 

de los interrefogramas, tiene una resolución de 480 pixeles por 640 pixeles y 

puede detectar de 0 a 255 niveles de intensidad. 

 

5.2.9.  Atenuador de intensidad 
En la Fig. 5.6 b) se muestra el atenuador de intensidad usado, la atenuación 

de intensidad es gradual y puede ser desde 0% hasta 60%. 
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a)    b) 

Fig. 5.6 a) Cámara CCD, b) Atenuador de intensidad 
 

5.3.  Arreglo experimental del Twyman‐Green para 

hacer PSI 

En la Fig. 5.7 a) y 5.7 b) se muestra el arreglo del interferómetro Twyman-

Green armado para probar espejos cóncavos. 

  
Fig. 5.7 Interferómetro Twymann-Green. a) Vista horizontal, b) Vista superior. 
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5.4.  Calibración de la fase desplazada 

Un paso en preparar un sistema PSI es calibrar el desplazamiento de fase α  

entre los interferogramas grabados. Algunos de los algoritmos son muy 

sensibles a errores al desplazamiento de fase, incluso los algoritmos que son 

tolerantes a errores en la fase requieren una calibración para un mejor 

desempeño. Si se usa el desarrollo de la integración bucket el centroide de la 

fase de cada periodo integrado debe de ser calibrado [9]. 

 

La forma mas usual para calibrar el desplazamiento de fase [6] es tomar 4 de 

los 5 interferogramas grabados con los desplazamientos de fase α  del 

algoritmo Hariharan, el desplazamiento de fase es calculado en cada punto 

medido y la solución para el desplazamiento de fase es 

⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
−

−
−

= −
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24

151

yxIyxI
yxIyxI

yxα     ( 5.1 ) 

 

La calibración de la fase desplazada se hace para cada prueba diferente con 

el fin de conocer cual fue el desplazamiento de fase entre los cinco 

interferogramas grabados, por ejemplo para los interferogramas de la Fig. 3.2 

su histograma correspondiente se muestra en la Fig. 5.8, haciendo un 

análisis estadístico de los datos se obtiene que la media de los 

desplazamientos de fase es de 91.39801º y la desviación estándar de los 

desplazamientos de fase es de 5.63142, esta calibración se hace en cada 

prueba diferente para saber cuales fueron los desplazamientos de fase entre 

los interferogramas, si la media de los desplazamientos esta muy alejada de 

90º o si tiene una desviación muy grande lo mas conveniente es tomar 

nuevamente otra serie de interferogramas para obtener mejores resultados 

en la fase obtenida, ya que aunque el algoritmo es insensible a errores en el 

desplazamiento de la fase no significa que sea inmune a grandes errores en 

el desplazamiento de la fase. 
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Fig. 5.8 Histograma del desplazamiento de fase de los interferogramas de la Fig. 3.1 
 

 

5.5.  Calibración del piezoeléctrico 

Antes de tomar las imágenes se hace una calibración del piezoeléctrico, esta 

calibración se hace aumentando los voltajes del piezoeléctrico hasta que se 

observa un cambio de fase de 360º, iniciando desde 0-150 volts, y de 150-0 

volts, en la Fig. 5.9 a) se muestra la curva de operación del piezoeléctrico 

cuando se incrementan los voltajes y su ajuste lineal, en la Fig. 5.9 b) se 

muestra la curva de operación del piezoeléctrico cuando se decrementan los 

voltajes y su ajuste lineal, y en la Fig. 5.9 c) se observa la ventana de 

histéresis del piezoeléctrico. Una vez que se tienen estas graficas se hace un 

ajuste lineal de los datos para obtener la pendiente de operación del 

piezoeléctrico ec. 5.1 y esta usarla para calcular los incrementos de voltaje 

adecuados de acuerdo a nuestras necesidades [9] 
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Fig. 5.9 a) Incrementos de voltaje; b) decrementos de voltaje; c) ventana de histéresis 

del funcionamiento del piezoeléctrico. 
 

BAxV +=         (  5.1 ) 
donde V  es el voltaje aplicado, A  es la pendiente de la recta cuando se 

hace el ajuste lineal, x  es la variable del incremento de la fase y B  es una 

constante diferente en cada calibración, debido a que se hace un ajuste lineal 

en todas las calibraciones podemos omitir esta constante. 

 

En el interferómetro se hicieron 4 calibraciones del piezoeléctrico 

incrementando los voltajes y 4 calibraciones decrementando los voltajes, los 

valores del ajuste lineal de las curvas de operación se muestran en la Tabla 

5.1 y finalmente promediando estos valores se obtiene una pendiente A de 

0.00737, lo cual significa que para desplazar el piezoeléctrico 77.975 nm y 

así obtener un desplazamiento de fase de 90º es necesario aplicar un 

incremento de voltaje al piezoeléctrico de 0.66volts, pero como el modulo 

para controlar el piezoeléctrico tiene una resolución de 0.1 volt a la salida, es 

a), b), 
c) 
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necesario redondear este valor a 0.7 volts, lo cual significa que será difícil 

obtener en la practica desplazamientos de fase de 90º.  

 Pendiente de la calibración A 
 1ª Cal. 2ª Cal. 3ª Cal. 4ª Cal. 

Incrementos de voltaje 0.00752 0.00733 0.00694 0.00739 
Decrementos de voltaje 0.00733 0.00739 0.00786 0.00723 
Tabla 5.1 Tabla con los valores de las pendientes de los ajustes lineales en la 
calibración del piezoeléctrico realizada 4 veces. 
 

 

5.6.  Resultados experimentales 
En esta sección se muestran los resultados en el desenvolvimiento de la fase 

para varios espejos [Fig. 5.3 b), 5.5 a), 5.5 b) y 5.5 c)], se ilustra uno de los 

cinco interrefogramas tomados, el histograma del desplazamiento de fase 

entre las imágenes y los mapas de fase desenvuelta con varios métodos. 

 

5.6.1.  Prueba de espejo plano 
El espejo plano que se usa es el de la Fig. 5.3 b). 

 

Interferograma 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.10 a) 

en la cual solo se observan 4 franjas brillantes y cuatro franjas oscuras, el 

interferograma tiene una buena visibilidad y se observan discontinuidades 

introducidas por polvo o pequeñas pelusas que se encuentran en la cámara 

CCD. 

 

Histograma del desplazamiento de fase 
La Fig. 5.10 b) muestra el histograma del desplazamiento de fase, la media 

del desplazamiento de fase es de 79.91º y tiene una desviación estándar de 

9.94º. 
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a)      b) 

Fig. 5.10 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se usan las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
Debido a que el desenvolvimiento de fase de cada renglón es independiente, 

se le llama desenvolvimiento de fase en una dimensión. La Fig.5.11 a) 

muestra la fase del frente de onda del espejo plano utilizando la ec. 4.1 y 

siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2, debido a que la ec. 4.1 solo aumenta 

múltiplos de 2π en el momento de desenvolver la fase, esta ec. no sirve para 

desenvolver mapas de fase en donde la fase va disminuyendo en lugar de ir 

aumentando. Es por esto que en la imagen del mapa de fase desenvuelta se 

observan demasiadas discontinuidades. 

 

La Fig. 5.11 b) muestra el frente de onda del espejo plano utilizando la ec. 

4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.2, esta ecuación permite 

desenvolver mapas de fase en donde aumenta o disminuye el valor de la 

fase, según la trayectoria seguida al desenvolver la fase. Este mapa de fase 

desenvuelto tiene una discontinuidad debido a que cada renglón es 

desenvuelto independientemente. 
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a)       b) 

Fig. 5.11 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2 
 

 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
Para poder desenvolver un mapa de fase en dos dimensiones,  se usa la 

ecuación 4.2 y se sigue la trayectoria de la Fig. 4.3 a), el mapa de fase 

resultante con dicha ec. se muestra en la Fig. 5.12 a). En la Fig. 5.12 b) se 

muestra el mapa de fase desenvuelto en dos dimensiones con la ec. 4.2 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 b). Ambos mapas de fase fueron 

desenvueltos adecuadamente. 

  
a)       b) 

Fig. 5.12 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, 
ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 b). 

 

La Fig. 5.13 a) muestra el mapa de fase desenvuelto con la ec. 4.4 y 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.4, la Fig. 5.13 b) muestra el mapa de fase 

desenvuelto con el método robusto descrito en la sección 4.6 el cual usa la 
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Transformada Coseno de Fourier directa e inversa y se obtienen resultados 

igual de óptimos que con mínimos cuadrados. La ec. 4.4 es mas sensible a 

ruido en las imágenes es por esta razón que en la imagen del mapa de fase 

desenvuelta se observan varias discontinuidades. 

  
a)       b) 

Fig. 5.13 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.6. 

 

 

5.6.2.  Prueba de espejos cóncavos 
Los espejos de la Fig. 5.5 son los que se usaron para hacer pruebas y 

desenvolver la fase del frente de onda de cada uno de ellos con diferentes 

técnicas. 

 

5.6.2.1.  Espejo cóncavo de diámetro D=15cm y radio de 
curvatura RC=15cm 

El espejo cóncavo que se usa es el de la Fig. 5.5 a). 

 

5.6.2.1.1  Prueba para un mapa de fase de campo completo 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.14 a) 

en la cual se observan anillos concéntricos con buena visibilidad. 
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Histograma del desplazamiento de fase 
En la Fig. 5.14 b) se muestra el histograma del desplazamiento de fase al 

realizar esta prueba, la media de los desplazamientos es de 91.39º con una 

desviación estándar de 5.63º. 

  
a)       b) 

5.14 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se usan las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.15 a) muestra la fase del frente de onda del espejo utilizando la ec. 

4.1 y siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2, Ya que la ec. 4.1 solo aumenta 

múltiplos de 2π en el momento de desenvolver la fase, esta ec. no sirve para 

desenvolver mapas de fase en donde la fase va disminuyendo en lugar de ir 

aumentando. Es por esto que en la imagen del mapa de fase desenvuelta se 

observan demasiadas discontinuidades. 

 

La Fig. 5.15 b) muestra el frente de onda del espejo plano utilizando la ec. 

4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.2, este mapa de fase desenvuelto 

tiene varias discontinuidades debido a que cada renglón se desenvuelve 

independientemente. 
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a)       b) 

Fig. 5.15 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
 

 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
Para poder desenvolver un mapa de fase en dos dimensione,  se usa la 

ecuación 4.2 y se sigue la trayectoria de la Fig. 4.3 a), el mapa de fase 

resultante con dicha ec. se muestra en la Fig. 5.16 a). En la Fig. 5.12 b) se 

muestra el mapa de fase desenvuelto en dos dimensiones con la ec. 4.2 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 a) pero iniciando el análisis en el pixel 

(20,20) y terminando en el pixel (460,620). 

  
a)       b) 

Fig. 5.16 a) Mapa de fase 2-D, ec.4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D 
ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 a). 

 

Ambos mapas de fase fueron desenvueltos adecuadamente con la misma 

ecuación y siguiendo la misma trayectoria solo que en el de la derecha se 
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inicia en un pixel diferente y se termina en un pixel diferente, lo que nos 

permite eliminar algunos errores en el borde de la imagen y así obtener un 

buen desenvolvimiento de la fase. 

 

La Fig. 5.17 a) muestra el mapa de fase utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la 

trayectoria de la Fig. 4.3 b), para el interferograma que tiene buena visibilidad 

y poco ruido, el desenvolvimiento de fase fue adecuado.  

  
a)       b) 

Fig. 5.17 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 b); b) Mapa de fase 2-D, 
método de la sección 4.4. 

 

 
Fig. 5.18 Mapa de fase 2-D método de la sección 4.6. 

 

La Fig. 5.17 b) muestra el mapa de fase desenvuelto con el método de la 

sección 4.4, el desenvolvimiento con este método fue bueno. La Fig. 5.18 

muestra el mapa de fase desenvuelto con el método de la sección 4.6. 
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5.6.2.1.2  Prueba para un mapa de fase dentro de una región conecta simple 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.19 a) 

en la cual solo se observan anillos concéntricos dentro de una región conecta 

simple con buena visibilidad y con poco ruido. 

 
Histograma del desplazamiento de fase 
La Fig. 5.19 b) muestra el histograma del desplazamiento de fase, la media 

del desplazamiento de fase es de 93.2º y tiene una desviación estándar de 

11.1º. 

  
a)       b) 

Fig. 5.19 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.20 a) muestra la fase del frente de onda del espejo plano utilizando 

la ec. 4.1 y siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2. La Fig. 5.20 b) muestra el 

frente de onda del espejo utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la trayectoria de la 

Fig. 4.2, este mapa de fase desenvuelto tiene varias discontinuidades debido 

a que cada renglón es desenvuelto independientemente. 
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a)       b) 

Fig. 5.20 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
Para poder desenvolver un mapa de fase en dos dimensiones, se usa la 

ecuación 4.2 y se sigue la trayectoria de la Fig. 4.3 a), el mapa de fase 

resultante con la ec. 4.2 se muestra en la Fig. 5.21 a). En la Fig. 5.21 b) se 

muestra el mapa de fase desenvuelto en dos dimensiones con la ec. 4.2 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 b). Ambos mapas de fase fueron 

desenvueltos con algunas discontinuidades debido a que valores no 

deseados fuera de la región conecta simple se tomaron en cuenta en el 

momento de hacer el análisis, para estos interferogramas se inicio dicho 

análisis en el pixel (40,130) y se termino en el pixel (390,500). 

 
a)       b) 

Fig. 5.21 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, 
ec. 4.2, trayectoria de la Fig. 4.3 b). 
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La Fig. 5.22 a) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el método de la 

sección 4.4. La Fig. 5.22 b) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el 

método de la sección 4.6. En la imagen de la izquierda se observan algunas 

discontinuidades introducidas por tomar valores de fase que se encontraban 

fuera de la región conecta simple. En la imagen de la derecha el 

desenvolvimiento de fase es muy bueno tomando en cuenta que el mapa de 

fase valido se encuentra dentro de una región conecta simple. 

 
a)       b) 

Fig. 5.22 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.6. 

 

La Fig. 5.23 a) se desenvolvió usando el método de la sección 4.4 y con el 

algoritmo descrito en la sección 4.5, al desarrollar este método se le introdujo 

un pixel como centro de un circulo (217,315) y un radio del circulo de la 

región conecta simple de 140 pixeles, si se hubiera dado un radio mayor el 

método hubiera tenido errores y mostrado discontinuidades debido a que se 

estarían desenvolviendo datos que no son validos y que están fuera de la 

región de mapa de fase valida. La Fig. 5.23 b) muestra el mapa de fase 

desenvuelto utilizando el método de la sección 4.4 y con ayuda de los 

momentos geométricos descritos en la sección 4.7, aquí se observan varias 

discontinuidades debido a que en el programa, uno tiene que introducir un 

nivel de intensidad como umbral para saber que fase si es valida, el nivel de 

intensidad que se le dio en el momento de ejecutar el programa fue de 20 en 
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escala de grises (0-255), debido a valores mayores de 20 fuera de la región 

conecta tomados como valores validos, afectaron los resultados obtenidos 

con los momentos geométricos como el centro de la elipse y los radios de la 

elipse. 

 
a)       b) 

Fig. 5.23 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.4 usando momentos geometricos 

 

La Fig. 5.24 muestra una combinación del método de la sección 4.6 y los 

momentos geométricos, como se observa los resultados son muy buenos ya 

que para detectar el mapa de fase valido se usan los momentos geométricos 

y para desenvolver la fase se usa el método robusto de la sección 4.6. 

 
Fig. 5.24 Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.6 utilizando los momentos 

geométricos. 
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5.6.2.2.  Espejo cóncavo de diámetro D=15cm y radio de 
curvatura RC=40cm 

Interferograma tomado 
El espejo cóncavo que se usa es el de la Fig. 5.5 b). 

 

5.6.2.2.1  Prueba para un mapa de fase de campo completo 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.25 a) 

en la cual solo se observan anillos con no muy buena visibilidad, una región 

que no es mapa de fase valida en el centro y con ruido debido a la rugosidad 

de la superficie del espejo. 

 
Histograma del desplazamiento de fase 
En la Fig. 5.25 b) se muestra el histograma del desplazamiento de fase al 

realizar esta prueba, la media de los desplazamientos es de 95.78º con una 

desviación estándar de 14.03º 

  
a)       b) 

Fig. 5.25 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se las técnicas descritas en el capítulo 4. 
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Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.26 a) muestra la fase del frente de onda del espejo utilizando la ec. 

4.1 y siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2. La Fig. 5.26 b) muestra el frente 

de onda del espejo utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 

4.2, este mapa de fase desenvuelto tiene varias discontinuidades debido a 

que cada renglón es desenvuelto independientemente. 

 
a)       b) 

5.26 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
 

 

  
a)       b) 

Fig. 5.27 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, ec. 
4.2 trayectoria Fig. 4.3 b). 

 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
La Fig. 5.27 a) muestra el mapa de fase desenvuelto con la ec. 4.2 siguiendo 

la trayectoria de la Fig. 4.3 a). La Fig. 5.27 b) muestra el mapa de fase 
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desenvuelto con la ec. 4.2 siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 b). La 

imagen de la derecha fue desenvuelta correctamente y la imagen de la 

derecha fue desenvuelta con varias discontinuidades por lo que se observa 

que aunque la ec. sea la misma, el desenvolvimiento depende en gran 

medida de la trayectoria seguida para hacer el desenvolvimiento de la fase. 

 

La Fig. 5.28 muestra el mapa de fase desenvuelto con el método de la 

sección 4.4, como se observa el desenvolvimiento no es muy bueno. 

 
5.28 Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4. 

 

 

5.6.2.2.2  Prueba para un mapa de fase dentro de una región conecta simple 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.29 a) 

en la cual solo se observan anillos concéntricos dentro de una región conecta 

simple con poca visibilidad y con ruido. 

 
Histograma del desplazamiento de fase 
La Fig. 5.29 b) muestra el histograma del desplazamiento de fase, la media 

del desplazamiento de fase es de 91.27º y tiene una desviación estándar de 

17.95º. 
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a)       b) 

Fig. 5.29 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.30 a) muestra la fase del frente de onda del espejo utilizando la ec. 

4.1 siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2. La Fig. 5.30 b) muestra el frente de 

onda del espejo utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.2, 

el mapa de fase desenvuelto tiene discontinuidades debido a que cada 

renglón se desenvuelve independientemente y al ruido presente en las 

imágenes. 

 
a)       b) 

5.30 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
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Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
Para poder desenvolver un mapa de fase en dos dimensiones,  se usa la 

ecuación 4.2 y se sigue la trayectoria de la Fig. 4.3 a), el mapa de fase 

resultante con dicha ec. se muestra en la Fig. 5.31 a). En la Fig. 5.31 b) se 

muestra el mapa de fase desenvuelto en dos dimensiones con la ec. 4.2 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 b). Ambos mapas de fase fueron 

desenvueltos con algunas discontinuidades debido a que valores no 

deseados fuera de la región conecta simple se tomaron en cuenta en el 

momento de hacer el análisis, para estos interferogramas se inicio dicho 

análisis en el pixel (70,130) y se termino en el pixel (350,510). 

  
a)       b) 

Fig. 5.31 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, ec. 
4.2 trayectoria Fig. 4.3 b). 

 

La Fig. 5.32 a) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el método de la 

sección 4.4. La Fig. 5.32 b) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el 

método de la sección 4.6. En la imagen de la izquierda se observan algunas 

discontinuidades introducidas por tomar valores de fase que se encontraban 

fuera de la región conecta simple y por el ruido presente en la imagen. En la 

imagen de la derecha el desenvolvimiento de fase es muy bueno tomando en 

cuenta que el mapa de fase valido se encuentra dentro de una región 

conecta simple, tiene ruido y existe una región en el centro que no son datos 

validos para el análisis. 
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a)       b) 

Fig. 5.32 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.6. 

 

La Fig. 5.33 a) se desenvolvió usando el método de la sección 4.4 y con el 

algoritmo descrito en la sección 4.5, al desarrollar este método se le introdujo 

un pixel como centro de un circulo (210,320) y un radio del circulo de la 

región conecta simple de 125 pixeles, debido a que el radio es mayor, el 

método tiene errores y muestra discontinuidades debido a que se están 

desenvolviendo datos que no son validos y que están fuera de la región de 

mapa de fase valida. La Fig. 5.33 b) muestra el mapa de fase desenvuelto 

utilizando el método de la sección 4.4 y con ayuda de los momentos 

geométricos descritos en la sección 4.7, aquí se observan varias 

discontinuidades debido a que en el programa, uno tiene que introducir un 

nivel de intensidad como umbral para saber que fase si es valida, el nivel de 

intensidad que se le dio en el momento de ejecutar el programa fue de 20 en 

escala de grises (0-255), debido a valores mayores de 20 fuera de la región 

conecta tomados como valores validos, afectaron los resultados obtenidos 

con los momentos geométricos como el centro de la elipse y los radios de la 

elipse. 

 

La Fig. 5.34 muestra una combinación del método de la sección 4.6 y los 

momentos geométricos, como se observa los resultados son muy buenos ya 
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que para detectar el mapa de fase valido se usan los momentos geométricos 

y para desenvolver la fase se usa el método robusto de la sección 4.6. 

  
a)       b) 

Fig. 5.33 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.4 usando momentos geométricos. 

 

 
Fig. 5.34 Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.6 utilizando los momentos 

geométricos. 
 

 

5.6.2.3.  Espejo cóncavo de diámetro D=7.5cm y radio de 
curvatura RC=10cm 

Interferograma tomado 
El espejo cóncavo que se usa es el de la Fig. 5.5 c). 
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5.6.2.3.1  Prueba para un mapa de fase de campo completo 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.35 c) 

en la cual solo se observan anillos con no muy buena visibilidad. 

 
Histograma del desplazamiento de fase 
En la Fig. 5.35 b) se muestra el histograma del desplazamiento de fase al 

realizar esta prueba, la media de los desplazamientos es de 89.01º con una 

desviación estándar de 7.09º 

  
a)       b) 

Fig. 5.35 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.36 a) muestra la fase del frente de onda del espejo utilizando la ec. 

4.1 y siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2. La Fig. 5.36 b) muestra el frente 

de onda del espejo utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 

4.2, este mapa de fase desenvuelto tiene varias discontinuidades debido a 

que cada renglón es desenvuelto independientemente. 
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a)       b) 

Fig. 5.36 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
La Fig. 5.37 a) muestra el mapa de fase desenvuelto con la ec. 4.2 siguiendo 

la trayectoria de la Fig. 4.3 a). La Fig. 5.37 b) muestra el mapa de fase 

desenvuelto con la ec. 4.2 siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 a). Ambos 

métodos son desenvueltos con la misma ec. y siguiendo la misma trayectoria 

la diferencia entre estos es que en el de la izquierda se inicia el 

desenvolvimiento en el pixel (10,10) y se termina en el pixel (470,630), esto 

se hace con el fin de evitar los errores en los bordes de la imagen de los 

interferogramas. 

  
a)       b) 

Fig. 5.37 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, ec. 
4.2 trayectoria Fig. 4.3 a). 
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La Fig. 5.38 a) Muestra el mapa de fase desenvuelto con la ec. 4.2 siguiendo 

la trayectoria de la Fig. 4.3 b). La Fig. 5.38 a) Muestra el mapa de fase 

desenvuelto con el método de la sección 4.4. 

  
a)       b) 

Fig. 5.38 a ) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria Fig. 4.3 b); Mapa de fase 2-D, método 
de la sección 4.4. 

 

La Fig. 5.39 muestra el mapa de fase desenvuelto con el método de la 

sección 4.6. 

 
Fig. 5.39 Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.6. 
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5.6.2.3.2  Prueba para un mapa de fase dentro de una región conecta simple 
Interferograma tomado 
El Interferograma tomado al probar este espejo se muestra en la Fig. 5.40 a) 

en la cual solo se observan anillos concéntricos dentro de una región conecta 

simple con poca visibilidad y con ruido. 

 
Histograma del desplazamiento de fase 
La Fig. 5.40 b) muestra el histograma del desplazamiento de fase, la media 

del desplazamiento de fase es de 87.89º y tiene una desviación estándar de 

13.25º. 

  
a)       b) 

Fig. 5.40 a) Interferograma, b) Histograma. 
 

Mapas de fase obtenidos con diferentes técnicas 
Para obtener el modulo de la fase se usa el método Hariharan y para 

desenvolver la fase se las técnicas descritas en el capítulo 4. 

 

Mapas de fase obtenidos en una dimensión 
La Fig.5.41 a) muestra la fase del frente de onda del espejo utilizando la ec. 

4.1 siguiendo la trayectoria de la Fig.4.2. La Fig. 5.41 b) muestra el frente de 

onda del espejo utilizando la ec. 4.2 y siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.2, 

el mapa de fase desenvuelto tiene discontinuidades debido a que cada 
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renglón se desenvuelve independientemente y al ruido presente en las 

imágenes. 

  
a)       b) 

Fig. 5.41 a) Mapa de fase 1-D, ec. 4.1, b) Mapa de fase 1-D, ec. 4.2. 
 

Mapas de fase obtenidos en dos dimensiones 
Para poder desenvolver un mapa de fase en dos dimensiones, se usa la 

ecuación 4.2 y se sigue la trayectoria de la Fig. 4.3 a), el mapa de fase 

resultante con dicha ec. se muestra en la Fig. 5.42 a). En la Fig. 5.42 b) se 

muestra el mapa de fase desenvuelto en dos dimensiones con la ec. 4.2 

siguiendo la trayectoria de la Fig. 4.3 b). Ambos mapas de fase fueron 

desenvueltos con algunas discontinuidades debido al ruido presente en la 

imagen ocasionado por la rugosidad del espejo. 

  
a)       b) 

Fig. 5.42 a) Mapa de fase 2-D, ec. 4.2, trayectoria Fig. 4.3 a); b) Mapa de fase 2-D, ec. 
4.2 trayectoria Fig. 4.3 b). 
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La Fig. 5.43 a) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el método de la 

sección 4.4. La Fig. 5.43 b) muestra el mapa de fase desenvuelto usando el 

método de la sección 4.6. En la imagen de la izquierda se observan algunas 

discontinuidades introducidas por tomar valores de fase que se encontraban 

fuera de la región conecta simple. En la imagen de la derecha el 

desenvolvimiento de fase es muy bueno tomando en cuenta que el mapa de 

fase valido se encuentra dentro de una región conecta simple. 

  
a)       b) 

Fig. 5.43 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 
la sección 4.6. 

 

La Fig. 5.44 a) se desenvolvió usando el método de la sección 4.4 y con el 

algoritmo descrito en la sección 4.5, al desarrollar este método se le introdujo 

un pixel como centro de un circulo (196,320) y un radio del circulo de la 

región conecta simple de 90 pixeles, si se hubiera dado un radio mayor el 

método hubiera tenido errores y mostrado discontinuidades debido a que se 

estarían desenvolviendo datos que no son validos y que están fuera de la 

región de mapa de fase valida. La Fig. 5.44 b) muestra el mapa de fase 

desenvuelto utilizando el método de la sección 4.4 y con ayuda de los 

momentos geométricos descritos en la sección 4.7, aquí se observan varias 

discontinuidades debido a que en el programa, uno tiene que introducir un 

nivel de intensidad como umbral para saber que fase si es valida, el nivel de 
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intensidad que se le dio en el momento de ejecutar el programa fue de 20 en 

escala de grises (0-255), debido a valores mayores de 20 fuera de la región 

conecta tomados como valores validos, afectaron los resultados obtenidos 

con los momentos geométricos como el centro de la elipse y los radios de la 

elipse. 

  
Fig. 5.44 a) Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.4, b) Mapa de fase 2-D método de 

la sección 4.4 usando momentos geométricos. 
 

La Fig. 5.45muestra una combinación del método de la sección 4.6 y los 

momentos geométricos, como se observa los resultados son muy buenos ya 

que para detectar el mapa de fase valido se usan los momentos geométricos 

y para desenvolver la fase se usa el método robusto de la sección 4.6. 

 
Fig. 5.45 Mapa de fase 2-D, método de la sección 4.6 utilizando los momentos 

geométricos. 
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5.7.  Comparación entre la sagita teórica y la 

experimental. 

Para obtener la sagita teórica de una superficie esférica se usa la ec. 5.2, 
para obtener la sagita experimental se usa la ec. 5.3,  

22

2

11 ρ

ρ

c
czteorica

−+
=       ( 5.2 ) 

donde 

RC
c 1

= ,  222 yx +=ρ  

),(2exp yxwz erimental =        ( 5.3 ) 

donde w(x,y) es el frente de onda de la superficie. 
 
La sagita teórica para el espejo de RC= 15cm y D=15cm se ilustra en la Fig. 
5.46 a), y la sagita experimental se ilustra en la Fig 5.46 b). 

  
a)       b) 

Fig. 5.46 a) Sagita teórica, b) Sagita experimental 
 
Ambas figuras aparentemente son iguales, para saber que tanto se aleja la 
sagita obtenida experimentalmente de la obtenida teóricamente hacemos la 
diferencia de ambas sagitas e idealmente deberíamos obtener un plano, en 
la Fig. 5.47 se ilustra la diferencia obtenida entre ambas sagitas, como se 
observa aunque parecen casi idénticas las sagitas, en realidad no lo son. 
Esta comparación entre sagitas solo se realizo para una prueba y queda 
pendiente como trabajo futuro, realizar más y mejores análisis. 
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Fig. 5.47 Diferencia entre la sagita teórica y la sagita experimental. 

 
 

5.8.  Conclusión 

En este capítulo se ilustraron los elementos utilizados para armar el 

interferómetro Twyman-Green. Se mostraron imágenes del interferómetro. Se 

explico como se hizo la calibración del piezoeléctrico y como se hizo la 

calibración del desplazamiento de fase. 

 

Se muestran los resultados obtenidos al probar un espejo plano y tres 

cóncavos, a cada uno se le tomaron dos series de interferogramas, una de 

mapa de campo completo y la segunda en donde la fase se encuentra dentro 

de una región conecta simple. La fase de cada serie de interferogramas fue 

desenvuelta con los métodos explicados en el capítulo 4. 
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Capítulo 6 

6.  CONCLUSIONES Y 

TRABAJO FUTURO 
Se ha implementado un interferómetro tipo Twyman-Green que nos permite 

obtener la fase del frente de onda de superficies planas y curvas, falta por 

obtener el error total, la precisión y la repetibilidad del arreglo experimental, 

pero se considera que este interferómetro supera al Zygo, que se encuentra 

en el taller de óptica, porque tiene la ventaja de obtener la fase de manera 

automática sin la necesidad de emplear software externo, además de que la 

obtención de la fase es de forma dinámica ya que se toma una serie de cinco 

interferogramas. 

 

Con el interferómetro Zygo solo se puede tomar un interferograma, lo que 

nos limita a tener que recurrir a un método estático para obtener el frente de 

onda, el método viene en el programa Apex de Lambda Research, en dicho 

programa se tiene que encontrar el centro de las franjas de un interferograma 

el cual tenga pocas franjas, buena visibilidad y este libre de ruido para poder 

hacer un análisis optimo, lo cual es una gran limitante a la hora de 

desenvolver una gran variedad de superficies. 

 

Se ha realizado la calibración del piezoeléctrico, con el método de Hariharan 

se obtiene el desplazamiento de fase entre los cinco interferogramas. 
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Se ha realizado un programa en Visual C++ en el cual se han implementado 

varias técnicas de desenvolvimiento de fase entre las que se incluyen: 

1. Método de Tomas Kreis explicado en la sección 4.2.1 siguiendo la 

trayectoria de la Fig. 4.2. 

2. Método de Tomas Kreis explicado en la sección 4.2.2, siguiendo la 

trayectoria de la Fig. 4.2. 

3. Método de Tomas Kreis explicado en la sección 4.3 siguiendo la 

trayectoria de la Fig. 4.3 a). 

4. Método de Tomas Kreis explicado en la sección 4.3 siguiendo la 

trayectoria de la Fig. 4.3 b). 

5. Método explicado en la sección 4.4, siguiendo la trayectoria de la Fig. 

4.3 b). 

6. Método Robusto explicado en la sección 4.6. 

7. Método explicado en la sección 4.4, en donde uno puede decidir el 

centro de una circunferencia y un radio antes de realizar el análisis, 

utilizando el algoritmo explicado en la sección 4.5. 

8. Método explicado en la sección 4.4, utilizando los momentos 

geométricos explicados en la sección 4.7. 

9. Método explicado en la sección 4.6, utilizando los momentos 

geométricos. 

 

Los primeros seis métodos antes mencionados se utilizan al desenvolver 

mapas de fase de campo completo, los últimos tres métodos se utilizan en el 

desenvolvimiento de mapas de fase dentro de una región conecta simple. 

 

El método No. 1 es en una dimensión y no de resultados buenos. El método 

No. 2 también es en una dimensión y los resultados que se obtienen son 

buenos en una sola dimensión. El método No. 3 es el mejor de estos ya que 

es en dos dimensiones y aunque la ec. 4.2 es utilizada en tres métodos, la 

trayectoria que se sigue en el desenvolvimiento de la fase es diferente. El 
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método No. 4 es en dos dimensiones, también usa la ec. 4.2 pero la 

trayectoria que se sigue a la hora de hacer el desenvolvimiento de la fase es 

diferente por lo que los resultados obtenidos no son tan óptimos como con la 

otra trayectoria. El método No. 5 usa es mas sensible a ruido presente en las 

imágenes, los resultados obtenidos con este método son de la misma calidad 

que con el método No. 4. De estos métodos el que da mejores resultados al 

desenvolver un mapa de fase de campo completo es el método No. 6, este 

método puede desenvolver mapas de fase con demasiadas franjas con poca 

visibilidad e incluso con ruido, la desventaja de este método es el tiempo de 

cómputo necesario para realizar el desenvolvimiento. Este tiempo de 

computo depende del tipo de procesador y memoria RAM de la computadora 

utilizada para hacer el análisis, el numero de operaciones necesarias para el 

análisis de este método es 32*M2N2. 

 

Los métodos No. 7 y No. 8 usan la misma ec. para desenvolver la fase, la 

diferencia entre estos es que el No. 7 usa el algoritmo de la sección 4.5 y el 

No.8 usa los momentos geométricos, al igual que en el método No. 5 estos 

métodos son sensibles al ruido, a la visibilidad y al numero de franjas. El 

método No. 9 Es el que da mejores resultados ya que usa el método robusto 

de la sección 4.6 y los momentos geométricos de la sección 4.7 los cuales 

sirven para detectar las regiones de mapa de fase valida y así disminuir el 

tiempo de computo necesitado en el desenvolvimiento. 

 

Se trato de hacer una comparación de los interferogramas desenvueltos con 

el programa Apex, pero se encontró con la limitante de que nuestros 

interferogramas algunos tienen demasiadas franjas, ruido y en ocasiones 

poca visibilidad, el programa Apex no podía encontrar el centro de las franjas 

y por lo mismo daba resultados erróneos. 
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Como trabajo futuro se pretende desarrollar otros métodos robustos y hacer 

la comparación entre estos. También se pretende mejorar el arreglo 

experimental, hacer un arreglo experimental y practico con su 

correspondiente resolución que iguale o supere el Zygo comercial disponible. 

Incluir todos los programas y hacer uno solo que sea amigable con el usuario 

en donde el usuario pueda desde controlar el piezoeléctrico, escoger el 

método para obtener la fase, obtener las los interferogramas, escoger el 

método para desenvolver la fase, hacer un ajuste de los polinomios de 

Zernike y hacer el graficado directo. Con estas mejoras que se pretenden 

realizar no nos queda la menor duda de que si se logran nuestros objetivos 

se superaría por mucho al programa Apex. 

 

A su vez también pretendemos seguir perfeccionándonos y aprendiendo día 

a día tanto en el ámbito profesional como personal. 
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APÉNDICE A: DIAGRAMA 
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