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5.1. Estados coherentes generados por perturbaciones lineales . . . . . . . 66

5.2. Estados comprimidos generados por perturbaciones cuadráticas . . . 71
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Resumen

En este trabajo, construimos un método alternativo a la teoŕıa de perturbaciones

de Rayleigh-Schrödinger de la mecánica cuántica no relativista mediante la ecuación

de Schrödinger dependiente del tiempo y el algebra matricial. Este método tiene

la ventaja que proporciona una notación compacta, la corrección a la enerǵıa y

a la función de onda puede ser calculada en una sola operación, y además nos

permite analizar la evolución temporal del sistema perturbado. Para analizar los

resultados obtenidos, primero aplicamos este método a los casos elementales del

potencial lineal y cuadrático que actúan sobre el oscilador armónico cuántico como

perturbaciones, y después aplicarlo a potenciales más complejos como el coseno y el

de Morse. Adicionalmente, mostramos que este nuevo análisis puede ser relacionado

de forma directa con las series de Dyson, por lo que podemos dar una expresión

alternativa a estas. Finalmente, para comprobar los resultados que hemos obtenido,

mostramos la relación que existe entre el método que desarrollamos con el operador

de desplazamiento y el operador de compresión.
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Abstract

In this thesis work, we construct an alternative approach to perturbation theo-

ry of Rayleigh-Schrödinger non-relativistic quantum mechanics by time-dependent

Schrödinger equation and matrix algebra. This method has the advantage that pro-

vides a compact notation, the correction to the energy and wave function can be

calculated in a single operation, and also allows us to analyze the temporal evolution

of the perturbed system. To analyze the results, that we have obtained, first apply

this method to the elementary cases of linear and quadratic potentials acting on the

quantum harmonic oscillator as perturbations, and then apply it to potentials more

complex as the cosine and Morse’s potential. Additionally, we show that this new

analysis can be related directly with the Dyson series, so we can give an alternative

expression to them. Finally, to verify the results, that we have obtained, we show the

relationship between the method, that we developed, with the displacement operator

and the squeezed operator.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩, (1.1)

donde

Ĥ =

(
− h2

2m
∇2 + V̂0(r, t)

)
, (1.2)

introducida por Schrödinger en 1926 [1], es una de las principales herramientas en

el desarrollo de la mecánica cuántica no relativista, ya que todo proceso es descrito

en menor o mayor grado por ella.

Sin embargo, existen muchos sistemas f́ısicos de interes en los cuales V̂0 no de-

pende del tiempo. Esta última consideración nos permite escribir una solución para

la ecuación (1.1) de la forma

|ψ(t)⟩ = e−itE/~|ϕ⟩, (1.3)

donde |ϕ⟩ es independiente del tiempo. Sustituyendo (1.3) en la ecuación (1.1) obten-

emos la ecuación de eigenvalores

Ĥ|ϕ⟩ = E|ϕ⟩, (1.4)
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
1.1. ANTECEDENTES

donde Ĥ es un Hamiltoniano independiente del tiempo del sistema f́ısico en que esta-

mos interesados. La expresión (1.4) es conocida como ecuación de Schrödinger inde-

pendiente del tiempo o ecuación de Schrödinger estacionaria. De hecho Schröndinger

resolvió esta ecuación para obtener el espectro de enerǵıa del átomo de hidrogeno [2].

No obstante la mayoŕıa de los problemas relacionados con la ecuación de

Schrödinger independiente del tiempo son bastantes complejos para ser resueltos

de forma exacta, de hecho sólo puede ser resuelta en forma exacta para unos cuan-

tos casos como la part́ıcula libre, el pozo de potencial cuadrado infinito, el oscilador

armónico cuántico, entre otros.

En los casos en los que la ecuación (1.3) no tiene solución exacta estamos forzados

a usar métodos de aproximación [4]-[7], que si bien no resuelven el problema en

cuestion de forma exacta, nos brindan una solución con un cierto grado de aproxi-

mación de tal manera que podemos comprender el comportamiento f́ısico del sistema

que estamos estudiando.

Un método de aproximación bien conocido en la mecánica cuántica es la aproxi-

mación WKB o también conocido como la aproximación semi-clásica. Este formalis-

mo es particularmente útil en el cálculo de enerǵıas (como en el caso del potencial

de Morse [25]) y razones de tuneleo a través de barreras de potenciales.

Otra método de aproximación muy usado, y en el cual estamos particularmente

interesados en este trabajo, es la teoŕıa de perturbaciones, también conocida co-

mo teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger. Este método tiene sus ráıces

en los trabajos de Rayleigh y de Schrödinger, pero que no fue bien fundamentado

matemáticamente hasta 50 años después por Rellich [3]. Este formalismo ha sido

aplicado a una amplia variedad de sistemas f́ısicos, por lo que en su constante im-

plementación se han desarrollado técnicas que van desde los métodos numéricos [8],

hasta aquellas que resuelven los problemas de convergencia [9], [10] con el objetivo

de encontrar una solución mas precisa.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
1.2. MARCO DE TRABAJO

La teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger consiste principalmente en

dividir un Hamiltoniano Ĥ independiente del tiempo en dos partes, como sigue:

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ , (1.5)

donde H0 es un Hamiltoniano que tiene soluciones exactas, es decir, las soluciones

correspondientes a su ecuación de eigenvalores

Ĥ0|n(0)⟩ = E(0)
n |n(0)⟩ (1.6)

son conocidas, V̂ es un potencial perturbativo y λ es un parametro que controla

el grado de perturbación del sistema, de tal manera que cuando λ = 0 se tiene el

caso sin perturbación y cuando λ = 1 se tiene el máximo grado de perturbación del

sistema. Por lo que conocido V̂ debemos estudiar el efecto de este potencial sobre

las soluciones de Ĥ0.

Una caracteristica importante de este método de aproximación es que propor-

ciona las correcciónes a la enerǵıa y a la función de onda de forma separada.

1.2. Marco de trabajo

En este trabajo de tesis, construimos un nuevo análisis a la teoŕıa de perturba-

ciones de Rayleigh-Schrödinger, de tal forma que las correcciones correspondientes

al sistema que estamos estudiando se obtengan en una sola operación. Para esto

consideramos la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo, el algebra matri-

cial y los sistemas de ecuaciones diferenciales. Demostramos que este modelo puede

reproducir todos los resultados dados por la análisis tradicional, y además este nuevo

modelo puede ser asociado con el operador de Dyson, el cual es un resultado encon-

trado comúnmente en la teoŕıa cuántica de campos. También tomando el modelo del

oscilador armónico cuántico establecemos una relación entre los operadores de des-

plazamiento y de compresión con los potenciales perturbativos lineal y cuadrático,
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
1.2. MARCO DE TRABAJO

respectivamente. Adicionalmente, aplicaremos nuestro análisis a potenciales más

complejos como el coseno y el de Morse.

El contenido de este trabajo está organizado como sigue: En el caṕıtulo dos

haremos una breve descripción de la ecuación de Schrödinger y los métodos de

aproximación usados cuando no tiene una solución exacta. Dentro de los métodos

de aproximación que revisaremos están la aproximación WKB y la teoŕıa de per-

turbaciones de Rayleigh-Schrödinger. En el caṕıtulo tres presentamos un estudio de

las principales caracteŕısticas matemáticas de los estados coherentes. En el caṕıtulo

cuatro desarrollamos nuestro análisis alternativo a la teoŕıa de perturbaciones pre-

sentada en el caṕıtulo dos. Este modelo será construido con base en la ecuación de

Schrödinger dependiente del tiempo. Después de obtener los resultados buscados,

los aplicamos al oscilador armónico cuántico, para comparar con las soluciones que

se encuentran en la literatura. En el caṕıtulo cinco relacionamos, a través de nuestro

análisis, los operadores de desplazamiento y de compresión con los potenciales lineal

y cuadrático actuando como potenciales perturbativos sobre el oscilador armónico.

Finalmente, en el capitulo seis presentamos las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Una revisión a los métodos de
aproximación en la Mecánica
Cuántica

En este caṕıtulo haremos una breve revisión de la ecuación de Schrödinger, y

además analizaremos los métodos de aproximación, como la aproximación WKB y

la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger.

2.1. La ecuación de Schrödinger

En los primeros años del siglo XX, hubo una serie de hechos experimentales (la

radiación del cuerpo negro, el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton, entre otros [4])

que no se pod́ıan resolver de manera satisfactoria con las teoŕıas conocidas hasta

ese entonces como la mecánica Newtoniana o la electrodinámica de Maxwell. Sin

embargo, por medio de la resolución del problema de la radiación del cuerpo negro

por parte de Planck y posteriormente del efecto fotoeléctrico, en el cual se plantea

la dualidad de la luz como part́ıcula y onda, por parte de Einstein, se sentaron las

bases para el desarrollo de la Mecánica Cuántica.

Tiempo después Louis De Broglie propuso la hipotesis que cada part́ıcula ma-

terial puede tener un comportamiento ondulatorio similar al de la luz. Bajo esta
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CAPÍTULO 2. UNA REVISIÓN A LOS MÉTODOS DE
APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

hipotesis, Schrödinger desarrolló una ecuación para la onda asociada de De Broglie,

la cual es (
p2

2m
+ V (r⃗, t)

)
ψ(r⃗, t) = i~

∂

∂t
ψ(r⃗, t). (2.1)

El exito de esta ecuación fue inmediato debido a que se pudo obtener el espectro de

enerǵıa del átomo de hidrogeno, y estos resultados se ajustaban a las series Lyman,

Balmer, Bracket, Pashen y Pfund.

Pero la ecuación (2.1) dio paso a un numero de particularidades que difieren de

la mecánica Newtoniana como:

La función ψ(r⃗, t) es llamada ”función de onda” y de acuerdo a la inter-

pretación estadistica de Born, la integral

PδV =

∫
δV

|ψ|2dV

es la probabilidad del encontrar la part́ıcula dentro de un volumen δV en un

tiempo t.

Como |ψ|2 es la densidad de probabilidad, entonces la integral de esta debe

ser igual a uno, es decir ∫ ∞

−∞
|ψ(r⃗, t)|2dV = 1. (2.2)

Por la naturaleza probabiĺıstica de ψ no podemos hacer ”medidas exac-

tas”sobre el sistema, por lo que tomaremos el valor esperado, definido como

⟨A⟩ =
∫ ∞

−∞
ψ∗ÂψdV, (2.3)

donde Â es el operador asociado a la variable dinámica A1. Ejemplos de ope-

radores son el operador de posición x̂, el operador de momento p̂, el operador

Hamiltoniano Ĥ, etcetera.

1Por operador entenderemos a toda transformación lineal que es aplicada a la función que le
sigue.
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CAPÍTULO 2. UNA REVISIÓN A LOS MÉTODOS DE
APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

2.1.1. La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

En la sección anterior presentamos la ecuación de Schrödinger y algunos con-

ceptos fundamentales de ella; sin embargo, no hemos dicho nada acerca de cómo

resolverla. Por el momento nos concentraremos cuando V̂ es una función indepen-

diente del tiempo, y además reduciremos nuestro análisis al caso unidimensional.

Para resolver la ecuación (2.1), utilizaremos el método de separación de variables,

para los cual suponemos que podemos escribir

ψ(x, t) = ϕ(x)f(t). (2.4)

Sustituyendo esta propuesta en la ecuación (2.1), obtenemos

i~
1

f

df

dt
= − ~2

2m

1

ϕ

d2ϕ

dx2
+ V. (2.5)

Definiendo la constante de separación como E, tenemos que:

i~
df

dt
= Ef, (2.6)(

−~2

2m

d2

dx2
+ V

)
ϕ = Eϕ. (2.7)

Ahora podemos ver facilmente que la solución de (2.6) es:

f = e−iEt
~ . (2.8)

Mientras que la ecuación (2.7), llamada ecuación de Schrödinger independiente del

tiempo o ecuación de Schrödinger estacionaria, sólo se puede resolver cuando cono-

cemos la forma del potencial V .

Considerar que la ecuación (2.1) tiene una solución de la forma (2.4), representa

una gran ventaja en el sistema que estamos analizando debido a que:

El sistema está en un estado estacionario, lo significa que aunque la función

de onda es dependiente del tiempo, la densidad de probabilidad

|ψ(x, t)|2 = |ϕ(x)|2, (2.9)
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CAPÍTULO 2. UNA REVISIÓN A LOS MÉTODOS DE
APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

es independiente del tiempo. Similarmente ocurre con el valor esperado de la

variable dinámica A, es decir,

⟨A⟩ =
∫ ∞

−∞
ϕ∗Âϕdx. (2.10)

En mecánica clásica el Hamiltoniano esta definido como

H =
p2

2m
+ V. (2.11)

Por tanto de la ecuación (2.7) podemos establecer el operador Hamiltoniano

por medio de la sustitución canónica p⃗ → −i~∇; sin embargo como estamos

considerando el caso unidimensional es suficiente considerar2 px → −i~∂/∂x

Ĥ =
−~2

2m

d2

dx2
+ V̂ . (2.12)

Aśı la ecuación de Schröndinger independiente del tiempo puede ser reescrita

como la ecuación de eigenvalores

Ĥϕ = Eϕ. (2.13)

Calculando el valor esperado de H, obtenemos que

⟨H⟩ = E (2.14)

y

⟨H2⟩ = E2. (2.15)

Finalmente, tenemos que la desviación estandar en Ĥ esta dada como

∆H = ⟨H2⟩ − (⟨H⟩)2 = 0. (2.16)

Esto significa que cada medida hecha para la enerǵıa de los estados propios

del Hamiltoniano regresa con seguridad el valor propio E y por lo tanto ψ es

un estado de enerǵıa bien definido.

2A partir de este punto consideraremos a V como un operador, es decir,V̂ .
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CAPÍTULO 2. UNA REVISIÓN A LOS MÉTODOS DE
APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

Dependiendo del Hamiltoniano que estemos analizando, la ecuación (2.13)

puede admitir una colección de soluciones (ϕ1, ϕ2, ϕ3, · · · ) cada una asociada

con su valor constante de separación(E1, E2, E3, · · · ); de esta forma hay una

función de onda diferente por cada valor de su eigen-enerǵıa (ψ1 = ϕ1e
−iE1t/h,

ψ2 = ϕ2e
−iE2t/h, ψ3 = ϕ3e

−iE3t/h, · · · ).

Por último, la ecuación de Schrödinger tiene la propiedad de que cualquier

combinación lineal de las soluciones es una solución, y por lo tanto podemos

construir inmediatamente la solución general de la forma

ψ(x, t) =
∑
n

ϕne
−iEnt/h. (2.17)

Conociendo estos hechos nosotros podemos resolver en principio la ecuación (2.13)

conociendo al potencial V .

Algunos potenciales con solución anaĺıtica son: el pozo cuadrado infinito, el cual

es escrito como:

V =

 0 Śı 0 ≤ x ≤ a,

∞ De otra forma.

Las eigen-funciones ϕn y los valores propios de la enerǵıa En de este Hamiltoniano

son

ϕn =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)
,

En =
n2π2h2

2ma2
.

El oscilador armónico, el cual tiene la forma

V =
mω2

2
x2,

para este Hamiltoniano, las eigen-funciones ϕn y los valores propios En son

ϕn =

√
1

2nn!

(mω
π~

)1/4
e−ξ2/2Hn(ξ),

En = ~ω
(
n+

1

2

)
.

DondeHn son los polinomios de Hermite,m es la masa de la part́ıcula, n = 0, 1, 2, · · ·

y ξ =
√
mω/~x.
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CAPÍTULO 2. UNA REVISIÓN A LOS MÉTODOS DE
APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.2. LOS MÉTODOS DE APROXIMACIÓN

2.2. Los métodos de aproximación

En la sección anterior, se describió de manera breve la ecuación de Schrödinger y

mencionamos dos ejemplos en los cuales puede ser resuelta exactamente. Sin embar-

go, no hay muchos potenciales para los cuales exista una solución exacta como los

ejemplos mostrados anteriormente. Para estos casos podemos emplear los métodos

de aproximación los cuales obtienen una solución aproximada de (2.7).

2.2.1. La aproximación WKB

Una técnica para encontrar una solución aproximada de la ecuación de

Schrödinger es el método WKB; el nombre de este se debe a Wentzel, Kramers

y Brillouin, o aproximación semi-clásica, dado que maneja soluciones en las cuales

~ es pequeña comparada con la acción [5]. También este método es particularmente

util para calcular enerǵıas y razones de tuneleo a través de barreras de potenciales.

La idea esencial en el método WKB es reescribir la ecuación (2.7) como

d2ϕ

dx2
= −p

2

~2
ϕ, (2.18)

donde

p ≡
√

2m(E − V (x)), (2.19)

Por el momento supondremos que E > V y diremos que estamos en ”la región

clásica”. En general tenemos que ϕ es alguna función compleja que podemos escribir

en términos de su amplitud, A(x) y de su fase φ(x), las cuales son reales

ϕ(x) = A(x)eiφ(x). (2.20)

Sustituyendo en la ecuación (2.18)3

A′′ + 2iA′φ′ + iAφ′′ − A(φ′)2 = −p
2

~2
A. (2.21)

3Por simplicidad, el śımbolo ’significa d
dx

12
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APROXIMACIÓN EN LA MECÁNICA CUÁNTICA

2.2. LOS MÉTODOS DE APROXIMACIÓN

Separaremos ahora esta expresión en dos ecuaciones, la primera ecuación es la parte

real y la segunda es la parte imaginaria:

A′′ − A(φ′)2 = −p
2

~2
A, (2.22)

2A′φ′ + A2φ′′ = (A2φ′)′ = 0. (2.23)

La solución de (2.23) es

A =
C√
φ′ , (2.24)

donde C es una constante. Sin embargo, la ecuación (2.22) no puede ser resuelta en

general, por lo que es necesario hacer la suposición de que la función de amplitud A

vaŕıa lentamente, de tal manera que el término A′′ sea despreciable, esto es:∣∣∣∣∣A′′

A

∣∣∣∣∣≪
∣∣∣∣∣p2~2
∣∣∣∣∣, (2.25)

entonces tomando esta consideración en (2.22), podemos suprimir el término A′′ del

lado izquierdo de esta ecuación y obtenemos que

(φ′)2 =
p2

~2
⇒ dφ

dx
= ±p

~
. (2.26)

Por lo tanto, la solución buscada es

φ(x) =
±1

~

∫
p(x)dx (2.27)

y la solución de la ecuación (2.20) es

ϕ(x) =
C
√
p
e±

i
~
∫
p(x)dx, (2.28)

Por último, tenemos que la solución general será una combinación lineal de la forma

ϕ(x) =
C1√
p
e

i
~
∫
p(x)dx +

C2√
p
e−

i
~
∫
p(x)dx. (2.29)

Esta solución fue obtenida para E > V ; para E < V , tenemos la llamada ”la región

no clásica”, y la solución es

ϕ(x) =
E1√
p
e

1
~
∫
p(x)dx +

E2√
p
e−

1
~
∫
p(x)dx. (2.30)
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Tomando ahora el problema de una part́ıcula atrapada en un pozo de potencial, y

analizando con el método WKB, podemos demostrar que la solución es de la forma

ϕ(x) =


C1√
|p|
e

1
~
∫
|p(x)|dx para x1 < x,

D1√
p
e

i
~
∫
p(x)dx + D2√

p
e−

i
~
∫
p(x)dx para x1 < x < x2,

C2√
|p|
e−

1
~
∫
|p(x)|dx para x > x2,

(2.31)

Sin embargo, esta solución falla en los puntos de retorno (x1 y x2). No obstante, a

través de la formulas de conexión [6], se tiene que la solución no normalizada que

proporciona el método WKB para los estados ligados es:

ϕ(x) =


C√
|p|
e

1
~
∫ x1
x |p(x)|dx para x1 < x,

2C√
p
sin
(

1
~

∫ x

x1
pdx+ π

4

)
para x1 < x < x2,

C√
|p|
e
− 1

~
∫ x
x2

|p(x)|dx
para x > x2,

(2.32)

Además, la regla de cuantización para la enerǵıa puede ser encontrada por medio de

1

~

∫ x2

x1

pdx =

(
n+

1

2

)
π, (2.33)

donde n = 0, 1, 2, · · · . Por lo tanto resolviendo (2.32) y (2.33) para un potencial V

en especifico, podremos dar una solución aproximada a (2.7) .

2.2.2. La teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger

Entre los métodos de aproximación existentes, estamos interesados en particular

en la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger, debido a que es la base de

nuestro trabajo4. Para trabajar en el marco de la teoŕıa de perturbaciones, primero

supondremos que conocemos completa y exactamente los eigenkets |n(0)⟩ y los eigen-

valores E
(0)
n de

Ĥ0|n(0)⟩ = E(0)
n |n(0)⟩. (2.34)

4En esta sección, usaremos la notación de Dirac para hacer los cálculos posteriores más simples.

14
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Además, consideraremos que el conjunto {|n(0)⟩} es completo en el sentido que la

relación de cerradura se cumple; es decir,

Î =
∑
n

|n(0)⟩⟨n(0)|,

donde Î es el operador identidad y también supondremos que el espectro de enerǵıa

es no degenerado ya que, como lo habiamos mencionado anteriormente, nuestro

análisis esta enfocado en el caso unidimensional.

Como primer paso en el desarrollo de este método, consideremos el Hamiltoniano

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (2.35)

donde V̂ es una potencial de perturbación, y estamos interesados en encontrar de

forma aproximada los eigenkets y los eigenvalores de

Ĥ|n⟩ = En|n⟩. (2.36)

El problema consiste en hallar las expresiones para |n⟩ y En usando la información

proporcionada por el Hamiltoniano sin perturbacion (2.34). No obstante la ecuación

(2.36) no será resuelta directamente, por lo que modificaremos esta ecuación como

sigue (
Ĥ0 + λV̂

)
|n⟩ = En|n⟩, (2.37)

El parámetro λ se introduce para controlar el orden de la correción que queremos

calcular. Además, marca una transición suave entre el caso no perturbado (λ → 0)

y el caso perturbado (λ→ 1), es decir, al incrementar el valor de λ gradualmente se

espera que En y |n⟩ también cambien respecto a E
(0)
n y |n(0)⟩ y como consecuencia

tenemos que este nuevo problema también depende de este nuevo parametro.

Existen diversas formas de atacar este problema, sin embargo en esta sección

desarrollaremos el análisis que Sakurai aplico a este [7]. Como primer paso se propone

definir la diferencia entre enerǵıas del sistema perturbado y no perturbado, como

sigue

∆n = En − E(0)
n . (2.38)
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⇒ En = ∆n + E(0)
n .

Sustituyendo este expresión en (2.37) y reacomodando términos, obtenemos:

(E(0)
n − Ĥ0)|n⟩ = (λV̂ −∆n)|n⟩. (2.39)

Multiplicando esta ecuación por ⟨n(0)|, tenemos que:

⟨n(0)|(λV̂ −∆n)|n⟩ = ⟨n(0)|(E(0)
n − Ĥ0)|n⟩,

= ⟨n(0)|E(0)
n |n⟩ − ⟨n(0)|Ĥ0|n⟩,

= E(0)
n ⟨n(0)|n⟩ − [⟨n|Ĥ0|n(0)⟩]∗,

= E(0)
n ⟨n(0)|n⟩ − E(0)

n [⟨n|n(0)⟩]∗,

⟨n(0)|(λV̂ −∆n)|n⟩ = 0, (2.40)

A partir de este resultado, podemos definir el siguiente operador

ϕ̂n = Î − |n(0)⟩⟨n(0)| =
∑
k ̸=n

|k(0)⟩⟨k(0)|. (2.41)

Con esta definición, el lado derecho de la ecuación (2.39) puede ser reescrito como

sigue

(λV̂ −∆n)|n⟩ = ϕ̂n(λV̂ −∆n)|n⟩. (2.42)

Y por lo tanto, también nos permite reescribir a la ecuación (2.40) como

⟨n(0)|ϕ̂n(λV̂ −∆n)|n⟩ = 0. (2.43)

Ahora tomando el lado derecho de (2.42) y el lado izquierdo de (2.39), podemos

establecer la siguiente igualdad

|n⟩ = 1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n(λV̂ −∆n)|n⟩. (2.44)

En esta ultima ecuación, podemos ver que la multiplicación entre el operador inverso

1/(E
(0)
n − Ĥ0) y ϕ̂n esta bien definida debido a que

1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n =
∑
k ̸=n

1

E
(0)
n − E

(0)
k

|k(0)⟩⟨k(0)|.
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Sin embargo la ecuación (2.44) es parcialmente incorrecta ya que śı λ→ 0 entonces

∆n → 0, lo cual nos indica que |n⟩ → 0. No obstante, se debe tener que bajo la

condicion anterior |n⟩ → |n(0)⟩. Pero, aun para λ ̸= 1, siempre podemos agregar a

|n⟩ un término que corrija la solución previamente escrita, nombrado cn|n(0)⟩, por

lo que la forma adecuada de (2.44) es

|n⟩ = cn(λ)|n(0)⟩+ 1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n(λV̂ −∆n)|n⟩, (2.45)

donde

ĺım
λ→0

cn(λ) = 1. (2.46)

Notese que

cn(λ) = ⟨n(0)|n⟩. (2.47)

Por el momento es conveniente hacer las siguientes suposiciones respecto de |n(0)⟩ y

|n⟩:

⟨n|n⟩ = 1 (2.48)

cn(λ) = ⟨n(0)|n⟩ = 1 aun para λ ̸= 0. (2.49)

La última suposición, puede llevarse a cabo siempre y cuando nosotros no estemos

preocupados por la normalización total de |n⟩, debido a que el único efecto de

suponer cn ̸= 1 es introducir un factor común multiplicativo. Aśı, si lo deseamos

podemos normalizar el ket al final de cada cálculo. También se acostumbra escribir

1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n → ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

y similarmente

1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n = ϕ̂n
1

E
(0)
n − Ĥ0

= ϕ̂n
1

E
(0)
n − Ĥ0

ϕ̂n.

Finalmente tenemos que

|n⟩ = |n(0)⟩+ ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

(λV̂ −∆n)|n⟩. (2.50)
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De las ecuaciones (2.40) y (2.49), podemos ver que:

∆n = λ⟨n(0)|V̂ |n⟩. (2.51)

Ahora, śı desarrollamos ∆n y |n⟩ en potencias de λ:

|n⟩ = |n(0)⟩+ λ|n(1)⟩+ λ2|n(2)⟩+ ... (2.52)

∆n = λ∆(1)
n + λ(2)∆(2)

n + λ3∆(3)
n + ... (2.53)

Por último, igualando los coeficientes de las potencias de λ, obtenemos

∆(1)
n = ⟨n(0)|V̂ |n(0)⟩,

∆(2)
n = ⟨n(0)|V̂ |n(1)⟩,
...

∆(N)
n = ⟨n(0)|V̂ |n(N−1)⟩,
... (2.54)

por lo que para evaluar el cambio de la enerǵıa en el orden λN es suficiente conocer

|n⟩ sólo hasta el orden λN−1. Después sustituyendo las ecuaciones (2.52) y (2.53) en

(2.50), obtenemos:

|n(0)⟩+ λ|n(1)⟩+ ... = |n(0)⟩+ ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

(λV̂ − (λ∆(1)
n + λ2∆(2)

n + ...)),

× (|n(0)⟩+ λ|n(1)⟩+ ...)

= |n(0)⟩+ ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

(λV̂ |n(0)⟩ − λ∆(0)
n |n(0)⟩+

− λ2∆(2)
n |n(0)⟩+ λ2V̂ |n(1)⟩ − λ2∆(1)

n |n(1)⟩) + · · · (2.55)

Igualando las potencias de λ, tenemos que

|n(1)⟩ =
ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

V̂ |n(0)⟩, (2.56)

donde hemos usado ϕ̂n∆
(1)
n |n(0)⟩ = 0.
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Ahora que conocemos la forma de |n(1)⟩ podemos calcular ∆
(2)
n utilizando las

relaciones (2.54)

∆(2)
n = ⟨n(0)|V̂ ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

V̂ |n(0)⟩ (2.57)

Con este resultado y con (2.56), podemos desarrollar la corrección a segundo orden

que es

|n(2)⟩ =

[
ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

V̂
ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

V̂ − ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

∆(1)
n

ϕ̂n

E
(0)
n − Ĥ0

V̂

]
|n(0)⟩ (2.58)

Claramente vemos que podemos calcular ordenes más altos de corrección siguiendo

este procedimiento. Para hacer más practica la notacion empleada anteriormente,

aplicaremos la forma explicita del operador ϕ̂n sobre estas ecuaciones, por lo que

obtendremos que el ket |n⟩ tiene la forma:

|n⟩ = |n(0)⟩+ λ
∑
k ̸=n

|k(0)⟩ Vkn

E
(0)
n − E

(0)
k

+ λ2

(∑
k ̸=n

∑
m̸=n

|k(0)⟩VkmVmn

(E
(0)
n − E

(0)
k )(E

(0)
n − E

(0)
m )

−
∑
k ̸=n

|k(0)⟩VnnVkn
(E

(0)
n − E

(0)
k )2

)
+ · · ·

(2.59)

Y similarmente para ∆n, tenemos que

∆n = λVnn + λ2
∑
k ̸=n

| Vnk |2

E
(0)
n − E

(0)
k

+ · · · (2.60)

con Vkn = ⟨k(0)|V |n(0)⟩.

Como hemos visto en esta sección, el orden de las correcciones de la enerǵıa

y de la función de onda, en este método, son en principio calculados de forma

separada. Sin embargo, estas guardan una estrecha relación entre si, ya que como

podemos observar, el ket |n(1)⟩ es indispensable para obtener la corrección ∆
(2)
n y

consecuentemente ∆
(1)
n es también necesario para calcular la forma de |n(2)⟩. Por lo

que las series perturbativas (2.59) y (2.60), mezclan términos de las correcciones a

la enerǵıa y de la función de onda respectivamente
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Caṕıtulo 3

Estados Coherentes

Los estados coherentes y su generalización, los estados coherentes comprimidos,

son resultados fundamentales de la teoŕıa cuántica de la luz que pueden ser descritos

de forma elemental pero muy completa a través del oscilador armónico cuántico. En

este caṕıtulo estamos interesados en desarrollar algunas de las propiedades más

significativas de este tipo de estados debido a que en el caṕıtulo cinco se hara uso de

estas para describir un sistema que involucra al oscilador armónico más algún tipo

de potencial perturbativo.

3.1. Estados Coherentes

Los estados coherentes son una clase espećıfica de estado cuántico del oscilador

armónico cuántico que fueron derivados por primera vez por Schrödinger en su

búsqueda de soluciones de la ecuación (2.7) que cumplieran el principio de correspon-

dencia y más tarde, dentro del marco de trabajo de la óptica cuántica, introducidos

por R. J. Glauber en 1963.

Para hacer una descripción básica de los estados coherentes, usaremos el modelo

del oscilador armónico cuántico que definimos a través del operador Hamiltoniano

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mωx̂2,
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donde p = −i~∂/∂x. Además, por simplicidad supondremos que ~ = m = 1, por lo

que tenemos

Ĥ =
1

2

(
p̂2 + ω2x̂2

)
. (3.1)

Entonces podemos definir a los operadores de aniquilación y creación como

â =
1√
2ω

(ωx̂+ ip̂) , (3.2)

â† =
1√
2ω

(ωx̂− ip̂) , (3.3)

relaciones que podemos invertir y que quedan

x̂ =
â+ â†√

2ω
, (3.4)

p̂ = i

√
ω

2
(â† − â). (3.5)

Estos operadores obedecen la regla de conmutación

[
â, â†

]
= 1. (3.6)

Con las definiciones anteriores, el Hamiltoniano (3.1) toma la forma

Ĥ = ω

(
â†a+

1

2

)
, (3.7)

y la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo queda como

ω

(
â†â+

1

2

)
|n⟩ = En|n⟩. (3.8)

Ya que el oscilador armónico es un sistema bien estudiado, tenemos que los valores

propios para la enerǵıa son

En = ω

(
n+

1

2

)
,

Por lo tanto (3.8) puede escribirse como

ω

(
â†â+

1

2

)
|n⟩ = ω

(
n+

1

2

)
|n⟩.

Esto nos permite escribir

â†â|n⟩ = n|n⟩. (3.9)

21
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Por lo que obtenemos el operador de número de fotones

â†â = n̂. (3.10)

De este resultado podemos expresar al eigenket del oscilador armónico como

|n⟩ =
(
a†
)n

√
n!

|0⟩. (3.11)

Con este breve resumen acerca de las principales caracteŕısticas del oscilador

armónico cuántico podemos desarrollar los estados coherentes.

3.1.1. Eigenestados del operador de aniquilación

Los estados coherentes, expresados con el ket |α⟩, pueden ser construidos como

eigenestados del operador de aniquilación como sigue

â|α⟩ = α|α⟩, (3.12)

donde α es un número complejo. Los estados |α⟩ son eigenestados de ”derecha” de

â mientras que ⟨α| son eigenestados de ”izquierda” de â† con eigenvalor α∗

⟨α|â† = ⟨α|α∗. (3.13)

Considerando que los estados de número |n⟩ forman un conjunto ortonormal com-

pleto, podemos desarrollar |α⟩ como

|α⟩ =
∞∑
n=0

cn|n⟩. (3.14)

Aplicando el operador â sobre cada término de (3.14)

â|α⟩ =
∞∑
n=1

cn
√
n|n− 1⟩ = α

∞∑
n=0

cn|n⟩ = α

∞∑
n=1

cn−1|n− 1⟩. (3.15)

Igualando los coeficientes de |n− 1⟩ encontramos la relación de recurrencia

cn
√
n = αcn−1, (3.16)
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y obtenemos

cn =
αn

√
n!
c0. (3.17)

Sustituyendo este último resultado en (3.14) obtenemos

|α⟩ = c0

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩. (3.18)

Aplicando la condición de normalización a este estado

⟨α|α⟩ = 1,

= |c0|2
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(α∗)mαn

√
m!n!

⟨m|n⟩,

= |c0|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
,

= |c0|2e|α|
2

. (3.19)

podemos determinar c0 como

c0 = e−
|α|2
2 . (3.20)

Por último sustituyendo esto en la ecuación (3.18)

|α⟩ = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩. (3.21)

En esta última expresión encontramos la forma de los estados coherentes como una

suma infinita de estados de número.

3.1.2. El estado de vaćıo desplazado

En la sección anterior hemos obtenido una expresión para los estados coherentes

en términos de los estados de número. Sin embargo, esta no es la unica forma de

definir este tipo de estados ya que existe otra manera que involucra al desplazamiento

del estado de vaćıo en el espacio fase que desarrollaremos a continuación.
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Primero, tomando la ecuación (3.11) y sustituyendo en (3.21), tenemos que

|α⟩ = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn

n!
(a†)n|0⟩,

= e−
|α|2
2 eαa

† |0⟩. (3.22)

Dado que el operador de aniquilación al actuar sobre el estado de vaćıo es cero, es

decir,

â|0⟩ = 0,

podemos escribir

|0⟩ =
(
1 + (−α∗)â+

(−α∗)2

2!
(â)2 + · · ·

)
|0⟩ = e−α∗â|0⟩. (3.23)

Sustituyendo esta expresión en (3.22) se sigue que

|α⟩ = e−
|α|2
2 eαa

†
e−α∗a|0⟩. (3.24)

Debido a la forma de esta ecuación, podemos considerar el teorema de Baker-

Hausdorff [11], el cual establece que

eÂ+B̂ = e
[Â,B̂]

2 eÂeB̂,

con la condición [
Â,
[
Â, B̂

]]
=
[[
Â, B̂

]
, B̂
]
= 0.

Por lo que haciendo Â = αâ† y B̂ = −α∗â, se tiene

e−
|α|2
2 eαa

†
e−α∗a = eαâ

†−α∗â. (3.25)

Por lo tanto con este resultado, podemos escribir un estado coherente como

|α⟩ = D̂(α)|0⟩, (3.26)

donde

D̂(α) = eαâ
†−α∗â, (3.27)
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es conocido como el operador de desplazamiento. El número complejo α es la canti-

dad de desplazamiento del estado de vaćıo en el espacio fase.

Dentro de las propiedades de este operador se tiene que es unitario; es decir,

D̂(α)D̂†(α) = D̂†(α)D̂(α) = 1 (3.28)

y [12]

D†(α) = D(−α). (3.29)

Para terminar esta sección es importante mencionar que este operador es utilizado

intensivamente en la óptica cuántica.

3.2. Los estados coherentes comprimidos

En esta sección estudiaremos los estados coherentes comprimidos, los cuales son

una generalización de los estados anteriores. Este tipo de estados se introduce por

primera vez en 1927 como ”paquetes de Kennard” para electrones, sin embargo

es hasta el periodo de 1970-1974 cuando se llevan a cabo los primeros estudios

sistemáticos de ellos.

Con el fin de obtener los estados coherentes comprimidos, consideraremos nue-

vamente los operadores de aniquilación y creacion, y aplicaremos la siguiente trans-

formación canónica unitaria

b̂ = Û(r)âÛ †(r), (3.30)

b̂† = Û(r)â†Û †(r), (3.31)

donde Û es el operador de compresión definido por [15]1:

Û(r) = e
r
2
(a2−(a†)2), (3.32)

donde

0 ≤ r ≤ ∞,

1En esta referencia se tiene una buena descripción del operador de compresión.
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es el factor de compresión.

La forma del operador de compresión nos permite expresar a las ecuaciones (3.30)

y (3.31) como:

b̂ = eÂâe−Â,

b̂† = eÂâ†e−Â,

donde Â = r
2
(a2 − (a†)2).

Entonces, podemos aplicar la formula

eÂB̂e−Â = B̂ +
[
Â, B̂

]
+

1

2!

[
Â,
[
Â, B̂

]]
+

1

3!

[
Â,
[
Â,
[
Â, B̂

]]]
+ · · ·

a las ecuaciones mencionadas anteriormente para obtener

b̂ = a

(
1 +

r2

2!
+
r4

4!
+ · · ·

)
+ a†

(
r3

3!
+
r5

5!
+ · · ·

)
,

y otra similar para b̂† sólo que traspuesta conjugada de la anterior. De la serie de

potencias de b̂ y b̂† podemos ver que

b̂ = µâ+ νâ†, (3.33)

b̂† = µâ† + νâ, (3.34)

donde

µ = cosh(r), (3.35)

ν = sinh(r). (3.36)

Además

µ2 − ν2 = 1. (3.37)

Los operadores b̂ y b̂† obedecen la regla de conmutación[
b̂, b̂†

]
= 1. (3.38)
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También el operador Û tiene la propiedad:

Û(r)Û †(r) = Û †(r)Û(r) = 1.

Debido a que los nuevos operadores b̂ y b̂† satisfacen las mismas propiedades

matemáticas que â y â†, el analogo de la definición de los estados coherentes en

el oscilador armónico define a los estados comprimidos como:

b̂|α, r⟩ = β|α, r⟩, (3.39)

⟨α, r|b̂† = ⟨α, r|β∗ (3.40)

con

|α, r⟩ = D̂(α)Û(r)|0⟩. (3.41)

Adicionalmente se tiene que el eigenvalor asociado al estado comprimido es

β = α cosh(r) + α∗ sinh(r) (3.42)

La definicion dada en las ecuaciones (3.39), (3.40) y (3.41) son conocidas como ”el

punto de vista gravitacional” [16]; aunque se aplica a muchos experimentos de la

óptica cuántica.

Además en el caso particular de que r tome el valor cero, se tiene que

β = α, (3.43)

Con lo que volvemos a obtener estados los coherentes que ya habiamos definido

anteriormente.

|α, 0⟩ = |α⟩. (3.44)

3.3. Estados de mı́nima incertidumbre

En las secciones anteriores hemos mostrado como construir estados coherentes y

estados comprimidos. Sin embargo, aún no hemos discutido la principal caracteŕısti-

ca f́ısica que los definen, está es el vinculo que guardan este tipo de estados cuánticos

con el principio de incertidumbre de Heisenberg.
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Para empezar el análisis entre el principio de incertidumbre y los estados cohe-

rentes, consideraremos la definición de la desviación estándar para la posición y el

momento, esto es

∆x =
(
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2

) 1
2 (3.45)

∆p =
(
⟨p2⟩ − ⟨p⟩2

) 1
2 (3.46)

donde x̂ y p̂ fueron definidos por (3.4) y (3.5) respectivamente. Con el fin de obtener

la desviación para x̂ calculamos

⟨x⟩ =
1√
2ω

⟨α|(â+ â†)|α⟩,

=
1√
2ω

⟨0|D̂†(α)(â+ â†)D̂(α)|0⟩,

=
1√
2ω

(α+ α∗), (3.47)

y

⟨x2⟩ =
1

2ω
⟨α|(â2 + ââ† + â†a+ (â†)2)|α⟩,

=
1

2ω
⟨0|(α+ a)2 + (â+ α)(â† + α∗) + (â† + α∗)(â+ α) + (α∗ + â†)2|0⟩,

=
1

2ω

(
α2 + 2|α|2 + 1 + (α∗)2

)
. (3.48)

Mientras que para p̂

⟨p⟩ = i

√
ω

2
⟨α|(â† − â)|α⟩

= i

√
ω

2
⟨0|â† + α∗ − â− α∗|0⟩

= i

√
ω

2
(α∗ − α), (3.49)

y

⟨p2⟩ =
ω

2
⟨α|(â†)2 − ââ† + â†a− â2|α⟩

=
ω

2
⟨0|(α∗ + â†)2 − (â+ α)(â† + α∗) + (â† + α∗)(â+ α)− (α+ a)2|0⟩

=
ω

2

(
2|α|2 + 1− (α∗)2 − α2

)
. (3.50)
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Sustituyendo estos resultados en la desviación estandar definida anteriormente

∆x =
1√
2ω
,

∆p =

√
ω

2
.

Y aplicando estos resultados en la relación de incertidumbre, tenemos

∆x∆p =
1

2
(3.51)

Por lo que los estados coherentes son estados de mı́nima incertidumbre ya que sus

incertidumbres toman el mı́nimo valor permitido por la mecánica cuántica.

Con el procedimiento anterior, analizaremos la relación de incertidumbre de los

estados comprimidos, por lo que tenemos que

⟨x⟩ =
1√
2ω

⟨0|Û †(r)D̂†(α)(â+ â†)D̂(α)Û(r)|0⟩,

=
1√
2ω

(α+ α∗) (3.52)

y

⟨x2⟩ =
1

2ω
⟨0|Û †(r)D̂†(α)(â+ â†)2D̂(α)Û(r)|0⟩,

=
1

2ω

(
(α− α∗)2 + (µ− ν)2

)
. (3.53)

Mientras que para p̂

⟨p⟩ = i

√
ω

2
⟨0|Û †(r)D̂†(â† − â)D̂(α)Û(r)|0⟩,

= i

√
ω

2
(α∗ − α) (3.54)

y

⟨p2⟩ =
ω

2
⟨0|Û †(r)D̂†(â† − â)2D̂(α)Û(r)|0⟩,

=
ω

2
((µ+ ν)− (α− α∗)) . (3.55)
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Por lo que la desviacion estandar para x̂ y p̂ es

∆x =
1√
2ω

(µ− ν) =
1√
2ω
e−r,

∆p =

√
ω

2
(µ+ ν) =

√
ω

2
er.

De tal manera que la relación de incertidumbre para los estados comprimidos es

∆x∆p =
1

2
(µ2 − ν2) =

1

2
. (3.56)

De este último resultado podemos ver que los estados comprimidos también son

estados de mı́nima incertidumbre, sin embargo, la principal diferencia con los estados

coherentes es que

∆x ̸= ∆p.

Esto significa que para los estados comprimidos, śı la incertidumbre crece en la

coordenada x entonces esta decrece en la coordenada p y viceversa, de tal manera

que relación (3.56) permanece igual independientemente del valor que tome r.
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Caṕıtulo 4

Análisis matricial a la teoŕıa de
perturbaciones

En el caṕıtulo dos definimos el método de aproximación conocido como teoŕıa

de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger, que propone resolver un sistema per-

turbado de forma aproximada tomando un sistema no perturbado bien conocido.

Sin embargo, esta herramienta calcula las correcciones a la enerǵıa y a la función

de onda de forma separada. Por lo que en este caṕıtulo, plantearemos un análisis

diferente a la teoŕıa de perturbaciones que no sólo nos permite simplificar las ope-

raciones implicadas en las correcciones del sistema, sino que también nos permite

tener una notación más compacta y clara para estas, y nos lleva de forma natural al

desarrollo del operador de Dyson, herramienta importante en la teoŕıa cuántica de

campos, que nos permite aplicar este nuevo planteamiento a otras disciplinas de la

f́ısica como la optica cuántica, como veremos en el caṕıtulo cinco. Adicionalmente,

aplicaremos este nuevo método a los potenciales coseno y de Morse para ver cómo

trabaja en sistemas más complejos.

4.1. Modificando la teoŕıa de perturbaciones

La idea esencial en el planteamiento de este nuevo análisis que proponemos, el

cual es similar a la teoŕıa de perturbaciones desarrollada en el caṕıtulo dos, consiste
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en resolver de manera aproximada la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

(Ĥ0 + λV̂ )|ψ(t)⟩ = i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩, (4.1)

donde Ĥ0 es un Hamiltoniano independiente del tiempo no perturbado que tiene

soluciones bien conocidas, V̂ es un potencial perturbativo y λ es un parametro

adimensional que controla el grado de perturbacion del sistema. Debido a que la

parte izquierda de esta ecuación es independiente del tiempo, la solución formal

está dada por

|ψ(t)⟩ = e−i(Ĥ0+λV̂ )t|ψ(0)⟩. (4.2)

Con el objetivo de obtener una expresión explicita de la ecuación anterior, primero

desarrollaremos (4.2) en su serie de Taylor

|ψ(t)⟩ =
∞∑
n=0

(−it)n

n!

(
Ĥ0 + λV̂

)n
|ψ(0)⟩, (4.3)

=

(
Î + (−it)(Ĥ0 + λV̂ ) +

(−it)2

2!
(Ĥ2

0 + λ(Ĥ0V̂ + V̂ Ĥ0) + λ2V̂ 2)

+
(−it)3

3!

(
Ĥ3

0 + λ(Ĥ2
0 V̂ + Ĥ0V̂ Ĥ0 + V̂ Ĥ2

0 ) + λ2(Ĥ0V̂
2 + V̂ Ĥ0V̂ + V̂ 2Ĥ0)

+ λ3V̂ 3
)
+ · · ·

)
|ψ(0)⟩. (4.4)

Reacomodando términos en (4.4) tenemos

|ψ(t)⟩ =

(
I + (−it)Ĥ0 +

(−it)2

2!
Ĥ2

0 +
(−it)3

3!
Ĥ3

0 + · · ·

+ λ

(
(−it)V̂ +

(−it)2

2!
(Ĥ0V̂ + V̂ Ĥ0) +

(−it)3

3!
(Ĥ2

0 V̂ + Ĥ0V̂ Ĥ0 + V̂ Ĥ2
0 ) + · · ·

)
+ λ2

(
(−it)2

2!
V̂ 2 +

(−it)3

3!
(Ĥ0V̂

2 + V̂ Ĥ0V̂ + V̂ 2Ĥ0) + · · ·
)
+ · · ·

)
|ψ(0)⟩,

por lo que

|ψ(t)⟩ =

(
∞∑
n=0

(−it)n

n!
Ĥn

0 + λ
∞∑
n=1

(−it)n

n!

n−1∑
k=0

Ĥn−1−k
0 V̂ Ĥk

0

+ λ2
∞∑
n=2

(−it)n

n!

n−1∑
k=1

n−k∑
j=0

Ĥn−k−j−1
0 V̂ Ĥj

0 V̂ Ĥ
k−1
0 + · · ·

)
|ψ(0)⟩. (4.5)
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Definiendo la matriz semi-infinita

M =


Ĥ0 V̂ 0 0 · · ·

0 Ĥ0 V̂ 0 · · ·

0 0 Ĥ0 V̂ · · ·
...

. . .

 , (4.6)

podemos ver que

(Mn)1,1 = Hn
0 ,

(Mn)1,2 =
n−1∑
k=0

Ĥn−1−k
0 V̂ Ĥk

0 ,

(Mn)1,3 =
n−1∑
k=1

n−k∑
j=0

Ĥn−k−j−1
0 V̂ Ĥj

0 V̂ Ĥ
k−1
0 ,

...

De tal manera que la ecuación (4.5) puede ser escrita como

|ψ(t)⟩ =

[
∞∑
n=0

(−it)n

n!
(Ĥ0)

n + λ

∞∑
n=1

(−it)n(Mn)(1,2)
n!

+ λ2
∞∑
n=2

(−it)n(Mn)(1,3)
n!

+ · · ·

]
|ψ(0)⟩. (4.7)

Además, podemos ver facilmente que:

(M0)1,k = (I)1,k = 0, para k ≥ 2,

(M1)1,k = 0 para k ≥ 3,

...

donde I es la matriz identidad. Por lo que introduciendo estos términos en la expre-

sión anterior obtendremos

|ψ(t)⟩ =

(
e−iĤ0t +

∞∑
n=1

λn
(
e−iMt

)
(1,n+1)

)
|ψ(0)⟩. (4.8)

Nótese que en esta útima ecuación se ha separado la expresión (4.2) en la solución

del sistema no perturbado más todas posibles contribuciones perturbativas causadas

por el potencial V̂ sobre Ĥ0. En la literatura existen métodos matriciales similares

para estudiar otros problemas, como se muestra en [13] y [14].
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4.1.1. Corrección a primer orden

La ecuación (4.8) hallada anteriormente, aunque es la solución completa a la

ecuación (4.1), es una expresión muy general de la solución del sistema perturbado,

por lo que el siguiente paso es truncar esta serie al orden de corrección que se quiere

hallar, es decir,

|ψ(t)⟩ ≈

(
e−iĤ0t +

m∑
n=1

λn
(
e−iMt

)
(1,n+1)

)
|ψ(0)⟩. (4.9)

donde m indica el orden de corrección. A partir de la ecuación (4.9) hallaremos la

corrección a primer orden, por lo que tomaremos hasta el término m = 1 de la

sumatoria anterior, es decir,

|ψ(t)⟩ ≈
(
e−iĤ0t + λ

(
e−iMt

)
(1,2)

)
|ψ(0)⟩. (4.10)

Por otro lado, proponiendo que |ψ(t)⟩ se puede escribir como

|ψ(t)⟩ ≈ |ψ(0)(t)⟩+ λ(||ψp⟩)1,2, (4.11)

donde

||ψp⟩ =


|ψ1,1⟩ |ψ1,2⟩ · · ·

|ψ2,1⟩ |ψ2,2⟩ · · ·
...

. . .

 , (4.12)

es una matriz que contiene todas las contribuciones perturbativas del sistema.

Igualando las expresiones (4.9) y (4.11), tenemos que

|ψ(0)(t)⟩+ λ(||ψp⟩)1,2 =
(
e−iĤ0t + λ

(
e−iMt

)
(1,2)

)
|ψ(0)⟩. (4.13)

A continuación, derivando esta ecuación respecto al tiempo, obtenemos

i
∂

∂t
|ψ(0)(t)⟩+ iλ

∂

∂t
(||ψp⟩)1,2 = Ĥ0e

−iĤ0t|ψ(0)⟩+ λ
(
Me−itMI|ψ(0)⟩

)
1,2
, (4.14)

e igualando las potencias de λ se tiene que

i
∂

∂t
(||ψp⟩)1,2 =

(
Me−itMI|ψ(0)⟩

)
1,2
. (4.15)
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Debemos resolver ahora la ecuación (4.15), pero es claro que es equivalente a resolver

el sistema

i
∂

∂t


|ψ(1,1)⟩ |ψ(1,2)⟩ · · ·

|ψ(2,1)⟩ |ψ(2,2)⟩ · · ·
...

. . .

 =Me−itM


|ψ(0)⟩ 0 · · ·

0 |ψ(0)⟩ · · ·
...

. . .

 . (4.16)

Integrando la ecuación anterior tenemos

||ψp⟩ = e−itM


|ψ(0)⟩ 0 · · ·

0 |ψ(0)⟩ · · ·
...

. . .

 , (4.17)

de tal manera que podemos definir el sistema matricial diferencial

i
∂

∂t
||ψp⟩ =M ||ψp⟩, (4.18)

con la condición inicial

||ψp(0)⟩ =


|ψ(0)⟩ 0 · · ·

0 |ψ(0)⟩ · · ·
...

. . .

 . (4.19)

No obstante, no resolveremos toda la ecuación matricial anterior debido a que la

solución en la que estamos interesados está asociada con la segunda columna de la

matriz ||ψp⟩, de tal manera que escribimos

i
∂

∂t


|ψ(1,2)⟩

|ψ(2,2)⟩
...

 =M


|ψ(1,2)⟩

|ψ(2,2)⟩
...

 , (4.20)

con la condición inicial 
0

|ψ(0)⟩

0
...

 . (4.21)
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Para resolver el sistema de ecuaciones (4.20), primero consideraremos el subsistema

formado por todas las derivadas de los kets |ψk,2⟩, con k ≥ 3, es decir,

i
∂

∂t
|ψ3,2⟩ = Ĥ0|ψ3,2⟩+ V̂ |ψ4,2⟩,

i
∂

∂t
|ψ4,2⟩ = Ĥ0|ψ4,2⟩+ V̂ |ψ5,2⟩,

i
∂

∂t
|ψ5,2⟩ = Ĥ0|ψ5,2⟩+ V̂ |ψ6,2⟩, (4.22)

...

En este sistema de ecuaciones diferenciales podemos ver que los kets |ψ1,2⟩ y |ψ2,2⟩

no aparecen en la parte derecha de la igualdad, esto nos indica que la solución del

sistema (4.22) no depende de estos kets ya que no estan acoplados a este. Por lo que

el sistema (4.22) puede resolverse definiendo su condición inicial
|ψ2,3(0)⟩ = 0

|ψ2,4(0)⟩ = 0

|ψ2,5(0)⟩ = 0
...

 . (4.23)

Bajo esta condicion, solo existe una solución que satisface al sistema (4.22) que es

|ψk,2⟩ = 0 para k ≥ 3 (4.24)

Por lo que sólo resta resolver el sistema formado por

i
∂

∂t
|ψ1,2⟩ = Ĥ0|ψ1,2⟩+ V̂ |ψ2,2⟩, (4.25)

i
∂

∂t
|ψ2,2⟩ = Ĥ0|ψ2,2⟩. (4.26)

Pero la ecuación (4.26) se resuelve trivialmente, dando

|ψ2,2⟩ = e−itĤ0 |ψ(0)⟩. (4.27)

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (4.26), tenemos

i
∂

∂t
|ψ1,2⟩ = Ĥ0|ψ1,2⟩+ V̂ e−itĤ0 |ψ(0)⟩, (4.28)
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y haciendo el cambio de variable |ψ1,2⟩ = e−itĤ0 |ϕ1,2⟩, obtenemos:

i
∂

∂t
|ϕ1,2⟩ = eiĤ0tV e−iĤ0t|ψ(0)⟩,

que al integrarse nos da

|ϕ1,2⟩ = −i
[∫ t

0

eiĤ0t1V̂ e−iĤ0t1dt1

]
|ψ(0)⟩,

asi que finalmente obtenemos

|ψ1,2⟩ = −ie−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1V̂ e−iĤ0t1dt1

]
|ψ(0)⟩. (4.29)

Por lo tanto la ecuación (4.29) es la expresión que necesitamos para obtener la

corrección a primer orden al ket |ψ(0)(t)⟩.

Considerando que el conjunto de eigenkets que satisface al Hamiltoniano no

perturbado forma una base completa y ortonormal, como lo habiamos mencionado

anteriormente, podemos escribir la condición inicial como

|ψ(0)⟩ =
∞∑
n=0

cn|n(0)⟩, (4.30)

con cn constante. Por lo que podemos considerar, sin perdida de generalidad, que

|ψ(0)⟩ = |n(0)⟩. (4.31)

Sustituyendo (4.31) en la corrección a primer orden, tenemos que

|ψ1,2⟩ = −ie−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1V̂ e−iĤ0t1dt1

]
|n(0)⟩. (4.32)

Aplicando el operador identidad a esta ecuación

|ψ1,2⟩ = −i
∑
k

|k(0)⟩⟨k(0)|e−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1V e−iĤ0t1dt1

]
|n(0)⟩

= −i
∑
k

|k(0)⟩e−iE
(0)
k t

[∫ t

0

⟨k(0)|V |n(0)⟩eit1(E
(0)
k −E

(0)
n )dt1

]
= −i

∑
k

|k(0)⟩e−iE
(0)
k tVkn

[∫ t

0

eit1(E
(0)
k −E

(0)
n )dt1

]

= e−iE
(0)
n t

[∑
k ̸=n

|k(0)⟩Vkn
E

(0)
n − E

(0)
k

− it|n(0)⟩Vnn

]
−
∑
k ̸=n

|k(0)⟩Vkn
E

(0)
n − E

(0)
k

e−iE
(0)
k t

(4.33)
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El resultado anterior es muy importante ya que si comparamos con las ecuaciones

(2.59) y (2.60) , podemos encontramos las correcciones del ket |n⟩ y de la enerǵıa

∆n a primer orden de la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger más un

nuevo término que denominaremos ”ket de corrección temporal” dado por

|n(1)(t)⟩ =
∑
k ̸=n

|k(0)⟩Vkn
E

(0)
n − E

(0)
k

e−iE
(0)
k t.

Por lo que finalmente podemos escribir

|ψ1,2⟩ = e−iE
(0)
n t
[
|n(1)⟩ − it|n(0)⟩∆(1)

n

]
− |n(1)(t)⟩ (4.34)

Ejemplos

Para mostrar cómo funciona el nuevo método que estamos proponiendo, calcu-

laremos las correcciones a primer orden de los potenciales perturbativos x̂ y x̂2, y

además, supondremos que el Hamiltoniano no perturbado es el oscilador armónico

cuántico, el cual es definido por la ecuación (3.7).

Perturbación lineal

En este ejemplo establecemos el potencial que perturba al oscilador armónico es

de la forma

V̂ = γx̂, (4.35)

donde γ es una constante. Sustituyendo esta expresión en (4.32)

|ψ1,2⟩ = −ie−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1γx̂e−iĤ0t1dt1

]
|n(0)⟩, (4.36)

y retomando la definición establecida en (3.4) se sigue

|ψ1,2⟩ = −i γ√
2ω
e−iĤ0t

[∫ t

0

(eiĤ0t1ae−iĤ0t1 + eiĤ0t1a†e−iĤ0t1)dt1

]
|n(0)⟩.

Usando las relaciones

eiĤ0tâe−iĤ0t = âe−iωt (4.37)
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y

eiĤ0tâ†e−iĤ0t = â†eiωt, (4.38)

se sigue que

|ψ1,2⟩ = −i γ√
2ω
e−iĤ0t

[∫ t

0

(âe−iωt1 + â†eiωt1)dt1

]
|n(0)⟩,

= −i γ√
2ω
e−iĤ0t

(
â

−iω
e−iωt1 +

â†

iω
eiωt1

) ∣∣∣t
0
|n(0)⟩,

=
γ√
2ω3

e−iĤ0t
((
âe−iωt − â†e+iωt

)
−
(
â− a†

))
|n(0)⟩,

=
γ√
2ω3

e−iĤ0t
(
â
(
e−iωt − 1

)
+ â†

(
1− eiωt

))
|n(0)⟩. (4.39)

Por último, aplicando la condición inicial y considerando E
(0)
n = ω(n+1/2) tenemos

que

|ψ1,2⟩ =
γ√
2ω3

e−iĤ0t

(
√
n|n(0) − 1(0)⟩e−iωt −

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩eiωt

−
(√

n|n(0) − 1(0)⟩ −
√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

))
,

|ψ1,2⟩ =
γ√
2ω3

(
√
n|n(0) − 1(0)⟩e−itE

(0)
n−1e−itω −

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩e−iE

(0)
n+1eiωt

−
(√

ne−itE
(0)
n−1 |n(0) − 1(0)⟩ −

√
n+ 1e−itE

(0)
n+1 |n(0) + 1(0)⟩

))
, (4.40)

pero E
(0)
n±k = ω

(
(n± k) + 1

2

)
= ω

(
n+ 1

2

)
± kω = E

(0)
n ± kω, entonces obtenemos

|ψ1,2⟩ =
γe−itE

(0)
n

√
2ω3

((√
n|n(0) − 1(0)⟩ −

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

)
−

(
eitω

√
n|n(0) − 1(0)⟩ − e−itω

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

))
. (4.41)
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Por lo que comparando este resultado con (4.34) tenemos que

|n(1)⟩ =
γ√
2ω3

(√
n|n(0) − 1(0)⟩ −

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

)
(4.42)

∆(1)
n = 0 (4.43)

|n(1)(t)⟩ =
γ√
2ω3

(√
ne−itE

(0)
n+1 |n(0) − 1(0)⟩ −

√
n+ 1e−itE

(0)
n−1 |n(0) + 1(0)⟩

)
(4.44)

Del análisis anterior podemos ver que a través de la integración directa de la ecuación

(4.36) para la perturbación lineal, obtenemos las correcciones a primer orden aso-

ciadas a la teoŕıa de Rayleigh-Schrödinger más un término de corrección temporal

que para este caso en particular esta dado por la ecuación (4.44).

Perturbación cuadrática

Para este ejemplo consideraremos al potencial perturbativo como

V̂ =
ω2

2
x̂2, (4.45)

y sustituyendolo nuevamente en (4.32) tenemos que

|ψ1,2⟩ = −ie−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1
ω2

2
x̂2e−iĤ0t1dt1

]
|n(0)⟩. (4.46)

Entonces se sigue que

|ψ1,2⟩ = −iω
4
e−iĤ0t

[∫ t

0

eiĤ0t1(â+ â†)2e−iĤ0t1dt1

]
|n(0)⟩,

y tomando nuevamente las relaciones (4.37) y (4.38), obtenemos

|ψ1,2⟩ = −iω
4
e−iĤ0t

[∫ t

0

(â2e−2iωt1 + ââ† + â†â+ (â†)2e2iωt1)dt1

]
|n(0)⟩,

integrando esta ecuación tenemos que

|ψ1,2⟩ = −iω
4
e−iĤ0t

[
â2

−2iω
e−2iωt + (ââ† + â†â)t1 +

(â†)2

2iω
e2iωt

] ∣∣∣t
0
|n(0)⟩,

= e−iĤ0t

[
â2(e−2iωt − 1) + (̂a†)2(1− e2iωt)

8
− itω

2

(
n̂+

1

2

)]
|n(0)⟩.(4.47)
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PERTURBACIONES

4.1. MODIFICANDO LA TEORÍA DE PERTURBACIONES

Por último, aplicando nuevamente la condición inicial tenemos

|ψ1,2⟩ = e−iE
(0)
n t

[(√
n(n− 1)

8
|n(0) − 2(0)⟩ −

√
(n+ 1)(n+ 2)

8
|n(0) + 2(0)⟩

)

−

(
e2iωt

√
n(n− 1)

8
|n(0) − 2(0)⟩ − e−2iωt

√
(n+ 1)(n+ 2)

8
|n(0) + 2(0)⟩

)

− iω

4
(2n+ 1)t

]
. (4.48)

Comparando nuevamente con la ecuación (4.34) tenemos

|n(1)⟩ =

(√
n(n− 1)

8
|n(0) − 2(0)⟩ −

√
(n+ 1)(n+ 2)

8
|n(0) + 2(0)⟩

)
(4.49)

∆(1)
n =

ω

4
(2n+ 1), (4.50)

|n(1)(t)⟩ =

(√
n(n− 1)

8
e−itE

(0)
n+2 |n(0) − 2(0)⟩ −

√
(n+ 1)(n+ 2)

8
e−itE

(0)
n−2

× |n(0) + 2(0)⟩

)
. (4.51)

En este ejemplo, al resolver la integral (4.46) hallamos la corrección a primer orden

que nuestro método proporciona y al igual que en la perturbación lineal, hallamos las

correcciones asociadas a la teoŕıa perturbaciones más el ket de corrección temporal

correspondiente.

4.1.2. Correccion a segundo orden

Una vez que hemos establecido la forma anaĺıtica de la corrección a primer orden

y resolvimos algunos ejemplos básicos para esta, ahora es el turno de encontrar la

expresión correspondiente para la corrección a segundo orden.

Como primer paso, en la sumatoria (4.8) tomaremos hasta el término m = 2, es

decir,

|ψ(t)⟩ ≈
(
e−iĤ0t + λ

(
e−iMt

)
(1,2)

+ λ2
(
e−iMt

)
(1,3)

)
|ψ(0)⟩. (4.52)
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Nuevamente proponiendo que |ψ(t)⟩ a segundo orden en λ se escribe de la siguiente

forma

|ψ⟩ ≈ |ψ(0)(t)⟩+ λ(||ψp⟩)1,2 + λ2(||ψp⟩)1,3, (4.53)

igualando (4.52) y (4.53), tenemos

|ψ(0)(t)⟩+λ(||ψp⟩)1,2+λ2(||ψp⟩)1,3 =
(
e−iĤ0t + λ

(
e−iMt

)
(1,2)

+ λ2
(
e−iMt

)
(1,3)

)
|ψ(0)⟩

(4.54)

y derivando esto respecto al tiempo obtenemos

i
∂

∂t
|ψ(0)(t)⟩+ iλ

∂

∂t
(||ψp⟩)1,2 + λ2

∂

∂t
(||ψp⟩)1,3 = Ĥ0e

−iĤ0t|ψ(0)⟩

+λ
(
Me−itMI|ψ(0)⟩

)
1,2

+ λ2
(
Me−itMI|ψ(0)⟩

)
1,3
. (4.55)

Entonces igualando los términos con potencia λ2

i
∂

∂t
(||ψp⟩)1,3 =

(
Me−itMI|ψ(0)⟩

)
1,3
. (4.56)

o de forma equivalente

i
∂

∂t
(||ψp⟩)1,3 = (M ||ψp⟩)1,3 . (4.57)

donde ||ψp⟩ esta definido por (4.17). Es claro que esta última ecuación es igual a

(4.14) con la única diferencia de que la corrección que estamos buscando está aso-

ciada con la tercera columna de la matriz ||ψp⟩, por lo que podemos escribir direc-

tamente, sin pérdida de generalidad, el sistema de ecuaciones

i
∂

∂t


|ψ(1,3)⟩

|ψ(2,3)⟩

|ψ(3,3)⟩
...

 =M


|ψ(1,3)⟩

|ψ(2,3)⟩

|ψ(3,3)⟩
...

 , (4.58)

que tiene la condición inicial 

0

0

|ψ(0)⟩

0
...


. (4.59)
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Siguiendo nuevamente los pasos de la corrección a primer orden, podemos demostrar

que

|ψk,3⟩ = 0 para k ≥ 4,

y que la solución buscada es

|ψ1,3⟩ = −ie−iĤ0t

∫ t

0

eiĤ0t1V̂

[
−ie−iĤ0t1

∫ t1

0

eiĤ0t2V̂ e−iĤ0t2dt2|ψ(0)⟩
]
dt1. (4.60)

Es importante resaltar que la expresión dentro de los corchetes en la ecuación ante-

rior, corresponde a la corrección a primer orden (4.29), de tal manera que podemos

escribir

|ψ1,3⟩ = −ie−iĤ0t

∫ t

0

eiĤ0t1V̂
[
e−it1E

(0)
n
(
|n(1)⟩ − it1|n(0)⟩∆(1)

n

)
− |n(1)(t1)⟩

]
dt1

= −ie−iĤ0t

[∫ t

0

e−it1E
(0)
n eiĤ0t1V̂ |n(1)⟩dt1 − i

∫ t

0

t1e
−it1E

(0)
n eiĤ0t1V̂ |n(0)⟩∆(1)

n dt1

−
∫ t

0

eiĤ0t1V̂ |n(1)(t1)⟩dt1

]
. (4.61)

Aplicando nuevemente el operador identidad Î a la ecuación anterior, tenemos que

|ψ1,3⟩ = −i
∑
k

|k(0)⟩⟨k(0)|e−iĤ0t

∫ t

0

eiĤ0t1V̂

[
e−it1E

(0)
n
(
|n(1)⟩ − it1|n(0)⟩∆(1)

n

)
− |n(1)(t1)⟩

]
dt1,

= e−iÊ
(0)
n t

[∑
k ̸=n

∑
m̸=n

|k(0)⟩VkmVmn

(E
(0)
n − E

(0)
k )(E

(0)
n − E

(0)
m )

−
∑
k ̸=n

|k(0)⟩∆(1)
n Vkn

(E
(0)
n − E

(0)
k )2

− it⟨n(0)|V̂ |n(1)⟩+ i
t2

2
(∆(1)

n )2 −
∑
k ̸=n

it|k(0)⟩∆(1)
n Vkn

E
(0)
n − E

(0)
k

]
− |n(2)(t)⟩+ |n(2)

1 (t)⟩, (4.62)

con

|n(2)(t)⟩ =
∑
k ̸=n

∑
m̸=n

[
|k(0)⟩VkmVmn

(E
(0)
n − E

(0)
k )(E

(0)
n − E

(0)
m )

−
∑
k ̸=n

|k(0)⟩∆(1)
n Vkn

(E
(0)
n − E

(0)
k )2

−
∑
k ̸=n

it|k(0)⟩∆(1)
n Vkn

E
(0)
n − E

(0)
k

]
e−iÊ

(0)
k t
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y

|n(2)
1 (t)⟩ = i

∑
k

|k(0)⟩⟨k(0)|e−iĤ0t

∫ t

0

eiĤ0t1V̂ |n(1)(t1)⟩dt1,

=
∑
k

∑
m̸=n

|k(0)⟩e−itE
(0)
k VkmVmn

E
(0)
k − E

(0)
m

∫ t

0

eit(E
(0)
k −E

(0)
m )dt1

Al igual que la corrección a primer orden, la ecuación (4.60) calcula la corrección a

segundo orden del ket |ψ(0)(t)⟩. Además, śı comparamos la ecuación (4.62) con (2.59)

y (2.60), podemos ver que los términos de corrección de segundo orden asociados

a la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger también se pueden obtener

de forma simultanea cuando se resuelve la integral (4.60), no obstante este calcu-

lo genera expresiones adicionales como |n(2)(t)⟩, |n(2)
1 (t)⟩, entre otras. Por último,

sustiyendo en la ecuación (4.62), las expresiones descritas anteriormente podemos

escribir

|ψ1,3⟩ = e−iÊ
(0)
n t

[
|n(2)⟩ −

∑
k ̸=n

it|k(0)⟩∆(1)
n Vkn

E
(0)
n − E

(0)
k

− it∆(2)
n + i

t2

2
(∆(1)

n )2

]
− |n(2)(t)⟩+ |n(2)

1 (t)⟩. (4.63)

Ejemplos

Perturbación Lineal

Ya que conocemos la forma anaĺıtica de la correccion a segundo orden, aplicare-

mos esta ecuación al potencial lineal definido en (4.35), no obstante como ya hemos

calculado la corrección a primer orden, esto nos permite sustituir las expresiones

(4.42-4.44) directamente en (4.61), de tal manera que

|ψ1,3⟩ =
−iγe−iĤ0t

√
2ω3

[∫ t

0

e−it1E
(0)
n eiĤ0t1V̂

(√
n|n(0) − 1(0)⟩ −

√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

)
dt1

−
∫ t

0

eiĤ0t1V̂ |n(1)(t1)⟩dt1. (4.64)
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Ahora resolveremos la primera integral de la ecuación anterior y dejaremos indicada

la segunda integral como |n(2)
1 ⟩, por lo que tenemos

|ψ1,3⟩ = −iγ
2e−iĤ0t

2ω2

(∫ t

0

e−it1E
(0)
n eiĤ0t1(â+ â†)

(√
n|n(0) − 1(0)⟩

−
√
n+ 1|n(0) + 1(0)⟩

)
dt1

)
− |n(2)

1 ⟩,

= −iγ
2e−iĤ0t

2ω2

(∫ t

0

(√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩eit1(E

(0)
n−2−E

(0)
n ) + (−1)|n(0)⟩

−
√

(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩eit1(E
(0)
n+2−E

(0)
n )
)
dt1

)
− |n(2)

1 ⟩,

= −γ
2e−iĤ0t

2ω2

(√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩
E

(0)
n−2 − E

(0)
n

eit1(E
(0)
n−2−E

(0)
n ) + (−1)t1|n(0)⟩

−
√
(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩

E
(0)
n+2 − E

(0)
n

eit1(E
(0)
n+2−E

(0)
n )

)∣∣∣∣t
0

− |n(2)
1 ⟩,

= e−itE
(0)
n

(
γ2

4ω3

(√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩+

√
(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩

)

− i
−γ2

2ω2
t|n(0)⟩

)
− γ2

4ω3

(
e−itE

(0)
n−2

√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩

+ e−itE
(0)
n+2

√
(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩

)
− |n(2)

1 ⟩. (4.65)

Comparando este resultado con (4.63), se tiene

|n(2)⟩ =
γ2

4ω3

(√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩+

√
(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩

)
,(4.66)

∆(2)
n =

−γ2

2ω2
, (4.67)

|n(2)(t)⟩ =
γ2

4ω3

(
e−itE

(0)
n−2

√
n(n− 2)|n(0) − 2(0)⟩+ e−itE

(0)
n+2

√
(n+ 1)(n+ 2)

× |n(0) + 2(0)⟩
)

(4.68)

y además

|n(2)
1 ⟩ = −iγe−iĤ0t

√
2ω3

∫ t

0

eiĤ0t1V̂ |n(1)(t1)⟩dt1.

De estos resultados podemos ver que la primera integral proporciona las correcciones

a segundo orden de la enerǵıa y al eigenket de la teoŕıa de perturbaciones. Por lo
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que śı solo estamos interesados en obtener estas expresiones, el cual es el caso de

este problema en particular, entonces no es necesario conocer explicitamente el ket

|n(2)
1 ⟩.

Perturbación cuadrática

En este ejemplo calcularemos la corrección a segundo orden para el potencial

definido en (4.45), sin embargo, como en el ejemplo mostrado anteriormente, debido a

que la corrección a primer orden ya ha sido calculada, podemos aplicar las ecuaciones

(4.49)-(4.51) directamente a (4.61), por lo que tenemos que

|ψ1,3⟩ = −ie−iĤ0t

∫ t

0

eiĤ0t1V̂
[
e−it1ω

(0)
n
(
|n(1)⟩ − it1|n(0)⟩∆(1)

n

)]
dt1

− ie−iĤ0t

∫ t

0

−eiĤ0t1V̂ |n(1)(t1)⟩dt1. (4.69)

No obstante sólo estamos interesados en la primera integral, ya que como vimos en

el ejemplo anterior, al resolver esta entonces podemos encontrar las correcciones a

segundo orden de la teoŕıa de perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger mientras que

la segunda integral solo la dejaremos indicada. Entonces tenemos que

|ψ1,3⟩ = e−itE
(0)
n

[√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

128
|n(0) − 4(0)⟩ −

√
n(n− 1)

16
|n(0) − 2(0)⟩

+

√
(n+ 1)(n+ 2)

16
|n(0) + 2(0)⟩+

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

128

× |n(0) + 4(0)⟩+ it∆
(1)
n

8

(√
(n+ 1)(n+ 2)|n(0) + 2(0)⟩ −

√
n(n− 1)

× |n(0) − 2(0)⟩
)
− t2

2
(∆(1)

n )2|n(0)⟩ − it
ω(2n+ 1)

16
|n(0)⟩

]

−

[√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

128
|n(0) − 4(0)⟩e−itE

(0)
n−4 −

√
n(n− 1)

16
|n(0) − 2(0)⟩

× e−itE
(0)
n−2 +

√
(n+ 1)(n+ 2)

16
|n(0) + 2(0)⟩e−itE

(0)
n+2

+

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

128
|n(0) + 4(0)⟩e−itE

(0)
n+4

]
− |n(2)

1 ⟩. (4.70)
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Comparando este resultado nuevamente con (4.63) podemos encontrar los términos

|n(2)⟩ =

√
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

128
|n(0) − 4(0)⟩ −

√
n(n− 1)

16
|n(0) − 2(0)⟩

+

√
(n+ 1)(n+ 2)

16
|n(0) + 2(0)⟩+

√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

128
|n(0) + 4(0)⟩,

(4.71)

∆(2)
n =

ω(2n+ 1)

16
, (4.72)

A través de estos dos ejemplos básicos, hemos demostrado que al resolver la ecuación

(4.60), podemos hallar las expresiones correspondientes a la teoŕıa de perturbaciones

tradicional dentro de la solución que proporciona esta.

4.1.3. Correcciones de más alto orden

En las secciones anteriores hemos construido las expresiones correspondientes a

la corrección de primer y segundo orden y hemos demostrado que estas arrojan resul-

tados propios de la teoŕıa de perturbaciones tradicional, por lo que ahora sólo resta

hacer una generalización de este método. Para ello planteamos la serie perturbativa

|ψ(0)(t)⟩+
m∑

n=1

λn(||ψp⟩)1,m+1 ≈

(
e−itĤ0 +

m∑
n=1

λn
(
e−itM

)
1,m+1

)
|ψ(0)⟩.(4.73)

Siguiendo la metodoloǵıa planteada para las correcciones de primer y segundo orden,

podemos establecer el sistema de ecuaciones diferenciales

i
∂

∂t
(||ψp⟩)1,m+1 =M(||ψp⟩)1,m+1, (4.74)

o equivalentemente

i
∂

∂t


|ψ1,m+1⟩

...

|ψm+1,m+1⟩
...

 =M


|ψ1,m+1⟩

...

|ψm+1,m+1⟩
...

 , (4.75)
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PERTURBACIONES

4.2. OTROS EJEMPLOS

que se resolvera con la condición inicial

0
...

|ψ(0)⟩

0
...


. (4.76)

De esta forma se puede demostrar que la solución que estamos buscando es

ψ1,n+1 = −ie−iH0t

∫ t

0

eiH0t1V

[
−ie−iH0t1

∫ t1

0

eiH0t2V
[
−ie−iH0t2

∫ t2

0

· · · dt3
]
dt2|ψ(0)⟩

]
dt1.

(4.77)

Por último, considerando los resultados previos, podemos ver que la forma de ||ψp⟩

es

||ψ(p)⟩ = e−itĤ0


1 −i

∫ t

0
dt1V̂ (t1) (−i)2

∫ t

0
dt1
∫ t1
0
dt2V̂ (t1)V̂ (t2) · · ·

0 1 −i
∫ t

0
dt1V̂ (t1) · · ·

0 0 1 · · ·
...

. . .

 |ψ(0)⟩,

(4.78)

con V̂ (tn) = eiĤ0tnV̂ e−iĤ0tn .

4.2. Otros ejemplos

A través de los ejemplos anteriores hemos analizado potenciales perturbativos

elementales para obtener resultados que son consistentes con la teoŕıa de Rayleigh-

Schrödinger. Por lo que en esta sección calcularemos, con nuestro análisis, las correc-

ciones a primer orden de potenciales más complejos, que son los potenciales coseno

y de Morse. Hemos escogido estos potenciales porque podemos conocer las correc-

ciones de la enerǵıa usando métodos de aproximación de rotaciones [18], de tal

manera que podemos comparar estos resultados con nuestro método.
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4.2.1. Potencial Coseno

En esta sección analizaremos el potencial coseno definido por

V̂ = −g20 cos(qx̂), (4.79)

el cual sustituido en la ecuación (2.7) genera la ecuación de Mathew [19], también

conocida como el rotor cuántico. Este es un modelo de gran importancia dentro

de la f́ısica del estado sólido debido a que puede asociarse con una red periódica,

y ser resuelto con el teorema de Floquet-Bloch [20] y de esta forma, la función de

onda y la enerǵıa tienen una solución anaĺıtica en el espacio reciproco [21]. También

resultados aproximados a los eigenvalores y las eigenfunciones han sido estudiados

en [22]. Inclusive otros métodos de aproximación de la f́ısica tales como las aproxi-

maciones WKB y Raman-Nath han sido aplicados a este problema para hallar una

solución [23].

Empezaremos el análisis, escribiendo el Hamiltoniano

ĤQR =
p̂2

2
− g20 cos(qx̂). (4.80)

Desarrollando el coseno en su serie de Taylor

HQR =
p̂2

2
+

(g0q)
2

2
x̂2 − g20

∞∑
k=2

(−1)k(qx̂)2k

(2k)!
− g20. (4.81)

En esta ecuación, dividimos el Hamiltoniano (4.80) en dos. La primera parte corres-

ponde al Hamiltoniano del oscilador armónico

Ĥ0 =
p̂2

2
+

(g0q)
2

2
x̂2 (4.82)

y la segunda parte corresponde al potencial perturbativo

V̂ = g20

∞∑
k=2

(−1)k(qx̂)2k

(2k)!
− g20, (4.83)

de tal manera que podemos escribir

ĤQR = Ĥ0 + λV̂ . (4.84)
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PERTURBACIONES

4.2. OTROS EJEMPLOS

Redefiniendo a los operadores de aniquilación y creación como1:

â =

√
g0q

2
x̂+ i

p̂√
2g0q

(4.85)

y

â† =

√
g0q

2
x̂− i

p̂√
2g0q

. (4.86)

Sacando la inversa de estas ecuaciones

x̂ =
â+ â†√
2g0q

, (4.87)

Con las relaciones anteriores el Hamiltoniano (4.82) se puede escribir como

Ĥ0 =
g0q

2

(
n̂+

1

2

)
. (4.88)

Dado el problema de valores y vectores propios definido por el Hamiltoniano (4.84)

podemos aplicar nuestro método utilizando la ecuación (4.29). Por simplicidad, sólo

trabajaremos con la corrección a primer orden de tal manera que escribiremos

|ψ1,2⟩ = −ie−itĤ0

[∫ t

0

eit1Ĥ0

(
g20

∞∑
k=2

(−1)k(qx̂)2k

(2k)!
− g20

)
e−it1Ĥ0dt1

]
|ψ(0)⟩,

usando nuevamente las relaciones (4.37) y (4.38), podemos reescribir la integral como

|ψ1,2⟩ = −ie−itĤ0

[∫ t

0

(
g20

∞∑
k=2

(
−q
2g0

)k
(âe−it1g0q + â†eit1g0q)2k

(2k)!
− g20

)
dt1

]
|ψ(0)⟩,

(4.89)

Sin embargo calcular toda esta integral es dif́ıcil en un solo paso, por lo que dividi-

remos el problema en dos partes. En la primera parte calcularemos la corrección a

la enerǵıa y después calcularemos la corrección al ket |ψ(0)(t)⟩.

Corrección a la enerǵıa

Para llevar a cabo este calculo, primero tomaremos el elemento k-esimo de la

sumatoria en la integral (4.89):

|ψ2k
1,2⟩ = −iη2ke−itĤ0

[∫ t

0

(âe−it1g0q + â†eit1g0q)2kdt1

]
|ψ(0)⟩, (4.90)

1Nótese que g0q ≡ ω
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con η2k constante. Entonces desarrollando la potencia dentro de la integral se tiene

|ψ2k
1,2⟩ = −iη2ke−iH0t

∫ t

0

(
e−i2kg0qt1a2k + e−i(2k−1)g0qt1a(2k−1)a† + · · ·

+ ei(2k−1)g0qt1a(a†)(2k−1) + ei2kg0qt1(a†)2k + · · ·

+ ak(a†)k + · · ·+ (a†)kakdt1
)
|ψ(0)⟩,

en esta última expresión, podemos ver términos que contienen exponenciales com-

plejas que dependen del tiempo y otros que no, de tal manera que podemos escribir

|ψ2k
1,2⟩ = −iη2k

(
e−iH0t

∫ t

0

ϕ̃2k(t1)dt1|ψ(0)⟩+ e−iH0t

∫ t

0

C
(1)
2k dt1|ψ(0)⟩

)
. (4.91)

La función ϕ̃2k(t1) contiene todos los términos dependientes del tiempo, mientras

que C
(1)
2k agrupa al resto. El término C

(1)
2k puede ser escrito en el orden simétrico de

Weyl del operador n̂ [24]

C
(1)
2k =

 2k

k

 : (â†â)k : w. (4.92)

Que puede ser transformado a su orden normal como

C
(1)
2k =

 2k

k

 k∑
l=0

l!

2l

 k

l

2

(â†)k−lâk−l. (4.93)

Además, suponiendo la condición inicial

|ψ(0)⟩ = |n(0)⟩,

se tiene que la integral (4.91) es

|ψ2k
1,2⟩ = −iη2ke−iH0t

∫ t

0

ϕ̃2k(t1)dt1|n(0)⟩ − iη2ke
−iH0ttC

(1)
2k |n

(0)⟩. (4.94)

Comparando este resultado con (4.34) tenemos que

−iη2ke−itĤ0

∫ t

0

ϕ̃2k(t1)dt1|n(0)⟩ = e−itE
(0)
n |n(1)⟩ − |n(1)(t)⟩ (4.95)

y

−iη2ke−itĤ0tC
(1)
2k |n

(0)⟩ = −ite−itEnt|n(0)⟩∆(1)
n . (4.96)
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Multiplicando ambos lados de (4.96) por el bra ⟨n(0)|, tenemos

∆(1)
n = η2k⟨n(0)|C(1)

2k |n
(0)⟩. (4.97)

Este útimo resultado es de gran utilidad, ya que podemos generalizar en la sumatoria

∆(1)
nQR

= −g20⟨n(0)|
∞∑
k=2

ηkC
(1)
2k |n

(0)⟩ − g20, (4.98)

donde

η2k =
(−1)k

(2k)!

(
q

2g0

)k

,

que es la corrección de la enerǵıa a primer orden del potencial coseno.

Escribiendo

∞∑
k=2

η2kC
(1)
2k =

∞∑
k=2

(−1)k

(2k)!

(
q

2g0

)k
 2k

k

 k∑
l=0

l!

2l

 k

l

2

(a†)k−lak−l, (4.99)

entonces

C
(1)
2k = −g20

∞∑
k=2

k∑
l=0

(−1)k

((k)!)2

(
q

2g0

)k
l!

2l

 k

l

2

(â†)k−lâk−l.

Pero  k

l

 =
k!

l!(k − l)!
,

⇒ C
(1)
2k =

∞∑
k=2

k∑
l=0

(−1)k

2ll!

(
q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2
,

=
∞∑
k=2

∞∑
l=0

(−1)k

2ll!

(
q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2
.

En esta última ecuación, tenemos que śı k − l < 0 entonces (k − l)! = ∞, de tal

manera que la suma respecto a l puede llevarse a infinito sin perdida de generalidad.

Reacomodando términos se sigue

S =
∞∑
l=0

1

2ll!

∞∑
k=2

(−1)k
(

q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2
.
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Por lo que completamos la suma en k:

⇒ S =
∞∑
l=0

1

2ll!

∞∑
k=0

(−1)k
(

q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2

−
∞∑
l=0

1

2ll!

((
−1q

2g0

)0
(â†)0−lâ0−l

((0− l)!)2
+

(
−1q

2g0

)1
(â†)1−lâ1−l

((1− l)!)2

)
,

=
∞∑
l=0

1

2ll!

∞∑
k=0

(−1)k
(

q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2

+
q

2g0

(
â†â+

1

2

)
− 1,

= S1 + S2.

Después, tomando la suma S1 y considerando que la sumatoria respecto a k comienza

a partir de l

S1 =
∞∑
l=0

1

2ll!

∞∑
k=l

(−1)k
(

q

2g0

)k
(â†)k−lâk−l

((k − l)!)2
,

y por útimo, haciendo el cambio de variable n = k − l, obtenemos

S1 =
∞∑
l=0

1

2ll!

∞∑
n=0

(−1)n+l

(
q

2g0

)n+l
(â†)nân

((n)!)2
,

=
∞∑
l=0

(−1)l

2ll!

(
q

2g0

)l ∞∑
n=0

(−1)n
(

q

2g0

)n
(â†)nân

((n)!)2
,

= e
− q

4g0

∞∑
n=0

(−1)n
(

q

2g0

)n
(â†)nân

((n)!)2
,

S1 = e
− q

4g0 : J0

(
q

2g0
â†â

)
: . (4.100)

o utilizando la igualdad

(â†)j âj =
n̂!

(n̂− j)!
,

⇒ S1 = e
− q

4g0Ln̂

(
q

2g0

)
. (4.101)

Finalmente sustituyendo este resultado (4.98), obtenemos

∆(1)
nQR

= −g20⟨n(0)|
(
e
− q

4g0Ln̂

(
q

2g0

)
+

q

2g0

(
n̂+

1

2

))
|n(0)⟩. (4.102)
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CAPÍTULO 4. ANÁLISIS MATRICIAL A LA TEORÍA DE
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El resultado que acabamos de obtener es el mismo que se muestra en [18]. Esté tam-

bién da una relación interesante entre la función Bessel de orden cero y los polinomios

de Laguerre.

Para finalizar, debemos tener en cuenta que el potencial coseno es un pozo de

potencial finito, por lo que sólo existen un número finito de estados ligados, de

tal manera que las correcciones a la enerǵıa, dada una condición inicial, solo serán

validas śı estan dentro del rango

−g20 < ∆(1)
nQR

< 0. (4.103)

Corrección a la función de onda

En la sección anterior hemos usado el orden simétrico de Weyl, que es un caso

particular cuando existe el mismo número de operadores de creación y aniquilación

en C
(1)
2k , sin embargo este ordenamiento es un caso particular de la formula [24]

{(â†)nâm}s =
mı́n{n,m}∑

l=0

l!

2l

 n

l

 m

l

 (t− s)l{(â†)nâm}t, (4.104)

con

{(a†)nam}s =
∂n+m

∂αn∂(−α∗)m
eαa

†−α∗aes|α|
2
∣∣∣
α=0

y s, t = 1, 0,−1 son el ordenamiento normal, de Weyl y anti-normal respectivamente.

De hecho el ordenamiento normal viene dado cuando n = m.

Considerando nuevamente el binomio:

(âe−it1g0q + â†eit1g0q)n

y (4.104), podemos demostrar que

(a†eit1g0q + ae−it1g0q)n =
n∑

j=0

 n

j

 {(a†)n−jaj}0eig0qt(n−2j). (4.105)
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De esta expresión, estamos interesados en el caso cuando n = 2k. Además, debemos

de notar que el caso k = j corresponde al calculo de la expresión C
(1)
2k , mientras que

para k ̸= j se tiene

ϕ̃2k(t1) =
2k∑
j ̸=k

 2k

j

 {(a†)2k−jaj}0ei2g0qt1(k−j). (4.106)

Por lo que ahora con esta expresión explicita de ϕ̃2k(t1) calcularemos la corrección

a primer orden de la función de onda.

Aplicando directamente (4.106) a la ecuación (4.89) tenemos que

− ie−itĤ0

∫ t

0

∞∑
k=2

ηkϕ̃2k(t1)dt1|ψ(0)⟩ = −ie−itĤ0

∫ t

0

∞∑
k=2

(−1)k

(2k)!

(
q√
2g0q

)2k 2k∑
j ̸=k

 2k

j


× ei2g0qt1(k−j)

mı́n{2k−j,j}∑
l=0

l!

2l

 2k − j

l

 j

l

 (â†)2k−j−lâj−ldt1|ψ(0)⟩. (4.107)

Para hallar el resultado de esta integral, supongamos primero que j = k + 1 en la

ecuación anterior, por lo que

− ie−itĤ0

∫ t

0

∞∑
k=2

(−1)k

(2k)!

(
q√
2g0q

)2k
 2k

k + 1

 e−i2g0qt1

k−1∑
l=0

l!

2l

 k − 1

l

 k + 1

l


× (â†)k−1−lâk−1−ldt1â

2|ψ(0)⟩. (4.108)

Siguiendo un procedimiento similar al de la corrección a la enerǵıa, tenemos que la

solución de (4.108) es

e−itĤ0e
− q

4g0

(
q√
2g0q

)2 L
(2)
n̂

(
q

2g0

)
Γ(n̂+ 3)

â2

2g0q
e−i2g0qt

∣∣∣∣t
0

|ψ(0)⟩. (4.109)

Śı consideramos que k = l − 1 en (4.108) entonces tenemos que

−e−itĤ0e
− q

4g0

(
q√
2g0q

)2
(̂a†)2

2g0q

L
(2)
n̂

(
q

2g0

)
Γ(n̂+ 3)

ei2g0qt
∣∣∣∣t
0

|ψ(0)⟩. (4.110)
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CAPÍTULO 4. ANÁLISIS MATRICIAL A LA TEORÍA DE
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Estos dos resultados pueden ser generalizados facilmente de tal forma que la integral

(4.107) es igual a

− ie−itĤ0

∫ t

0

∞∑
k=2

ηkϕ̃2k(t1)dt1|ψ(0)⟩ = e−itĤ0e
− q

4g0

∞∑
k=1

(
q√
2g0q

)2k [ L
(2k)
n̂

(
q

2g0

)
Γ(n̂+ 2k + 1)

× â2k

2kg0q
e−i2kg0qt − (â†)2k

2kg0q

L
(2k)
n̂

(
q

2g0

)
Γ(n̂+ 2k + 1)

ei2kg0qt
]∣∣∣∣t

0

|ψ(0)⟩. (4.111)

Para encontrar la forma final de esta corrección se tendŕıa que aplicar la condición

inicial |n(0)⟩ y evaluar en los limites de integración.

4.2.2. Potencial de Morse

Ahora analizaremos el potencial de Morse [25], definido por

V̂ = γ2(1− e−c(x̂−b))2, (4.112)

si sustituimos esta expresión en la ecuación (2.7) obtenemos el Hamiltoniano

ĤMP =
p̂2

2
+ γ2(1− e−c(x̂−b))2. (4.113)

Este Hamiltoniano es comúnmente utilizado para describir propiedades de moléculas

diatómicas y otras situaciones en las que existe anarmonicidad. El potencial de Morse

ha mostrado interesantes propiedades en relación con la aproximación WKB [26].

Como paso previo para encontrar las correcciones que queremos calcular, trans-

formamos al Hamiltoniano (4.113) por medio de la transformación eibp̂ de tal manera

que

Ĥ ′
MP = eibp̂ĤMP e

−ibp̂ =
p̂2

2
+ γ2(1− e−cx̂)2,

=
p̂2

2
+ γ2(1− 2e−cx̂ + e−2cx̂). (4.114)

Desarrollando el Hamiltoniano anterior en su serie de Taylor

Ĥ ′
MP =

p̂2

2
+ γ2c2x̂2 + γ2

(
−2

∞∑
k=3

(−cx̂)k

k!
+

∞∑
k=3

(−2cx̂)k

k!

)
. (4.115)
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Al igual que en la ecuación (4.80), este Hamiltoniano ha sido dividido en

Ĥ0 =
p̂2

2
+ γ2c2x̂2, (4.116)

y en

V̂ = γ2

(
−2

∞∑
k=3

(−cx̂)k

k!
+

∞∑
k=3

(−2cx̂)k

k!

)
. (4.117)

En las expresiones anteriores, (4.116) corresponde al Hamiltoniano del oscilador

armónico y (4.117) es un potencial perturbativo, de tal manera que podemos escribir

Ĥ ′
MP = Ĥ0 + λV̂ (4.118)

Por lo que podemos aplicar nuevamente nuestro método de la teoŕıa de perturba-

ciones. Redefiniendo los operadores de creación y aniquilación

â† =

(
γc√
2

)1/2

x̂− i
p̂

2
√
2γc

(4.119)

y

â =

(
γc√
2

)1/2

x̂+ i
p̂

2
√
2γc

. (4.120)

Facilmente podemos obtener la inversa de estas ecuaciones ecuaciones

x̂ =
1

2

(√
2

γc

)1/2

(â+ â†). (4.121)

Por lo que el Hamiltoniano queda redefinido como

⇒ Ĥ0 =
√
2γc

(
n̂+

1

2

)
. (4.122)

Con las relaciones escritas anteriormente, podemos calcular las correcciones nece-

sarias a primer orden del Hamiltoniano (4.118). Sin embargo, antes de hacer

cualquier calculo reacomodaremos (4.117) como

∞∑
k=3

(−cx̂)k

k!
=

∞∑
k=2

(−cx̂)2k−1

(2k − 1)!
+

∞∑
k=2

(−cx̂)2k

(2k)!
(4.123)
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y

∞∑
k=3

(−2cx̂)k

k!
=

∞∑
k=2

(−2cx̂)2k−1

(2k − 1)!
+

∞∑
k=2

(−2cx̂)2k

(2k)!
. (4.124)

Expresar las sumatorias de esta forma nos permite ver que elementos de estas con-

tribuiran a la corrección de la enerǵıa, ya que como vimos en el caso del potencial

coseno, sólo las potencias pares de (â+ â†) contienen términos que tienen el mismo

número de â y a† y por lo tanto tendran una contribución significante, por lo que

para este calculo todas las potencias impares pueden ser despreciadas.

Aplicando (4.97) sólo a las potencias pares de (4.123) y (4.124), y siguiendo el

mismo procedimiento del potencial coseno, obtenemos

∞∑
k=2

ηk1C
(1)
2k1

= exp

(
c

4
√
2γ

)
Ln̂

(
− c

2
√
2γ

)
− c

2
√
2γ

(
n̂+

1

2

)
− 1 (4.125)

y
∞∑
k=2

ηk2C
(1)
2k2

= exp

(
c√
2γ

)
Ln̂

(
−
√
2c

γ

)
−

√
2c

γ

(
n̂+

1

2

)
− 1, (4.126)

con

ηk1 =
(−c)2k

(2k)!22k

(√
2

γc

)k

ηk2 =
(−c)2k

(2k)!

(√
2

γc

)k

respectivamente.

Con los resultados anteriores podemos encontrar que la corrección a primer oden

de la enerǵıa es

∆
(1)
MP = γ2⟨n(0)|

∞∑
k=2

(
− 2ηk1C

(1)
2k1

+ ηk2C
(1)
2k2

)
|n(0)⟩,

= ⟨n(0)|
(
− 2γ2 exp

(
c

4
√
2γ

)
Ln̂

(
− c

2
√
2γ

)
+ γ2 exp

(
c√
2γ

)
Ln̂

(
−
√
2c

γ

)

+

(
γc√
2
−

√
2cγ

)(
n̂+

1

2

)
+ γ2

)
|n(0)⟩. (4.127)
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Pero de forma similar que en el potencial coseno, esta corrección sólo es valida en el

rango

0 < ∆
(1)
MP ≤ γ2 (4.128)

Ahora para calcular la corrección a la función de onda para este potencial, debemos

considerar nuevamente (4.105), el cual se tiene estudiado en el caso para cuando

n = 2k, ya que nos proporciona

ϕ̃2k(t1) =
2k∑
j ̸=k

 2k

j

 {(â†)2k−j âj}0e2
√
2cγt1(k−j). (4.129)

Esta función, como habiamos dicho antes, contiene todos términos que no tienen el

mismo numero de â y â† de las potencias pares de las sumatorias (4.123) y (4.124),

sin embargo, para los términos impares n = 2k − 1 de estas mismas, se tiene que

(4.105) puede reescribirse como

ϕ̃2k−1(t1) =
2k−1∑
j=0

 2k − 1

j

 {(â†)2k−1−j âj}0e2
√
2cγt1(2k−2j−1). (4.130)

Notese que en este caso, ya no hay necesidad de escribir j ̸= k, ya que por ser el

binomio de una potencia impar, entonces nunca habra el mismo número de â y â†

en los términos de este.

Definiendo la función

ϕ̃(t1) =
∞∑
k=2

[
(−2βk1 + βk2)ϕ̃2k−1(t1) + (−2ηk1 + ηk2)ϕ̃2k(t1)

]
(4.131)

con

βk1 =
(−c)2k−1

22k−1(2k − 1)!

√√
2

cγ

2k−1

,

βk2 =
(−c)2k−1

(2k − 1)!

√√
2

cγ

2k−1

se tiene considerados todos los términos que contribuyen a la corrección de la función

de onda.
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Integrando la ecuación (4.131) como sigue

− ie−itĤ0

∫ t

0

ϕ̃(t1)dt1|ψ(0)⟩ = −ie−itĤ0

∞∑
k=2

[
(−2βk1 + βk2)

∫ t

0

ϕ̃2k−1(t1)dt1

+ (−2ηk1 + ηk2)

∫ t

0

ϕ̃2k(t1)dt1

]
ψ(0)⟩, (4.132)

y siguiendo el procedimiento para la corrección de la función de onda para el poten-

cial coseno, se tiene que la corrección buscada es

− ie−itĤ0

∫ t

0

ϕ̃(t1)dt1|ψ(0)⟩ =
e−itĤ0

√
2γc

{
− 2eβ1/2

∞∑
k=1

βk
1

[
Lk

n̂(−β2
1)

Γ(n̂+ k + 1)

âk

k
e−ik

√
2γct

− (â†)k

k

Lk
n̂(−β2

1)

Γ(n̂+ k + 1)
e−ik

√
2γct

]
+ eβ2/2

∞∑
k=1

βk
2

[
Lk
n̂(−β2

2)

Γ(n̂+ k + 1)

âk

k
e−ik

√
2γct

− (â†)k

k

Lk
n̂(−β2

2)

Γ(n̂+ k + 1)
e−ik

√
2γct

]
|ψ(0)⟩, (4.133)

donde β1 =
−c
2

(√
2

γc

)1/2
y β2 = c

(√
2

γc

)1/2
.

De igual forma que en el potencial coseno, śı queremos obtener la forma com-

pleta de la corrección, basta con evaluar al resultado de esta integral en los ĺımites

señalados e inmediatamente aplicar la condición inicial.

4.3. El operador de Dyson

Consideremos el operador

Û(t) = exp(B̂(t)). (4.134)

donde

B̂(t) = −i
∫ t

t0

dt1Ĥ(t1), (4.135)

siendo Ĥ un operador dependiente del tiempo, cuya dependencia temporal explicita

no conocemos, pero que puede ser resultado de una interacción dependiente del

tiempo o de una transformación dentro de la representación de interacción.
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PERTURBACIONES

4.3. EL OPERADOR DE DYSON

Este problema es central en la mecánica cuántica ya que Ĥ(t) es a menudo

un Hamiltoniano y por lo tanto Û está estrechamente relacionado con el operador

de evolución ó conocido también como el operador de Dyson, el cual describe la

conexión entre los vectores de estado a los tiempos t0 y t, es decir,

|ϕ, t⟩ = Û(t, t0)|ϕ, t0⟩ (4.136)

Desarrollando Û en su serie de Taylor

Û(t) =
∞∑
n=0

(−i)n

n!

[∫ t

t0

dt1Ĥ(t1)

]n
. (4.137)

Por simplicidad, tomaremos los tres primeros términos de (4.137):

Û(t) ≈ 1− i

∫ t

t0

dt1Ĥ(t1) +
(−i)2

2

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2). (4.138)

El paso crucial en este análisis es introducir el operador de ordenamiento [11], tam-

bién conocido como ”el operador de corteśıa” [27] como sigue: Sean Â y B̂ dos

operadores arbitrarios dependientes del tiempo entonces

T̂ [Â(t1)B̂(t2)] =

 B̂(t2)Â(t1) śı t2 > t1,

Â(t1)B̂(t2) śı t1 > t2.
(4.139)

Esto significa que T̂ ordena a los operadores en una secuencia cronológica de derecha

a izquierda.

En términos más generales, para un producto de n operadores, tenemos

T̂ (Âi(ti)Âj(tj) · · · Âk(tk)) = Â1(t1)Â2(t2) · · · Ân(tn), (4.140)

donde t1 > t2 > · · · > tn.

Aplicando T̂ a (4.138), tenemos:

T̂
[
Û(t)

]
= T̂

[
1− i

∫ t

t0

dt1Ĥ(t1) +
(−i)2

2

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
= 1− i

∫ t

t0

Ĥ(t1)dt1 +
(−i)2

2
T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
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En el último término de la expresión anterior, descomponemos la integral respecto

a t1 en los dominios t1 > t2 y t2 > t1 de tal manera que∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 =

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 +

∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2,

y encontramos

T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
= T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
+ T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2Ĥ(t1)H(t2)

]
.

De lo anterior tenemos que t1 > t2 entonces aplicando T̂ , obtenemos

T̂
[
Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
= Ĥ(t1)Ĥ(t2).

Mientras que para la segunda integral, tenemos que t1 > t2, por lo que

T̂
[
Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
= H(t2)H(t1).

Finalmente

T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
=

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H(t1)H(t2)

+

∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2H(t2)H(t1).

Después intercambiamos el orden de integración en la segunda doble integral,

usando la formula ∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2 =

∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1,

y encontramos que

T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
=

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

+

∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1).
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Figura 4.1: Con el fin de cubrir los parámetros (t1,t2) dentro del triangulo definido por
la diagonal, el punto (t0,t0) y la ĺınea vertical en t integramos primero la variable t2 de
t1 hasta t (ĺınea vertical) y entonces integrar t1 de t0 hasta t. Equivalentemente podemos
integrar primero las variable t1 de t0 hasta t1 (ĺınea horizontal) y después integrar t2 de
t0 hasta t [17].

Haciendo los cambios de variables

t1 → t2 y t2 → t1

en la segunda doble integral, reconocemos que esta es identica a la primera y por

tanto

T̂

[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

]
= 2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2). (4.141)

Sustituyendo los resultados anteriores en T̂ [Û ], obtenemos

T̂ [U(t)] = 1− i

∫ t

t0

dt1Ĥ(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2).

Este resultado puede ser generalizado como [17]

T

[∫ t

t0

dt1H(t1)

]n
= n!

∫ t

t0

dtn · · ·
∫ t2

t0

dt1 H(tn) · · ·H(t1). (4.142)

Por lo que podemos escribir Û como

T̂
[
Û(t)

]
= 1− i

∫ t

t0

dt1Ĥ(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Ĥ(t1)Ĥ(t2)

+ (−i)3
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3Ĥ(t1)Ĥ(t2)Ĥ(t3) + · · · (4.143)
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Y por lo tanto podemos definir el Operador de Evolución u Operador de Dyson

como

ÛD(t) = T̂

{
exp

[
−i
∫ t

t0

dt1Ĥ(t1)

]}
. (4.144)

Este operador tiene sus principales aplicaciones en problemas relacionados con la

Matriz de Dispersión [29], sin embargo podemos usarlo también para estudiar prob-

lemas en la óptica cuántica [30], [31], [32].

El análisis anterior puede ser aplicado al método que hemos desarrollamos en las

secciones anteriores debido a que el ket |ψ(t)⟩ tiene la solución

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0t

[
1 + (−i)λ

∫ t

0

dt1V̂ (t1) + (−i)2λ2
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2V̂ (t1)V̂ (t2)

+ (−i)3λ3
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

dt3V̂ (t1)V̂ (t2)V̂ (t3) + · · ·
]
|ψ(0)⟩. (4.145)

En esta solución podemos observar que la expresión dentro de los corchetes es idénti-

ca a la ecuación (4.143), por tanto tenemos

Ĥ = V̂ (4.146)

Por lo que |ψ(t)⟩ se reescribe como

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0tT̂

{
exp

[
−iλ

∫ t

0

dt1V̂ (t1)

]}
|ψ(0)⟩. (4.147)

Pero śı también comparamos este resultado con (4.8), tenemos

e−iĤ0tT̂

{
exp

[
−iλ

∫ t

0

dt1V̂ (t1)

]}
|ψ(0)⟩ =

∞∑
n=0

λn
(
e−iMt

)
(1,n+1)

|ψ(0)⟩, (4.148)

y finalmente

T̂

{
exp

[
−iλ

∫ t

0

dt1V̂ (t1)

]}
= eiĤ0t

∞∑
n=0

λn
(
e−iMt

)
(1,n+1)

. (4.149)

Este último resultado es importante, ya que podemos asociar nuestro método con el

operador de evolución de V̂ , y al mismo tiempo, podemos dar una expresión anaĺıtica

al lado derecho de la ecuación (4.149) en términos del operador de Dyson.
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Caṕıtulo 5

Los estados coherentes y la teoŕıa
de perturbaciones

En el caṕıtulo anterior, desarrollamos un análisis diferente a la teoŕıa de per-

turbaciones de Rayleigh-Schrödinger y aplicamos este de forma exitosa a modelos

bien conocidos de la mecánica cuántica, e inclusive establecimos una conexion en-

tre nuestro método y el operador de Dyson. Para finalizar este trabajo, volveremos

a los casos básicos mostrados en el caṕıtulo dos, es decir, la perturbación lineal y

cuadrática al oscilador armónico, y buscaremos las relaciónes que existen entre el

análisis matricial que proponemos, el operador de desplazamiento y el operador de

compresión, con el fin de establecer parámetros que permitan validar los resultados

que hemos hallado.
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5.1. Estados coherentes generados por perturba-
ciones lineales

Para empezar esta sección escribiremos la ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo

(Ĥ0 + λV̂ )|ψ(t)⟩ = i~
∂

∂t
|ψ(t)⟩,

y además supondremos que Ĥ0 es nuevamente el Hamiltoniano del oscilador

armónico. También podemos ver facilmente que la solución formal de la ecuación

anterior es

|ψ(t)⟩ = e−i(Ĥ0+λV̂ )t|ψ(0)⟩. (5.1)

Escogiendo el estado de vaćıo como condición inicial (|ψ(0)⟩ = |0(0)⟩) y λ = 0,

tenemos que (5.1) se reduce a

|ψ(t)⟩ = e−iE
(0)
0 t|0(0)⟩. (5.2)

Evolución temporal de la función onda
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Figura 5.1: En esta figura podemos ver la evolución temporal de la función de onda (5.2).
Debido a que escogemos como condición inicial una solución exacta del oscilador armónico
cuántico y λ = 0 , se tiene que la propagación de |ψ(t)⟩ en el tiempo ocurre sin deformación
alguna.

Śı escogemos λ ̸= 0 y V̂ = γx̂ en la ecuación (5.1), la evolución temporal del

estado de vaćıo será alterada como se muestra en la figura (5.2). En esta figura

podemos ver que este estado empieza a oscilar de forma periódica en una región bien
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definida, imitando el movimiento de una part́ıcula dentro de un potencial cuadrático.

Analizaremos este caso para ligar nuestro método con los estados coherentes.

(a)
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Figura 5.2: En estas gráficas podemos ver la propagación temporal del estado de vaćıo
cuando existe una perturbación del tipo γx̂ sobre el sistema. La gráfica (a) corresponde a
γ > 0 y (b) cuando γ < 0.

Empezaremos nuestro análisis escribiendo el Hamiltoniano

Hγ =
p̂2

2
+ ω2 x̂

2

2
+ λγx̂, (5.3)

con γ > 0. De hecho, este Hamiltoniano tiene solución solución exacta si consider-

amos que

Ĥγ =
p̂2

2
+ ω2 x̂

2

2
+ λγx̂,

=
p̂2

2
+
ω2

2

(
x+

λγ

ω2

)2

− 2λ2γ2

ω2
. (5.4)

Haciendo el cambio de variable x′ = x+ λγ
ω2 , obtenemos

Ĥγ =
p̂′

2

2
+ ω2 x̂

′2

2
− 2λ2γ2

ω2
. (5.5)

En esta expresión podemos ver que tenemos nuevamente el Hamiltoniano del os-

cilador armónico más una constante, que es la misma que obtuvimos en la corrección

en la enerǵıa a segundo orden en la ecuación (4.67). Por lo que podemos establecer
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la siguiente ecuación de eigenvalores

Ĥγ|nγ⟩ = Enγ |nγ⟩ (5.6)

donde

⟨x′|nγ⟩ =
√

1

2nn!

(ω
π

)1/4
e−ξ′2/2Hn(ξ

′) (5.7)

y

Enγ = E(0)
n − 2λ2γ2

ω2
. (5.8)

con ξ′ =
√
ω(x + λγ/ω2). Con estos resultados podemos ver que el Hamiltoniano

(5.3) genera soluciones exactas del tipo de oscilador armónico que estan desplazadas

por la cantidad λγ/ω2 para su función de onda, y además tiene un corrimiento en

la enerǵıa de 2λ2γ2/ω2.

Sin embargo, por el momento no estamos interesados en las soluciones anteriores,

en vez de esto, estamos interesados en la respuesta del Hamiltoniano (5.3) desde la

perpectiva de Ĥ0.

Para hacer esto, solo consideramos la parte que contiene al operador x̂ en el

Hamiltoniano (5.3) y escribimos

ω2 x̂
2

2
+ λγx̂ =

ω2

2

(
x̂2 +

2λγ

ω2
x̂

)
,

que podemos reescribir como

ω2

2

(
x̂2 +

2λγ

ω2
x̂

)
=
ω2

2
eiβp̂x̂2e−iβp̂, (5.9)

donde β = λγ/ω2. Introduciendo esta expresión en el Hamiltoniano (5.3), obtenemos

Ĥ =
p̂2

2
+
ω2

2
eiβp̂x̂2e−iβp̂,

= eiβp̂
(
p̂2

2
+
ω2

2
x̂2
)
e−iβp̂,

= eiβp̂Ĥ0e
−iβp̂. (5.10)
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Sustituyendo este resultado en (5.1)

|ψ(t)⟩ = exp
[
−ieiβp̂Ĥ0e

−iβp̂t
]
|ψ(0)⟩ = eiβp̂e−iĤ0te−iβp̂|ψ(0)⟩, (5.11)

donde

e−iβp̂ = e
λγ√
2ω3

(â†−â)
. (5.12)

Śı comparamos esta expresión con el operador de desplazamiento (3.25), podemos

ver que (5.12) es el caso cuando α es real, por lo que podemos escribir

D̂(λ) = e
λγ√
2ω3

(â†−â)
. (5.13)

Por tanto, la ecuación (5.11) toma la forma

|ψ(t)⟩ = D̂† (λ) e−iĤ0tD̂ (λ) |ψ(0)⟩. (5.14)

Multiplicando por e−iĤ0teiĤ0t, se sigue

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0teiĤ0tD̂† (λ) e−iĤ0tD̂ (λ) |ψ(0)⟩.

Con esto podemos definir el operador de desplazamiento dependiente del tiempo

como

D̂† (λ, t) = exp

(
λγ√
2ω3

(âe−iωt − â†eiωt)

)
, (5.15)

por lo que

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0tD̂† (λ, t) D̂ (λ) |ψ(0)⟩. (5.16)

Comparando este último resultado con la ecuación (4.147), tenemos

e−iĤ0tD̂† (λ, t) D̂ (λ) |ψ(0)⟩ = e−iĤ0tT̂

{
exp

[
−iλ

∫ t

0

dt1V̂ (t1)

]}
|ψ(0)⟩. (5.17)

Por lo que el operador de Dyson para esta perturbación es igual a

ÛD = D̂† (λ, t) D̂ (λ) . (5.18)

Este último resultado es interesante, ya que el operador de Dyson para el caso de

la perturbación lineal, cuenta con una solución anaĺıtica que está dada en términos

del operador de desplazamiento.
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Desarrollando D̂†(λ, t) y D̂(λ) en su serie de Taylor, tenemos

D̂†(λ, t) =
∞∑
n=0

λn

n!

(
γ√
2ω3

)n

(âe−iωt − â†eiωt)n (5.19)

y

D̂(λ) =
∞∑
n=0

λn

n!

(
γ√
2ω3

)n

(â† − â)n. (5.20)

Śı tomamos λ ≪ 1 podemos considerar una aproximación a primer orden en las

ecuaciones anteriores, lo que significa que truncamos las sumatorias hasta la potencia

λ, es decir,

D̂†(λ, t) ≈ 1 +

(
λγ√
2ω3

)
(âe−iωt − â†eiωt)

y

D̂(λ) ≈ 1 +

(
λγ√
2ω3

)
(â† − â).

Multiplicando estas dos aproximaciones, tenemos

D̂†(λ, t)D̂(λ) = 1 +
λγ√
2ω3

(â†(1− eiωt) + â(e−iωt − 1)). (5.21)

Sustituyendo este resultado en (5.16), obtenemos

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0t|ψ(0)⟩+ λ
e−iĤ0tγ√

2ω3
(â†(1− eiωt) + â(e−iωt − 1))|ψ(0)⟩. (5.22)

Ahora tomando el término

γ√
2ω3

e−iĤ0t(â†(1− eiωt) + â(e−iωt − 1))|ψ(0)⟩ (5.23)

y comparandolo con el resultado en (4.39), podemos ver que esta expresión es igual

excepto por la condición inicial; sin embargo, esto último no es un problema ya que

si consideramos que |ψ(0)⟩ = |n(0)⟩ podemos escribir

e−iE
(0)
n t|n(1)⟩ − |n(1)(t)⟩. (5.24)
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De estos resultados podemos ver que la generación de estados coherentes ocurre

cuando al Hamiltoniano del oscilador armónico le aplicamos una perturbación lineal

y como condición inicial tomamos al estado de vaćıo. Además, cuando hacemos una

aproximación a primer orden de la ecuación (5.16) obtenemos la corrección a primer

orden de nuestro método. Por lo tanto, podemos asociar los estados coherentes con

nuestro análisis matricial de la teoŕıa de perturbaciones.

Para finalizar esta sección, y hacer un análisis completo de este caso, tenemos

que mencionar que cuando γ < 0 la ecuación (5.16) se reescribe como

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0tD̂ (λ, t) D̂† (λ) |ψ(0)⟩. (5.25)

5.2. Estados comprimidos generados por pertur-
baciones cuadráticas

En esta sección estudiaremos el comportamiento del oscilador armónico con un

potencial perturbativo de la forma

V =
ω2

2
x̂2. (5.26)

Sustituyendo este potencial en la ecuación (5.1), tenemos que

|ψ(t)⟩ = e−i(Ĥ0+λω2

2
x̂2)t|ψ(0)⟩. (5.27)

Definimos el Hamiltoniano

Ĥω̃ = Ĥ0 + λ
ω2

2
x̂2 =

1

2

(
p̂2 + ω̃2x̂2

)
, (5.28)

donde

ω̃ = ω
√
1 + λ.

Este Hamiltoniano puede representar f́ısicamente una cavidad de un solo modo a

la cual se le puede cambiar la frecuenćıa de oscilación. El resultado de modificar
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PERTURBACIONES

5.2. ESTADOS COMPRIMIDOS GENERADOS POR PERTURBACIONES
CUADRÁTICAS

la frecuenćıa de oscilación inicial produce estados coherentes comprimidos, como se

describe en [15].

Considerando (5.28), la ecuación (5.27) toma la forma

|ψ(t)⟩ = e−iĤω̃t|ψ(0)⟩. (5.29)

Escogiendo nuevamente el estado de vaćıo como condición inicial y λ ̸= 0, podemos

ver que al cambiar la frecuencia de oscilación de ω a ω̃, la función de onda va sufrien-

do compresiones y descompresiones de forma periodica a lo largo de su evolución

temporal, tal y como se muestra en la figura (5.3).

Evolución temporal de la función onda

T
ie

m
po

 (
t)

Espacio (x)
−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

0

1

2

3
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5

6

Figura 5.3: En esta gráfica generamos un estado comprimido cambiando la frecuencia de

oscilación de Ĥ0 de ω a ω̃, y escogiendo como condición inicial el estado de vaćıo.

Ya que el Hamiltoniano (5.28) tiene una frecuencia de oscilación diferente a la

de Ĥ0 necesitamos redefinir los operadores creación y aniquilación como sigue

Â† =

√
ω̃

2
x̂− i

p̂√
2ω̃

(5.30)

y

Â =

√
ω̃

2
x̂+ i

p̂√
2ω̃
. (5.31)

Nótese que śı λ = 0 recuperamos los operadores de creación y aniquilación definidos

en (3.2) y (3.3). Usando los operadores Â y Â†, podemos escribir la ecuación (5.28)
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PERTURBACIONES

5.2. ESTADOS COMPRIMIDOS GENERADOS POR PERTURBACIONES
CUADRÁTICAS

como

Ĥω̃ = ω̃

(
Â†Â+

1

2

)
. (5.32)

Con este Hamiltoniano podemos, de forma muy particular, estudiar los estados com-

primidos; sin embargo, un estudio más sistemático y general de este tipo de estados

se muestra en [33].

Continuando con nuestro análisis, tenemos que el Hamiltoniano (5.32) cumple la

ecuación de eigenvalores

Ĥω̃|nω̃⟩ = Enω̃
|nω̃⟩, (5.33)

donde los eigenvalores Enω̃
y los eigenkets |nω̃⟩ pueden ser hallados facilmente. Sin

embargo, estamos interesados en estudiar las propiedades de este Hamiltoniano con

los operadores â y â†, por lo tanto usamos las relaciones (3.4) y (3.5), que sustituidas

en (5.30) y (5.31), nos dan

Â† =

√
ω̃

2

â+ â†√
2ω

−
√
ω

2

(â− â†)√
2ω̃

y

Â =

√
ω̃

2

â+ â†√
2ω

+

√
ω

2

(â− â†)√
2ω̃

,

y reacomodando términos, tenemos

Â† = αâ+ βâ† (5.34)

y

Â = βâ+ αâ†, (5.35)

donde

α =
1

2

(√
ω̃

ω
−
√
ω

ω̃

)
y

β =
1

2

(√
ω̃

ω
+

√
ω

ω̃

)
.
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Una vez que hemos redefinido los operadores Â y Â†, vamos a encontrar su conmu-

tador, por lo que se sigue[
Â, Â†

]
= ÂÂ† − Â†Â,

=
(
βâ+ αâ†

) (
αâ+ βâ†

)
−
(
αâ+ βâ†

) (
βâ+ αâ†

)
,

= βαâ2 + β2ââ† + α2â†â+ αβ
(
â†
)2

− αβâ2 − α2ââ† − β2â†â− βα
(
â†
)2
,

= (βα− αβ)â2 + (β2 − α2)ââ† + (α2 − β2)â†â+ (αβ − βα)â†2,

y tenemos

βα− αβ = αβ − βα = 0, (5.36)

β2 − α2 = 1, (5.37)

y

α2 − β2 = −1. (5.38)

Sustituyendo estos términos dentro del conmutador obtenemos[
Â, Â†

]
= ââ† − â†â =

[
â, â†

]
= 1. (5.39)

Por medio de estos resultados, podemos ver que los operadores Â y Â† son similares

a los operadores b̂ y b̂† de tal manera que podemos igualar las relaciones

µ2 − ν2 = β2 − α2 = 1,

donde µ y ν son definidos en (3.35) y (3.36), por lo que

µ2 = β2,

que podemos reescribir como

(cosh(r))2 =
1

4

(√
ω̃

ω
+

√
ω

ω̃

)2

,
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entonces

e2r + 2 + e−2r =
ω̃

ω
+ 2 +

ω

ω̃
,

e2r + e−2r =
√
1 + λ+

1√
1 + λ

, (5.40)

y por lo tanto

e2r =
√
1 + λ

y finalmente

r =
1

2
ln
(√

1 + λ
)
=

1

4
ln (1 + λ) . (5.41)

De tal manera que podemos escribir el operador de compresión (3.32) en términos

del parametro perturbativo λ como sigue

Ŝ(λ) = exp

(
ln(1 + λ)

8

(
â2 − (â†)2

))
. (5.42)

Por analoǵıa con b̂ y b̂†, podemos definir

Â = ŜâŜ† (5.43)

y

Â† = Ŝâ†Ŝ†. (5.44)

Aplicando este resultado en (5.29) tenemos

|ψ(t)⟩ = e−itω̃(Â†Â+1/2)|ψ(0)⟩,

= e−itω̃Ŝ(â†â+1/2)S† |ψ(0)⟩,

= Ŝe−itω̃(â†â+1/2)Ŝ†|ψ(0)⟩,

y multiplicando por e−itω̃(â†â+1/2)eitω̃(â
†â+1/2), obtenemos

|ψ(t)⟩ = e−itω̃(â†â+1/2)eitω̃(â
†â+1/2)Ŝe−itω̃(â†â+1/2)Ŝ†|ψ(0)⟩. (5.45)
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De igual forma que para el operador de desplazamiento, definimos el operador de

compresión dependiente del tiempo como

Ŝω̃(λ, t) = eitω̃(â
†â+1/2)Ŝe−itω̃(â†â+1/2),

= eitω̃(â
†â+1/2)e

1
8
ln(1+λ)(â2−(â†)2)e−itω̃(â†â+1/2),

= exp

[
1

8
ln(1 + λ)

(
eitω̃(â

†â+1/2)â2e−itω̃(â†â+1/2)

− eitω̃(â
†â+1/2)(â†)2e−itω̃(â†â+1/2)

)]
,

por lo que finalmente obtenemos

Ŝω̃(λ, t) = exp

[
1

8
ln(1 + λ)

(
â2e−2itω̃ − (â†)2e2itω̃

)]
. (5.46)

Entonces (5.45) toma la forma

|ψ(t)⟩ = e−itω̃(â†â+1/2)Ŝω̃(λ, t)Ŝ
†(λ)|ψ(0)⟩. (5.47)

Desarrollando la exponencial compleja en su serie de Taylor

e
√
1+λÂ =

∞∑
n=0

λn

n!

dn

dλn
e
√
1+λÂ

∣∣∣∣
λ=0

= eÂ
(
1 +

λ

2
Â+

λ2

2!2

[
Â2 − Â

]
+ · · ·

)
, (5.48)

donde Â = −itω(â†â+ 1/2) = −itĤ0.

Sustituyendo este resultado en (5.47), tenemos que

|ψ(t)⟩ = eÂ
(
1 +

λ

2
Â+

λ2

2!2

[
Â2 − Â

]
+ · · ·

)
Ŝω̃(λ, t)Ŝ

†(λ)|ψ(0)⟩. (5.49)

Nuevamente, comparando este resultado con (4.39), tenemos que el operador de

Dyson para la perturbación cuadrática es

ÛD =

(
1 + (−it)λ

2
Ĥ0 +

λ2

2!2

[
(−it)2Ĥ2

0 − (−it)Ĥ0

]
+ · · ·

)
Ŝω̃(λ, t)Ŝ

†(λ). (5.50)

Notamos que para esta perturbación el operador de Dyson no tiene una solución

exacta, tal y como ocurrio en la perturbación lineal; sin embargo, la solución que

encontramos para (5.50) está dada en términos del operador de compresión Ŝ.
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Retomando la ecuación (5.46), consideremos el caso para Ŝω̃ cuando t = nπ/ω̃

entonces

Ŝω̃ = Ŝ(λ)

lo cual implica ∣∣∣∣ψ (nπω̃ )
⟩

= e−inπ(â†â+ 1
2)|ψ(0)⟩, (5.51)

y cuando t = (n+ 1/2)π/ω̃ entonces

Ŝω̃ = Ŝ†(λ),

de tal manera que∣∣∣∣ψ((n+ 1/2)π

ω̃

)⟩
= e−i(n+1/2)π(â†â+ 1

2)(Ŝ†(λ))2|ψ(0)⟩ (5.52)

donde n es un entero.

Estos dos casos nos indican los punto de nula compresión (5.51) y de máxima

compresión (5.52) que tiene el sistema a lo largo de su evolución. Además, también

podemos ver que esta compresión será periódica y la frecuencia de ésta dependerá de

ω̃(λ).

El siguiente paso en este análisis es hacer una aproximación a primer orden de la

ecuación (5.47) en una forma similar a la perturbación lineal. Primero desarrollando

Ŝ y Ŝ† en su serie de Taylor, tenemos que

Ŝ† =
∞∑
n=0

Ŝ†(n)(0)

n!
λn (5.53)

y

Ŝω̃ =
∞∑
n=0

Ŝ(n)(0)

n!
λn. (5.54)

Considerando λ≪ 1 podemos truncar a primer orden las sumatorias anteriores,

por lo que

Ŝ† ≈ Ŝ†(0)(0) + λŜ†(1)(0)
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Figura 5.4: En esta gráfica podemos ver la evolución temporal de las soluciónes de la
ecuación (5.29) para x = 0 y λ = 3, 15, 63 respectivamente. Nuevamente se ha usado el
estado de vaćıo como condición inicial.

y

Ŝω̃ ≈ Ŝω̃(0) + λŜ
(1)
ω̃ (0).

Pero se puede ver facilmente que

Ŝ†(0)(0) = Ŝ
(0)
ω̃ (0) = 1, (5.55)

y además

Ŝ†(1) =
∂S†

∂λ
=

exp
[
ln(1+λ)((â†)2−â2)

8

]
8(1 + λ)

((â†)2 − â2). (5.56)

Evaluando esta expresión en λ = 0, obtenemos

Ŝ†(1)(0) =
((â†)2 − â2)

8
. (5.57)

Para hallar Ŝ
(1)
ω̃ , empezaremos por resolver

Ŝ
(1)
ω̃ =

∂Ŝω̃

∂λ
=

∂

∂λ
exp

[
1

8
ln(1 + λ)

(
â2e−2itω̃ − (â†)2e2itω̃

)]
,

= exp

[
1

8
ln(1 + λ)

(
â2e−2itω

√
1+λ − (â†)2e2itω

√
1+λ
)]
,

× ∂

∂λ

1

8
ln(1 + λ)

(
â2e−2itω

√
1+λ − (â†)2e2itω

√
1+λ
)
.
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Realizando la derivada y reacomodando términos, tenemos

Ŝ
(1)
ω̃ =

Ŝω̃

8

(
â2e−2itω

√
1+λ − (â†)2e2itω

√
1+λ

1 + λ
,

+
(iωt) ln(1 + λ)

(
â2e−2itω

√
1+λ + (â†)2e2itω

√
1+λ
)

√
1 + λ

)
. (5.58)

Evaluando esta expresion en λ = 0, se reduce a

Ŝ
(1)
ω̃ (0) =

1

8

(
â2e−2itω − (â†)2e2itω

)
. (5.59)

Entonces multiplicando (5.57) y (5.59) encontramos

Ŝω̃Ŝ
† = 1 +

λ

8

(
(â†)2(1− e2iωt) + â2(e−2iωt − 1)

)
. (5.60)

Truncado de igual forma a primer orden la ecuación (5.48) tenemos

e−itω̃(n̂+1/2) ≈ e−itω(n̂+1/2) +
λ

2
(−itω)e−itω(n̂+1/2)(n̂+ 1/2). (5.61)

Sustituyendo este resultado y (5.60) en (5.47), obtenemos

|ψ(t)⟩ = e−itĤ0

(
1 +

λ

8

(
(â†)2(1− e2iωt) + â2(e−2iωt − 1)

)
− λ

itω

2

(
n̂+

1

2

))
|ψ(0)⟩.

(5.62)

Nuevamente tomando el término

e−itĤ0

(
1

8

(
(â†)2(1− e2iωt) + â2(e−2iωt − 1)

)
− itω

2

(
n̂+

1

2

))
|ψ(0)⟩,

y considerando la condición inicial |n(0)⟩ podemos ver que la expresión resultante

es igual a la ecuación (4.49), por lo tanto podemos asociar los estados comprimidos

con nuestro modelo de la teoŕıa de perturbaciones y con el operador de Dyson.

5.3. Estados coherente generalizados

Hemos visto en las secciones anteriores que considerar perturbaciones lineales

ó cuadráticas en la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo genera estados
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coherentes ó estados comprimidos respectivamente. Por lo que para finalizar este

caṕıtulo analizaremos el caso general, es decir, cuando ambas perturbaciones se

consideran en (5.1).

Consideremos la ecuación

|ψ(t)⟩ = e
−it

(
Ĥ0+λ

(
γx̂+ω2

2
x̂2

))
|ψ(0)⟩,

= exp

[
−it

(
p̂

2
+
ω̃2

2
x̂2 + λγx̂

)]
|ψ(0)⟩, (5.63)

por lo que el Hamiltoniano es

Ĥγ,ω̃ =
p̂

2
+
ω̃2

2
x̂2 + λγx̂. (5.64)

El Hamiltoniano anterior puede ser escrito como

Ĥγ,ω̃ = D†(ω̃)

(
p̂

2
+
ω̃2

2
x̂2
)
D̂(ω̃), (5.65)

donde

D̂(ω̃) = e
λγ√
2ω̃3

(Â†−Â)
. (5.66)

Utilizando las relaciones (5.43) y (5.44), tenemos que el operador D̂(ω̃) puede es-

cribirse como

D̂(ω̃) = Ŝe
λγ√
2ω̃3

(â†−â)
Ŝ†,

= ŜD̂γŜ
†. (5.67)

Por lo tanto la ecuación (5.64) puede ser reescrita como

|ψ(t)⟩ = D̂†(ω̃)Ŝe−itω̃(n̂+1/2)Ŝ†D̂(ω̃)|ψ(0)⟩,

= ŜD̂†
γe

−itω̃(n̂+1/2)DγŜ
†|ψ(0)⟩,

= e−itω̃(n̂+1/2)eitω̃(n̂+1/2)D̂†
γe

−itω̃(n̂+1/2)eitω̃(n̂+1/2)Ŝe−itω̃(n̂+1/2)D̂γŜ
†̂|ψ(0)⟩,

= e−itω̃(n̂+1/2)D̂†
γ(t)Ŝω̃(t)D̂γŜ

†|ψ(0)⟩. (5.68)

En esta última ecuación podemos ver que la evolución temporal del ket |ψ(t)⟩ está es-

crita en términos del operador de desplazamiento y del operador de compresión, por
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lo que al aplicar una condición inicial espećıfica a la ecuación (5.68) observaremos

la interacción que surge entre estos dos operadores. En concreto, si escogemos nue-

vamente el estado de vaćıo como la condición inicial, tenemos que la ecuación (5.68)

toma la forma

|ψ(t)⟩ = e−itω̃(n̂+1/2)D̂†
γ(t)Ŝω̃(t)D̂γŜ

†|0(0)⟩

y tomando la definición (3.41), tenemos que

|ψ(t)⟩ = e−itω̃(n̂+1/2)D̂†
γ(t)Ŝω̃(t)

∣∣∣∣ λγ√
2ω̃
,− ln(1 + λ)

⟩
. (5.69)

En la figura siguiente se muestra la evolución temporal de algunas soluciones que

satisfacen a la ecuación (5.69).
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Figura 5.5: En estas gráficas podemos ver la evolución temporal de dos estados coherentes
generales; los llamamos de esta forma debido a que usamos las perturbaciones lineal y
cuadrática al mismo tiempo para generarlos, y además la condición inicial que usamos es
el estado de vaćıo. Ambas gráficas tienen el mismo valor de λγ, sin embargo, la frecuencia
en (a) es ω̃ mientras que para (b) es 2ω̃.
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Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado una nueva técnica de aplicación a la teoŕıa de

perturbaciones de Rayleigh-Schrödinger. Esta nueva implementación se pudo cons-

truir a través de la solución formal de la ecuación de Schödinger (4.4) para un

Hamiltoniano independiente del tiempo de la forma Ĥ = Ĥ0 + λV̂ . Sin embargo,

la idea esencial de nuestro método, consistió en proponer la matriz M definida en

(4.6), lo cual nos permitió transformar la serie de Taylor del ket |ψ(t)⟩, que estaba

en términos de productos de los operadores Ĥ0 y V̂ , en una sumatoria infinita de

las potencias de M la cual fue más fácil de manejar.

Atacar el problema en cuestión desde esta perspectiva trae una serie de resultados

tales como:

Este método nos permite expresar los términos de las series perturbativas en

forma de integrales dependientes del tiempo que están acotadas en el intervalo

[0, t], como se muestra en (4.29) y (4.60). Una propiedad interesante de las

ecuaciones mencionadas anteriormente es que en las formas que son presen-

tadas no distinguen si es el Hamiltoniano Ĥ0 es degenerado o no, por lo que

las ecuaciones que proporcionamos para las correcciones son expresiones muy

generales.

Cuando resolvemos el correspondiente orden de corrección a |ψ(0)(t)⟩, podemos
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ver que esta contiene la corrección al eigenvalor y al eigenket del sistema

(2.37), como podemos ver en las ecuaciones (4.33) y (4.62), y además contiene

otra serie de términos dependientes del tiempo que nos permiten analizar la

evolución temporal del sistema.

Por medio de este resultado tenemos que al plantear el Hamiltoniano Ĥ en

la ecuación de Schrödinger y analizarlo con base en el sistema estacionario

generado por Ĥ0, encontramos que la solución que satisface a Ĥ no es un

sistema estacionario, como se contempla en la teoŕıa de R-S, sino que es una

solución que tiene una evolución temporal y por lo tanto también es necesario

calcular su corrección, lo cual obtenemos con nuestro método.

Un aspecto importante a resaltar en este modelo es que este puede ser apli-

cado de forma eficiente a cualquier sistema cuántico que posea operadores

de creación y aniquilación, como por ejemplo los operadores de Susskind-

Glogower.

Por motivos de comparación de nuestro método con la teoŕıa de R-S, resolvimos

las correcciones a primer y segundo orden de los potenciales lineal y cuadrático

como potenciales perturbativos sobre el oscilador armónico y encontramos que la

solución proporcionada no solo contiene los resultados del caso estacionario, sino que

encontramos otros términos de dependencia temporal que nos ayudan a estudiar la

evolucion temporal de las correcciones en estudio.

Además, aplicamos nuestro modelo a potenciales más complejos tales como el po-

tencial coseno y de Morse para analizar su comportamiento con este nuevo método.

Sin embargo, antes de aplicar este modelo, primero desarrollamos estos potenciales

en su serie de Taylor para obtener nuevamente un oscilador armónico más una serie

infinita de potenciales perturbativos. Como un paso previo para resolver los sistemas

anteriores, aplicamos el ordenamiento simétrico propuesto por Fuji [24] de tal mane-

ra que encontramos que para este tipo de problemas las correcciones a primer orden
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están asociados con los polinomios de Laguerre. Siendo más espećıficos encontramos

que la corrección a la enerǵıa está dada en términos de un polinomio de Laguerre,

mientras que la corrección a la función de onda está dada como una sumatoria in-

finita de polinomios asociados de Laguerre. Aunque esto último es una desventaja

debido a que no podemos encontrar una expresión anaĺıtica para este tipo de cor-

rección, podemos hacer algún tipo de aproximación o truncamiento para darnos una

idea de cómo puede ser la solución final.

Considerando la forma de la series perturbativas que obtuvimos de nuestro análi-

sis, pudimos mostrar que este modelo puede ser asociado de forma directa con el

operador de Evolución Temporal u Operador de Dyson del potencial perturbativo

V̂ , y además podemos proveer una notación diferente a este dada por la ecuación

(4.149). Como el operador de Dyson es una herramienta bien estudiada entonces

obtener un resultado de este tipo es una fuerte demostración de que nuestro análi-

sis puede ser aplicado a problemas más complejos relacionados con la teoŕıa de la

dispersión, la óptica cuántica, como es mostrado en [30], [31] y [32], u otras ramas

de la f́ısica cuántica.

Por último, tomando nuevamente la expresión (4.4) y sustituyendo los poten-

ciales perturbativos lineal y cuadrático en esta, encontramos que el ket |ψ(t)⟩ tiene

solución exacta en términos de los operadores de desplazamiento y de compresión

respectivamente, y además estos dependen del parámetro λ. Esto es de gran utili-

dad, ya que podemos desarrollar estos operadores en sus series de Taylor y hacer

aproximaciones del orden n-esimo de tal forma que podemos comparar estas con

los resultados obtenidos por nuestro método. En particular, hicimos la comparación

entre la aproximación a primer orden y la corrección a primer orden de |ψ(t)⟩, ob-

servando que son las mismas expresiones, lo cual nos permite establecer parámetros

para validar el análisis matricial de la teoŕıa de perturbaciones que hemos desarro-

llado.

Adicionalmente, al considerar que estas dos perturbaciones actúan al mismo
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tiempo sobre Hamiltoniano Ĥ0 nos permite generar estados coherentes de tal mane-

ra que podemos observar la interacción entre el operador de compresión y desplaza-

miento en la evolución temporal de la función de onda.
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de vaćıo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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