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CAPITULO 1.

1.1 Introduccion general y planteamiento del problema

Al analizar la propagacion de campos Opticos es posible detectar alto contenido energético
localizado en pequefias regiones del espacio, conocidas como regiones focales o causticas (RF).
Estas se generan en donde las trayectorias del campo Optico convergen mediante un proceso de
compresion o confinamiento espacial del frente de onda. Estos procesos de compresion pueden ser
inducidos fisicamente en el campo 6ptico por alguna componente dptica por ejemplo una lente o
una curva rendija con una determinada curvatura, en este caso el campo Optico es focalizado y la
geometria de su region focal es definida por la envolvente de centros de curvatura de la condicion
de frontera [1]. En el contexto de la dptica contemporanea se han realizado investigaciones sobre
los mecanismos de generacién de regiones focales asi como la sintesis de diversos procesos épticos
asociados a las propiedades fisicas de las regiones focales, como un ejemplo se encuentran procesos

de vorticidad, bifurcacidn, corrimientos de fase [2, 3].

Para describir algunos de los efectos en el campo Optico con una region focal (RF) presente, se debe
entender que este es generado a través de un proceso no-lineal, debido a que el campo Optico
emergente de un punto en la condicién de frontera (transmitancia), interacciona con el campo dptico
de los puntos adyacentes de esta misma. De esta manera, el campo Optico experimenta compresion
generando cambios en su funciéon de amplitud y también en su funcién de fase dando lugar a

procesos de autorregulados los cuales se manifiestan en los cambios de la direccion de propagacion



del campo Optico. Cuando este proceso es generado por el paso de un campo 6ptico a través de una
lente de curvatura constante, el proceso de compresion es el mismo para el campo emergente de
cualquier punto de la lente siguiendo el principio de Huygens [4], siendo un punto la region focal
para este caso. Sin embargo esto cambia cuando la geometria del elemento Optico es irregular, por
ejemplo una rendija de funcion de curvatura monoétonamente creciente, en este sistema optico la
compresidn que experimenta el campo emergente de un punto en la rendija o condicion de frontera
serd distinta dado que la funcion de curvatura varia de manera distinta en cada punto. Es decir la
compresién de campo depende directamente de la geometria de la condicion de frontera, esta
condicion la extenderemos en este trabajo dando asi una alternativa de analisis de las propiedades
topoldgicas del campo 6ptico, esto se traduce en un andlisis de las propiedades dindmicas en las
distintas regiones del campo 6ptico. Como caso especial se estudia el fenémeno de interaccion entre

regiones focales de tipo Pearcey [5].

De manera natural una generalizacion del analisis del campo 6ptico con RF en su propagacion esta
dada cuando se estudia su evolucion espacial variando en el tiempo. Esta generalizacion es bastante
apropiada al analizar los efectos no-lineales mencionados. En este contexto es viable un analisis
dinamico de la evolucion de campo Optico, proponiendo asi la aplicacién de algunos modelos
dindmicos no-lineales [6-9], desarrollando estos desde el punto de vista que ofrece la teoria de
estabilidad, con ello se explica de manera apropiada la existencia de bifurcaciones en el campo
Optico en la vecindad de una RF. Debe mencionarse que aungue los modelos de dindmica no-lineal
funcionan muy bien para explicar algunas propiedades del campo Optico con RF, este es apenas un

topico a desarrollar en trabajos futuros.

Como caso especial, en este trabajo se propone la aplicacién del modelo logistico (Lotka-Volterra)
estudiado en la dinamica de poblacion. La aplicacion de este modelo parte del hecho de que el
proceso de compresién del campo dptico puede ser estudiado como un proceso auto-regulado dado

que su evolucidn en distintos instantes de tiempo es el resultado colectivo de la evolucion local de



este. Es decir para el campo emergente de cada punto de la condicién de frontera se tendran
perturbaciones del campo emergente de los puntos vecinos, esto se puede aproximar localmente
como una auto-interaccion, generando de esta manera distintos valores de auto-interaccion para el
campo emergente de cada punto sobre la condicion de frontera, estos dependeran de la funcién de
curvatura. En este contexto es posible trasladar algunas propiedades importantes obtenidas del
analisis de estabilidad de la ecuacidn logistica, una de estas consiste en la existencia de regiones
estables en las cuales son generados efectos de bifurcacion. En nuestro analisis estas propiedades
son asociadas a las regiones focales con lo cual se tendran valores no-Unicos para la funcion de fase
del campo éptico, esto implica la generacion de un efecto fisico nuevo denominado auto-refraccion,
debido a que en la vecindad de la RF el indice de refraccidn efectivo se aproxima a cero. Es
importante mencionar que en el modelo logistico es posible implementar el concepto de fractalidad,
este fendmeno se presenta al analizar la evolucion de los puntos fijos de la ecuacién logistica, una
consecuencia es la propiedad de auto-semejanza en la evolucion de bifurcaciones [6,7]. En nuestro
estudio este concepto serd retomado como una propiedad particular del campo 6ptico sobre una RF,
esto lo hara distinguible del resto del campo 6ptico en donde no se tiene focalizacidn, es decir las
propiedades métricas de la funcién de fase del campo dptico en una RF es distinta de la métrica en

la funcién de fase en el resto del campo.

Un modelo que propone P. Prasad es implementando la ecuacion de Burgers, explicandolo de la
siguiente manera: La propagacion de un frente de onda no-lineal curvado es influenciado por dos
procesos importantes: (i) Diferentes puntos de un frente de onda viajan con diferente rapidez
dependiendo de la amplitud local conduciendo a un compresion longitudinal de rayos y (ii) Una
desviacion lateral de rayos que es producida debido a una distribucion no-uniforme de la amplitud
en el frente de onda [10]. En este trabajo de tesis se presenta evidencia experimental de esta Ultima

propiedad la cual se analiza incorporando efectos de difusién al campo oOptico.



Partiendo de las ideas anteriores es posible hacer un analisis para el campo 6ptico en las RF en
donde se pueden entender estas como ondas de choque las cuales presentan propiedades de tipo

particula [10,11].

Una vez desarrollados los conceptos anteriores en este trabajo ha surgido la necesidad de hacer una
descripcion mas completa del campo Optico con RF presentes. Por una parte, se ha mencionado que
las RF pueden ser descritas como efectos colectivos de compresion del campo 6ptico, mediante el
modelo logistico como primera aproximacion partiendo del hecho de que este es un proceso auto-
regulado. Esta condicion es justificada al introducir en la ecuacion de Burgers un término que
describe la presencia de la RF en la perturbacion local del campo 6ptico, esto significa representar
la RF como un “sumidero” de campo. Con esta condicion surge también la necesidad de hacer un
analisis en donde se involucren soluciones que representen ondas evanescentes del campo dptico.
Con este proposito es desarrollado el analisis de transiciones de campos ondulatorios y difusivos, en
donde se muestra que los efectos de difusion son predominantes sobre la RF. De manera general
este analisis se desarrolla utilizando el método de funciones Green para resolver la ecuacion de
onda-difusion, este andlisis conducird a proponer una relacion de dispersion para el célculo del

indice de refraccion efectivo.

El objetivo de la tesis consiste en realizar la sintesis y estudio de las propiedades fisicas de las
regiones focales, en particular analizar procesos de morfogénesis y de bifurcacion dptica asi como
procesos de entropia y fractalidad dptica, estos ultimos son generados por la compresion del campo
optico y de efectos de difusion Optica, para cumplir con este objetivo, se propone la siguiente

estructura de la tesis.

En el capitulo 2. Se hace presentan los conceptos de dptica sobre los cuales nos vamos a referir a lo

largo de este trabajo, el analisis iniciara con el desarrollo modal de la ecuacién de Helmholtz. En



esta representacion podemos expresar de manera general un campo Optico, como una combinacion
lineal de soluciones modales que representaran ondas planas, cada una de las cuales esta definida
mediante una funcién de amplitud y una funcidn de fase, de esta Gltima se hace un analisis extremal
para mostrar las condiciones que debe cumplir esta al tratarse de una RF. Una vez analizada la
representacion en espectro angular para un campo optico y sus condiciones extremales, estas son

aplicadas para la sintesis de regiones focales.

En el capitulo 3 se analiza el campo difractado por una curva en 3-D utilizando la formulacién de
Frenet-Serret, en esta representacion las propiedades geométricas de una curva parametrizada
pueden describirse por medio de la evolucién de una base local definida sobre esta. Esto permite
analizar el campo difractado de forma separada en tres planos estos son: Plano Osculante,
Rectificante y Normal, con la ventaja de caracterizar los 6rdenes de perturbacion geométrica de una
curva en cada uno de estos planos. Consecuentemente la descripcion del campo difractado es
caracterizada genéricamente por las propiedades topoldgicas de una curva rendija en el espacio, en
especial cuando se tiene la presencia de RF [12]. Esta descripcion debe ser empatada con la
obtenida en Teoria de catéastrofes [1, 13, 14], en la cual se estudian las singularidades (RF) del

campo Optico partiendo del analisis de la evolucion de sus puntos de estabilidad.

En la primera seccion del capitulo 4 se estudia el campo 6ptico difractado incluyendo la presencia
de fendmenos de transporte ondulatorio y difusivo. Para este analisis se resuelve la ecuacién de
onda-difusién utilizando el método de funciones de Green, de donde se deduce la funcién de
relacion de dispersion con la que se describen las transiciones ondulatorio-difusivas expresadas a
través de las variaciones del indice de refraccion efectivo. En particular se deduce que en las RF los
efectos difusivos son predominantes, en consecuencia el campo Optico exhibe propiedades tipo
particula, satisfaciendo la ecuacion de Poisson, en estas condiciones el valor del indice de refraccion
efectivo es cercano a cero generando un nuevo efecto Optico que denominamos “efecto de auto-

refraccion”, el cual consiste en el doblamiento de la fase del campo Optico hacia la RF como



resultado colectivo del campo oOptico auto-regulado. En la segunda seccién de este capitulo se
estudia la interaccién entre dos RF de tipo Pearcey analizando su estructura topoldgica, este andlisis
es implementado en dos pasos, el primero es analizando interaccion de irradiancia, el cual nos
permite identificar regiones de organizacion del campo oéptico. El segundo es analizando la
interaccién de amplitud donde se muestra que las franjas de interferencia son organizadas en torno a
la distribucidon de irradiancia. EI comportamiento topoldgico del campo Optico es analizado
identificando regiones con diferentes funciones de fase, una de ellas corresponde con una funcion
de catastrofe que tiene asociada una RF, la otra regién puede ser aproximada por una regién
cuadratica. La consecuencia mas importante heredada de la estructura de la funcién de fase, es que
las franjas de interferencia emergen de las RF teniendo estas un comportamiento similar al de carga

topoldgica, se muestran resultados experimentales de esta propiedad. [5, 15].

En el capitulo 5 se estudian las propiedades fisicas resultantes de la interaccion entre RF. Este
andlisis es desarrollado partiendo del hecho de que las RF exhiben propiedades de tipo particula y
de gue la interaccion entre ellas es similar a una colision inelastica. Para este analisis se consideran
RF generadas en un medio con indice de refraccion aleatorio, de donde se observa que la
distribucion de irradiancia a lo largo de las RF cambia de acuerdo con un proceso de difusion y la
colision entre ellas presenta efectos de tipo vortice. Este estudio es implementado resolviendo la
ecuacion de transporte de irradiancia. Se obtienen resultados experimentales, los cuales estan en

buena concordancia con el modelo teérico presentado [16].

En la segunda parte de este capitulo se hace un analisis de estabilidad para la ecuacion logistica, la
cual se propone como un modelo para describir las fluctuaciones del campo dptico con RF, las
cuales son identificadas como regiones estables de la funcién de fase, esta Gltima condicion es
soportada por su comportamiento de tipo atractor de campo, permitiendo realizar un analisis de
bifurcaciones en la funcion de fase modificando el indice de refraccion efectivo, de acuerdo con

este andlisis los valores de funcion de fase presentaran discontinuidades, esto significa que la fase



sobre RF es multi-valuada. Complementario a este andlisis se propone una definicion de dimensién
fractal asociada a procesos de entropia implicados en el proceso de compresion. Los resultados de

este analisis estan en correspondencia con la descripcion de efectos de auto-refraccion.

Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones generales y se plantean futuras lineas de

investigacion.

CAPITULO 2.

2.1 Soluciones modales de la ecuacién de Helmholtz.

En esta seccidn se resuelve la ecuacion de Helmholtz utilizando el método de operadores, la idea de
utilizar este método es analizar la estructura de los campos 6pticos que cumplan la condicion de ser
adifraccionales en su propagacion, para este caso la direccion de propagacion corresponde al eje z,
para este analisis partimos de la definicién del operador de propagacion axial A de la siguiente

manera

62
2L+ AP =0, (2.1)

de donde el operador A genera desplazamientos en la coordenada axial z sobre el campo
representado por la funcion espacial ¢ = ¢(x,y, z) , siendo este Gltimo una funcién propia de A, es

decir se satisface la ecuacion A¢ = p¢, siendo p un nimero complejo.
Al proponer soluciones separables el campo 6ptico de la forma

¢ y,2) =Z(2f (x,y) , (2.2)

y sustituyendo Ec. (2.2) en Ec. (2.1), se obtiene que el campo 6ptico ¢ adquiere la forma siguiente



¢ = exp(iAz)f (x,y), (2.3)

La caracteristica de campo adifraccional viene expresada de la condicidn de funcién propia de la
seccion transversal f(x,y) del campo Optico bajo el operador A, esto se expresa en la siguiente

ecuacion

Af(x,y) = iBf(x, ), (2.4)
Tomando en cuenta el siguiente desarrollo para la funcion exponencial

(4z)? | (Az)3

exp(idz) =1+ (Az) + -ttt (2.5)
en la Ec. (2.5) se encuentra que el campo 6ptico toma la siguiente forma,
¢ = exp(ifz)f (x,y), (2.6)

en donde P es un valor propio del operador A. Al sustituir en la ecuacion de Helmholtz se obtiene

que el perfil en amplitudes del modo dptico satisface la ecuacién

Vif(x,y)+ (K% = BAf(x,y) = 0. 2.7)

Mediante esta ecuacion se describen las soluciones transversales del campo Optico ¢, para cada
valor propio . Se debe mencionar que bajo la condicion impuesta al principio de este analisis se
debe cumplir la norma para cada modo 6ptico dada por la ecuacion A% = V2 + K2, mediante esta
ecuacion se estara estableciendo una relacion de balance entre la estructura transversal con la

estructura axial del campo 6ptico, definiendo asi un modo 6ptico.

2.2 Propiedades extremales del campo optico.



En la seccidn anterior se ha visto que un campo ondulatorio tiene sentido fisico al satisfacer la
ecuacion de Helmholtz, en general cada una de estas soluciones es constituida por una funcion de
amplitud a = a(x,y,z) y una funcion de fase L = L(x,y,z) configuradas de la forma general

siguiente [4, 17]

¢(x,y,2) = a(x,y, z)exp(ikoL(x,y, 2)), (2.8)

Con la cual se puede caracterizar la evolucion espacial en términos de la relacion de balance entre la
funcion de amplitud y la funcién de fase del campo Optico, en esta Ultima se incluye informacion
del medio y su balance con la trayectoria de propagacion espacial del campo. El anélisis de este
balance estructural nos permite caracterizar efectos no-lineales presentes en un proceso de

compresion de campo Optico.

Este analisis se implementa al proponer un campo éptico de la forma dada por la Ec. (2.8), que al

sustituir en la ecuacion de Helmholtz, y separando la parte real e imaginaria se obtiene [1]
— (2
VZa+kZ(n? - (VL) )a =0, (2.9.3)

V- (aVL) +Va-VL =0, (2.9.b)

De donde n denota el indice de refraccion. En las Ecs. (2.9) el caracter dinamico de balance entre
las funciones de amplitud y fase resultan evidentes a través de la Ec. (2.9.b). Si Va-VL =0,
entonces la funcion de fase satisface la ecuacion de Laplace V2L = 0, es decir no existen fuentes o
sumideros para la fase en la propagacion del campo éptico, de esta condicion se deduce que la
evolucion espacial de la fase es generada Unicamente por las variaciones del medio dado por el
indice de refraccién n, cumpliéndose la condicién n* — (VL)2 =0, la Ec. (1.9.a) se reduce a la

ecuacion de Laplace para la amplitud de campo VZa = 0, en resumen

Si Va-VL=0, = VZa =0 (2.10.a)



ViL =0, (2.10.b)

Cuando la condicién Va - VL # 0, las funciones de amplitud y fase ya no cumplen la ecuacion de
Laplace, con esta condicidn se describe la existencia de fuentes y sumideros de fase y de amplitud,
consecuentemente modificando la funcién de amplitud en la propagacion de campo. En estas

circunstancias las no-linealidades existentes en el campo 6ptico pueden ser caracterizadas.

A continuacién se realiza un analisis extremal complementario a la descripcién anterior el cual
corresponde a una descripcion genérica de la evolucidon espacial del campo O&ptico en su
propagacion balanceada con la distribucion espacial del medio de propagacion, esta relacion de

balance se cumple al condicionar la fase al principio de Fermat.

2.3 Principio de Fermat.

El principio de Fermat establece que el camino 6ptico en la propagacion de la luz es minimo, lo
cual significa que su variacién es igual a cero [18]. Para este andlisis consideremos sin pérdida de
generalidad las variaciones de trayectoria de un campo éptico propagandose entre dos extremos

fijos distintos A'y B en el plano (x, y).

En este caso la funcion de fase del campo Optico es una funcion de la forma L = L(x,y,y"), en

donde se tiene que y" = dy / dy teniendo entonces la integral de camino Optico esta dada de la

siguiente manera
S = ffL(x,y,y')dx (2.11)

Para introducir variaciones en esta Ultima integral se considera una familia paramétrica de
trayectorias generadas a través del pardmetro e, entonces la integral de camino Optico es

determinada de la forma



S(a) = ffL(x,y(e),y'(e))dx (2.12)

En este caso por simplicidad las variaciones de S se implementan a través de la variable y dada por

la ecuacion

y(x,€) =y(x) + €y (2.13)

Lo cual significa que las variaciones para cada valor de x , estan dadas por el desplazamiento en
torno a la curva y(x,e = 0) = y(x) , en la cual para cada valor del pardmetro e esta asociada una
curva desplazada respecto de la trayectoria minima, teniendo como maximo la curva y(x,e = 1) =
y(x) + 8y véase la Fig.(2.1). Para esta configuracion la familia de curvas satisface la condicion de

extremos fijos, esto significa que (8y), =0y (6y)p = 0.

Fig. (2.1) Variacion de trayectorias de campo dptico.

Las variaciones dadas en la Ec. (2.13) son definidas para cada valor de €, las cuales son
independientes de las operaciones de integracion y derivacién respecto de la coordenada x, por lo
cual estas operaciones conmutan con las variaciones en y, considerando lo anterior, las variaciones

de la integral de camino Optico S de la Ec. (2.12) son expresadas como

6S(e) = ff SL(x,y(€),y'(€))dx (2.14)



En donde la variacion de la funcién de fase es desarrollada respecto de la variacion de y a través del

parametro a en la siguiente ecuacion y sus variaciones son expresadas como

oL = L(x,y(x, €),v (x, 6)) - L(x,y(X),y'(X))

éyoL 6y oL
_[ByaL L
6edy b€ dy

= [ L ()] gy + L[y, (2.15)
y y y

d [oL _— .
Se hace notar que = [a—y,6y] representa un término de frontera al ser evaluado en la integral de la

Ec. (2.14), siendo este igual a cero dado que (6y)4 = 0y (6y)g = 0. Cumpliéndose el principio de
Fermat, las variaciones de camino éptico deben ser extremales por lo cual la Ec. (2.14) es igual a

cero

_ JL d (0L _

Esta ultima es conocida como ecuacion de Euler [19]. Cuando se tiene la funcion de fase dada por

L(x,y,y) =n(x,y){/1+y? (2.17)

Al cumplir la condicion extremal y considerando que ds = /1 + y"2dx, se tiene la ecuacion de

Euler para la funcién de fase dada en la Ec. (2.17) es

on d dy\ _
5 — E (TLE) = 0, (218)

Para el caso espacial, la anterior esta dada en forma vectorial
Vn-<(nZ) =0, (2.19)

Por otro lado se hace notar que al definir la variacion funcional de camino dptico 5L y la variacion

diferencial dL, son definidas para este caso de manera independiente, por lo tanto se cumple que



dL = nds 6L = sén (2.20)

. . cdL -
Por lo cual de la primera igualdad se obtiene =t VL = n, que al tomar el modulo cuadrado de

ambos lados se obtiene la siguiente ecuacion
— 2
|VL|" = n?, (2.21)

Esta ultima es conocida como ecuacion de iconal y se establece como una equivalencia entre la
evolucion espacial de la fase de campo 6ptico y la estructura espacial del medio dado por el indice
de refraccion. Una generalizacion del andlisis anterior es definida cuando uno de los extremos de la
curva de fase que define la trayectoria de campo no es fijo, en este caso el analisis de la evolucién
de un conjunto de trayectorias es establecido mediante la variacién del extremo final, al condicionar
una relacion funcional en los extremos variables se define la geometria de la curva de fase

constante. En el caso lineal se seguira teniendo condicién de transversalidad. [19, 20]

2.4 Problema extremal de camino dptico con fronteras moviles.

Se realiza un analisis extremal para la funcional de camino 6ptico condicionando que el extremo
final sea un punto sobre la curva ¢ que representa las regiones de fase constante. En este caso la
diferencia de caminos Opticos estara dada por la variacién entre la trayectoria S; que conecta los
puntos extremos x, y xg + dxp Y la trayectoria S, que conecta los puntos extremos x, y xg, cuyas

integrales de camino éptico son
Sy = [T L,y + 8y,y + 8y )dx (2.22)
So = [, L(x,y,y)dx (2.23)

Es decir, la diferencia de camino éptico es expresada por 6S = S; — S,, teniendo entonces



8S = f;ifwa L(x,y + 8y, y" + 6y)dx — f;j L(x,y,y)dx (2.24)
La cual es separada de forma conveniente

8§ = f;:+5x3 L(x,y + 8y,y + 8y)dx —

~ [Pl y + 8y,y +8y) — L(x,y,y)]dx (2.25)

Al desarrollar la segunda integral, se obtiene

oL d(a_L

, , , oL
L2ILCoy +8y,y +8y) = L(x,y,y)]dx = [a—yﬁy]B W e

= )| oyax  (2.26)

De la cual el termino integral del segundo miembro de la Ec. (2.26) se anula al cumplir L la

condicion extremal entre los puntos x, y xg reduciéndose a la siguiente forma
[PMLGey + 8y,y +8) = LGx,y,y)dx = (8y5+) (2.27)
xA ) ) ) ) ay/ Bl .

Por otro lado la diferencia de camino éptico entre los puntos (xg,yg) Y (xg + 8xp,y5 + Syg) Se

obtiene de consideraciones geométricas siguientes

(6}’)(x3+6xB) - (5}’)9(3 = y/(xB)fst’ (228)

De esta manera la diferencia de camino Optico entre los extremos es expresada en la siguiente

manera
~ , 0 a
05 = [L(Fs) = OV 5 )xa 0% + [57]  (¥)xgrony (2.29)
B

En donde X € [x5, x5 + 6x5] Y (6Y)xy+8x; = ¥(xg + 8x5) — y(xp). Finalmente la diferencia de

camino 6ptico queda dada en la siguiente forma

|L- yj—yL] o+ [g—;] Syg =0 (2.30)



Esta es una ecuacion de que expresa la transversalidad entre la variacion en el plano (x,y) con las

variaciones de la funcional de fase L y se puede escribir como producto punto
(6x,6y) - (L—¥'Ly,L,) =0, (2.31)

Para caracterizar la evolucion de la region de fase constante (dL = 0) se promueve una relacion
paramétrica entre dx y 8y de la forma y = ¢(x,s), por lo cual 6y = ¢’(x,s)dx reduciendo la

ecuacion de transversalidad en términos de la funcion ¢
L+ (¢ —y)L, =0, (2.32)

Al considerar en esta Ultima ecuacion la fase de la forma L(x,y,y") = n(x,y)/1 + y"?, se obtiene

la siguiente relacion de transversalidad [19, 20]

1+2%_

dx 8§x ' (2:33)

de esta Gltima ecuacion se tiene que las trayectorias definidas por la variacién de la fase en
direccién de la propagacién del campo son ortogonales a la curva ¢ sobre la cual se definen las

variaciones 6L, en general la expresion dada en la Ec. (2.33) se puede escribir de la forma siguiente

dxéx  dydy _

En la cual se expresa la variacion de la fase sobre la curva ¢ define regiones de fase constante

-

respecto a la trayectoria de propagacion del campo, es decir £- 87 = 0, en donde £ es el vector
unitario en direccién de propagacién de campo, por lo cual se tiene la condicién Va-VL = 0. Esta
condicion de transversalidad no siempre se cumple, en especial cuando se tienen efectos no-lineales

como es el caso de procesos de compresion de campo.

Considerando las condiciones anteriores, se debe proponer la descripcion de la evolucion del campo
Optico de manera local introduciendo una parametrizacion para cada trayectoria dada por el

parametro s y un frente de onda cuya evolucion es descrita a traves del parametro «, de esta manera



la variacion de L en el plano (x, y) respecto a la curva definida por el parametro de longitud de arco

s esta dada por

dL _ dxOL |, dy dL __

ds  dsdx ds 0y =0 (2-35-3)

Mientras que la variacion sobre la curva definida por el parametro «, la cual representa variaciones

en direccion ortogonal a las trayectorias definidas por s, y esta dado por

8L _ 8xoL  SyoL _
Sa  dadx ' sa dy (2'35'b)
Mediante este sistema de ecuaciones se tiene en caso especial la siguiente condicion
Xs  Vs1 _
det [xa ya] =0 (2.36)

[3] Que corresponde a la descripcion de una regidn singular de fase, en este caso los vectores
tangentes de ambas curvas que representan curvas de fase, no son linealmente independientes (L.
I.). Esta descripcion es generalizada al caso espacial cuando la evolucion la fase representada por
dos coordenadas curvilineas mas un parametro (u,v,s), se definen las curvas caracteristicas que

satisfacen la condicién para cada valor del pardmetro s = cte.

oL
as

L(x(u,v),y(u,v),(u,v);s) =0 0 (2.37.a)

de las condiciones anteriores al eliminar el parametro s se obtiene una expresion para la superficie
envolvente, se debe destacar que esta superficie es formada por la unién de curvas caracteristicas
que denotan la interseccion entre superficies consecutivas L(s) = 0 y L(s + &s) = 0, por lo cual
sobre la superficie envolvente se tendran intersecciones de curvas caracteristicas cuyo limite esta

dado por la curva llamada limite de regresion y corresponde con las siguientes condiciones [19]

oL 9°L
L(x,y,2;,5) =0 <=0 ==0 (2.37.h)



Que para dos curvas caracteristicas consecutivas la Ec. (2.37.b), es equivalente a las siguientes
condiciones (¢-VL) =0 y (£-VL) , =0, que expresadas en las coordenadas curvilineas

(u, v), se tiene el sistema de ecuaciones

du dv

(ELH + ELU)S =0 (237C)
du dv _

(SeL.+ gLv)MS =0 (2.37.d)

Cuyo limite del determinante de este sistema de ecuaciones de acuerdo con la condicidn de limite

de regresion es

Slimo detM = (LyyLy, — Ly Ly)du + (LyyLy — Ly Ly)dv, (2.37.¢)
S—

Cuando esta Ultima ecuacion se anula, las coordenadas curvilineas (u, v) corresponden en este caso

a una curva singular definida por la condicion
LyyuLyy — LyyLyy =0 (2.37.F)

Del analisis variaciones se concluy6 la condicién que deben satisfacer las curvas de fase que
representan regiones singulares dadas mediante la Ec. (2.36), esta equivalencia se da cuando existe
una relacion funcional en la variacion correspondiente a las trayectorias definidas por sy @ Ly =
f(Ly), la cual define la curva singular, retomando el contexto de analisis variacional teniendo la

relacion funcional f se cumple que
§ (dL ) 5L , 82L
5 (@) =5 (f (@)) =/ (2.38.3)
A (8L _ d (rq(dL) _ 1d%L
ds (&x) T ds (f (ds)) T f ds? (2.38.0)
Cumpliéndose la ecuacion de region envolvente de fase o singular

st~ s ae) s (30) = 0 239



Esta dltima es analoga a la Ec. (3.37.f), en donde la descripcion corresponde a los vectores
tangentes sobre la superficie de fase mientras que la Ec. (2.39) es descrita respecto a curvas sobre la
superficie de fase. En el caso especial de que la funcién de fase estd representada como una

superficie cuyos pardmetros son las coordenadas x, y, esta puede ser expresada en la forma
L = L(x,y) (2.40)

El pardmetro de trayectoria de campo puede ser tomado como la coordenada z, mientras que los
parametros de superficie seran las coordenadas (x,y), en donde la condicion envolvente de fase es

expresada por

(ny)2 — LyxLyy =0, (2.41)

En este caso la region singular es analizada en la seccion transversal de la direccion de la
coordenada z. Cabe destacar que el analisis de variaciones en el espacio definido por las variables
(x,y,x",y") cuya informacion es contenida en la estructura topologia de la fase en las coordenadas
espaciales (x,y,z), en este sentido se realiza un analisis de la topologia de la fase equivalente al

andlisis de variaciones.

2.5 Sintesis de regiones Focales.

La formacion de regiones focales en la propagacion del campo Gptico, es comdn en la naturaleza,
sin embargo la descripcion geométrica de estas es interesante para la Optica fisica. En esta seccion
se describen las caracteristicas geométricas desarrolladas en la seccion anterior, con las cuales se
pueden identificar las condiciones de singularidad de campo. En particular nuestro sistema

prototipo en el cual se utiliza una condicion de frontera de forma parabélica dado por

y=a+— (2.42)



El cual experimenta rotaciones al ser propagado, por lo cual se consideran las transformaciones de

rotacion siguientes
x,y) = (xcos(a(a)) + (a + g) sen(a(a)), —xsen(a(a)) + (a + 2) cos(a(a))
(2.43)

Al aplicar esta transformacion en la Ec. (2.43) se tendr& una ecuacion de la forma
a. .4 b 3
L=_x"+x"+cx+d (2.44)

al analizar las trayectorias de campo en direccién normal a la condicién de frontera y la region

envolvente de estas se tiene

Z—i =ax3+bx’+c=0 (2.45.a)

L 30x2 + 2bx = 0 (2.45.5)
dx? T
resolviendo este sistema de ecuaciones se encuentra que la relacion entre los parametros ay b es
a? =yb3 (2.46)

Con y igual a una constante. Mediante esta Ultima ecuacion se describe la geometria de la region

envolvente de fase.

En este esquema se considera un conjunto de trayectorias de propagacion de campo, normales a la
condicion de frontera, en este caso una parabola. Esta familia de trayectorias es representada de la

forma

L= =x%+n~y)? (2.47)
De donde se aplica el principio de Fermat

dL C=x)+y'(n-y)
— VARV 2.48
dx VE=x)2+m-y)? (2.48)



De la ecuacion anterior y considerando la condicion de frontera ¢ (x, y) = 0 se tiene la condicion de

transversalidad
1+ (N)g=0=0 (2.49)
Con ¢(x,y) =y — f(x), al derivar la Ec. (2.48), se obtiene

d?L

—=—1+y"n-» -y~ (2.50)

Es decir del principio de Fermat % = 0 se deduce la geometria de trayectorias emergentes de la

condicion de frontera ¢ (x, y) la envolvente de esta familia de trayectorias es dada por la condicion

d?L . . . .
i 0, se resuelve el sistema de ecuaciones para las variables (¢, n), teniendo entonces

{=x—y 1“;3'2 (2.51.a)
n=y+ ”f (2.51.b)

Las cuales corresponden con las coordenadas de la envolvente de centros de curvatura de la
condicion de frontera y = f(x). Dada la condicién de frontera 7 = (x,y) y p = ({,n), entonces la

ecuacion de los centros de curvatura con su condicién de frontera esta dada por
p— 7 = RA, (2.52)

En donde 7 es el vector unitario normal de la curva f(x) y R el radio de curvatura en cada punto.
Cabe destacar que la Ec. (2.52) es una ecuacidn local que puede ser parametrizada en s, se tomara
como parametro la longitud de arco de la curva frontera. Finalmente se aplican las Ecs. (2.51.a) y

(2.51.b) a la condicion de frontera y = ax?, entonces y’ = 2ax y y”* = 2a, por tanto

1+(2ax)? _

=x—2ax 4q°x3 2.53.a
¢ ( )

2
n=ax?+ 1+@an) _ % + 3ax? (2.53.b)

2a



Cuya solucion al eliminar el pardmetro x, se obtiene [21]

1 3,2
7’]—54‘%(3 (254)

Que es de la forma presentada en la Ec. (2.42). Esta geometria es esquematizada en la Fig. (2.2).
Como conclusiones parciales de este capitulo, se han analizado las propiedades genéricas de un
campo Optico, para el objetivo de este trabajo se requieren modelar lo procesos de compresién. Por
una parte, mediante el desarrollo de soluciones modales de campo, se puede hacer una
descomposicién transversal y axial de propagacion. Aplicando el principio de Hamilton-Fermat [4,
17, 18, 22], se implementa un analisis extremal, del cual se encuentran propiedades estructurales de
la geometria de la trayectoria de campo, en particular se muestra que un analisis extremal conduce a
las ecuaciones de rayo e iconal. Cuando estas no son satisfechas, las ecuaciones de Laplace para la
amplitud y fase del campo 6ptico no se cumplen, esta propiedad esta asociada con no-linealidades
del campo Optico, presentes de manera importante en las regiones focales. Se ha analizado también
el analisis extremal con fronteras moviles, cuyos extremos son conectados mediante una curva que
en general también se puede promover como una curva de fase, en general no se cumplira la
condicion de transversalidad proponiendo de esta forma que la descripcion de evolucion de frente
de onda o morfogénesis del frente de onda se implementa como una familia de curvas
parametrizadas en el caso bidimensional y una familia de superficies en el caso espacial. De manera
particular se desarrolla este analisis considerando una familia de caracteristicas en el plano
transversal de propagacion. Al analizar en la seccidn transversal de propagacién de campo
mediante el analisis de caracteristicas, las cuales representan coordenadas curvilineas de fase, cuyo
determinante asociado a la matriz de transformacién con las variables cartesianas, es igual a cero al
evaluarse sobre una region focal también llamada region singular. Se presenta un criterio
geométrico para la sintesis de regiones focales, estas son formadas por causticas o envolventes de

fase [1].



Fig. (2.2) Representacion geométrica de region envolvente, en el primer caso, esta corresponde con un punto el cual
intersecta tangencialmente cada trayectoria normal de una condicion de frontera circular, b) en el segundo caso la
region singular o focal corresponde con una curva semi-cubica o de tipo clspide, de manera analoga esta es una
envolvente de trayectorias normales de campo emergente de la condicién de frontera dada por una parabola.



CAPITULO 3.

CONCEPTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL.

3.1 Introduccion.

En este capitulo se hace el estudio de conceptos fundamentales de Geometria Diferencial,
considerando este analisis como un punto de partida general para describir las configuraciones

distintas del campo Optico, en especial de la funcion de fase.

La descripcién geométrica de la interaccion de un campo con un dispositivo optico, es representada
a través de transformaciones de coordenadas en el espacio, en este caso si un campo Optico es
descrito mediante las coordenadas (x,y,z) este puede ser representado en el sistema de
coordenadas curvilineas (u, v, w). Para describir la escructura del frente de onda y la trayectoria de
propagacion del campo éptico, se elige como coordenada de propagacion w, al parametrizarla se
tendra una familia de superficies variando en la trayectoria del campo éptico es decir en el
parametro asociado a la coordenadas w. De esta forma la descripcion completa de la evolucion
espacial del campo optico es dada a través de la descripcion de la trayectoria de campo mediante
una curva paramétrica y una familia paramétrica de superficies o frentes de onda en donde cada una
tiene asociado un valor fijo del pardmetro asociado a w. A continuacion se analiza la estructura
diferencial genérica para una curva en el espacio, una vez teniendo esta descripcion, esta es aplicada
para el analisis de superficies utilizando ciertas curvas especiales dadas por la interseccién en
distintos planos del frente de onda, en especial nos interesa hacer una descripcion en el plano
tangente de tal superficie y en los planos que contengan al vector normal de superficie, de manera

particular analizaremos las trayectorias extremales sobre una superficie dptica, como se sabe, estas



corresponden con las curvas geodésicas de una superficie [17,18]. Con esta descripcion se esta

dando una descripcién topoldgica del frente de onda y de las trayectorias de campo.

3.2 Teoria de Curvas.

3.2.1 Ecuaciones de Frenet - Serret.

El siguiente analisis se desarrolla para una curva analitica en el espacio [23, 24], lo cual implica que
cada punto en el espacio es definido por tres coordenadas, las cuales son funciones (también
analiticas) paramétricas del valor de la longitud de arco de la curva s, teniendo asi un vector

asociado a cada punto de la curva descrito de la forma

7= (x(s),y(s), z(s)), 3.1)

Esta forma paramétrica permite desarrollar la expresion analitica para un punto sobre la curva

cercano al punto dado por Ec. (3.1), en desarrollo de serie de Taylor

7(s + 85) = 7(s) + [di]s 8s +|og] CX 4 [41] C (3.2)

ds ds?lg 2! ds3lg 3!

En el cual los vectores resultantes de los distintos érdenes de derivacion del vector 7 constituyen
una base local, mediante la cual se describe la evolucién de cada punto dado por 7, es decir la curva
paramétrica en s. A continuacién se describiran cada uno de los términos de la serie dada en la Ec.

(3.2) partiendo de un anélisis geométrico.



3.2.2 Vector tangente.

Considere una curva cuyos puntos estan localizados en un plano, para un punto de esta curva dado
por #(s), un punto de la curva en la vecindad de 7(s), estara dado por el vector 7(s + 8s) , al fijar
una base vectorial local en el punto #(s) cada punto mévil sobre la curva puede ser expresado como

una combinacion lineal referida a esta base teniendo entonces
7(s + 8s) — 7(s) = at + A (3.3)

En la descripcion de Frenet-Serret se elige el vector £ en direccion del rayo tangente a la curva en el

punto 7(s), y 7 el vector en direccion ortogonal a £. Es evidente que al tomar el limite

4>

@ Fere @ e [ (Y B
ds_Sl;I;nO 8s N }31m 1 (55) t+6sn_

550

(3.4)

Esto puede verse en la Fig. (3.1),

Fig. (3.1) Representacion geométrica de las direcciones tangente y normal en un punto de interseccion de la curva bajo
andlisis con una recta tangente.



3.2.3 Funcidén de curvatura.

Esta funcién se define con la consideracion geométrica de que una curva puede ser aproximada
localmente por una seccién de circunferencia subtendida por un radio R, por lo cual se tiene que R

es una funcion paramétrica R = R(s), entonces el diferencial de arco se expresa de la forma
6s = R(s)0¢ (3.5)

De donde &¢ es el angulo subtendido por R al recorrer un segmento &s. De la construccion

geométrica dada en la Fig. (3.2) se tiene la siguiente relacién

3 = o8 = o (3.6)
De donde se deduce la que

168 _ 1 _

= TR k(s) (3.7)

De donde se define k como la funcidn de curvatura, esta sera utilizada al definir el vector normal.



Fig. (3.2) Representacion local de una curva dada por una seccion de circunferencia, en donde se esquematizan los
cambios de direccion del vector tangente y el vector normal, estos son relacionados a través del radio de curvatura R y
una seccion de circunferencia 6s.

Se debe hacer notar que la Ec. (3,7) tiene una validez local en la curva por lo cual toma sentido en

el limite cuando 6s — 0, es decir

=1 =k(s) (3.8)

R

dt
ds

esta relacién sera utilizada a continuacion para definir las variaciones del vector normal.

3.2.4 Vector normal.

Se define el vector normal como la razén de cambio del vector tangente respecto la longitud de arco
s, como se mostrara, este corresponde con el vector unitario ortogonal a la direccion tangente Fig.

(3.1), cuya magnitud esta expresada en la Ec. (3.7) mientras que su direccion es ortogonal al vector



t, dado que su mddulo siempre es igual a uno mientras que su direcciéon cambia en direccion

ortogonal la cual corresponde con la direccién del vector normal teniendo

dt . 5t . |8E] A ~
— = lim — = lim —#A = kn 3.9
ds  §s—068s  §s—0 Os (3.9)

Con la definicion anterior se estudia ahora el cambio del vector normal unitario 7, este vector
unitario tendra solo variaciones en la proyeccion ortogonal, es decir en la direccién del vector
tangente £, esto se puede representar geométricamente usando la Fig. (3.2) de donde es evidente que

dn 5ft . |67

Las Ecs. (3.8) y (3.9) son validas para una curva en un plano, por lo que para la descripcion general
de una curva en el espacio debe ser analizado el caso en el cual, estan contenidos puntos afuera del
plano (plano osculante) generado por los vectores 7 y £, para tal descripcion es necesario introducir

un vector adicional llamado: vector binormal. [23-25]

3.2.5 Vector binormal.

En la seccion anterior se analizé el caso cuando se tiene una curva paramétrica contenida en un
plano con curvatura distinta de cero, para una descripcion general se considera el caso cuando se
tiene una curvatura adicional la cual se representa geométricamente como una deformacién en la
curva que conecta puntos de una curva los cuales no todos pertenecen al plano osculante, para esta
descripcion es necesario definir el vector binormal unitario b ortogonal al vector tangente y al

vector normal, esta condicidn es garantizada a través de la definicion siguiente
b=txn (3.11)

cuyas variaciones estan dadas de la siguiente forma



db

" (3.12)
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En donde se ha utilizado la Ec. (3.8), dado que b es unitario entonces se cumple que sus variaciones

estan dadas en direccion ortogonal
h-Z2 =0, (3.13)

Por lo tanto de la Ec. (3.11), Z—f esta sobre la direccion de b, teniendo asf la siguiente expresion

ab
- = (3.14)

De aqui se ha definido la funcién T = t(s) como una funcion local y se introduce para medir las
deformaciones de una curva con puntos fuera del plano generado por los vectores (£,7), esta
funcion es conocida como funcién de torsiéon y tiene un significado geométrico analogo a la

curvatura normal.

De la definicion del vector binormal, se deducen las siguientes relaciones vectoriales al ser un

sistema orto-normal se cumple

t=Aaxbh (3.15.a)
A=bxt (3.15.b)

De estas formulas se deduce la nueva expresion en el cambio del vector 7
2 = 1h — ki (3.16)

El conjunto de Ecs. (3.8), (3.13) y (3.15) son el conjunto de ecuaciones de Frenet-Serret mediante

las cuales se describen de forma genérica las propiedades de una curva en el espacio

i .
& = ki (3.17.a)



== —kt + b (3.17.b)
ab .
- = (3.17.c)

Ya que la base tri-hedrica (f, fl, 13) es una base orto-normal, se pueden hacer las siguientes

definiciones,
£ =(1,00), #@=(010), b=(0,0,1), (3.18)

Las cuales al ser consideradas las Ecuaciones de Frenet-Serret, se tiene que de la Ec. (3.2), el vector
relativo entre los puntos 67(s) = 7(s + 8s) — 7(s) para dos puntos sobre la curva en la vecindad

de s, se expresan como

> _ _ 2 (8s)3  (8s)? %(65)3 (8s)3
67(s) = (s —k 3! k 2! +ds 3! kT 3!

) (3.19)

De las cuales al aproximar k = cte localmente y k?~0 como un término de orden mayor entonces

de la ecuacion anterior se obtiene

(85)? kT (85)°

67(s) = (6x,8y,8z) = (6s,k 5 > )

(3.20)

Esto nos da la geometria de las curvas proyectadas en los distintos planos generados por la base
local tri-hedrica véase Fig. (3.3), cuyos planos de proyeccion son conocidos en el analisis de

geometria diferencial [23-25]

plano osculante (t, ) 28y = k(6x)? (3.21.9)
plano normal (f,b) 9(62)? = 8k?1%(5y)3 (3.21.b)
plano rectificante (f, 13) 66z = kt(6x)3 (3.21.c)

Las ecuaciones anteriores expresan las proyecciones de una curva en el espacio en los distintos

planos generados por una base local, estas propiedades topolégicas de la curva no cambian al tomar



como origen cualquier punto de la curva, siempre que esta sea analitica, en este caso se puede tomar
como valor inicial en el origen s=0. Estas propiedades son utilizadas en Teoria de superficies

desarrollado en la siguiente seccién.

Fig. (3.3) Proyecciones de una seccion curva, esta descripcion es local, la proyeccion en el plano osculante (x,y)
corresponde con una pardbola, la proyeccion en el plano normal (y,z) corresponde con una curva tipo Pearcey y en el
plano rectificante (z,x) la proyeccion estd dada por una curva cubica.

En general una superficie es descrita por un par de parametros con los cuales se define un sistema
local de coordenadas curvilineas, estas en general no son ortogonales, de manera especial en las
regiones singulares los vectores tangentes asociados a estas tienen una dependencia funcional
asociada a la curva singular, en el contexto de Optica, esta descripcion corresponde con envolventes

de fase, en esta region el concepto de frente de onda deja de ser valido.

3.3 Teoria de Superficies.

El objetivo en esta seccion es hacer una descripcion de las propiedades genéricas de una superficie,
lo cual implica analizar la evolucion de sus propiedades locales. Lo anterior toma sentido al
proponer cada punto de una superficie con coordenadas expresadas como funciones de dos
pardmetros. Considerando lo anterior, una forma de analizar esta evolucion es a través de secciones

dadas por la interseccion de la superficie con planos elegidos de tal forma que simplifiquen en lo



posible tal descripcidn, estos pueden ser por medio del plano tangente en cada punto o por un plano
que corte normalmente a la superficie en un punto, etc. Esta ultima afirmacion es descrita por medio
de las formas cuadraticas de Gauss en donde se comparan las direcciones del vector normal de la
superficie y el vector normal o curvatura principal de la curva de interseccion de la superficie con el
plano normal, con esto se dard informacién de la curvatura de la superficie y de sus regiones
singulares, en donde los vectores tangentes de las curvas caracteristicas no son linealmente

independientes.

Para desarrollar este andlisis se parte de la forma funcional que define una superficie en la forma

F(x,y,z) =0 (3.22)

Cuyos puntos estan definidos por las coordenadas (x,y, z) las cuales son funciones biparametricas

de (u,v)
x = a(u,v) (3.23.2)
y =B v) (3.23.b)
z=y(wv) (3.23.0)

Una forma de analizar una superficie es a través de la estructura del conjunto de curvas definidas

sobre una superficie al fijar los pardmetros u y v de manera separada, esto se cumple con la

condicion
dF
dF _
== 0 (3.24.b)

de donde es evidente que 7, VF =0y #,-VF =0, siendo #, y 7, los vectores tangentes que
corresponden a las curvas definidas al variar las coordenadas curvilineas u y v respectivamente al

desarrollar estas Gltimas ecuaciones se tiene el siguiente sistema de ecuaciones



ay B + Buly + vy, =0 (3.25.8)
ayFy + BBy, + v, F, =0 (3.25.b)

Por lo cual se concluye que VF es un vector normal al plano tangente al cual pertenecen las curvas

con vectores #, y #,. De esta condicion se deduce que el vector VF esta en direccion 7, x 7, es

decir

VF = |VF|(#, x 7)) (3.26)
De donde la ecuacion del plano tangente esta dada por la ecuacién

(R-7)-VF=0 (3.27)

En donde R y 7 representan a dos puntos sobre el plano tangente de la superficie. Las propiedades
de este plano son locales ya que este es definido para un par de valores de los parametros (u, v).

Una de estas propiedades es la dependencia lineal entre los vectores tangentes 7, y 7,.

3.3.1 Primera forma cuadratica de Gauss.

Una manera de analizar la evolucion de las curvas sobre una superficie es a través de sus vectores
tangentes y sus direcciones relativas, por lo cual se estudia el diferencial de longitud de arco

respecto de los parametros (u, v)
ds? = dx?+dy? + dz? (3.28)
= E(u,v)du? + 2F (u, v)dudv + G(u, v)dv? (3.29)
En donde se han definido las siguientes funciones de uy v,

E(wv) = x2+y2 +z2 =72 (3.30.a)



F(u,v) = xy%p + WYy + 242, =7 * T (3.30.b)
G(u,v) = x2+y2 + z2 =72 (3.30.c)

En general los vectores tangentes 7, y 7,,, no son ortogonales, una forma de medir su dependencia
lineal en el plano tangente es mediante la superficie proyectada sobre este, tal cantidad corresponde

con el elemento diferencial de superficie
do = |7, X 7, |dudv (3.31)

En cuya ecuacion, el modulo del producto vectorial |7, X 7,| puede ser expresado usando las Ecs.

(3.30), en donde se utiliza la siguiente identidad vectorial
(@xb)(Exd)=(@x&)(b-d)—(da-d)(b-?) (3.32)
De donde el modulo del vector 7, X 7, esta dado por
|#, x 7,| = VEG — F? (3.33)
Escribiendo el diferencial de superficie como
do = VEG — F2dudv (3.34)
debe notarse que de la Ec. (3.33) el factor que determina esta propiedad es EG — F?2.

Ya que los vectores tangentes 7, y 7., pertenecen al plano tangente a la superficie, es claro que la

normal al plano tangente esta determinada por el vector normal unitario

= e (3.35)

Este vector es funcién de (u, v). Mediante este vector se define una direccion de referencia para

medir las propiedades de curvatura de la superficie como se vera en la siguiente seccion.



3.3.2 Segunda forma cuadratica de Gauss.

La segunda forma cuadratica de Gauss es utilizada para medir la curvatura de una superficie ya que
esta se expresa en términos de las derivadas segundas de los vectores de posicion gue representan

los puntos de una superficie.

Para este analisis se estudia una curva sobre una superficie, cuyo vector £ tangente satisface la

relacion

t-m=0 (3.36)
Esta condicién nos permite estudiar la evolucion de la curva respecto del vector normal de
superficie al tomar su derivada

N~ dm dr _

De donde se tiene que al considerar un angulo ¢ entre los vectores (i, ), la Ec. (3.37) puede

reescribirse como

% - _% : % (3.38)
Utilizando las siguientes definiciones
L(u,v) = —7, - My, (3.39.3)
M(u,v) = =2 Gy iy + Ty - ) (3.39.b)
N(u,v) = -7, -m, (3.39.c)

La Ec. (3.37) puede escribirse en la forma



coso _ L(uv)du?+2M(u,v)dudv+N(uv)dv? (3.40)
R~ E(v)du?+2F(u,v)dudv+G(u,v)dv? )

Ya que los vectores tangentes 7, y 7, son ortogonales al vector normal de superficie 7 , se cumple

la condicién

(3.41.3)

ot
D
[
o

0 (3.41.b)

T, m

Los cuales se escriben en términos de la curvatura de la superficie al derivar las Ecs. (3.41.a) y

(3.41.b) respecto de u y v respectivamente, para cada caso se tienen las siguientes identidades

r, - m,=-—-"0,"m 4.4
Py Ty P " R (3.42.2)
oMy =T, My = —Ty - M (3.42.b)

7y, = =Ty - M (3.42.c)

De donde se tiene la siguiente expresion para L, M, N en términos de la curvatura de la superficie

- 7 XT
L="ry- /—;uajzz (3.43.3)

M=%, W;GXT (3.43.b)

= -)ux-)v
N =%, \/% (3.43.c)

De las ecuaciones de Frenet-Serret, se sabe que

dazv ~

—5 = kafl, (3.44.3)
. d*7

k,=17" dsj, (3.44.b)

En donde k,, es la curvatura normal de la curva que resulta de la interseccion de la superficie con un

plano en el cual esta contenido el vector normal a la superficie y la normal a la curva llamada



normal principal 7 que por convencion es igual a la normal a la superficie 71, y por lo tanto normal
a los vectores tangentes 7, y 7., tomando en cuenta que la Ec. (3.44.a) puede escribirse en forma

desarrollada de la siguiente forma

d*# _ d?u, | d*v du\? 5 dudv dv\?
i Eru + d—szr,, + (d_s) Tyu ZEETIW + (E) v (345)
Por lo tanto de la Ec. (3.44.b) se tiene la expresion para la curvatura k,,

_ Ldu®+2Mdudv+Ndv?
T Edu?+2Fdudv+dv?

ky, (3.46)

De donde la curvatura normal k,,, es expresada de manera general a través del teorema de Meusnier

el cual conecta el vector de curvatura y el vector normal de superficie.

Fig. (3.4) a) Familia uni-parametrica de superficies en este caso se toma como parametro el radio de cada esfera, lo cual
corresponde con una transformacion en la curvatura de cada conjunto de caracteristicas en la superficie. b) Superficie
con plano tangente este corresponde con el plano rectificante tomando una trayectoria radial.

Fig. (3.5) a) Superficie con geometria hiperbdlica, b) Superficie con geometria eliptica.



Cuando los vectores (#,m) son ortogonales, k, es cero con los cual se estardn analizando
diferenciales de curvas sobre el plano tangente correspondiente a un punto sobre la superficie, cuya

geometria queda determinada por la forma cuadrética que se puede escribir como
dv dv\2
L+2MS+N () =0 (3.47)

Que se resuelve en forma convencional por la ecuacion

(&)= -5 (349
De la cual corresponde la siguiente clasificacion por medio de la funcién M2 — LN,
M? —LN <0 eliptica (3.49.2)
M?2—LN=0 parabolica (3.49.b)
M? —LN >0 hiperbolica (3.49.c)

Como ejemplo para este andlisis es de particular interés el caso de geometria parabdlica, ya que
como se ha mostrado en el capitulo anterior, esta representa regiones singulares o focales en el
contexto de la dptica. Se debe mencionar que la clasificacion anterior es dada para cada punto sobre
la superficie, es decir tiene caracter local con la cual se describen propiedades geométricas de la
superficie a nivel diferencial. Con esta clasificacion también es posible hacer una descripcion de la
topologia de la superficie al conocer la estructura del conjunto de sus curvas integrales. Este analisis
anterior es aplicado al contexto de la dptica en los casos particulares definidos en las secciones

siguientes.

3.3.3 Andlisis de una curva sobre una superficie paramétrica.



En esta seccidn se revisa el andlisis de las variaciones para una curva con sobre una superficie con
pardmetros u y v , considerando que s es el parametro de la curva correspondiente a su longitud de

arco, de las Ecs. (3.23) y de las Ecs. (3.17) se obtienen las siguientes expresiones

do_ 5du, 5dv
ET‘ = Tugg + v s (350)
En donde 7, es el vector tangente unitario de la curva, esto implica las siguientes ecuaciones
5 . d ., _ du dv
VEcosa =7, =T = E =T F I (3.51.9)
N T
VEsena = |ru X —T| = H = (3.51.h)

. . N d - . ..
siendo a es el &ngulo formado por los vectores 7, y —; T entonces se satisfacen las siguientes

condiciones
_ L (pdu, pav
cosa = \/E(E =T F ds), (3.52.3)
H |dv
sena = ﬁ s (352b)

. . d [ d
cuando F = 0 las ecuaciones anteriores se reducen a la forma cosa = \/Ed—z y sena = G/E d—z

las cuales corresponden a un sistema ortogonal.

3.3.4 Primera curvatura y curvatura Gaussiana.

Este andlisis corresponde a curvas sobre una superficie, con torsion igual a cero, por lo cual se

cumple la siguiente condicion

~ du . dv > du o dv
nu£+n,,g = —k(TuE-I'TvE) (353)



Que es equivalente a la Ec. (3.10). Y al aplicar el producto punto con 7, y 7, respectivamente, se

obtienen las expresiones

L+ M = k(EZ+FD), (3.54.3)

M+ NZ=k(FZ+62D), (3.54.b)
O bien, de manera equivalente,

(KE — L)Z—j + (kF — M) % =0, (3.55.9)

(kF = M)+ (kG — N) 22 = 0, (3.55.h)

resolviendo este sistema de ecuaciones respecto de las coordenadas curvilineas se tiene la ecuacién

de cuadratica en la curvatura k de la forma
(kE — L)(kG — N) = (kF — M)?, (3.56)

Siendo k,; y k, las raices de la ecuacion cuadratica anterior, se define la primera curvatura

denotada por J

J =k, +k, (3.57.3)
Y segunda curvatura o curvatura de Gauss denotada por K

K = kqk, (3.57.h)

Mediante estas dos Ultimas propiedades es posible caracterizar propiedades geométricas de una
superficie, tales como concavidad o convexidad mediante una seccion transversal de la superficie en

direccion de u o0 v respectivamente.

3.3.5 Teorema de Euler.



En el caso especial cuando F = 0y M = 0, la Ec. (3.56) toma la siguiente forma
(kE —L)(kG — N) =0, (3.58)
Cuyas raices quedan determinadas en la forma siguiente

k=1 k, =2, (3.59)

Del teorema de Meusnier Ec. (3.46) con F = 0, y utilizando las Ec. (3.56) y Ec. (3.52) se obtiene la

siguiente relacién
k, = k,cos?¢ + k,sen?¢, (3.60)

conocida como el teorema de Euler. Ya que la curva de la que se trata en este analisis corresponde a
la interseccién de un plano que contiene al vector normal a la superficie con la superficie misma, en
este caso sus vectores tangentes son ortogonales al vector de curvatura de la curva, este coincide

con el vector normal a la superficie.

3.3.6 Curvatura geodeésica y curvas geodésicas.

El vector de curvatura de una curva en el espacio y sobre una superficie paramétrica, puede ser
descompuesto de manera general en dos direcciones dadas por una base ortogonal formada por el

vector normal 71 y otro por un vector T tangente a la superficie,

~

kit = kepi + ke, T (3.61)

Por otro lado, se satisface la ecuacion siguiente

~

T=mxX

>

(3.62)

Por lo cual la curvatura geodésica se obtiene de la siguiente relacion vectorial



kg = kit - (X t) (3.63)
Que utilizando las Ecs. (3.30)
kg = =S [(Fu' + Gv)(#, - ) — (Bu’ + Fv)(F, - 7)] (3.64)
Obteniendo de la Ec. (3.45) las siguientes expresiones,
> AN ’ o 1 ) oy 1 2
r, - (kil) = Eu” + Fv”" + EEuu +E,u v + (F,, — EG“) v (3.65.2)
- A~ rr rr 1 2 s 1 2
7, - (k) = Fu” + Gv”" + (Fu - EEv)u + Eu'v' + -Gy (3.65.b)

Esto significa que cuando 72 = m, el vector de curvatura no tiene componente tangencial sobre la

superficie, por lo cual la curvatura geodésica es nula
7,oA=0 y #,-A=0, = kg =0, (3.66)

las curvas que cumplen con esta condicion son conocidas como curvas geodésicas o simplemente

geodésicas [23-25]

3.4 Aplicacion a la difraccion de un campo Optico por una curva
tri-dimensional: descomposicion en terminos de las funciones de

Airy y Pearcey.

3.4.1 Introduccion.

El campo de difraccion de transmitancias planas contenidas en una curva rendija genera regiones

causticas cuya geometria puede ser calculada a partir de la funcion de curvatura de la condicion de



frontera [26]. EI campo propagado en este analisis puede ser considerado como un cilindro con eje
ortogonal al plano de transmitancia siendo la region caustica las paredes de este [27].Las regiones
causticas separan dos regiones con diferentes propiedades fisica. Una de ellas tiene una funcién de
fase uni-valuada mientras que la otra regién tiene una funcidn de fase multi-valuada, esta condicién
implica la presencia de dislocaciones de fase sobre la regidn caustica; consecuentemente
propiedades fisicas importantes, tales como entropia y vorticidad. Ademéas sobre las regiones
causticas pueden ser generadas propiedades adiabaticas en la funcion de fase [3,28], que
fisicamente significa que las regiones causticas no presentan comportamiento ondulatorio.
Evidencia experimental de estos efectos puede encontrarse en un trabajo previo [29]. De esta
manera, un tépico muy importante a investigar es el establecimiento de la relacién entre geometria
de distintos tipos de regiones causticas con la funcion de transmitancia. EI caso mas simple ocurre
cuando el campo 6ptico emerge de una transmitancia plana conteniendo una curva rendija, que tiene
cambios solamente en la funcién de curvatura [15, 29, 30]. En el presente estudio, damos un paso
mas y analizamos el campo Optico cuando la condicién de frontera es una curva rendija tri-
dimensional 3-D, es decir la curva transmitancia tiene curvatura y torsion distintas de cero. El
estudio es realizado describiendo la curva rendija usando un sistema de referencia tri-hedrico,
caracterizado por las ecuaciones de Frenet-Serret [31]. En este enfoque el campo difractado puede
ser analizado de forma separada en tres campos épticos, en donde cada uno tiene como condicion
de frontera generada por la proyeccién de una transmitancia de rendija en cada uno de los planos
tri-hedricos. Los campos asociados con transmitancia conteniendo una curva rendija circular cuando
esta es iluminada con una onda plana con incidencia normal genera campo no difractado cuya
geometria corresponde con haces Bessel de orden cero [32]. Modificando el &ngulo de iluminacion
a través de una rotacion en la transmitancia, la geometria del campo de difraccion cambia
dramaticamente, generando una region caustica de tipo cuspide [33]. Como es mostrada en la figura

1.



La estructura cilindrica es facilmente identificada; la base del cilindro es la regidn caustica cuspide,
y la region multi-valuada es formada por la envolvente de los puntos interiores siendo esta la region
caustica. Esto implica que, a través de la regidén caustica, la amplitud del campo Optico es
discontinua, la cual genera un proceso de entropia [10]. Desde el punto de vista matematico, una
transformacion diferencial en la condicion de frontera genera campos Opticos que no diferenciables,
esto significa que el campo de difraccién depende de manera relevante de la configuracién de
iluminacion. Por lo cual es muy importante hacer una descripcion tomando un sistema de referencia

adecuado. Esto puede ser establecido describiendo la curva 3-D en forma paramétrica:

W(s) = (E6M()E(s) (3.67)

En donde s es la longitud de arco de la curva. El sistema de referencia local es identificado usando

las ecuaciones de Frenet-Serret;

— =pN —=-yN —=-pT +yB, (3.68)

Donde p y ¥ son la curvatura y torsion de la curva, respectivamente; T es el vector tangente; N es el
vector normal; y B = N x T el vector bi-normal. Ese conjunto de vectores es orto-normal; este
induce un sistema de referencia local conocido como sistema tri-hedrico [31]. Del conjunto de
vectores, tres planos mutuamente ortogonales son identificados. Los vectores T y N generan el
plano osculante, los vectores T y B generan el plano rectificante, y los vectores N y B generan el
plano normal. De esta forma al definir el vector tangente sobre el eje x, el vector normal sobre el eje
y, y el vector bi-normal B sobre el eje z, como es mostrado en la Fig. (3.7). Sobre el sistema de

referencia, las ecuaciones de Frenet-Serret estan dadas por Ec. (3.68) adquieren la forma



Fig.(3.6) a) Transmitancia caracterizada por una rendija circular b)campo de difraccién, generado al iluminar la
condicion de frontera circular generando un haz Bessel de orden cero, ¢) campo de difraccién donde se genera una
region tipo cuspide al iluminar a un angulo de 30°.

dx d?x dx 5

== 1 —= = 0 S =P (3.69.a)
Y _ 4y _ Ly _ (3.69.b)
ds asz P a3 P R
dz d?z d3z

== 0 == 0 S =Py (3.69.c)

Donde p” es la derivada del radio de curvatura respecto a la longitud de arco. La curva solucién

correspondiente a cada plano esta dada por

2y = px? (3.70.a)
6z = pyx3 (3.70.b)
9pz? = 2y?%y3 (3.70.c)

Los detalles de los resultados estan dados por Ecs. (3.53.a)-(3.53.c) pueden encontrarse en [31].

Los comentarios previos indican que una transmitancia en 3-D puede ser descompuesta en tres
transmitancias mutuamente perpendiculares. Ec. (3.70.a) corresponde a la transmitancia sobre el
plano osculante; esta es una rendija de tipo parabolico escalada por la curvatura. La transmitancia
correspondiente al plano rectificante, Ec. (3.70.b), es una curva rendija de tipo cubica escalada por
el producto de la curvatura y la torsion. La transmitancia en el plano normal, Ec (3.70.c), es una
rendija de tipo cuspide. Para esta descomposicion en la condicion de frontera tri-dimensional, el

campo difractado puede ser descrito por la superposicion de estos tres campos opticos, como es



Plane wave

Osculating Plane
\ SI‘i/t Shape Curve .

Normal Plane~=

N
o)

Fig. (3.7) Descripcion de una curva en el espacio 3-D usando la base tri-hedrica.

descrito abajo. El estudio es realizado iluminando una curva rendija 3-D con una onda plana. El
vector de onda k en el sistema de referencia tri-hedrico, tiene componentes k =

|I_€ |(cos a, cosB, cosy), donde (, B,¥) son los angulos entre k y los ejes correspondientes (x, y, z).

El campo de difraccion emergente del plano osculante y rectificante es

By =[] 6 (y — £x?) ZEEED gy, (3.71.)

Gz = [ 6 (2 = 2L a3 22D g (3.71.b)

Donde r es la distancia de propagacién del campo 6ptico, y 6 es la funcidn delta de Dirac. Usamos
esta funcion ya que esta toma sentido cuando su argumento es cero, recuperando Ecs. (3.71.a) y
(3.71.b). Ec. (3.70.c) corresponde a la funcion de Pearcey, y esta genera una caustica de tipo
cuspide. Ec. (3.71.a) corresponde a la funcion de Airy, y esta genera una caustica con doblez [33].
En la Fig. (3.8), mostramos los resultados experimentales para estos dos casos. EI campo difractado

correspondiente a la rendija descrita por Ec. (3.70.c) es

2

2 ik
¢yz _ ff 5 (Zz _ %}’3) exp(i rrcosx) dzdy

. 1/ 3/
= [exp % (y? + ay®)exp (—iZn %) exp (21‘[ %) dy (3.72)



Fig. (3.8) Resultados experimentales del lado izquierdo se muestran las condiciones utilizadas, izquierda) se muestran sus
correspondientes campos de difraccion.

2y? . . o . . .
Donde a = % . Agrupando términos y expandiendo el término cosenoidal en serie de potencias, la

funcién de amplitud adquiere la forma de una serie de funciones de Airy generalizadas A;(y, n):
¢yz = Yn=0Cn(2A;(y,n). (3.73)

La convergencia de esta serie no es un problema matematico trivial; por esta razén, analizamos la
integral, considerando tal problema desde un punto de vista geométrico y usando una teoria
geométrica de difraccion [34]. Debe ser notado que la geometria de la transmitancia puede ser
considerada como la unién de dos curvas, teniendo en comin un punto generando asi la rendija
cuspide. Interpretamos el campo Optico como la interferencia entre dos campos Opticos emergiendo
de cada rama. La descripcion de la geometria de las franjas de interferencia es obtenida, tomando

como referencia la linea OS, que es tangente a cada rama en el punto cuspide, como es mostrado en

la Fig. (3.9). Como una consecuencia de la teoria geométrica de difraccion, el vector k debe ser
normal a cada punto sobre la curva rendija [19,33, 34]. Esto significa que, en un punto arbitrario en
la region 1 esquematizada en Fig. (3.9), solo dos trayectorias lineales son intersectadas;

consecuentemente, el campo difractado puede ser aproximado localmente como



Byz = I 5(z% — ay®) ZEEID gzqy
~ Aexp(il_c)l -7) + Aexp(iEz -7), (3.74)
La irradiancia toma la forma
I(x,y,2) = 2|AI*(1 + cos(k, — Ez) - 7). (3.75)

La estructura global de las franjas de interferencia depende del vector Ak = I?l - I?Z, gue contiene
la informacion de la curvatura de la funcion de transmitancia. La geometria de las franjas de
interferencia pueden ser deducidas del argumento del termino cosenoidal. Sin pérdida de

generalidad, podemos solo considerar las regiones de maximos de la interferencia dados por
(ky —ky) 7 = 2mm, (3.76)

Donde m es un entero que representa el orden de interferencia. La geometria de las franjas es

obtenida graficando el vector Ak sobre el plano y uniendo todos los puntos por una curva continda
como es mostrado en la Fig. (3.10). Contra-propagando las trayectorias lineales hacia la region 2,
es posible determinar la presencia de la region focal generada por la envolvente del conjunto de
trayectorias normales de cada rama, como es mostrado en la Fig. (3.9). La geometria de franjas
mostrada en la Fig. (3.10) con la geometria de la region focal mostrada en Fig. (3.9) justifica la
rendija con forma deltoide del campo 6ptico mostrado en Fig. (3.11). En el punto comin de la

transmitancia, se generan efectos de bifurcacidn, los cuales son de esperarse ya que, en este punto

comun el vector de onda k tiene dos direcciones posibles; esto ocurre solamente en la vecindad del

punto cuspide de la transmitancia.
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Fig. (3.9) Esquema que describe la geometria del campo difractado, generado por una transmitancia de tipo cuspide
(Pearcey).
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Fig. (3.10) Generacidn de region focal para curva tipo cuspide.

Fig. (3.11) Campo de difraccidn correspondiente a transmitancia de curva tipo cuspide.

Para explicar los efectos de bifurcacion, usamos el hecho de que la funcion de irradiancia Ec. (3.75)

satisface la ecuacion parcial diferencial no-lineal:



2

921 021 %1 \“ _
8aZ ab? (aaab) =0, (3.77)

Donde a = Aﬁx yb= Aﬁy. La Ec. (3.77) es la condicién para generar la curva envolvente para los
puntos con el mismo valor de fase, generando una franja de interferencia. Algunas propiedades

genéricas pueden deducirse, notando que el termino cuadratico es siempre positivo;

consecuentemente, los términos

%1 9?1 . . .
5oz Y 55z deben tener el mismo signo. Esto es, ambos son negativos

da? y b2
0 ambos son positivos. Este comportamiento tiene implicaciones importantes. En particular, la
funcidn de curvatura de las franjas de interferencia debe ser una funcién mondtona sin puntos de
inflexion. Cuando este requerimiento no es del todo satisfecho, el campo éptico genera efectos de
bifurcacion. Un analisis formal puede obtenerse de la estabilidad de la funcién de irradiancia.
Resolviendo la ecuacion diferencial Ec (3.77) por el método de separacion de variables I =

&(a)n(b), generamos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

et are

en donde c es una constante de acoplamiento. La estabilidad de la funcion de irradiancia es obtenida

al linealizar el sistema de Ec (3.78). Para este prop6sito, utilizamos las siguientes relaciones:

dé _ dn _
== oé = (3.79)

Donde ¢ y 7 son constantes. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, dado por la Ec.

(3.78), adquiere la forma

az d?

E—=cé 3 = G, (3.80)

en donde las c; son constantes y deben ser positivas con el propdsito de que la interferencia tenga

valores reales y positivos. Los eigen-valores del sistema Ec. (3.80) tiene dos valores reales de



signos opuestos. Como una consecuencia, el origen dado por a =0y b = 0 es un punto repulsor

[35], lo cual explica los efectos de bifurcacion en torno al punto cuspide.

3.4.2 Conclusiones.

En este analisis, se presentd la descomposicion del campo difractado generado por iluminacion de
una transmitancia en 3-D. El estudio fue realizado utilizando las ecuaciones de Frenet-Serret, que
nos permite obtener tres transmitancias que son mutuamente perpendiculares. Cada transmitancia
contiene informacidn de la curvatura y torsion de la transmitancia 3-D. La funcion de transmitancia
sobre el plano osculante genera un campo Optico cuya amplitud es dada por una funcion de tipo
Pearcey, con la cual se genera una caustica de tipo cuspide. Sobre el plano normal, es generada una
transmitancia de tipo cubico, y el campo difractado corresponde con una funcién de Airy,
generando una caustica doblada. Finalmente, en el plano rectificante, es generada una transmitancia
caustica de tipo cuspide, y el campo de difraccién es la superposicion de funciones Airy
generalizadas, cuya geometria se asemeja a una forma hiperbolica. Este campo éptico es rodeado
por una regién focal curvada generando una forma global tipo deltoide. Se hace notar que el campo
de difraccion completo puede ser interpretado como una superposicion de tres campos épticos, cada
uno propagandose a lo largo de uno de los tres ejes épticos mutuamente perpendiculares en un
sistema de referencia tri-hedrico. Este estudio permite una via de analisis adecuada para incorporar
otras propiedades, tales como polarizacién. Ademas, este puede ser trasladado a otros campos
fisicos, por ejemplo, en la generacion de plasmones de 1-D [36], que pueden ser obtenidos cuando
la curva rendija es reemplazada por un metal, siendo la curvatura y torsién el mecanismo que

permita el acoplamiento entre el campo de iluminacién y el campo plasmdnico.



3.5 Morfogeénesis, bifurcaciones y filtracién espacial sintonizable

en campos opticos.

3.5.1 Introduccion.

Las propiedades fisicas de los campos Opticos pueden ser obtenidas del analisis de su funcién de
fase cuya estructura nos permite entender, predecir y eventualmente controlar efectos interesantes
tales como bifurcacion, vortices y carga topoldgica [37-39], otra importante caracteristica es la
compresion de la funcion de fase que genera regiones focales[2,40] permitiendo interesantes
aplicaciones [41, 42], por ejemplo, el disefio de pinzas Opticas dindmicas para atrapamiento de
particulas, y la induccion de efectos de espectroscopia sintonizables [44, 45]. Desde el punto de
vista tedrico otras caracteristicas también pueden ser predichas tales como morfogénesis y

propiedades fractales [46].

En esta seccién se estudia la evolucién espacial de superficies Opticas generadas por difraccion,
mostrando que son generados efectos de bifurcacion sobre regiones focales, esto implica la
posibilidad de implementar procesos de filtraje espacial. El analisis es realizado usando algunos
resultados de geometria diferencial vistos en las secciones anteriores, en particular el teorema de
Euler [24]. EI modelo tetrico es corroborado experimentalmente usando como prototipo una
condicion de frontera tipo placa zonal. En la cual la funcion de curvatura es controlada por medio
de una transformacion linea. De esta manera, son identificadas propiedades genéricas de la

superficie analizando el signo de curvatura descrito mediante el teorema de Euler, permitiéndose



con esto una clasificacion de superficies Opticas. Se muestra ademas que las regiones focales
corresponden a zonas de tipo parabdlico que actian como zonas de organizacién para el resto del
campo Optico, separando regiones hiperbdlicas de regiones elipticas, esto es corroborado
experimentalmente en donde la evolucion espacial del campo dptico en la region hiperbodlica es
descrita por medio de los cambios angulares entre las asintotas de la regién hiperbodlica, en esta
descripcion es posible la implementaciéon de transferencia de momento angular al propagar el
campo Optico en estas condiciones, en un medio no-homogéneo en la seccién transversal de
propagacion. Un punto relevante de este estudio consiste en que las regiones parabdlicas pueden

ser asociadas a la descripcion de difraccion de Fraunhofer.

3.5.2 Teoria.

De lo estudiado en las secciones (3.2) y (3.3) se tiene que una superficie puede ser descrita de forma
bi- paramétrica mediante las coordenadas curvilineas (u, v), en esta representacion se sabe que cada

punto sobre una superficie tiene la siguiente representacion
7(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (3.81)

cuando u y v son constantes respectivamente se obtiene un par de relaciones funcionales cuya
representacion geométrica es un sistema de curvas asociado a la variacion de estos. Las derivadas
parciales respecto a cada una de estas son denotadas por 7, y 7, representando los vectores
tangentes en cada una de las curvas mencionadas anteriormente. De este resultado se tiene que el

vector normal a una superficie est4 dado por

5 U2
Tu Xy

m =
VEG—F?2

(3.82)

Ademas de la seccién (3.2), se ha visto que una curva tiene una representacion paramétrica



7(s) = (x(s),y(s), 2(s)), (3.83)

Teniendo el pardmetro s como la longitud de arco de la curva, por lo cual el vector tangente

asociado a la curva de la Ec. (3.83) esta dado por
d s,y _ 2
ET(S) = t(s), (3.84)

Por otro lado la informacion de curvatura de la curva dada por la Ec. (3.83) es obtenida por medio

de la su segunda derivada

;—:2?(5) = k(s)A(s) = k(s), (3.85)

Donde k es el vector de curvatura y es expresado de la siguiente forma

k=ky+k, (3.86)

Fig. (3.12) Descripcién genérica de una curva sobre una superficie cuyos puntos estdn dados por 7(s).

En esta representacion se expresa el vector de curvatura como la suma de un vector tangente a la
superficie y un vector en la direccion normal a la superficie. Esta informacion se expresa mediante

el teorema de Meusnier visto en la seccion (3.3.2) y es dado por

Ldu?+2Mdudv+Ndv?
k, =
Edu?+2Fdudv+dv?

(3.87)



Donde se han definido las funciones paramétricas que contienen informacion de los vectores

tangentes de la coordenadas curvilineas, estos se han visto en la seccion (3.3.3) y son

E(u,v) =72 Fluv) =7%,-7, G(u,v) =72 (3.88.a)
> Ty X7y > Ty X7y > Ty X7y
L=rw e M=tw Gopm N=Tow Foope (3.88.0)

Cuando el vector de curvatura k tiene solamente componente tangencial sobre la superficie, es
posible caracterizar las regiones envolventes o singulares, esta es cuando las curvas caracteristicas

son co-lineales y se deducira a continuacion, en esta representacion la Ec. (3.87) se reduce a
Ldu? + Mdudv + Ndv? = 0, (3.89)
Que puede reescribirse en la siguiente forma

N (Z—Z)Z +2M($)+N =0, (3.90)

Que corresponde a una ecuacion cuadratica para la derivada d”/ dw satisfaciendo

dv _ —Mi\/MZ—LN’ (3'91)
du N

La naturaleza de la derivada d”/du, depende del signo del discriminante M2 — LN, teniendo la

siguiente clasificacion asociada a su geometria

i) M>—LN=0 - region parabolica, (3.92.9)
iil) M>—LN>0 —  region hiperbolica, (3.92.b)
iii) M>—LN<0 -  regioneliptica, (3.92.0)

La region Optica de tipo parabodlico es generada cuando los vectores tangentes son paralelos y la

superficie presenta un solo valor para la curvatura cuyo valor satisface



v __M (3.93)

La propiedad de que los vectores 7, y 7, sean paralelos puede ser aplicada para describir la
evolucion espacial del campo de difraccidn, permitiendo en particular la descripcion de efectos de
bifurcacion. En regiones parabolicas tenemos que, de la Ec. (3.92.a) y expresando de forma

explicita los coeficientes L, M y N para la funcién de fase L = L(u, v),

(Zey' Ty, (3.94)

dudv du? ov?

Esta ultima ecuacion nos permite calcular la integral de difraccion de Fraunhofer asi como
determinar y analizar sus propiedades. La region parabolica es la region de organizacion para las
regiones restantes del campo Optico, en particular para la region hiperbdlica. Para este caso la forma
cuadratica Ec. (3.90) presenta dos regiones limitadas por sus asintotas, que separa las regiones con

diferente signo de curvatura. En el caso eliptico no se tiene la presencia de asintotas, ya que
d”/dutiene valores complejos, el significado geométrico es que la curvatura normal no cambia de

signo y en consecuencia la superficie en esta region es siempre convexa o siempre céncava. El

analisis previo es aplicado para la descripcion de un conjunto de superficies Gpticas, a continuacion.

3.5.3 Descripcion de efectos de bifurcacion.

Los comentarios previos son mejor entendidos cuando los aplicamos para la descripcién de un
campo 6ptico. Una gran variedad de elementos Opticos generan regiones focales al ser iluminados,
siendo prototipo lentes y placas zonales (ZP). En este analisis se considera solamente el caso de una
placa zonal. En un caso ideal de un sistema libre de aberraciones, la geometria de la region focal
corresponde a un conjunto de puntos llamados distribucion de enfocamiento a lo largo de la

direccion perpendicular a la ZP. Una funcion de transmitancia correspondiente a una ZP circular es



: 2.2\
() = oo ane X" )2, (3.95)
Cuando la ZP es iluminada con una onda plana, las coordenadas de enfocamiento corresponden con

2
las coordenadas dadas por x =y =0,z = 2%, donde A es la longitud de onda de la onda plana.

Remarcamos que la posicidén de enfocamiento esta dado por el nimero entero n, entonces tenemos
que el campo de difraccion puede ser considerado como un conjunto de superficies donde cada uno
genera una region focal. Un tépico muy interesante consiste en describir los cambios en la
morfologia de las regiones focales asi como su posicion cuando una transformacion de escala en las
coordenadas de la ZP es aplicado. Esta transformacién esta determinada de la forma, x - axy
y — by. Tenemos que la funcion de transmitancia para la una placa zonal escalada adquiere la

forma

t,y) =32 o aneiZH(a2x2+b2y2)%, (3.96)

Sin pérdida de generalidad se puede considerar que a > b, siendo a y b reales. EI campo de

difraccion esta dado por

¢(X0,y0,Z, Tl) — 2?;32_00 an ff ei2n’(a2x2+b2y2)%ei%(x2+y2 e_l:—;[(xxo+yy0)dxdy, (397)
Identificando la funcion de fase como
a’n 1 p’n 1 x ¥
L(xo,yo,z)=(2?+E)x2+(2?+z)y2—xl—;+yl—;, (398)

Donde algunos términos comunes han sido omitidos. La funcién de fase describe una superficie
optica b = b(a, x,y), donde x y y son parametros sobre la condicion de frontera. Hacemos énfasis
de que la funcion de fase depende del entero n, generando un conjunto de RF. La geometria de la
RF puede obtenerse de la Ec. (3.98) el tipo de geometria se obtiene analizando el signo del

determinante de la forma cuadratica



0= (2504 ) (220 +.2) 639

Cuando este tiene signo negativo, la geometria es de tipo hiperbdlica, siendo las asintotas definidas
por los términos dentro de los paréntesis, cuando el determinante es positivo la geometria
correspondiente es una elipse, para el caso parabdlico el determinante es cero, en este caso son

determinadas las coordenadas z para cada valor de n, cumpliendo las condiciones siguientes

a’n | 1 ab®n
2F+Z— 0 2 PP

1
+2-=0 (3.40)

Analizando los primeros términos se tiene que la focalizacion ocurre cuando

dZ
T 2aznd’

z(n,a) = (3.41)

Cuando a < 0, los valores positivos corresponden a focalizacién virtual. Usando estos resultados,
en la integral de difraccion de la Ec. (3.97) es facil mostrar que la regién focal tiene una forma
lineal a lo largo de la coordenada y. Analizando ahora, como es la evolucion espacial de la region
focal en la vecindad de la coordenada z(n,a). Se considera un desplazamiento infinitesimal

z(n,a) t €

daz ,
i 2 T € (3.42)

z(n,a) —z = —

Cuando € > 0 se tiene que z’es menor que z(n,a) y corresponde con la region de tipo eliptica.
Analizando la forma cuadratica dada por la Ec. (3.98) y considerando el caso cuando € < 0, la

geometria de la superficie dptica es un conjunto de hipérbolas cuyas asintotas estan dadas por
1
y =+ === (3.43)

Donde z satisface z(n,a) < z < z(n,b). El analisis previo permite una interpretacion para la

generacion de las RF, estas son generadas cuando las asintotas son paralelas como es



esquematizado en la Fig. (3.13). Este comportamiento conduce a explicar con bases geométricas la

transicion entre zonas hiperbolicas a parabdlicas

Transformed

zone plate .
\ Eliptical | FOUSI8
: region
— fegton Hiperbolic
Plane N || region
wave
— 1AY \/
- Focusing
U m 4 region
7 N

Fig. (3.13) Descripcion geométrica del campo de difraccion siguiendo una secuencia parabdlica-hiperbdlica-parabdlica.

Para corroborar los resultados del analisis previo se ha disefiado un montaje experimental en el cual
se ilumina una ZP transformada y los resultados experimentales son presentados en la siguiente

figura

Fig. (3.14) Resultados experimentales, se muestra placa zonal transformada, y el correspondiente campo de difraccion en
secuencia de region parabdlica-hiperbdlica-parabdlica, ambas regiones corresponden a la bifurcacion de un punto focal.

En el caso de una ZP circular la geometria de las RF corresponden con puntos distribuidos a lo
largo del eje z, en el caso de la ZP transformada, cada RF es dividida en dos regiones focales con
forma lineal, lo cual corresponde con efectos de bifurcacién y morfogénesis. Hacemos notar que la
generacion de regiones focales ocurre cuando las asintotas de la region hiperboélica son paralelas,

esto ocurre a lo largo del eje y y del eje x respectivamente.
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Fig. (3.15) Evolucion correspondiente a la region hiperbdlica descrita por los cambios angulares de sus asintotas.

De la interpretacion geométrica anterior podemos predecir procesos de trasferencia de momento
angular, lo cual implica una evolucién no simétrica de las asintotas. Esto puede generarse al

propagar un campo en un medio de indice de refraccién variable generando vértices opticos.

3.5.4 Conclusiones.

Analizamos la geometria de superficies Opticas usando el teorema de Euler de geometria
diferencial, mediante este se describi6 la funcion de curvatura de las superficies épticas. Este punto
de vista permite clasificar la geometria de las superficies en eliptica, hiperbélica y parabdlica. Esta
Gltima region tiene propiedades interesantes ya que esta corresponde con la region de difraccion de
Fraunhofer como puede ser facilmente deducido de la integral de difraccién al ser nulos los
términos cuadraticos. Para el arreglo experimental utilizamos como prototipo una placa zonal,
mostrando que al aplicar una transformacién lineal en la condicién de frontera se obtienen nuevos
efectos interesantes. Uno de estos consiste en la generacion de procesos de morfogénesis. Otro
efecto interesante consiste en la generacion de bifurcaciones en la region de Fraunhofer, esta es
caracterizada por la division de la region focal, es decir, este consiste en el desdoblamiento de cada
punto focal en multiples regiones focales, esta propiedad nos permite implementar procesos de
filtraje espacial sintonizable. La evolucién y transicion de las regiones hiperbolicas fueron

analizadas describiendo la evolucion angular de sus asintotas. Las regiones parabolicas ocurren



cuando estas asintotas son paralelas, el comportamiento de la evolucién de las asintotas permite la
generacion de transferencia de momento angular y con esto la generacion de vortices. Estas
propiedades pueden realizarse rompiendo la simetria en los cambios angulares de las asintotas que

puede ser implementado al propagar un campo en un medio con indice de refraccion dindmico.



CAPITULO 4.

4.1 Procesos de onda-difusion en campos opticos y efecto de

auto-refraccion.

4.1.1 Introduccion.

Los modelos tradicionales de dptica son desarrollados resolviendo la ecuacion de onda o de forma
equivalente la ecuacién de Helmholtz [47], para tener una comprension mas profunda acerca de
estos comportamientos fisicos, incorporamos efectos de difusién complementando el modelo
tedrico para el analisis del campo Optico. Los siguientes comentarios se plantean a modo de
justificar la necesidad de incluir comportamientos de difusién usando como prototipo procesos de
entropia, estos consisten en la presencia discontinuidades o de saltos de amplitud en el campo
Optico [9]. Cuando estas discontinuidades ocurren sobre la condicion de frontera, la fuente
luminosa es modificada virtualmente correspondiendo con la generacion de carga topoldgica. La
carga topologica adquiere un sentido dinamico cuando el campo Optico es propagado en un medio
con un indice de refraccion dependiente del tiempo lo cual se manifiesta en la generacion de
corrientes topolégicas, consecuentemente podemos asociar al medio una conductividad topoldgica,
este efecto también ocurre en la vecindad de las regiones focales [48]. Con el propésito de obtener
una descripcion extendida sobre las propiedades del campo Optico, es necesario considerar un
término portador de informacion de la conductividad topoldgica del medio, esto significa que los
procesos de difusion deben estar incluidos modificando el nimero de onda de acuerdo con las

ecuaciones de Maxwell [49].



Los comentarios previos son reforzados con un manuscrito previo que hemos reportado con
evidencia experimental de la generacion de procesos de difusion cuando luz incoherente es
propagada en un medio con indice de refraccion aleatorio [16]. El objetivo de este estudio consiste
en analizar la ecuacion diferencial parcial de onda-difusion identificando las regiones Opticas
donde los procesos de difusion son dominantes [50-52], mostramos ademas que, en estas regiones la
funcidn de fase satisface la ecuacién de Poisson y el comportamiento ondulatorio es practicamente
nulo, consecuentemente el indice de refraccion efectivo adquiere valores cercanos a cero. Las
propiedades topoldgicas del campo éptico implican una relacion de balance entre los procesos de
onda y difusion lo cual es caracterizado mediante una relacion de dispersion. Este analisis nos
permite identificar propiedades importantes, tales como un comportamiento auto-regulado del
campo o6ptico el cual puede ser usado para explicar el origen de propiedades fisicas de haces
acelerados y la capacidad de transferencia de momento angular Optico [53, 54]. En particular se
muestra que cuando el indice de refraccién efectivo tiende a cero, el campo dptico es doblado hacia
las regiones focales, llamamos a este efecto “auto-refraccion” y es corroborado experimentalmente

utilizando un sistema tipo Mach-Zendher.

4.1.2 Funcion de relacion de dispersion para efectos de onda-
difusion.

El punto de partida de nuestro estudio consiste en la descripcion del campo 6ptico desde la ecuacion

parcial diferencial de onda-difusion cuya representacién matematica esta dada por

T2, - L% 0
Veay = 22 +b o (4.1)



De donde v es la velocidad de la onda y b corresponde al pardmetro de difusidn. Esta ecuacion esta
en correspondencia con las ecuaciones de Maxwell. Haciendo un analisis armdnico [4] proponiendo

una solucion de la forma
Y = p(Pexp(—iwt), (4.2)
Obtenemos
V2¢ + 02¢ = 0, (4.3)

en donde o® =K? +iwb. La Ec. (4.3) es similar a la ecuacion de Helmholtz, sin embargo, el valor
complejo del nimero de onda o tiene implicaciones fisicas importantes, las cuales se analizan en
seguida. La funcién de amplitud para el campo éptico esta formada por la suma de efectos de onda

y difusion, cuya representacion usando la solucion de Green es
BP) = pu(P) + pa(P) = = [[ 22 (i - ) st ~ T ) - s
4.4

En donde el subindice se refiere a efectos de onda y difusion respectivamente. EI nimero de onda

complejo o esta dado por

1
o=¢&+in = (K? +iwb)z. (4.5)
Cada termino satisfice la ecuacion
I LG P 221/1/2 [ K? 1,0 221/1/2
E_[7+E(K +b0)) 2] , T]—[—?-l'z(K +bw) 2] ,
(4.6)
De las Ecs. (4.6), obtenemos la funcidn de relacion de dispersion dada por

£2-n? = K2, 4.7)



Cuya grafica corresponde a una curva con geometria hiperbolica la cual se muestra en la Fig. (4.1),
el significado fisico puede ser identificado por el comportamiento asintdtico. La relacion de
dispersién analizada contiene informacion del balance en la evolucion entre los efectos de onda y

difusién.

Fig. (4.1). Funcion de relacion de dispersién para procesos épticos de onda-difusion.

Cuando 7 =0, correspondiendo a los puntos P, P’, usando la Ec. (4.6), deducimos que b =0,
&=K,los cual significa que no hay presencia de efectos de difusion, entonces la ecuacion

diferencial correspondiente a la amplitud toma la forma usual de la ecuacion de Helmholtz
V2¢,, + K2, =0, (4.8)
en donde K = Kgn , n es el indice de refraccion efectivo y Ko es el nimero de onda en el vacio.

Otro comportamiento interesante ocurre cuando ¢ tiende asint6ticamente a 7. De la funcién de
relacion de dispersion se tiene que K — 0, lo cual es posible solo si el indice de refraccion efectivo

tiende a cero n — 0y la ecuacion para la funcion de amplitud toma la forma
V2¢, + iwbpy = 0, (4.9)

Cuya solucion Green es



Ba(P) = =[] IR (i — y — 2) 7 — Tep ) - s, (4.10)

en donde 7 = b % Hacemos notar que Ec. (4.10) representa la funcion de amplitud solo para

procesos de difusion, el comportamiento ondulatorio no esta presente o es casi nulo.

Debe notarse también que la relacién de dispersion implica que los efectos de onda-difusion deben
co-existir simultdneamente en un campo en donde el indice de refraccion efectivo toma valores en

el intervalo0 < n <1,

Las regiones en donde el comportamiento ondulatorio se pierde, son obtenidas de las soluciones

Green cuando K — 0, teniendo la forma

¢w(P) =0 = lim iﬂw((m —1) Pst —qus) - fids

K—04T r

= 2013 ((=3) 957 ) s, @11
Esto conduce a
Vs = — 257, 4.12)

r

Ec. (4.12) es la definicidn de regién focal [1, 48], se hace notar que en esta regién n = 0. y no hay

efectos ondulatorios presentes, solamente los efectos de difusion.

4.1.3 Descripcion tipo particula en procesos 6pticos de onda-

difusiéon extremales.

Para desarrollar un andlisis de efectos de onda-difusion, es conveniente describir la generacion de

regiones focales como sigue. La condicion de frontera definida por el frente de onda emergente de



un conjunto de trayectorias normales, esta evolucion genera una curva donde su geometria
corresponde con la envolvente de los centros de curvatura de la condicion de frontera [48], esto esta
de acuerdo con la Ec. (4.12). De esta construccion, es evidente que las densidad de rayos se
incrementa en la vecindad de las regiones focales, mostrado en la regién sombreada en la Fig. (4.2),

justificando el comportamiento difusivo del campo éptico.

¥ Tangent vector to
,7 the focusing region
.,

,
’
6

L Self-refracted
: ray

Region with refractive index n,

/' /-— Focusing region

\

Normal rays to
the boundary __
condition

Region with refractive
index n=1

™5

Boundary
Condition

Fig. (4.2) Descripcion geométrica de la RF y los pardmetros relacionados para explicar el efecto de auto-refraccion.

Cada trayectoria normal debe tener propiedades extremales implicitas en la solucién para la Ec.

(4.3) estas son dadas por
¢ = Aexp(iKyL), (4.13)

donde Aes una constante y L es la funcion de fase, este analisis es complementario a las soluciones
de Green descritas en la seccion anterior. Sustituyendo Ec. (4.13) en la Ec. (4.3) y separando la

parte real de la parte compleja, obtenemos

V| =X = n2 (4.14.3)



V2L = -2 (4.14.5)

Ec. (4.14.b) implica que los efectos de difusion generan, en el campo dptico, propiedades de tipo-
particula similares a las de una carga eléctrica, esto es porque tiene la misma representacion
matematica dada por la ecuacion de Poisson. En la Ec. (4.14.b), se describe una estructura de la que
corresponde con el modelo clasico del campo 6ptico, de la relacidn de dispersion cuando & — 7, el
numero de onda tiende a cero implicando que el indice de refraccion efectivo toma valores cercanos
a cero n — 0 y el comportamiento ondulatorio en el campo dptico es practicamente nulo. Como

conclusion, hemos mostrado que en regiones donde los efectos de difusion son dominantes el valor
del indice de refraccion varia en el intervalo (0.1], i.e., la presencia de efectos de difusion minimiza

el valor en el indice de refraccion efectivo y el campo Optico presenta propiedades tipo-particula.
En la siguiente seccion describimos una consecuencia de este hecho y es corroborado

experimentalmente. Esto estd en buen acuerdo con el concepto de fase adiabatica [2].

4.1.4 Descripcion del efecto de auto-refraccion y su

determinacion experimental.

Partiendo de la posibilidad de que el indice de refraccion efectivo puede adquirir valores en el rango
(0,1], implica la generacion de nuevas propiedades fisicas, una de ellas consiste en que el campo

optico es doblado hacia las regiones focales donde el valor de indice de refraccion es minimo, esto
ocurre en las regiones focales, nombramos a este comportamiento como “efecto de auto-refraccion”
esto es explicado utilizando una representacion geométrica mas adelante. Los cambios en el indice
de refraccion efectivo pueden ser descritos usando la ley de Snell donde los parametros
involucrados son esquematizados en la Fig. (4.2). Debe ser notado que los angulos son medidos

respecto a la trayectoria normal en cada punto de la condicion de frontera la cual corresponde con



la direccion del vector tangente sobre la regién focal. Este vector separa dos medios con diferente

indice de refraccion efectivo. Los rayos que se propagan antes de llegar a la region focal son
propagados con un indice de refraccion efectivo n; =1. Cuando estos rayos cruzan la region focal,
este interactta a lo largo de su recorrido y es equivalente a la propagacién del campo en un medio
con indice de refraccion efectivo ny <n;. Debe ser notado que en la vecindad de la region focal la

densidad de rayos se incrementa lo cual es equivalente a condicionar el campo 6ptico a procesos de

compresion, siendo maximos estos procesos junto con la densidad de rayos sobre la regién focal,

implicando efectos de difusion dominantes. De la ley de Snell tenemos que siné; > sing;ya que

nr <1 El valor limite del angulo & ocurre cuando ny — 0, esto implica que & adquiere valores

complejos, interpretamos este hecho como un comportamiento de las regiones focales tipo
sumideros, que corresponden con los efectos de auto-refraccién, este efecto esta de acuerdo con la
descripcion dada usando la ecuacion de Poisson Ec. (4.14.b). Para corroborar estos efectos,
realizamos un experimento que consiste en describir los efectos de interferencia entre una onda
plana con el campo 6ptico emergiendo de una condicién de frontera dada por una rendija curvada
de forma parabdlica que esta asociada con las regiones tipo cuspide, el montaje interferometro es

esquematizado en Fig. (4.3).
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Fig. (4.3) Arreglo experimental que consiste en un sistema interferometro para describir la interferencia entre una onda
plana y el campo de difraccién emergente de una rendija de forma parabdlica.



En Fig. (4.4.a), mostramos que el campo difractado correspondiente a la condicion de frontera
caracterizada por una rendija de forma parabdlica y en la Fig. (4.4.b) mostramos las franjas de
interferencia resultantes del campo difractado y la onda plana, debe notarse que los efectos de
interferencia no ocurren sobre la region focal, siendo esta Ultima invariante. En las regiones
inferiores de la region focal, los efectos de interferencia son dominantes respecto a la region
superior y es facil entender este efecto tomando en cuenta que los rayos en esta region deben
curvarse hacia la region focal, siendo esto consistente con los efectos de auto-refraccién como es

explicado en la siguiente seccion [5].

perimentales para la interferencia entre
campo tipo Pearcey y una onda plana. La evolucion espacial de las franjas de interferencia es explicada
satisfactoriamente usando el efecto de auto-refraccion. Las franjas de interferencia son limitadas por la region focal, la
cual se mantiene invariante.

4.1.5 Conclusiones.

Como conclusiones tenemos que los mecanismos de transporte conocidos en un sistema fisico estan
dados por los procesos de onda y difusion. Para el presente analisis, el concepto de estructura
topoldgica consiste en analizar el comportamiento simultaneo de onda-difusién en un campo 6ptico
asi como su relacion de balance. Esto fue obtenido resolviendo la ecuacion diferencial parcial de
onda-difusion del campo o6ptico y su relacion de balance dada por la funcion de relacion de

dispersion. Una consecuencia importante que se puede identificar es que existen regiones del campo



Optico en donde las propiedades ondulatorias son practicamente nulas, siendo dominantes los
efectos de difusion, apareciendo comportamientos interesantes en el campo Optico. Por ejemplo si
se considera que el comportamiento ondulatorio del campo se pierde entonces el campo dptico es
inmune a efectos de interferencia como puede ser deducido de la invariancia morfoldgica de las
regiones focales mostrada en resultados experimentales. Con el proposito de identificar regiones en
donde el comportamiento ondulatorio se pierde o es casi nulo, realizamos un analisis extremal
mostrando que la funcion de fase satisface la ecuacion de Poisson donde los pardmetros de difusion
son los responsables de la generacion de propiedades de tipo-particula en el campo éptico. Otro
resultado importante que se considera es que los efectos de difusion generan un medio con indice de
refraccion efectivo cercano a cero n — 0. Con este hecho es posible la generacion de fendmenos de
auto-refraccion los cuales consisten en el doblamiento del campo hacia las regiones focales lo cual
justifica las propiedades implicitas de carga presentes en la ecuacion de Poisson. Los resultados
experimentales mostrados estan de buen acuerdo con el modelo tedrico desarrollado en este trabajo
presentado. Finalmente, el analisis realizado puede tener aplicaciones para estudiar efectos
importantes tales como las propiedades fisicas de haces acelerados y su relacion con la transferencia

de momento angular.

4.1.6 Base interferométrica del efecto de auto-refraccion.

En esta seccidn se justifica el efecto de auto-refraccién con una base interferométrica. Comenzamos
por describir la superposicion coherente de dos ondas planas dadas por
¢(r) = Aexp (ik, - ) + Bexp (ik, - 1) (4.15)
Ya que la amplitud resultante representa una onda, esta debe tener una representacion polar de la
forma
¢(r) = Aexp (ik, - ) + Bexp (ik, - ) = Cexpi(6(r, kq, k), (4.16)

Donde se cumple que



C =A% + B2 + 2ABcos(k, — k) - T (4.17)

Y ademas la siguiente relacion

(4.18)

5(7" k1 kz) — tan_l (AsinKl-r+BsinK2-r)

AcoSKq,'T+BcosKy'T
De la Ec. (4.17) es fécil deducir que el modulo cuadrado de la amplitud C representa la formula

general de interferencia, la diferencia de fase es responsable de la distribucion de irradiancia y el

ASinKq'r+BsinK,'r

termino 6(r, kq, ky) = tan‘l( ) representa la fase de la onda resultante. El caso

AcosK,'T+BcoSK,'r
mas simple ocurre cuando la amplitud de las ondas involucradas es la misma, para este caso, la

representacion polar de la amplitud toma la

() = A2+ 2c05(ky — kp) - exp [i5 ((ky + k2) 7)) (4.19)
La ecuacion anterior puede ser generalizada para explicar los efectos de auto-refraccién como es

esquematizado en la Fig. (4.5), aplicado al conjunto de n-vectores emergiendo de una condicion de

frontera dada por una rendija curvada.

kO km' k[
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.............. Focusing region krs i kr /71 /35_3
/
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Fig. (4.5) Descripcion de la resultante del vector k para un conjunto de K vectores emergiendo de una condicion de
frontera.

La primera suma vectorial para k, Yy k; genera un vector resultante kg, que interactGa con el vector
k, generando el vector ky,. Este proceso es aplicado consecutivamente a los siguientes vectores,

debe ser claro que el vector resultante es tangente a la regidn focal justificando el efecto de auto-



refraccion. Finalmente hacemos notar que la expresion para el indice de refraccion efectivo puede

ser obtenido tomando el modulo cuadrado del gradiente de la Ec. (4.18).

4.2 Propiedades topoldgicas de la interaccion entre regiones

focales tipo cuspide.

4.2.1 Introduccion.

Es bien conocido que la energia es disipada o reorganizada en torno a puntos de equilibrio, también
conocidos como puntos criticos, lo cual constituye el soporte de la realizacién de los modelos de la
fisica contemporanea [22]. En un contexto Optico esto significa que el campo Optico es organizado
en torno a regiones focales también conocidas como causticas o regiones singulares, definidas como
la envolvente de puntos criticos de la funcion de amplitud [1, 26, 55]. En este sentido, las
propiedades fisicas de las regiones focales son fundamentales para entender la estructura global del
campo Optico ya que en la vecindad de estas, se espera que sean observados comportamientos
interesantes del campo éptico. Por ejemplo, efectos de bifurcacion [3, 29], consistiendo en la
generacién de diferentes propiedades fisicas cuando algunos parametros implicitos en la descripcién
del campo dptico cambian su valor. La consecuencia fisica de esto es que el campo éptico es
dividido en dos ramas cuya evolucion espacial-temporal pueden generar vortices épticos [15, 56].
En adicion, las regiones focales presentan comportamientos similares a la de carga topoldgica, los

cuales son evidentes cuando este interactdia con otro campo 6ptico [39, 57].



El proposito principal de este andlisis esta soportado por la propiedad de que la funcién de fase del
campo 6ptico presenta propiedades adiabéticas en la vecindad de una region focal. El significado
fisico es que el campo Optico pierde su comportamiento de onda adquiriendo propiedades de tipo
particula [16], ademas las regiones focales presentan niveles altos de irradiancia, ofreciendo la
posibilidad de transferir energia a otras regiones del campo dptico, este hecho es descrito en detalle
implementando la ecuacién de transporte de irradiancia. En este contexto, el objetivo de este
andlisis es describir la interaccion entre dos regiones de tipo Pearcey donde cada una tiene asociada
una condicidn de frontera curva [58]. Las condiciones de frontera para generar las regiones de tipo
Pearcey consisten en dos rendijas con geometria de pardbola. Esta configuracion puede ser

interpretada como una versién del interferometro de Young.

4.2.2 Interaccion de irradiancia entre dos regiones focales.

Del comportamiento adiabéatico de las regiones focales, la interaccion entre estas debe ser descrita
implementando primero una redistribucion de energia, donde nuevas propiedades fisicas son
identificadas, en particular se muestra que cada region focal es capaz de transferir energia a otras
regiones del campo éptico, esta es una nueva propiedad que aparece en el interferometro topolégico

de Young.

La interaccion es descrita utilizando la ecuacion de transporte de irradiancia [59], esta es aplicada
en la vecindad de los puntos clspide generando un canal de irradiancia el cual constituye una
extension de las regiones focales como se muestra a continuacion. Las regiones del campo Optico
restantes, deben ser analizadas por medio de una interaccion de amplitud donde las franjas de
interferencia son organizadas en torno al canal de irradiancia. La ecuacion de transporte de

irradiancia esta dada por



= F)
vV, (I(x, v,2)V,L(x,y, z)) + El(x, y,z) =0, (4.20)

Donde V 1 es el operador gradiente transversal actuando en el plano (x,y). La irradiancia sobre un
punto P(x,y,z) es generado por la contribucion de cada region focal representada por I(x,y,z) =
I;+1;, el término de fase esta dado por L = L; — L,, donde L, , = kr; , k es el namero de onda y
1, €s la distancia desde un punto en la condicion de frontera al punto de deteccion P. Solamente

los pardmetros asociados a la pardbola superior son esquematizados.
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Fig. (4.6) a) Interferémetro topoldgico de Young y regiones focales de forma cuspide, cada una asociada a una funcion
de Pearcey. La condicion de frontera estd contenida en un cuadrado de 8mm y la separacion de sus vértices de 0.2 mm.
La longitud de onda utilizada es de 632.8 nm. B) Descripcion geométrica de la region focal.

Considerando las coordenadas (g,+a,0) para los puntos sobre la condicion de frontera en la
vecindad de los vértices de la pardbola y un punto arbitrario (0,y,z) en trayectoria lineal que

conecta los puntos cuspide es

2
n=J@-a)@+z2+e2=z+>"+ (y a) (4.21.a)

=y +a)2+z2+e2=z+>— (y+a)2 (4.21.b)

Donde se han despreciado términos cuadraticos 2 ya que |e| < 1 El término de diferencia de fase

toma la forma



kry — kr, = 222K (4.22)

Z

Entonces la ecuacion de transporte de irradiancia adquiere la forma

d d o, —
o[t + 1Y 35 (kry = k)| = —Z52, (4.23)

Utilizando la Ec. (4.22) en la Ec. (4.23), la ecuacion diferencial parcial para la interaccion de

irradiancia es

-2ak 8 0(I1+1)
o, (L) ==, (4.24)

z

Y la correspondiente ecuacion de caracteristicas es

dy _dz d(l; +1,) = 0, (4.25)

2ak  z
Cuya solucion esta dada por
L+ 1, = c,, ;7 = In(2) + ;. (4.26)

Notese que z # 0 , ya que z = 0 corresponde a una transmitancia sin curvatura, en este caso no se
logran generar regiones focales. El significado fisico de la Ec. (4.26) es la generacion de un canal de
irradiancia que conecta los dos puntos clspide. Hacemos notar que la Ec. (4.26) es valida en la
vecindad de los puntos cuspide y la geometria del canal de irradiancia no depende de la separacion
relativa entre las rendijas parabdlicas. Esto esta en acuerdo con simulaciones computacionales para
las cuales el canal de irradiancia es mostrado en la Fig. (4.6). Estos mismos tienen buena
correspondencia con los resultados experimentales mostrados en la Fig. (4.7). Cuando la separacién
entre las regiones cuspide es suficientemente grande, no existe interaccién de irradiancia y la
geometria de las franjas de interferencia corresponden con la descripcion clasica del interferometro

de Young, como es mostrado en los resultados experimentales mostrados en la Fig. (4.7).



4.2.3 Interaccion de amplitud.

El siguiente paso del estudio es la descripcidon de la interaccion de amplitud entre los campos
Opticos de tipo Pearcey. Considerando las dos rendijas parabdlicas como un interferémetro
topoldgico, el problema consiste en la descripcion de la estructura de las franjas de interferencia asi
como su relacion con las regiones focales. Los campos Opticos bajo estudio son generados por la

difraccion emergiendo desde cada rendija cuya funcion de transmitancia esta dada por
t,y) =6(y—(x?*+a)+6(y+ (x*+a), (4.27)

siendo § la funcion delta de Dirac. EI campo difractado para la funcion de amplitud en la

aproximacién paraxial es
¢(%0,y0,7) = ﬂ [6(y — 2+ @) +6(y + (x* + )]

] i2
X exp [;—Z (x2+y2)] exp [— ;—: (xxo + yyo)] dxdy. (4.28)
Haciendo una integracion respecto de la variable y, se obtiene entonces

4im (x4 x2

@(x0,Y0,2) = fexpz 7—7(}’0 - a—%) —xxo) dx

+f exp% (%4 — x; (yo +a-— %) — xxo) dx, (4.29)

El término de fase en la primera integral es de la forma
x* x?
L(x,a,B) = S a5+ Bx. (4.30)

La estructura de la funcion de fase puede obtenerse desde sus puntos criticos dados por

9L _ 0= 43—
ax—O—x ax + 3, (4.31)

Donde la envolvente de los puntos criticos satisface la ecuacion



%L
ax2

0=3x%-a. (4.32)
Ya que los puntos criticos toman valores reales, es necesario que a > 0, lo cual ocurre cuando
1
Yo—a—35> 0. (4.33)

De las Ecs. (4.31y (4.32), la geometria de la regién focal es entonces

p==+(5) (4.34)

La consecuencia importante de la Ec. (4.34) es que la funcién de fase puede ser considerada como
una funcion de catéstrofe. Si esta condicion no es del todo satisfecha el término de fase no
correspondera a una funcién de catastrofe ya que no estan presentes puntos singulares, esta puede

ser representada por una funcion cuadratica, esto ocurre cuando
1
Yo<a+ (4.35)

Y no esta presente envolvente de puntos singulares. En este caso, el termino cuadratico puede ser

removido y la integral es reducida a

21

fexp% (xz (yo —a-— %)) exp (Tnxxo) dx. (4.36)

Z

La ultima expresion corresponde a la transformada de Fourier de una funcién Gaussiana con
varianza compleja. Calculando explicitamente la integral obtenemos

. 2
@, = exp 2/%: [(x—"l)zl (4.37)

Yo—a—;

De los analisis previos, se concluye parcialmente que la funcién de amplitud ¢, tiene dos posibles
representaciones para su funcion de fase. Una de estas corresponde a una region de catéstrofe, la
otra es una funcion cuadrética, separadas ambas por la region focal. Para cada representacion se

esperan diferentes propiedades fisicas del campo Optico.



De un analisis similar para la segunda integral en la Ec. (4.29), la condicion para la cual el termino

de fase toma la forma de una funcién de catastrofe es

Vo < —a — % (4.38)

Si la condicion previa no es satisfecha, el termino de fase es representado por una funcion

cuadrética y la amplitud est& dada por
2i 2
0, = expf[—( ul 1)2], (4.39)
¥
La cual es definida en regiones con la condicién

Yo=—a—=z, (4.40)

De las Ecs. (4.37) y (4,39), es facil mostrar que los términos de interferencia son entonces

2irm x2 2im x2
2Re s =2cos|—| —>— | ——| —— ||, 4.41
o192 [ <(>) 2 (()ﬂ @4

Donde el maximo de irradiancia ocurre cuando

x3 |- x3 _ | = maz, (4.42)
<(YO“1‘5) ) <(YO+‘1+E) )

Y la geometria de las franjas de interferencia es un conjunto de hipérbolas teniendo como asintotas
el eje-x,. El hecho de que los términos de fase tienen dos posibles representaciones implica que las
franjas de interferencia emergen de la region focal “fluyendo” hacia la region de fase cuadratica
teniendo un comportamiento asintético, estas afirmaciones estan de acuerdo con las Ecs. (4.41) y
(4.42). La interferencia ocurre solamente en regiones donde la funcién de fase es uni-valuada.

Entonces tenemos que las fuentes de las franjas de interferencia estn dispuestas sobre la region



focal justificando de esta forma sus propiedades de carga topoldgica. Este comportamiento puede

ser observado por medio de simulaciones computacionales mostradas en la Fig. (4.8)

Fig. (4.7) a) Rendija de forma parabdlica usada como condicion de frontera para generar regiones tipo Pearcey
mostradas en b) y d), esta configuracién permite una interaccion sintonizable entre regiones cuspide, estas son
mostradas para distintas distancias entre estas en e), f), h), i).

4.2.4 Conclusiones.

Hemos presentado un andlisis para la interaccion entre dos campos Opticos emergiendo de dos
rendijas de forma parabodlica, esta configuracion corresponde a una version topoldgica del
interferdmetro de Young. El campo de difraccion emergiendo de cada parabola tiene asociada una
region focal correspondiente a una curva de tipo cuspide. El estudio de los campos épticos fue
descrito analizando dos tipos de interaccion Optica. La primera de ella, fue la transferencia de
irradiancia entre las regiones focales usando la ecuacion de transporte de irradiancia, mostramos
que las regiones focales son capaces de transferir energia a otras regiones del campo Optico. Para la

geometria propuesta, mostramos la generacion de un canal de irradiancia conectando los dos puntos



cuspide, constituyendo una extension de las regiones focales, ofreciendo este hecho aplicaciones
interesantes, en particular, este puede ser implementado como una guia de luz asi como en pinzas
Opticas sintonizables. El segundo efecto analizado fue la interaccion de amplitud, donde son
generados efectos de interferencia interesantes, por medio de este analisis se demostré que las
franjas de interferencia emergen de puntos sobre la region focal teniendo un comportamiento
asintético hacia el eje x,, sin cruzar por el canal de irradiancia, estos efectos fueron manifestados en
regiones con funcion de fase cuadratica. En regiones donde las funciones de fase corresponden a
una funcion de catastrofe, no se manifiestan efectos de interferencia. Las simulaciones
computacionales junto con los resultados experimentales estan de buen acuerdo con el analisis
realizado. Finalmente, el interferdmetro topolégico de Young, donde la rendija tiene una curvatura
arbitraria, puede usarse para predecir y controlar otros efectos Opticos tales como bifurcaciones,

vortices, etc.



CAPITULO 5.

PROPIEDADES FISICAS DE REGIONES FOCALES.

5.1 Cinematica de regiones focales.

5.1.1 Introduccion.

Describimos la interaccion entre regiones focales y analizamos las propiedades fisicas resultantes.
El estudio es soportado por el hecho de que las regiones focales exhiben propiedades de tipo
particula y las interacciones entre ellas presentan comportamientos similares a una colision
inelastica. Cuando las regiones focales son generadas en un medio con indice de refraccion
aleatorio, la distribucién de irradiancia a lo largo de las RF cambian de acuerdo con un proceso de
difusion y la colision entre ellas genera efectos de tipo vortice. Este estudio fue implementado
resolviendo la ecuacion de transporte de irradiancia. Resultados experimentales estan en buena

concordancia con el modelo tedrico desarrollado.

Las propiedades fisicas de un campo Optico pueden obtenerse del frente de onda, que es una

superficie que puede ser representada en una forma paramétrica como [31, 60]



x=x(uwv) y=ywv) z=z(uv) (5.1)

Ya que para obtener una representacion matematica de la geometria del frente de onda z = F(x, y),
libre de los pardmetros (u,v), las funciones paramétricas Ec. (5.1) deben ser invertibles y el

determinante de la matriz de transformacion debe ser diferente de cero:

Xu

detM(u,v) = det [y
u

;:] #0, (5.2)

En donde (xu,v, yu,,,) representa las derivadas parciales. Entonces tenemos que la matriz es de rango
2; sin embargo, existen regiones Opticas donde el rango es menor que 2, lo cual es la definicion
matematica de singularidad. En la vecindad de esas regiones singulares, son detectadas propiedades
fisicas interés en este analisis. Cuando el rango de la matriz es cero, la singularidad corresponde a
un punto, y cuando el rango de la matriz es 1 esta corresponde a una curva [31]. De estos resultados,
conocemos que la geometria de singularidades dpticas es de curvas o de puntos. Singularidades
también son conocidas como regiones focales o causticas y estas son generadas por la envolvente de
un conjunto de trayectorias ortogonales al frente de onda [1, 3, 26, 61, 62]. En este analisis nos
enfocamos en la investigacién de la interaccién entre dos regiones focales. Estas pueden ser
generadas en un medio con indice de refraccion aleatorio cuyos parametros estadisticos son
independientes del tiempo. Para mantener un punto de vista geométrico, proponemos que las
fluctuaciones aleatorias del indice de refraccion son equivalentes a una superficie rugosa dinamica
en el sentido de que ambos de ellos generan las mismas regiones focales. Mostraremos que cada
interaccion produce redistribucion de irradiancia, generando luz guiada a lo largo de las regiones
focales. Durante el periodo de interaccion, parte de la energia modifica la geometria de la region
focal mientras que otras podrian generar efectos de tipo vortice, estas propiedades son analizadas en
el presente estudio. El analisis es soportado por el hecho de que las regiones focales exhiben
propiedades adiabaticas [29, 63], lo cual significa que cada campo Optico tiene propiedades de tipo

particula y la interaccion entre regiones focales pueden modelarse como colisién entre particulas,



estableciendo una analogia directa con sistemas mecéanicos. La evolucion espacio-temporal de
regiones focales presenta dos propiedades importantes, la primera consiste en el comportamiento de
causticas libres de interaccion. Esta evolucion en un medio con indice de refraccién aleatorio genera
cambios morfoldgicos siguiendo un proceso de difusion. La otra propiedad importante ocurre
durante la interaccién entre dos RF cuyo comportamiento es similar a una colisidn inelastica, lo cual
significa que las RF son conectadas una con otra por un punto de contacto. Esta interaccion es
analizada desde la ecuacion de transporte de irradiancia [64-66] y es implementada
experimentalmente propagando una onda plana a través de un medio con indice de refraccion
aleatorio. El medio es obtenido por agua calentada a una temperatura arriba de ~ 80°C y dejando
enfriar esta hasta llegar a temperatura ambiente. La temperatura del agua no es uniforme generando
un indice de refraccidn aleatorio. lluminando el contenedor de agua con una onda plana, el campo

Optico genera regiones focales dinamicas cuya interaccion es detectada con una camara CCD.

5.1.2 Descripcion y sintesis de RF.

Para describir las propiedades fisicas de causticas, mantenemos un punto de vista geométrico. El
tipo de fluctuacion del indice de refraccién en consideracion del volumen es equivalente a una
condicién de frontera aleatoria que es interpretada como una superficie rugosa cuyo perfil cambia
con el tiempo, como se puede ver en la Fig. (5.1). De esta forma, los dos sistemas son equivalentes
en el sentido de que ambos generan las mismas regiones focales. Como una consecuencia del
teorema de limite central, consideramos que la distribucion de alturas para la superficie rugosa
equivalente obedece a una funcion de densidad de probabilidad Gaussiana con varianza dependiente

del tiempo [67,68], representada por

1 z2

p(z,t) = Tomg XD [— 22l (5.3)




Es bien conocido que esta funcion satisface la ecuacion de difusion. Esta propiedad permite
mantener un punto de vista geométrico, el cual es necesario para explicar la cinematica de regiones
focales. En la Fig. (5.1) esquematizamos el hecho de que solo algunas regiones de la superficie
rugosa generan regiones focales cuyo perfil es dado por z = f (ax), en donde a(t) cambia como
una funcion del tiempo. Algunas otras propiedades interesantes de regiones focales pueden
encontrarse en [55]. Por lo tanto, podemos seleccionar un conjunto de trayectorias ortogonales a la
condicion de frontera, generando una curva envolvente que corresponde con la regién bajo estudio.
La regiodn focal corresponde a la envolvente de los centros de curvatura de la condicion de frontera

y = f(ax), y la expresion matematica para el centro de curvatura (a, ) es dada por [1, 2, 9]:

, 1+a%y’?

a(x,a) =x—y > (5.4.9)

Blx,a) =y + —“‘y‘,z,y - (5.4.b)

De estas expresiones, es facil identificar el comportamiento no-lineal de la region focal,

caracterizado por el cambio en la longitud de arco s, cuya expresion matematica esta dada por

1 [ (1 2\? 4
AS:flafF\/yz(__yz) +a6—y~2da, (5.5)

de donde se puede notar que los cambios pequefios en el parametro a implican cambios notables en
la geometria de la region focal, como una consecuencia, la irradiancia es redistribuida
continuamente a lo largo de esta. Previos comentarios pueden resumirse en Fig. (5.2), que muestra
la sintesis de una curva envolvente, donde una alta densidad de trayectorias es identificada en la

vecindad de las regiones focales y entonces procesos de difusion Optica son esperados.
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Fig. (5.1) (a) Montaje experimental para generar la interaccion entre regiones focales. (b) y (c) muestran los sistemas
equivalentes para dos instantes de tiempo. En (a), la RF es generada por la propagacion de una onda plana a través de
un medio aleatorio. En (b) y (c), la RF es generada por trayectorias ortogonales a la superficie rugosa para dos

diferentes instantes de tiempo.
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Fig. (5.2) Sintesis de RF usando la envolvente de un conjunto de rayos.



5.1.3 Procesos de difusion en RF.

La funcion de irradiancia satisface la ecuacion diferencial de difusion,

%1 _ ol
—==D%, (5.6)

donde s es la longitud de arco, I es la funcion de irradiancia, y D es la constante de difusion. Esta
relacion serd analizada més adelante. Note que el tipo de fluctuacion aleatoria del indice de
refraccién tiene una densidad de probabilidad Gaussiana, que es consecuencia del teorema de limite
central. Dado que las trayectorias que generan a la region focal son ortogonales al frente de onda, es
de esperarse que los efectos de difusion apareceran a lo largo de la esta, lo cual se concluye que esta
debe corresponder con una curva de acuerdo con la definicion de singularidad. La ecuacion de
difusion se cumple bajo soluciones con dependencia exponencial decreciente en el tiempo, y la

solucion entera es dada por

I(x,y,2,5,t) = Iy(x,y,z)cos(Bs + u)exp(—ht) , (5.7)

donde u es una constante de fase, los términos armonicos describen luz guiada a lo largo de la
longitud de arco. La estructura de la condicion de frontera para la ecuacion de difusién dada por
Iy(x,y,z), debe satisfacer la ecuacion de transporte de irradiancia [65] y esto sera analizado en la
siguiente seccidén. Para corroborar los procesos de difusion, propagamos una onda plana a través de
un medio con indice de refraccion aleatorio generado por agua calentandose. Los resultados
experimentales obtenidos son mostrados en la secuencia de imagenes en Fig. (5.4). La region de
interés es encerrada en un circulo de aproximadamente 5mm de diametro, de hecho las regiones
focales son facilmente detectables siempre sin algun sistema Optico adicional. Las regiones focales
son denotadas por (1) y (2) y fueron detectadas usando una camara CCD como es mostrado en la
Fig. (5.1). El punto extremo de la regién (1) se mueve hacia la region (2) hasta que este lo alcanza y

es entonces conectado en el punto de contacto, analogo a una colision ineldstica. Como conclusion



parcial, la irradiancia para una regién focal en un medio aleatorio cambia su geometria siguiendo un

proceso de difusién manifestado a lo largo de la longitud de arco.

5.1.4 Interaccion entre regiones focales.

El siguiente punto importante de este estudio es analizar la interaccién entre regiones focales.
Consideramos que las ondas planas son propagadas a lo largo de la coordenada z y que los cambios
en la irradiancia son detectados en el plano transversal, x-y. La parte espacial de la funcion de

irradiancia representada por I,(x, y, z) satisface la ecuacion de transporte de irradiancia, dada por
= = a
Ve (I y, 2V, L(x,3,2) + = Io(x,y,2) = 0, (5.8)

donde L es la funcion de fase y v 1 es el operador transversal de Laplace. Ya que el indice de
refraccion cambia aleatoriamente, la morfologia de la region focal también cambia. Una idea

geométrica de la interaccion entre estas es mostrada en la Fig. (5.3).

Focusing regioL/
\ (@)

x-y plane

Fig. (5.3) a) Regiones focales generadas por la envolvente de trayectorias, b)
interaccion entre dos regiones focales, c) generacion de una nueva region focal.

Para describir las propiedades fisicas de la interaccién, proponemos que en el punto de contacto

(x,y,2) lairradiancia es dada por



1(x,y,z) = 1I,(x,y,2) + I,(x,y,2), (5.9)

Fig. (5.4). Los circulos encierran los procesos de difusion para la RF (1), Los circulos encierran los procesos de
difusion para la region focal. (1), la cual se mueve hacia la (2) hasta que estas son conectadas en el punto de contacto.
La duracién del proceso es de ~1s, usando como fuente luminosa luz solar.

y la tuncion de tase esta dada por una diferencia de fase entre 10s correspondientes campos opticos,
Lx,y,z) = Li(x,y,2) = L,(x,¥,2) (5.10)
Sustituyendo (9) y (10) en la ecuacion de transporte de irradiancia, obtenemos
VI, -V,L,+1,-V2L, —V,I, -V, L, —
—I V3L, + V- (V. L, — LV, L) =

— 9 095

> " 9% (5.11)

En donde la interaccion entre las regiones focales es determinada por el término I;,; = V-

(Iﬁ Ly — Iﬁ lLl). Definimos la densidad de corriente de irradiancia como la funcion vectorial
le = Ilv)lLZ - Izv)lLl. (512)

Durante el periodo de interaccion la irradiancia esta fluyendo a lo largo de la RF, la cual debe

satisfacer la ecuacion de continuidad como una consecuencia de conservacion de energia:

? _ 6112

v) ']12 - ?, (513)



donde flz es la irradiancia fluyendo entre las RF. Un resultado inesperado fue identificado en la
secuencia de iméagenes mostrada en Fig. (5.5). En el punto de contacto las RF son conectadas y
demuestran una tendencia a generar una sola RF. Durante el periodo de interaccién una de las RF se
muestra mas brillante, lo cual es una evidencia experimental de que la irradiancia fluye a lo largo de

la RF. Cuando la interaccion cesa, la densidad de corriente de irradiancia,
J1, €s cero:
LV,L,—L,V,L; =0, (5.14)
y los vectores gradientes son paralelos:
V,L,= %VLLl. (5.15)

La interpretacion fisica de la Ec. (5.15) es que la interaccion de irradiancia tiene la estructura de una
colisidn inelastica, esto significa que las dos RF estan juntas generando una sola, como es mostrado
en la secuencia de imagenes de la Fig. (5.5). Debe ser notado que las RF son conectadas en el punto
de contacto y una tendencia a crecer el nimero de puntos de contacto es observado, generando de
esta manera una sola RF. Otra caracteristica importante es la generacion de propiedades tipo-vortice

cuya estructura puede ser obtenida tomando el rotacional de la Ec. (5.12), obteniendo
VJ_ X]-)zv)J_lev)_LLZ_v)_LIZ XVJ_Ll. (516)

El modulo del rotacional depende principalmente del signo de cada termino, que es relacionado a la
curvatura de la RF. Cuando el vector de curvatura de cada RF tiene el mismo signo, el modulo del
rotacional tiene un valor bajo y la cinemética de las RF conectadas es principalmente de traslacion.
Cuando el vector de curvatura tiene un signo opuesto, el rotacional toma valores més altos y este
tiene un comportamiento de tipo vortice. Estos dos escenarios son ilustrados en la Fig. (5.6), y los
resultados experimentales son mostrados en la Fig. (5.7) reforzando los comentarios anteriores, de

donde las caracteristicas de tipo vdrtice son evidentes.
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Fig. (5.5) Interaccion experimental entre dos regiones focales. La interaccién tiene comportamiento similar a una colision
ineldastica. El tiempo de duracion del proceso es de cerca de 1 seg.
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Fig. (5.6) Tipos de interaccion entre regiones focales, a) ambas regiones
focales RF, tienen el mismo signo de curvatura, b) caso de signos opuestos.

Fig. (5.7) Secuencia de imdgenes que muestra la evolucién para la interaccion entre regiones focales con signos de
curvatura opuestos, generando propiedades de tipo vortice. El tiempo de duracion es del orden de 1 seg.

5.1.5 Conclusiones

En conclusion, analizamos la cinematica de regiones focales, para realizar este estudio fue necesario

generar RF dindmicas, esto fue posible por la propagacion de luz a través de un medio de indice de



refraccién aleatorio. Podemos distinguir dos propiedades importantes: (1) demostramos que los
cambios morfolégicos de una sola RF sigue un proceso de difusion, debido a las singularidades que
tienes la curva rendija de forma curva, el proceso de difusién es manifestado por cambios en la
longitud de arco y curvatura de la RF. (2) Otra propiedad inesperada es que la interaccion entre RF
muestra una similaridad con colisiones inelasticas, esto ocurre cuando RF colisionan y entonces son
conectadas en un punto de contacto. Para describir esta interaccion usamos la ecuacion de
transporte de irradiancia que conduce a identificar el término que describe como la irradiancia y
fase de cada RF es distribuida. De este término, propiedades de tipo vortice pueden ser observadas,
estableciendo una similaridad con los sistemas mecéanicos ya que la estructura vortice estd
relacionada con el transporte de momento angular. Los resultados experimentales estan en buena
concordancia con el modelo teérico desarrollado. Finalmente como una consecuencia de la analogia
mecénica, RF pueden ser descritas por medio de sus centros de irradiancia, que es analogo al centro
de masa. El estudio presente puede ser usado para atrapamiento Optico dinamico y desarrollo de
motores Opticos. Algunos comentarios siguientes serdn explicados usando nuestro modelo en un

articulo futuro.

5.1.6 Equivalencia entre el volumen del medio con indice de

refraccion aleatorio con la superficie dinamica rugosa.

En este apéndice mostramos la equivalencia entre la propagacion de luz a través de un medio con
indice de refraccion aleatorio y el campo de difraccion emergente de una superficie rugosa. El
estudio es realizado interpretando el medio aleatorio como un arreglo de estratos delgados
dependiendo de las coordenadas espaciales x-y y del tiempo como es mostrado en Fig. (5.8). De
esta manera, cada rebanada puede ser interpretada como una transmitancia de fase aleatoria, la

interpretacion para la i-ésima transmitancia esta dada por T;(x,y, t). Entonces, la propagacion de



luz a través del volumen de medio aleatorio es equivalente a analizar la propagacion de luz a través
de un conjunto de transmitancias en arreglo tandem. El conjunto de transmitancias es iluminado por
una fuente puntual dispuesta a una distancia z de la superficie como es mostrado en la Fig. (5.8).
Considerando una sola transmitancia, el campo difractado en la region de Fraunhofer, corresponde

con la transformada de Fourier de la funcion de transmitancia dada por
e(w,v,z=0) =
= [1% ti(x, y)exp(—i2m(xu + yv))dxdy
=T;(u,v), (5.17)

donde u = xy/Az, v =y,/Az Yy z; es la distancia de la fuente puntual al plano de la transmitancia.
Remarcamos que la distancia z; aparece como un factor de escala en la Transformada de Fourier, y
esto puede ser prueba de que esta sintetizado, en una manera virtual, en plano de la superficie.
Considerando ahora, la propagacion a través de la segunda transmitancia, el campo de difraccion de
Fraunhofer adquiere la forma de funcion de convolucion entre la transformada de Fourier de cada

transmitancia dada por
o(u,v,z=0) =
= [ t,(x,y, Ot (x, y,t) x exp(—i2n(xu + yv))dxdy
=T,(u,v,t) @ T,(u,v,t) (5.18)

En donde ® representa la operacién de convolucion. Tomando en cuenta el conjunto completo de

transmitancias, el campo de difraccién de Fraunhofer toma la forma:
ou,v,z=0)=
= ff_i, Mt;(x,y,t) x exp(—i2n(xu + yv))dxdy

=Ti(u,v,t) @ T,(u,v,t) .. Q T,,(u,v, t)



= T(u,v,t). (5.19)

Esta ecuacion implica que el campo difractado de Fraunhofer asociado al conjunto de
transmitancias en arreglo tandem es generado en forma virtual, en la superficie de la fuente. Esto es

facilmente corroborado observando la fuente luminosa a través del medio aleatorio.
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Fig. (5.8) Difraccion de Fraunhofer generada en una fuente plana. Es fdcil identificar a través del medio aleatorio.

Consecuentemente, es posible asociar una sola funcién de transmitancia t,, cuya representacion

corresponde con la transformada inversa de Fourier del campo de difraccion de Fraunhofer dado por
te(x,y,t) = FY (T, (wv, ) @ To(w,v,t) .. @ T (w,v,0)). (5.20)

Siguiendo este tipo de andlisis, es posible asociar la funcién de transmitancia Ec. (5.20) con la
superficie rugosa. Esto puede entenderse considerando la superficie rugosa como un conjunto de
estratos delgados, justificando de esta forma la equivalencia entre la propagacion de luz a través del

volumen del medio con indice de refraccion aleatorio y la superficie rugosa.



5.1.7 Procesos de difusion para regiones focales.

En esta seccidn, justificamos los procesos de difusion que pueden ocurrir en la vecindad de las
regiones focales. Los parametros involucrados en este analisis son esquematizados en la Fig. (5.2)
Para el analisis, definimos la funcién f(s,t) como una funcién asociada a la densidad de rayos en

la vecindad de la region focal. Esta se relaciona a la funcién de irradiancia por
I(s,t) = af (s, t)AA, (5.21)

De donde AA es el elemento de area perpendicular a la region focal y a es una constante de
proporcionalidad. Tomando la derivada parcial respecto del tiempo en la funcioén de irradiancia, se

tiene

a1

= (5.22)

anA e -
at

Tomando ahora la derivada de la densidad de rayos, cuando la longitud de arco se incrementa en

una distancia As, obtenemos

Of(S) _ A 0L _ A, 0
alAsAA 5 = As 5= At o (5.23)

Donde At es el tiempo necesario para que una region focal incremente su longitud As. Podemos

ahora reescribir la ultima ecuacion como

AsdI(st) _ oI

At Os ot (5'24)

La rapidez de cambio de la region focal esta dada por v = AS/At, consecuentemente, la ultima

expresion adquiere la forma

di(s,t) _ o1

s Py (5.25)



El termino vI(s,t), describe el cambio de la funcion de irradiancia cuando es redistribuida a lo

largo de la longitud de arco, entonces tenemos

Al(s,t)
ds '

vi(s,t) =b (5.26)

La cual puede considerarse como ley de Fick, donde b es otra constante de proporcionalidad.

Sustituyendo Ec. (5.2.6) en Ec. (5.2.5) finalmente obtenemos

221(st) _ 0l

352 py (5.27)

La cual es la ecuacién de difusién y D es la constante de difusién.

5.2 Propiedades fractales y meétricas del campo Optico en

regiones focales.

5.2.1 Introduccion.

En la evolucién espacial y temporal de los campos épticos, pueden ser detectados efectos de
compresion en la funcion de amplitud. Este confinamiento induce cambios en la funcién de fase y
consecuentemente variaciones en el indice de refraccion efectivo, siendo dominantes en la vecindad
de regiones focales. En el presente trabajo describimos los cambios en el indice de refraccion
usando la ecuacidn logistica, este punto de vista, permite un analisis de estabilidad estructural del
campo 6ptico. Como un resultado importante, asociamos a la funcion de fase, propiedades fractales
y proponemos para el calculo de dimension una relacion a lo largo de la longitud de arco de la
condicion de frontera con la longitud de arco de su region focal correspondiente, estos conceptos

son relacionados con la evolucién de entropia en el campo Optico. Mostramos que los efectos de



compresion son asociados con la generacion de nuevos efectos como los procesos de auto-

refraccion.

En esta seccién analizamos el cambio en las propiedades del campo dptico emergente de un
conjunto de regiones parabolicas como condicion de frontera. La evolucion del campo estd
influenciada por una auto-interaccion controlada por la funcién de curvatura de la condicion de
frontera, la evolucién genera efectos de compresion de amplitud. Para la medida de los efectos de
compresion respecto a la funcién de curvatura hemos tomado un conjunto de funciones cuadréticas
con diferentes factores de escala. El estudio es soportado por el hecho de efectos no-lineales
incrementan progresivamente la funcion de amplitud en la direccién normal a la condicion de
frontera siendo un maximo en la regién focal. La region focal es formada por la envolvente de los
radios de curvatura de la condicion de frontera y es una regién con alta densidad de campo
resultante de un efecto colectivo de todo el campo emergente. La interaccién del campo en esta
region con el campo propagado es un proceso dindmico auto-regulado y genera efectos interesantes
tales como bifurcaciones, esto significa que el valor para la funcion de fase del campo no es Gnico.
La interpretacion fisica consiste en inducir cambios en el indice de refraccion efectivo como
consecuencia de los efectos de compresion, generando comportamiento de bifurcacién y vortices.
Paras este analisis, proponemos una descripcion dinamica de este Sistema Optico a través de la
ecuacion logistica para cuantificar los cambios en el indice de refraccion efectivo, esto permite
identificar propiedades fractales de la funcion de fase que conduce a un comportamiento auto-
regulado del campo Optico. El efecto de bifurcacion es un efecto de especial interés para la funcién
de fase, por causa de un salto en el valor de la funcion de amplitud el cual corresponde a una
condicion de entropia, esta propiedad es la responsable de generar efectos fisicos novedosos, en

particular los efectos de auto-refraccion como es descrito mas Adelante.

5.2.2 Ecuacion logistica para el indice de refraccion efectivo.



Las propiedades fractales son generadas por efectos no-lineales que pueden ser identificados desde
la ecuacion logistica para la funcion de fase. Tomamos como prototipo el Sistema Optico cuya
condicion de frontera caracterizada por una curva rendija la cual es iluminada por una onda plana.
En esta configuracion, la region focal es la envolvente de los radios de curvatura de la condicion de
frontera sobre el plano normal. ElI campo emergente propagado de la condicion de frontera
interactla con el campo emergente de los puntos vecinos generando efectos de compresion
progresivos en direccion normal de la curva, esto puede modelarse por medio de la ecuacion
logistica. Tomando en cuenta que la funcién de fase para una simple trayectoria sigue un
comportamiento lineal debido a que en esta no se representan interacciones, sin embargo al tomar
en cuenta los efectos colectivos para un conjunto de trayectorias induce efectos no-lineales en la

vecindad de regiones focales. En la Fig. (5.9) se muestra la generacion de una RF.
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Fig. (5.9). Generacidn de region focal y descripcion de procesos de compresion.

La no-linealidad méas pequefia tiene una representacion cuadratica, para este caso la funcion de fase

esta dada por la ecuacion logistica,

L _
o =LA, (5.28)

Con ula distancia en direccion normal, y L la function de fase, y r es un parametron que depende de

la curvature de la condicién de frontera.



Los efectos de compresion maximos son generados en la vecindad de la region focal, y actia como
un tractor, en este sentido este corresponde como un sumidero para el campo oOptico, este Ultimo
comentario puede justificarse de un andlisis de estabilidad para la ecuacion logistica Ec. (5.28).

Analizamos el valor para la funcion de fase L sobre los puntos fijos que satisfacen la condicion,

dL _

=0 (5.29)
Si expresamos la Ec. (5.28) como diferencias discretas,
Intrln — 0 (1= Ly), (5.30)

Hn+1—Hn

Para intervalos del espacio u,+; — i, = 1, la ecuacion logistica en forma iterada esta dada por la

expresion,

Lpy1 =7Lp(1—Ly), (5.31)

La evolucion de los valores de fase esta dados por la Ec. (5.31) y esta evolucion para distintos
valores del pardmetro r es mostrado en el diagrama de tela de arafia Fig. (5.10). El cual se construye
como un diagrama de los valores de fase L,, vs. L,,;. El objetivo de hacer esta construccion es
analizar la convergencia de la fase dado un valor del pardmetro r, esto equivale a analizar el
comportamiento de las diferencias A,,= L,, — L (Ec. (8)), donde L corresponde a un punto fijo de
fase cuya representacion grafica estd dada por una linea recta con pendiente m = 1, considerando
que para punto fijo se satisface la condicion L,,,; = L,,. Dado que la ecuacion logistica en forma de
diferencias discretas es una ecuacion iterada, cuando se da un valor de fase inicial, el siguiente es
dado siguiendo la Ec. (5.31), es decir para un valor de fase inicial L, se tiene L; = rLy(1 — Ly), €l
cual sera representado como un punto sobre una parabola dado que la ecuacién logistica es una
ecuacion cuadratica en diferencias discretas, este punto es conectado con el punto correspondiente
de la recta de puntos fijos (L, L;), este ultimo punto es conectado a su vez con el correspondiente

punto mapeado siguiendo la Ec. (5.31) el cual serd L, = rL;(1 — Ly), que es un punto sobre la



parabola, el cual se conectara a su vez con el correspondiente punto sobre la recta de puntos fijos
(L,, L), este mismo proceso se realiza consecutivamente para los siguientes valores de n. Es
importante resaltar el punto fijo asociado a la primera iteracion de la ecuacion logistica corresponde
con el punto de interseccion de la recta de puntos fijos con la parabola de soluciones de la Ec. (5.31)
dado un valor del pardmetro r, para la segunda iteracién se tendran dos puntos estables que
corresponden a la interseccion de la recta con una curva de una ecuacion de cuarto grado dada en la
Ec. (5.39), la cual resulta de una segunda iteracion de la ecuacién logistica, en este caso se tiene una
bifurcacion, y consecutivamente se tendra por cada iteracién una bifurcacién resultante por cada
punto fijo resultante de la iteracion anterior. En este analisis se hace un estudio ilustrativo del estado

del sistema Optico con una bifurcacion.
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Fig. (5.10.a) Solucion de fase tipo asintético, en este caso se tiene un punto fijo de tipo inestable.
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Fig. (5.10.b) En este caso el punto fijo de tipo estable representa un atractor de fase.

Fig. (5.10.c) Caso de una bifurcacion en donde se tienen dos atractores.
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Fig. (5.10.d) Estado con doble bifurcacion y cuatro atractores.
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Fig. (5.10.e) Estado de caos, el sistema tiende a un ndmero infinito de atractores representados por puntos sobre la recta.

Para un punto fijo L,, = L,

L

(5.32)

(5.33)
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El estudio estandar de estabilidad es obtenido dando un incremento para cada fase L,cerca del

punto fijo de fase L para la relacion de recurrencia
f=f(L)=rL(1-1), (5.34)
La fase cerca de los puntos fijos de la funcion de fase es expresada
Ly=L+A,, (5.35)
Con A,,, el correspondiente incremento respecto de la fase L. Aplicando la Ec. (5.34), obtenemos,
fyp) = fL+4y)
=fL) + f(L)Ay

=L+ f(L)A, (5.36.a)



fLn) =Lpy1 =L+ Ap4q (5.36.b)

De Ecs. (5.36.a) y (5.36.b), obtenemos las ecuaciones iteradas
A= (DA, (5.37)

En el andlisis estandar de estabilidad y caos la Ec. (5.37) es llamada mapeo linealizado, y es
equivalente a una ecuacion de eigen-valores con eigen-valor A = f“(L). Su representacion asociada

a cada valor del parametro r se representa en Fig. (5.10), con su respectiva grafica de tela de arafia.
Obtenemos los siguientes casos para la clasificacion de puntos fijos

A<, linealmente estable (5.38.3)

A>1, inestable (5.38.h)

De la Ec. (5.37) obtenemos informacion acerca de la convergencia o divergencia de la evolucion de

fase para cada iteracion
Ani1= f(L)A= [ (D] Apg= - = [/ L] A, (5.39)
Para el caso linealmente estable 1 < 1, de la Ec. (5.39) obtenemos la siguiente desigualdad,

Ag> > Ay 1> 0> Apyq (5.40.9)

A,— 0,cuando n — oo, (5.40.b)

La cual corresponde con la fase en la vecindad de la region focal.

Un hecho interesante en el analisis de caos son los efectos de bifurcacion, estos efectos son
presentes en la ecuacion logistica, para este trabajo analizamos el caso para la primera bifurcacion
para el caso de atractor que corresponde con dos valores de fase simultdneos para un mismo punto y

satisfice la ecuacion de segunda iteracion



0=f%Ll-L=
=r@L(1-L)1-rL(1-L) -1, (5.41)

Donde hemos usado la definicion dada por Ec. (5.34). La primera igualdad de la Ec. (5.37) es dada
por el hecho de que L es un punto fijo y resolviéndola obtenemos las dos raices que son los puntos

fijos de la fase bifurcada

L, = (r+D+/(r-3)(r+1) (5.42.a)

2r

L = (r+1)—,/(r—3)(r+1)' (5.42.b)

2r

Los puntos fijos son obtenidos de las Ecs. (5.42.a) y (5.42.b) satisface Ec. (5.41). Del mapeo
linealizado Ec. (5.39) tomando la fase inicial L, y la fase adyacente L, + A, la ecuacién de eigen-

valor A para el estado bifurcado de dos ciclos
A=fULIf (L)
=4+ 2r —r3<], (5.43)

La evolucion de los puntos fijos esta dada de la Ec. (5.33) para el intervalo 1 < r < 3 y el estado de

primera bifurcacion ocurre para el intervalo 3 < r < 1 ++/6 representados en Fig. (5.12).

Figure (5.12). Bifurcation behavior of the phase function in the neighborhood of the fixed points.



El andlisis de estabilidad para la ecuacion logistica nos da informacién interesante acerca de la
evolucion de fase y de esta, comportamiento interesante puede ser deducido como es mostrado en la

siguiente seccion [6-9]

5.2.3 Dimension fractal.

El Sistema bajo estudio consiste en describir el comportamiento de un conjunto de transmitancias y

sus correspondientes RF mostradas en Fig. (5.13).

0.4

Fig. (5.13) Conjunto de regiones focales y sus correspondientes condiciones de frontera. Las curvas son relacionadas por un
factor de escala la envolvente de puntos criticos sigue un comportamiento no-lineal.

El estudio inicia con la descripcion de dimension fractal como sigue. La dimensién fractal es un
concepto importante que lleva informacién acerca de la métrica [69], Para realizar este célculo
comparamos la longitud de arco en la condicion de frontera y la longitud de arco de la regién focal.
Introduciendo el factor de escala h, la dimension adquiere una representacion paramétrica que
corresponde con un Sistema multi-fractal. Entonces es natural proponer una definicién para la

dimensidn fractal paramétrica como

__InS(a,h)
D(@) = 15 (5.44)



En donde S es la longitud de arco para un valor de h dado y su correspondiente longitud de arco de
la region focal para el mismo parametro h . De la definicion previa, es facil deducir que el concepto
de dimension fractal contiene informacion acerca de la compresidn del campo éptico, esto puede ser

usado para analizar caracteristicas genéricas de la funcién de fase.

Cuando la dimension es constante, que debe ocurrir para el valor minimo de h, esto significa que el
campo 6ptico no presenta fluctuaciones generando procesos estables, que pueden relacionarse con
un diagrama de tela de arafia Fig. (5.10). La definicion de dimension fractal puede relacionarse con

valores de entropia E, dados por

__ S(hE(xh) _
D(a) = —S(a,h)E(a,h)) =c. (5.45)

Esto significa que una relacién de balance entre los correspondientes es seguida, lo cual
corresponde con la estabilidad del Sistema. En el contexto fisico, no se generan fluctuaciones en el

indice de refraccion efectivo.

5.2.4 Efectos de auto-refraccion en regiones focales.

Una consecuencia fisica de los previos comentarios es que el comportamiento del campo Optico en
la vecindad de un punto fijo que consiste en modificar el indice de refraccion efectivo. Este efecto
genera un comportamiento auto-regulado del campo Optico el cual Ilamamos auto-refraccién. En

Fig. (5.14) se muestra este comportamiento

Boundary condition Region with effective

refractive index n,

Region with refractive
index n=1
.

Refracted ray

Fig. (5.14) Self-refraction effects in the neighborhood of focusing region, the emerging filed from boundary condition is
bended toward the focusing region.



Una consecuencia importante de los efectos de compresion es que el indice de refraccién efectivo es
modificado y este puede adquirir valores en el rango n.s; € (0,1], esta condicién genera nuevas
caracteristicas fisicas. Analizamos el Nuevo efecto fisico que consiste en el doblamiento del campo
Optico hacia la region focal en donde el indice de refraccion efectivo tiene un valor minimo. Esto es
explicado aplicando la ley de Snell para el Sistema dptico mostrado en la Fig. (5.14), los angulos
son medidos desde la linea normal a la condicion de frontera, la direccion normal a la condicion de
frontera esta en direccion tangente a la RF y esta separa dos medios con diferente indice de
refracciéon efectivo. El primer medio en la trayectoria del rayo propagado tiene un indice de
refraccion efectivo igual a n; = 1.Cuando estos rayos Cruzan el punto A, estos interactGan con
otros rayos y su propagacion es equivalente a propagar en un medio con indice de refraccion
efectivo ny < n;. Debe ser notado que en esta regién la densidad de rayos crece adquiriendo su
valor méximo en la vecindad de region focal. De la ley de Snell tenemos que sinf; < sin6; ya que
ny < 1. El valor limite para el Angulo 8, ocurre cuando ny — 0, esto implica que 6, adquiere
valores complejos, reinterpretamos este hecho como sobre una region focal actuando como

sumidero lo cual es consistente con los efectos de auto-refraccion.

5.2.5 Conclusiones.

Presentamos un analisis geométrico para la evolucién de campos Opticos emergentes de una
condicion de frontera parametrizada. Cuando se presentan propiedades no-lineales, por ejemplo en
la funcién de curvatura, el campo Optico genera ondas de choque, cuya geometria depende de un
parametro permitiendo la caracterizacion de la evolucion geométrica del campo Optico, esto

conduce a establecer una definicion natural de dimensién fractal del campo Optico, el significado



fisico puede ser asociado con procesos de entropia, responsable de generar efectos de compresion

del campo 6ptico y corrimientos de fase.

El estudio fue implementado usando la ecuacion logistica con el propdsito de realizar un analisis de
estabilidad para el indice de refraccion efectivo. El Sistema Optico bajo estudio consistié en un
campo emergente de un conjunto de condiciones de frontera de tipo parabdlico y de sus
correspondientes RF, en donde el factor de escala permite la representacion paramétrica. Este punto
de vista nos permitid6 comparar la geometria de regiones Opticas en diferentes planos que lleva
informacidn acerca de la evolucién de la métrica en diferentes regiones. El estudio presentado fue
aplicado para identificar nuevos efectos opticos tales como efectos de auto-refraccion. Creemos que
este analisis puede ser aplicado para explicar otros importantes efectos tal como las propiedades
fisicas de haces acelerados y su relacion con vortices Opticos, la fisica de cargas y corrientes

topoldgicas y su relacion con procesos de entropia éptica.



Capitulo 6.

6.1 Conclusiones generales y trabajo a futuro.

En este trabajo se analizaron las propiedades fisicas de regiones focales en un campo dptico y su
evolucion espacial y temporal. Para este estudio se parte de un analisis extremal de las propiedades
de campo en donde se da una relacion de balance entre la funcion de amplitud y la funcién de fase
las cuales se deducen de la ecuacion de Helmholtz. En este contexto, la funcién de fase toma gran
importancia, ya que mediante la estructura espacial de esta es posible caracterizar también la
evolucion de un campo Optico y las condiciones bajo las que se presentan regiones focales de

campo.

En particular en el capitulo 3 se estudié la evolucion espacial de la funcion de fase, esto implico
describir la evolucion del frente de onda en relacion con la trayectoria de propagacion del campo
oOptico. Utilizando conceptos de geometria diferencial se aplica de manera natural la clasificacion
dada por el teorema de Euler, en la cual se caracteriza la dependencia lineal entre las curvas
caracteristicas de la funcion de fase, de esta clasificacion se tiene que una region de tipo parabdlico
corresponde con la descripcion de una region focal. En especial, la independencia lineal de las
curvas caracteristicas de fase deja de ser valida en las regiones focales, esto equivale a un colapso
en la estructura lineal de la funcion de fase, y deja de ser valido el concepto de frente de onda, ya
gue no hay propiedad fisica que lo distinga del resto de la descripcion de la funcion de fase, se
deduce de un analisis extremal que este Gltimo caso corresponde a sistemas donde se involucran

procesos no-lineales.

Un resultado importante obtenido del analisis desarrollado en el capitulo 2, es que la descripcion de
difraccion de Fraunhofer corresponde a un campo en una region de tipo parabdlico, esto es evidente

de la ecuacion diferencial para la funcién de fase, esto equivale a calcular la integral de difraccion



tomando con una transmitancia cuyas coordenadas corresponden con las de los centros de
curvatura. Otra propiedad importante que se analiza con base a la clasificacion dada del teorema de
Euler, es que, las regiones de tipo parabdlico correspondientes a RF funcionan como regiones en
torno a las cuales se organiza el resto del campo dptico, siendo esta una region divisoria entre la
region hiperbdlica y eliptica del campo Optico. De esta propiedad se tienen presentes procesos de
entropia en la funcién de fase, los cuales son caracterizados por la no unicidad de la funcién de fase,

esto implica efectos de discontinuidad.

Es importante mencionar que la descripcion anterior parte de un analisis extremal del campo Optico,
en el cual se describen las condiciones en las cuales se tiene la presencia de una RF, y por tanto nos
permite entender bajo qué condiciones se puede obtener una sintesis de RF, sin embargo la
descripcion fisica del mecanismo mediante el cual son generadas es explicado al analizar la
ecuacioén de onda-difusién. En el capitulo 4, esta ha sido desarrollada de forma detallada en donde
se han analizado la estructura de campo dada por soluciones de Green. Obteniendo de lo anterior
una expresion genérica del campo dptico junto con una funcion de relacién de dispersion mediante
los cuales, se describen las transiciones de comportamiento ondulatorio a difusivos y vise-versa.
Teniendo de esta manera que los efectos difusivos son maximos sobre las RF, perdiéndose
simultdneamente el comportamiento ondulatorio. Esto implica que el campo Optico exhibe
propiedades tipo carga al satisfacer la ecuacion de Poisson. De este ultimo analisis se tiene la
posibilidad de describir y entender de manera mas extensa las propiedades de carga topoldgica en

un campo, asociando estas ultimas a la existencia de regiones focales.

Como prototipo se ha desarrollado el analisis de un campo difractado por una condicién de frontera
de geometria parabdlica, esta genera una region focal de tipo clspide. En este sistema Optico se
tienen presentes efectos no-lineales generados por efectos de compresion de fase. Como resultado

colectivo de estas no-linealidades dadas a nivel local, se tienen efectos de auto-regulacion en la



fase, la evidencia experimental de este fendmeno es explicada por un fendmeno que denominamos

efectos de auto-refraccion, este analisis es completado cuando se analiza el caso dinamico.

Una vez que se obtuvo la descripcion para una condicién de frontera parabdlica, se estudia la
interaccidn de regiones focales. Para generar estas interacciones se utilizaron dos condiciones de
frontera parabdlicas, generando con esto dos regiones de tipo Pearcey las cuales presentaron dos
tipos de interaccion. Se pone especial atencion a la generacion de un canal de irradiancia entre los
puntos cUspides de las RF, siendo este una extension de las RF, generando de esta manera una

reconfiguracion en la distribucion del campo interferido.

Una descripcion general donde son aplicados los resultados anteriores es desarrollada cuando se
tiene el caso de un sistema 6ptico dindmico, en el cual alguna variable es dependiente del tiempo.
En la primera parte del capitulo 5 se analiza el caso de interaccion de RF en donde el indice de
refraccion es una funcion aleatoria dependiente del tiempo. Con esta descripcion de tiene como
resultado la caracterizacién del tipo de interaccién entre RF, las cuales se distinguen por los signos
de curvatura de estas. Un resultado importante de este andlisis es la presencia de fenémenos de
difusion en la interaccion de RF, corroborando los resultados obtenidos en el capitulo 4 para el caso

estacionario.

Un resultado importante del analisis desarrollado en el capitulo 4 para la ecuacion de onda-difusion,
es la presencia de efectos de auto-refraccion en regiones singulares, estos son explicados por la
influencia maxima de efectos difusivos sobre los efectos de tipo onda, teniendo como resultado que
la region singular o focal, presentara propiedades de tipo carga, en particular esta presenta
propiedades de sumidero. Este comportamiento es desarrollado en la Gltima parte de este trabajo de
tesis analizado en el contexto de anélisis de estabilidad, considerando que las propiedades de RF de
campo son identificadas como regiones estables de campo. Bajo esta descripcion es natural la

descripcion de efectos de bifurcacién y propiedades fractales del campo dptico presentes en los



procesos de compresidn, siendo estas Ultimas propiedades aun no desarrolladas en el campo de la

Optica los cuales estan asociados con efectos de autor efraccion como ya se ha mencionado.

Como prototipo en este andlisis se propuso como una primera aproximacion que la fase bajo un
proceso paulatino de compresion, tiene un comportamiento logistico, caracterizando los efectos-no-
lineales involucrados. De las propiedades de estabilidad de la ecuacion logistica se asocian
propiedades de bifurcacién en el campo comprimido, en especial estas son exhibidas en la region
estable dada por la RF de campo. Por otro lado los efectos de compresidn representan una
diferencia cualitativa de cobertura en las propiedades métricas del campo en la condicién de
frontera y en la region focal. Estas propiedades métricas del campo son presentes mediante la
fractalidad de campo Optico como resultado de un proceso auto-regulado. Estas propiedades
fractales son asociadas con la entropia del campo Optico al considerar que la variedad de estados de
un campo es proporcional con la longitud de la RF, en este sentido el sistema 6ptico presenta una
estructura menos organizada que en el caso de un RF con menor longitud, esta medida es
normalizada al ser comparada con la métrica del campo en la condicion de frontera, esta relacion de

cobertura es dada por la dimension fractal.

El anélisis desarrollado en este trabajo de tesis se ha realizado teniendo por objetivo caracterizar las
propiedades de regiones singulares o regiones focales de campo Optico, siendo estas regiones de
organizacion de campo y mediante las cuales se puede hacer una caracterizaciéon topoldgica del
campo. Estas propiedades tienen un fuerte impacto al conectarlas a un contexto dindmico, en
particular cuando se hace un analisis de estabilidad, en este contexto las regiones estables son

caracteristicas distintivas de un sistema dinamico y del tipo de no-linealidad involucrada en este.

Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis parten y se desarrollan en torno a problemas
fundamentales en el campo de la Optica, esto ha implicado considerar en general la descripcion del
campo Optico como un proceso de balance entre efectos de onda y difusion, estas transiciones son

evidentes en las regiones focales. Por otro lado se ha obtenido la aplicacion de conceptos de



geometria diferencial, esto implica caracterizar un campo éptico asociado a un sistema mediante sus
regiones singulares o RF, esto desarrollado como un proceso analogo en la caracterizacion dado en

Topologia.

Se debe hacer notar que uno de los resultados mas importantes del analisis anterior es que la
descripcion de un campo Optico en la region parabolica o RF corresponde con la descripcién
integral del campo difractado en la region de Fraunhofer, con este resultado es posible hacer una
descripcion méas detallada de la fase asociada a procesos no-lineales de mayor orden presentes en el

campo oOptico en correspondencia con la descripcion dada con teoria de catéstrofes.

Estos resultados abren el panorama para el desarrollo de investigacion de propiedades de campo
tanto en el contexto topoldgico como de estabilidad, con el objetivo de comprender y sintetizar

fendmenos no-lineales tales como bifurcaciones y vorticidad.
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