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Análisis y śıntesis de campos ópticos con estructura Markoviana

Resumen

Se propone implementar procesos estocásticos con las cadenas de Markov del tipo Ehrenfest

para describir la evolución de la función de amplitud asociada a un campo óptico. Como

prototipo, se usa un conjunto de modos Bessel cuyos valores de amplitud tienen asocia-

dos un vector de probabilidad dada por las condiciones iniciales. La propagación de la

coherencia parcial del campo óptico es estudiada analizando la convergencia de los procesos

estocásticos por medio de una matriz de transición de probabilidades, aplicada a un vec-

tor con las condiciones iniciales. Durante éste proceso las propiedades de entroṕıa de los

campos ópticos son analizadas.

Como una posible aplicación, se describe el proceso de grabado de un holograma

con la interferencia de dos modos markovianos. Durante el proceso de reconstrucción el

campo con que se ilumina el holograma es un modo markoviano, que puede ser controlado

a través de la evolución dada por la matriz de transición estocástica

En cada caso se muestra una simulación numérica que predice los resultados

teóricos.





Analysis and synthesis of optical fields with Markovian structure

Abstract

We propose the implementation of a Markov chain type Ehrenfest process to describe the

evolution of the amplitude function associated to an optical field. As prototype, we use

a set of Bessel modes whose amplitude values have associated a probability vector for the

boundary condition. The partially coherent propagation of the optical field is studied by

analyzing the convergence of the process by means of the transition probability matrix

applied to an initial condition vector.

As a possible application, we describe the recording process with the interference of

two Markov modes. During the reconstruction process, the hologram is illuminated with a

Makovian mode which can be controlled through the evolution given by a transition matrix.

Computer simulations are presented.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La evolución temporal/espacial de campos ópticos esta determinada por su dis-

tribución de amplitud compleja, cuyas fluctuaciones están relacionadas a la coherencia par-

cial. En este contexto, es esencial estudiar y controlar los efectos de coherencia los cuales

ofrecen interesantes aplicaciones en pinzas ópticas sintonizables, transmisión de una gran

cantidad de datos, śıntesis y control de estados de polarización parcial, etc [19]. Desde un

punto de vista teórico, el estudio de coherencia es un tema interesante debido a que una dis-

locación de fase sobre las condiciones de frontera pueden ser relacionada con la generación

de cargas topológicas, cuando la propagación ocurre en un medio con ı́ndice de refracción

variable es posible inducir corrientes topológicas y nuevas caractersticas f́ısicas emergen, en

particular cambios en la función de amplitud y fase generados por procesos de entroṕıa, los

cuales pueden ser controlados a través de la función de coherencia [11] [18].

Los efectos de la coherencia parcial implican una dependencia tiemporal sobre

algunos parámetros que caracterizan la función de amplitud y fase [12]. En el presente

trabajo, se describe la śıntesis y análisis de nuevos campos ópticos con propiedades de

coherencia parcial, estableciendo una analoǵıa con los sistemas termodinámicos en equilibrio

[4]. Esto puede ser descrito siguiendo una cadena de Markov tipo Eherenfest, cuyo modelo

se basa en el modelo de cajas, el cual consiste de dos cajas etiquetadas A y B, conteniendo

N pelotitas enumeradas del 1 a N . La caja A contiene q pelotitas y la caja B contiene

N − q pelotitas y están distribuidas aleatoriamente en cada caja. El proceso consiste en

seleccionar una pelotita y después transferirla a la otra caja con una probabilidad α o de

mantenerla en la misma caja con una probabilidad 1 − α, cuando el proceso es aplicado

recursivamente la distribución de pelotitas sobre cada caja alcanza una configuración de

1



2 Caṕıtulo 1: Introducción

equilibrio [7] [6]. Para sintetizar el campo óptico, las pelotitas etiquetadas son relacionadas

con los modos Bessel de orden entero y sus propiedades de coherencia son relacionadas con

los procesos de entroṕıa. Usando una simulación numérica se muestran la predicción de las

intensidades de los modos generados.

Actualmente, existe un interés en la comunidad cient́ıfica en analizar campos

ópticos cuyas fluctuaciones temporales no presentan un comportamiento estacionario, con-

secuentemente, el tratamiento clásico de la coherencia parcial no puede ser implementado

para su estudio. Sin embargo, estos campos ópticos pueden presentar una relación de orden

que puede ser estudiada incorporando procesos de entroṕıa, ofreciendo aplicaciones intere-

santes. Grabando campos ópticos markovianos sobre un holograma e iluminando éste con

otro tipo de campo, el campo óptico reconstruido demuestra propiedades f́ısicas interesantes

con aplicaciones en filtros espaciales sintonizables y también en sistemas de comunicación

a través de la transmisión de información encriptada. Por tal motivo, se analiza el grabado

de un holograma con campos ópticos markovianos aśı como el análisis de los campos ópticos

reconstruidos. Haciendo una simulación numérica, se presenta la predicción teórica.



Caṕıtulo 2

Coherencia y procesos estocásticos

en campos ópticos

2.1 Conceptos fundamentales de coherencia óptica

La coherencia óptica es el estudio de la correlación en amplitudes de dos puntos arbitrar-

ios del campo óptico. La manifestación de la coherencia puede determinarse a través del

fenómeno de intereferencia puesto que algunas caracteristicas de los patrones de interferen-

cia proporcionan una medida para caracterizar la interacción entre dos modos en dos puntos

diferentes del espacio/tiempo [5]. El problema por resolver en teoŕıa de coherencia consiste

en describir las correlaciones en amplitud en diferentes puntos del espacio/tiempo. Como

se muestra a lo largo del caṕıtulo es muy complejo desde el punto de vista matemático, por

lo tanto es conveniente analizarlo separando la correlación temporal de la espacial.

2.2 Análisis de coherencia temporal

Para iniciar el estudio de coherencia, se analizan las fluctuaciones de amplitud del campo

óptico generado por una onda plana. Como nos interesan las flucutaciones temporales, es

conveniente analizar el campo en un punto fijo. Para este caso, el campo óptico toma la

forma [14]

U(t) = a cos(φ− ω0t), (2.1)

donde ω0 ∈ ω± M ω con a y φ constantes de amplitud y fase respectivamente, ω es la

frecuencia y t el tiempo. El parámetro que caractériza a la luz cuasimonocromática es su

3



4 Caṕıtulo 2: Coherencia y procesos estocásticos en campos ópticos

ancho de banda , definido como 4ωω � 1.

En un caso más general, tanto la fase como la frecuencia no son constantes, por lo

que la amplitud del campo óptico toma la forma

U(t) = a(t) cos[φ(t)− ωt]. (2.2)

Notar que la amplitud y la fase dependen del tiempo y sus valores ahora pueden fluctúar

aleatoriamente. Para luz cuasimonocromática estas funciones vaŕıan lentamente sobre in-

tervalos de tiempo cortos comparados con su ancho de banda, tal que 4t� 2π
4ω .

Es importante mencionar que estas fluctuaciones estadisiticamente no vaŕıan de

manera significativa en intervalos de tiempo menores a M t, por lo que a este compor-

tamiento lo llamaremos estad́ıstica estacionaria. Esta hipótesis no se cumple en campos

Markovianos, que más adelante se describen.

Como hab́ıamos mencionado, la correlación esta directamente relacionada con la

interferencia la cual se manifiesta a través de una redistribución de enerǵıa generada por la

superposición de dos campos ópticos, donde ambos deben de provenir de la misma fuente,

tener amplitudes similares, tener un ancho de banda similar y estado de polarización.

Sean dos campos ópticos provenientes de distintos puntos en el espacio P y P,

tal que son de la forma

U1(t) = a1(t) cos [φ1(t)− ωt] (2.3)

U2(t) = a2(t) cos [φ2(t)− ωt]. (2.4)

Superponiendo estos campos y calculando su módulo al cuadrado tenemos,

U(t) = U1(t) + U2(t) = a1(t) cos [φ1(t)− ωt] + a2(t) cos [φ2(t)− ωt+ δ]. (2.5)

|U(t)|2 = U(t)U∗(t) = I = |U1(t)|2 + |U2(t)|2 + 2a1(t)a2(t) cos [φ1 − ωt] cos [φ2 − ωt+ δ]

(2.6)

donde δ es la diferencia de fase y usando esta propiedad trigonométrica: cosA cosB =

1
2 [cos (A+B) + cos (A−B)], con A = φ1 − ωt y B = φ2 − ωt+ δ, llegamos a

I = |U1(t)|2 + |U2(t)|2 + a1(t)a2(t)[cos (φ1 + φ2 − 2ωt− δ) + cos (φ1 − φ2 + δ)]
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o de forma abreviada

I = I1 + I2 + a1(t)a2(t)[cos (φ1 + φ2 − 2ωt− δ) + cos (φ1 − φ2 + δ)] (2.7)

donde

I1 = |U1(t)|2

y

I2 = |U2(t)|2.

Tomando el promedio de las intensidades sobre un intervalo de tiempo de medición −T ≤
t < T , el cual es mucho más grande comparado con el inverso del ancho de banda de la luz

utilizada, esto es T � 1
4ω , el promedio de las intensidades en un intervalo de tiempo más

grande comparado a las oscilaciones es [21],

< I >t= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
I(t)dt. (2.8)

Para el cálculo de los valores promedio, se suponen que la amplitud y fase son variables

aleatorias estad́ısticamente independientes. La ecuación 2.7 se reescribe como los valores

promedios de las intensidades en un tiempo t, tal como

< I(t) >t=< I1(t) >t + < I2(t) >t +

< a2 >< cos (φ1 + φ2 − 2ωt− δ) >t + < a2 >< cos (φ1 − φ2 + δ) >t, (2.9)

de este modo, se llega a que el valor promedio de las intensidades de los módulos al cuadrado

es,

< I1(t) >t=< I2(t) >t=
a2

2
, (2.10)

< cos (φ1 − φ2 ∓ δ) >t= 0, (2.11)

Considerando que ω = 2πν y ν = 1
τ , entonces el orden de esta relación es τ

T = 10−15s
10−3 s ∼

10−12; siendo éste muy pequeño se puede despreciar del segundo término de la ecuación 2.10.

Una forma de medir la coherencia temporal, es por medio del interferómetro de

Michelson. Para este caso, supongamos que tenemos una fuente puntual S, de la cual emerge

una onda esférica tal como se muestra en la Figura 2.1. El recorrido de ida y regreso del



6 Caṕıtulo 2: Coherencia y procesos estocásticos en campos ópticos

haz entre cada uno de los brazos, produce un desfase de c4 t, tal que si 4t es lo suficiente

pequeño, es decir,

4t . 2π

4ω
(2.12)

podremos observar franjas de interferencia en el plano de observación las cuales serán una

manifestación de la coherencia temporal entre los dos haces, ya que el contraste de las

franjas depende del tiempo de retraso 4t entre ellos.

Figura 2.1: Arreglo del interferómetro de Michelson, donde S es una fuente extendida, DH

es un divisor de haz, M1 y M2 son los espejos.

Un tratamiento complementario a los procesos de coherencia parcial surge cuando

se analiza el campo en dos puntos del espacio, como se describe en la siguiente sección.

2.3 Coherencia espacial

El estudio de coherencia espacial consiste en analizar las correlaciones en dos puntos del

espacio considerando la geometŕıa extensa de un campo óptico.

La coherencia espacial se mide con el interferómetro de Young, Figura 2.2. El

montaje consiste de una fuente de iluminación extensa S, posteriormente a una distancia d1

se encuentra una pantalla con dos orificios, cada uno separados a respecto al eje y finalmente

a una distancia d2 se podrán ver las franjas de interferencia sobre un plano de observación,

donde P0 es el punto sobre un orden de la franja.
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La fuente extensa S se interpreta como si estuviera formada por secciones de longitud 4S
los cuales deben cumplir

4S 4 θ < λ (2.13)

Esto significa que no existe un cambio de fase entre dos puntos arbitrarios del mismo seg-

mento 4S, es decir, los cambios de fase se dan entre dos segmentos diferentes de la fuente.

La superposición de franjas de interferencia son generadas por secciones de la fuente S.

Figura 2.2: Arreglo del interferómetro de Young.

En los interferómetros anteriores, suponemos que la fuente de luz usada es total-

mente coherente o en casos extremos luz no coherente, pero en la naturaleza no se puede

hablar de casos tan estrictos ya que existen casos intermedios que son los campos parcial-

mente coherentes.

Finalmente remarcamos que el concepto de la coherencia parcial es de suma impor-

tancia en las ramas de la f́ısica las cuales envuelven la radiación de los campos magnéticos

dependientes de las frecuencias. Por otro lado, cuando se esta en el modelo de coheren-

cia, no se puede hacer un tratamiento como con la teória electromagnética clásica que es

gobernada por las ecuaciones de Maxwell, donde el campo eléctrico E y magnético H son

funciones dependientes de la posición y tiempo; por lo que su estudio se puede hacer por

medio de una descripción estad́ıstica.

Aśı la teoŕıa de coherencia parcial puede ser descrita por medio de un tratamento

estad́ıstico de la teoŕıa electromagnética. La cual describe el comportamiento de valores
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promedio del campo electromagnético. Por esta razón, la teoŕıa de la coherencia parcial es

la teoŕıa de una cantidad promedio del campo electromagnético.

Probabilidad de eventos aleatorios

En muchas situaciones f́ısicas, existen resultados de un proceso que no pueden ser predichos

de manera determinista, sino que se describen a través de un comportamiento promedio.

El estudio implica algunos conceptos de probabilidad y estad́ıstica que a continuación se

presentan.

El resultado de un experimento, tiene asociado una variable aleatoria. Esta se

define como la regla de asociación tal que al resutlado de un experimento aleatorio, le

asocia un número real que induce una relación de orden. Esto queda ilustrado en el siguiente

diagrama.

Figura 2.3: Descripción gráfica de una variable aleatoria.

Un proceso estocástico es una variable aleatoria que depende del tiempo, el sigu-

iente esquema lo ejemplifica
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Figura 2.4: Descripción gráfica de variable aleatoria dependiente en el tiempo, llamado

proceso estocástico.

Para saber cómo se va a estar comportando un proceso estocástico alrededor de

un tiempo t, se puede medir usando la probabilidad

< x(t) >, (2.14)

por otro lado, para saber que tan parecido es un proceso a un tiempo t0 con otro a un

tiempo t1, se puede medir la correlación x(t0)x∗(t1), y para saber como se está moviendo

un punto alrededor de estas correlaciones es

< x(t0)x∗(t1) >, (2.15)

esquemáticamente es

Figura 2.5: Variable aleatoria en distintos tiempos

Lo anterior se puede generalizar tomando la correlación de dos procesos distintos

a dos tiempos distintos

< x1(t0)x∗2(t1) > (2.16)
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que se visualiza como

Figura 2.6: Conceptualización de correlación entre dos puntos distintos a tiempos distintos

lo cual muestra qué tanto se parecen las variables aleatorias en un punto x1 a

un tiempo t0 con otro punto x2 a un tiempo t1. De tal manera que podemos llevar a la

analoǵıa del interferómetro de Young con el que se aborda la coherencia espacial , aśı con

las correlaciones a diferentes tiempos medimos las fluctuaciones estad́ısticas de dos puntos;

de este modo, serán parcialmente coherentes por las fluctuaciones que hay por cada tiempo.

2.4 Concepto de coherencia a través de correlaciones

En la sección anterior se definió el promedio de las intensidades en un intervalo de tiempo,

ecuación (2.8). En un caso más general, sea ahora el conjunto de resultados de un evento,

donde cada xi(t) es dependiente del tiempo. Entonces el promedio temporal esta definido

como

< xi(t) >t= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
xi(t)dt. (2.17)

En un proceso aleatorio se miden los valores esperados, que consiste de la suma de todo el

conjunto de resultados dividido entre el número total de eventos, esto es

< xi(t) >t=
1

N

N∑
i=1

xi, (2.18)

cuando el número de pruebas N es muy grande, tenemos

< xi(t) >t= lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

xi(t). (2.19)

La expresón (2.19) se puede llevar al caso continuo a través de una integral. Para ello se

define la densidad de probabilidad como ρ(x, t), que representa la probabilidad de que un

valor del conjunto de muestras esté en un rango de (x, x + dx) en un tiempo t. De este

modo, el valor esperado es

< x(t) >=

∫
xρ(x, t)dx. (2.20)
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Como la densidad de probabilidad es función de un solo tiempo, no da un correcto com-

portamiento estad́ıstico de las variables aleatorias, por lo que se necesitan más instantes

de tiempos. Aśı que para caracterizar un proceso aleatorio, uno necesita una secuencia de

densidades de probabilidad, esto es

p1(x1; t1), p2(x1, x2; t1, t2), p3(x1, x2, x3; t1, t2, t3).... (2.21)

De este modo tendremos

< x(t1)x(t2) >=

∫ ∫
x1x2ρ(x1, x2; t1, t2)dx. (2.22)

que es de un comportamiento similar para más tiempos.

2.4.1 Funciones de correlación

Para describir un proceso aleatorio, x(t), que varia en el tiempo se puede hacer por medio

del valor promedio

m(t) =< x(t) > (2.23)

y de su función de autocorrelación (también conocida como función de covarianza)

Γ(t1, t2) =< x(t1)x(t2) > . (2.24)

Un proceso que es independiente del tiempo t es un proceso estad́ıstico estacionario. Sin

embargo, la función de autocorrelación dependerá de dos tiempos t1 y t2, mismos que estarán

relacionados a través de la diferencia entre ellos, aśı definimos τ = t2 − t1. Por lo que la

ecuación (2.24) se reescribe como

Γ(τ) =< x(t)x(t+ τ) >, (2.25)

y cuando se tiene el caso donde τ es fija, tenemos el concepto de ”similitud estad́ıstica” [14].

El ancho efectivo de Γ(τ) es una medida del tiempo sobre el cual existe la correlación entre

x(t) y x(t+ τ). De este modo, el ancho Γ(τ) es una medida precisa del concepto de tiempo

de coherencia.

Algunas de las propiedades de la autocorrelación, Γ(τ), son

Γ(0) > 0 (2.26)
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Γ(−τ) = Γ(τ) (2.27)

Γ(τ) 6 Γ(0). (2.28)

Notar que la ecuación (2.28) es debido a que en Γ(τ) será máximo cuando τ = 0, por otra

parte, con forme τ aumenta, Γ(τ) disminuye porque los valores positivos de x(t) se cancelan

por los valores negativos de x(t+ τ).

La función de autocorrelación puede ser aplicada a procesos aleatorios complejos,

z(t), de la forma

z(t) = x(t) + iy(t). (2.29)

De tal manera que la autocorrelación es

Γ(τ) =< z∗(t)z(t+ τ) >, (2.30)

donde el asteŕısco representa el complejo conjugado de la función. De las propiedades de la

correlación, antes mencionadas, las ecuaciones (2.26) y (2.28) se mantinen, pero la ecuación

(2.27) se modifica por Γ(−τ) = Γ∗(τ).

La función de autocorrelación puede ser generalizada para dos procesos aleatorios

complejos z1 y z2, donde puede ser aplicado a un campo variable en dos puntos P1 y P2 en

el espacio, tal que [21]

Γ12(τ) =< z∗1(t)z2(t+ τ) >, (2.31)

llamando a esta correlación cruzada de funciones.

Sus propiedades son

|Γ12(τ)| 6
√

Γ11(0)Γ22(0) (2.32)

y

Γ12(−τ) = Γ∗21(τ) (2.33)

2.4.2 Autocorrelación de una suma finita con amplitudes aleatorias

Un caso part́ıcular de la autocorrelación de funciones, es la suma fińıta de correlaciones

de procesos aleatorios estacionarios [21]. Para ello, sea un conjunto de resultados de un

proceso aleatorio complejo

z(t) = zn(t)n = 1, 2, ...,M (2.34)
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donde cada una de las representaciones de zn(t) es de la siguiente forma [21]

zn(t) = a1(t)f1(x, y)eiβz+a2(t)f2(x, y)eiβz+ ...+am(t)fm(x, y)eiβz+ ...+aM (t)fM (x, y)eiβz

(2.35)

donde am son amplitudes aleatorias complejas, tal que el valor promedio de cada amplitud

es igual a cero, esto es

< am >= 0 (2.36)

lo cual implica que es un proceso estacionario.

De este modo la forma generalizada de la ecuación de autocorrelación, ecuación (2.24), es

Γ(τ) =< z∗(t1)z(t2) >

=<

M∑
m=1

a∗m(t1)f∗m(x, y)e−iβz
M∑
n=1

an(t2)fn(x, y)eiβz >

=
M∑
m=1

M∑
n=1

< a∗m(t1)an(t2) > f∗m(x, y)fn(x, y) = C(t1, t2) (2.37)

Donde el valor promedio de los valores cruzados es cero, esto es < a∗man >= 0, cuando

n 6= m, y C(t1, t2) se puede acomodar para quedar como la matriz de correlación.

Aśı, la matriz de correlación tiene la siguiente estructura

C(t1, t2) =<
(
f0 f1 . . . fM

)

a0(t1)a∗0(t2) a0(t1)a∗1(t2) . . . a0(t1)a∗M (t2)

a1(t1)a∗0(t2) a1(t1)a∗1(t2) . . . a1(t1)a∗M (t2)
...

...
...

...

aM (t1)a∗0(t2) aM (t1)a∗1(t2) . . . aM (t1)a∗M (t2)




f∗0

f∗1
...

f∗M

 >,

(2.38)

De este modo, la matriz ayuda a ver toda la información de la interacción entre todos los

procesos.

2.4.3 Coherencia mutua de un campo incoherente

Los parámtetros estad́ısticos descritos en la sección anterior pueden ser trasladados al con-

texto óptico. Para que haya interferencia, es suficiente con que los campos constituyentes

sean estad́ıticamente similares uno con el otro.
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Consideremos un interferómetro de Young que es iluminado con una fuente de

luz incoherente
∑

, esto es, una fuente primaria emisora de ondas tales que todas ellas son

estad́ısticamente independientes y que después se propagan a lo largo del eje z para atravesar

los orificios P1 y P2 de una rendija que esta colocada a una distancia d1 respecto a la fuente∑
, de este modo se generan las franjas de interferencia sobre el plano de observación a una

distancia d2, como se muestra en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Arreglo del interferómetro de Young con una fuente de iluminación inchoerente

Donde la estructura de las franjas puede ser caracterizada por la visibilidad ϑ,

dada por la intensidad máxima Imax y mı́nima Imin, tal como [3]

ϑ =
Imax − Imin
Imax + Imin

. (2.39)

La visibilidad dependerá del tamaño de la fuente. Dando aśı una interpretación visual de

la coherencia espacial.

De lo anterior, se resume que la luz coherente interfiere y la incoherente no. Lo

que hace pensar que necesitamos una medida para describir los estados intermedios, que es

por medio de la coherencia parcial. Éste puede ser definido como un campo óptico de la

forma

U(−→r ) =
∑
n

anfn(−→r ), (2.40)

donde en general, {fn(−→r )}, es un conjunto de funciones complejas ortonormales y su con-

junto de amplitudes que también pueden ser complejas, {an}, están fluctuando en el tiempo
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o son variables aleatorias, tal que en conjunto forman un campo parcialmente coherente.

Para poder medir la coherencia de estos campos, de manera general, se definen las

funciones V1(t) y V2(t) como las perturbaciones complejas del campo óptico en los orificios

P1 y P2, respectivamente. Por lo tanto el disturbio total sobre el punto P0, es dado por la

contribución de P1 y P2, de la siguiente forma

Vp0 = k1V1(t−
−→r p1
c

) + k2V2(t−
−→r p2
c

) (2.41)

con c la velocidad de la luz en el vaćıo, k1 y k2 propagadores independientes del tiempo.

Como vimos en la ecuación (2.6), la irradiancia en el punto P0, esta dada por el

valor absoluto al cuadrado de Vp0 [3], quedando

|Vp0|2 = Ip0 = I1 + I2 + 2Re[< k1V1(t−
−→r p1
c

)k∗2V
∗

2 (t−
−→r p2
c

) >] (2.42)

considerando k1, k2 son independientes del tiempo y que t = r/c, podemos reescribir la

expresión anterior como

Ip0 = I1 + I2 + 2k1k
∗
2Re[< V1(t− t1)V ∗2 (t− t2) >], (2.43)

notando que el término entre corchetes representa la correlación cruzada de dos disturbios,

que es función de la diferencia de tiempos τ = t1 − t2, y que puede ser simplificada como

Ip0 = I1 + I2 + 2k1k
∗
2Re[< V1(t− τ)V ∗2 (t) >]. (2.44)

Recordando la ecuación (2.31), donde se describe la correlación cruzada de dos funciones

dependientes del tiempo [18], Γ12(τ) =< z∗1(t)z2(t+τ) >, la intensidad en el punto P0 sobre

el plano de observación se escribe

Ip0 = I1 + I2 + 2k1k
∗
2Re[Γ12(τ)], (2.45)

donde Γ11(τ) y Γ22(τ) son las intensidades en los orificios P1 y P2, respectivamente. Re-

tomando la ecuación (2.32), se halla el grado complejo de coherencia, esto es

γ12(τ) =
Γ12(τ)√

Γ11(0)Γ22(0)
(2.46)
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que finalmente normalizando y sustituyendo en la expresión de la irradiancia del punto P0,

llegamos a

Ip0 = I1 + I2 + 2k1k
∗
2Re[γ12(τ)], (2.47)

que representa el grado complejo de coherencia en la expresión de la irradiancia, como

función de las correlaciones de los campos sobre los orificios P1 y P2 del interferometro de

Young. Aśı, el comportamiento en conjunto, se ve como una envolvente de probabilidad de

correlaciones.

Hasta este punto, se han definido procesos que son estacionarios tanto espacial

como temporalmente, sin embargo, existen campos que no cumplen con esta hipótesis, es

decir, que no son estacionarios. Una forma de analizarlos es usando modelos probabiĺısticos

que en la siguiente sección se describen.

2.5 Soporte teórico de variables aleatorias y probabilidad

Como se mencionó en la sección anterior, la teoŕıa de probabilidad esta enfocada al estudio

de métodos para el análisis de procesos aleatorios. El saber como describir el espacio de un

evento aleatorio es importante puesto que proporciona un medio para definirlo.

La probabilidad esta basada en la frecuencia relativa de un suceso. Sea por ejemplo,

un evento aleatorio E, que es un elemento del conjunto de resultados llamado el conjunto de

eventos seguros S, es decir, que este será el conjunto que contiene todos los resultados que

siempre exisitirán en un experimento, por otra parte, también se desprende el evento nulo

∅, que es el que nunca es posible que resulte de un experimento. Entonces si en un gran

número de ensayos independientes, N , el evento E aparece n veces, se asigna un número

real positivo llamado probabilidad de ocurrencia, que se define como

p(E) = lim
N→∞

n

N
. (2.48)

De este modo, las probabilidades del conjunto de resultados S, donde S = {A,B,C,D,E, ...},
es p(A), p(B), p(C), p(D), p(E),.... Las propiedades de la probablidad de un evento p(E),

son

1.

p(E) > 0, (2.49)
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donde los valores de probabilidad serán siempre positivos,

2.

p(S) = 1, (2.50)

la probabilidad del conjunto total de eventos siempre será la unidad.

3. Finalmente, si A, B, C, D, E,... son eventos mutuamente excluyentes, tenemos que

p(A+B + C +D + E + ...) = p(A) + p(B) + p(C) + p(D) + p(E) + ... (2.51)

De las ecuaciones (2.49) y (2.50), se desprende que cualquier valor de probabilidad, se

encuentra en el intervalo de valores de 0 y 1, esto es

0 6 p(E) 6 1. (2.52)

Aśı que, la suma de todas las probabilidades de estos eventos es siempre la unidad, tal que

N∑
i=1

p(Ai) = p(

N∑
i=1

Ai) = p(S) = 1. (2.53)

Sin embargo, si consideramos a los eventos A y B como conjuntos, puede exisitir una inter-

sección entre ellos, debido a eventos compuestos por la composición de otros eventos, a estos

se les conoce como probabilidad conjunta y se escriben como p(A,B). Donde se cumple que

p(A,B) 6 p(A) y p(A,B) 6 p(B), que significa que la probablidad conjunta es menor o

igual que la probabilidad de un solo evento [14].

2.5.1 Teorema de Bayes

La probabilidad de un evento A condicionado por otro evento B, es denotada como la

probabilidad condicional de A dado B o también conocido como Teorema de Bayes, que se

escribe como

P (A|B) =
p(A,B)

p(B)
. (2.54)

Como se mencionó antes, los valores de la probablidad condicional se escuentran en el

intervalo de 0 y 1, esto es

0 6 P (A|B) 6 1, (2.55)
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y por lo tanto se cumple que
N∑
i=1

P (Ai|B) = 1. (2.56)

Como A y B son eventos independientes, entonces la probabilidad conjunta de A y B se

escribe como

p(A,B) = p(A)p(B). (2.57)

La forma general para N eventos A1, A2, ...AN estad́ısticamente independientes es que se

pueden escribir de la siguiente forma

p(A1, A2, ..., AN ) = p(A1)p(A2)...p(AN ). (2.58)

Podemos aplicar lo anterior a un caso simple por medio de una ejemplo.

Ejemplo

Sean dos haces, haz A y haz B, tal que se propagan de forma paralela y frente a ellos se

encuentra un detector C que medirá la contribución de cada uno de esos haces, tal que c y

c∗ son los valores de probabilidad de que los haces A y B sean detectados.

Figura 2.8: Ejemplo de aplicación del Teorema de Bayes

El haz A tiene una probabilidad de contribuir sobre el sistema p(A) = 40% y el

haz B tiene una probabilidad de contribuir sobre el sistema p(B) = 60%. Por otro lado, A

tiene la probalidad de ser medido por c p(c) = 15% y B tiene la probabilidad de ser medido

por c∗ p(c∗) = 6%, donde p(C) = p(c, A) + p(c∗, B), tal que la probabilidad conjunta toma

la siguiente forma

P (C) = p(c)p(A) + p(c∗)p(B). (2.59)
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Aśı, la probabilidad de que el haz A sea medido por el detector C, usando el Teorema de

Bayes, es

P (A|c) =
p(A, c)

p(C)
(2.60)

por otro lado, haciendo el caso contrario, donde la probabilidad de que el detector C mida

a A, por Teorema de Bayes, es

P (c|A) =
p(A, c)

p(A)
(2.61)

donde se obtiene la siguiente relación

P (A|c) =
P (c|A)p(A)

p(C)
(2.62)

que muestra la dependecia con su probabilidad inversa.

Del mismo modo, haremos para el caso en que el haz B es medido por el detector C

P (B|c∗) =
p(B, c∗)

p(C)
(2.63)

y la probabilidad de que el detector C mida a B

P (c∗|B) =
p(B, c∗)

p(B)
, (2.64)

combinando las dos relaciones anteriores, tenemos que

P (B|c∗) =
P (c∗|B)p(B)

P (C)
. (2.65)

que es la dependencia con su probabilidad inversa.

Sustituyendo los valores de probabilidad mencionados anteriormente en las ecua-

ciones (2.60) y (2.63), tenemos

P (A|c) =
(.4)(.15)

(.15)(.4) + (.06)(.6)
= 0.625 (2.66)

P (B|c∗) =
(.6)(.06)

(.15)(.4) + (.06)(.6)
= 0.375 (2.67)

De este modo se verifica que la suma de las probabilidades condicionales por parte del haz

A y el haz B cumplen con la condición de probabilidad, ecuación (2.56), esto es

P (A|c) + P (B|c∗) = 1. (2.68)
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2.6 Definición de procesos estocásticos

Como se esquematizó en la Figura 2.4, un proceso estocástico es un proceso aleatorio que

evoluciona en el tiempo. De acuerdo a [13], un proceso estocástico es una colección de

variables aleatorias Xt con subindice que refiere al tiempo. Donde el tiempo será un sub-

conjunto de los enteros positivos {0, 1, 2, ...}, llamados procesos discretos en el tiempo, o un

subconjunto de los reales positivos [0,∞) que son los procesos continuos en el tiempo. Las

variables aleatorias de Xt toman valores de un conjunto al que llamamos espacio de estados.

2.7 Procesos de Markov

El estudio de procesos deterministas, es decir procesos no aleatorios, que cambian con el

tiempo pueden ser descritos por funciones de la forma y(t). El cambio de la función y(t)

depende de las variaciones del tiempo t, donde no se consideran los valores anteriores a

t. Los procesos estocásticos que tienen la propiedad de que el cambio en el tiempo t esta

determinado por los valores del proceso en el tiempo t y no por los valores en tiempos

anteriores de t, se les conoce como Procesos de Markov. Una forma de analizarlos, es por

medio del algebra lineal [13].

2.7.1 Cadenas de Markov

Sea un proceso estocástico discreto en el tiempo, Xn, con n = 0, 1, 2, ..., donde Xn toma

valores del conjunto finito S = {0, ..., N − 1}; llamando a los posibles valores para Xn los

estados del sistema. Para describir las probabilidades para tales procesos, necesitamos dar

los valores de la probabilidad conjunta, tal como en la ecuación (2.58), esto es

p(X0, X1, ..., Xn), (2.69)

donde Xt toma los valores del conjunto de estados {i0, i1, ..., in} y los valores de la proba-

bilidad inicial del sistema son

p(X0 = i), i = 1, ..., N (2.70)

la transición de probabilidad tiene la siguiente forma

P (Xn|Xn−1, ..., X0), (2.71)
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para aśı tener la descripción de probabilidades como

p(X0, X1, ..., Xn) = P (Xn|Xn−1, ..., X0)...P (X2|X1, X0)P (X1|X0)p(X0). (2.72)

notar que la p(X0 = i) es el vector inicial de probabilidades.

Los estados con propiedad Marcoviana hacen predicciones del comportamiento de

un sistema en el futuro, para ello, consideran solo el estado presente del sistema y no la

historia pasada [17]. Esto es, que el estado presente del sistema es importante y no la

manera en que llegó a ese estado, matemáticamente se describe como

P (Xn|Xn−1, ..., X0) = P (Xn|Xn−1). (2.73)

La expresión (2.73) es conocida como cadena de Markov, estas cadenas son sistemas sin

memoria del pasado. Si las probabilidades no dependen del tiempo, se le llama homogenei-

dad temporal y se tiene una cadena de Markov homogenea en el tiempo tal que

P{Xn = in|Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0} = p(in, in−1), (2.74)

por lo que se llamará Cadena de Markov cuando nos refiramos a cadenas de Markov homo-

geneas en el tiempo. Para dar las probabilidades para una cadena de Markov, se necesita

dar la disitribuciones incial de probabilidades p(X0 = i) y la transición de probabilidades

p(i, j), esto es

p(X0 = i0, ..., Xn = in) = p(in, in−1) · · · = p(i2, i1)p(i1, i0)p(i0). (2.75)

De lo anterior, notamos que la matriz de transición P para una cadena de Markov es una

matriz de N × N cuyas (i, j) entradas Pi,j son p(i, j). Donde p(i, j) es la probabilidad

condicional de que la cadena de Markov esté en el tiempo t en el estado j, dado que en el

tiempo t− 1 estuvo en el estado i [17].

Aśı, la transición de probabilidades P (i, j) de una cadena de Markov con N estados se

puede presentar en forma matricial

P =



P (0, 0) P (0, 1) P (0, 2) . . . P (0, N − 1) P (0, N)

P (1, 0) P (1, 1) P (1, 2) . . . P (1, N − 1) P (1, N)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P (N − 1, 0) P (N − 1, 1) P (N − 1, 2) . . . P (N − 1, N − 1) P (N − 1, N)

P (N, 0) P (N, 1) P (N, 2) . . . P (N,N − 1) P (N,N)


.

(2.76)
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De este modo, la matriz estocástica P es

0 6 Pi,j 6 1, 1 6 i, j 6 N (2.77)

para aśı tener ∑N
j=1 Pi,j = 1, 1 6 i 6 N, (2.78)

es decir, este tipo de matrices satisfacen que la suma de las probabilidades de los renglones

es igual a 1.



Caṕıtulo 3

Campos ópticos con estructura

Markoviana

Existen campos ópticos que presentan una relación de orden que no es estacionaria.

En part́ıcular nos referimos a los campos con estructura markoviana que presentan una

variabilidad en la estructura óptica, siguiendo un comportamiento ordenado que a su vez es

caracteŕıstico de los procesos de entroṕıa. Por lo tanto, para poder relacionar los procesos

ordenados con campos ópticos, es preciso analizar la teoŕıa de modos.

3.1 Teoŕıa de modos

En secciones anteriores se representó la función de onda real como en la ecuación (2.3),

pero es conveniente representar la función de onda en una manera más general, esto es en

términos de una función compleja, tal como

U(−→r , t) = a(−→r )ei(ωt+φ(−→r )), (3.1)

donde la amplitud y fase son función de la posición, −→r = (x, y, z), en que se encuentre la

onda en cierto tiempo. Por otro lado, la onda se puede escribir si se toma en su forma real

u(−→r , t) = Re{U(−→r , t)} (3.2)

o cuando se toma como un medio de la suma de ella con su conjugada

u(−→r , t) =
1

2
{U(−→r , t) + U∗(−→r , t)}, (3.3)

23
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separando la parte temporal y espacial, la función de onda compleja se puede escribir

U(−→r , t) = U(−→r )eiωt, (3.4)

de esta manera se tiene que la amplitud de la función de onda contendrá los términos

espaciales, mientras que la fase solo la dependencia temporal, además de ser solución a la

ecuación de onda.

A la ecuación (3.5) se le conoce como ”Amplitud Compleja”

U(−→r ) = a(−→r )eiφ(−→r ). (3.5)

Al aplicar la función de onda compleja a la ecuación de onda, esto es

∇2U(−→r , t)− 1

c2

∂2

∂t2
U(−→r , t) = 0, (3.6)

tenemos que,

∇2U(−→r )eiωt − 1

c2

∂2

∂t2
U(−→r )eiωt = 0, (3.7)

donde desarrollando los términos, se obtiene

eiωt∇2U(−→r ) +
ω2

c2
U(−→r )eiωt = 0, (3.8)

y simplificando la expresión anterior, llegamos a la ecuación de Helmholtz

∇2U(−→r ) +K2U(−→r ) = 0, (3.9)

con K = ω
k , el número de onda. Aśı se tiene que la amplitud compleja U(−→r ) es solución de

la ecuación de Helmholtz.

Por otro lado, podemos reescribir la ecuación de Helmholtz, ecuación (3.9), como

∂2

∂z2
U(−→r ) + (∇2

⊥ +K2)U(−→r ) = 0 (3.10)

donde se han separado los términos del Laplaciano transversal

∇2
⊥ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

se nombra al operador Â2 que reune el Laplaciano transversal y el número de onda de la

siguiente manera

Â2 = ∇2
⊥ +K2, (3.11)
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Â =
√
∇2
⊥ +K2. (3.12)

Finalmente la ecuación de Helmholtz se escribe en términos de la segunda derivada respecto

al eje z y un operador espacial aplicado a la función de onda

∂2

∂z2
U(−→r ) + Â2U(−→r ) = 0, (3.13)

de tal modo que la solución de esta nueva ecuación mantiene la foma de una onda propa-

gandose a lo largo del eje z, con la diferencia de tener un operador en la fase

U(x, y, z) = f(x, y)eiÂz. (3.14)

si reescribimos la ecuación (3.13) de forma explicita, tenemos

∂2

∂z2
f(x, y)eiÂz + Â2f(x, y)eiÂz = 0. (3.15)

Notar que la nueva solución, ecuación (3.14), tiene una función arbitraria f(x, y) y que la

exponencial se puede reescribir como una sumatoria de la forma ex = Σ∞n=0
xn

n! , aśı tenemos

U(x, y, z) = Σ∞n=0

inzn

n!
Ânf(x, y). (3.16)

Dado que la amplitud, f(x, y), es arbitraria, restringimos sus soluciones a las funciones que

son funciones propias de Â, esto es

Âf = βf

Â2f = β2f

...

Ânf = βnf, (3.17)

donde vemos que f es una función propia del operador Â y su valor propio asociado es β.

Aśı n veces aplicado el operador sobre la función propia es igual a n veces el eigen valor por

la función propia. De tal manera que la solución 3.16 se escribre como

U(x, y, z) = Σ∞n=0

inzn

n!
βnf(x, y)

= eiβzf(x, y). (3.18)

Usando la expresión (3.17), con n = 2, se tiene

Â2f(x, y) = β2f(x, y), (3.19)
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y recordando la forma que tiene Â2, ecuación (3.11), se llega a

Â2f(x, y) = (∇2
⊥ +K2)f(x, y) = β2f(x, y). (3.20)

De la cual se desprende

∇2
⊥f(x, y) +K2f(x, y) = β2f(x, y), (3.21)

reacomodando términos, tenemos

∇2
⊥f(x, y) + (K2 − β2)f(x, y) = 0, (3.22)

donde ésta última es una ecuación equivalente a la ecuación de Helmholtz.

Aśı, un modo óptico es una solución exacta a la ecuación de Helmholtz, (3.9), con U(x, y, z)

de la forma

U(x, y, z) = eiβzf(x, y), (3.23)

donde la función f(x, y), satisface la ecuación de eigenvalores

∇2
⊥f(x, y) + (K2 − β2)f(x, y) = 0. (3.24)

Por otro lado, si a la ecuación (3.24), le aplicamos transformada de Fourier, esto es

F{∇2
⊥f(x, y) + (K2 − β2)f(x, y)} = 0 (3.25)

con la definición de Transformada de Fourier

F{f(x, y)} =

∞∫∫
−∞

f(x, y)e−i2π(ux+vy)dxdy = F (u, v) (3.26)

y usando la propiedad

F
{
∂n

∂xn
f(x, y)

}
= (i2πu)nF (u, v) (3.27)

la expresión (3.25)

(i2πu)2F (u, v) + (i2πv)2F (u, v) + (K2 − β2)F (u, v) = 0

−4π2(u2 + v2)F (u, v) + (K2 − β2)F (u, v) = 0

queda como [
u2 + v2 − (K2 − β2)

4π2

]
F (u, v) = 0. (3.28)
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Esta última, es la representación en el espacio de frecuencias de la expresión (3.24), donde

u, v son las frecuencias espaciales y F (u, v) es la trasformada de Fourier de una función

arbitraria. Notar que tenemos u2 +v2, que representa una geometŕıa circular sobre el plano

de frecuencias, mismo que puede verse por sectores que caen sobre el anillo, por lo tanto se

puede representar por medio de una delta de Kronecker, aśı la ecuación (3.28), queda como

F (u, v)δ

(
u2 + v2 − (K2 − β2)

4π2

)
= 0, (3.29)

haciendo
(K2 − β2)

4π2
= d2,

tenemos

F (u, v)δ(u2 + v2 − d2) = 0, (3.30)

donde la función delta tiene sentido cuando

u2 + v2 − d2 = 0.

Entonces, la distribución de amplitudes en el campo óptico de la ecuación (3.30), se puede

obtener usando el modelo del espectro angular [15], mismo que tiene la forma de

U(x, y, z) =

∞∫∫
−∞

T (u, v)e−iπλz(u
2+v2)ei2π(xu+yv)dudv (3.31)

aśı, el campo a propagar en el espacio de frecuencias es

U(x, y, z) =

∞∫∫
−∞

F (u, v)δ(u2 + v2 − d2)e−iπλz(u
2+v2)ei2π(xu+yv)dudv. (3.32)

Como u2 + v2 = d2, y bajo la condición de frecuecias u2 + v2 = 1
λ2

debido a la simetŕıa,

podemos tomar solo la parte posit́ıva de esta forma, encontramos que la fase del propagador

es β = πd, por lo que la integral anterior queda como

U(x, y, z) = eiβz
∞∫∫

−∞

F (u, v)δ(u2 + v2 − d2)ei2π(xu+yv)dudv. (3.33)

Haciendo el siguiente cambio de coordenadas

u = ρ cos(φ), x = r cos(θ)

v = ρ sin(φ), y = r sin(θ)
(3.34)
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la ecuación (3.33) se escribe como

U(r, θ, z) = eiβz
∫∫

F (ρ, φ)δ(ρ2 − d2)ei2π(r cos(θ)ρ cos(φ)+r sin(θ)ρ sin(φ))ρdρdφ, (3.35)

y evaluando la delta en ρ = d, tenemos

U(r, θ, z) = eiβzd

∫
F (ρ, φ)ei2πrd(cos(θ) cos(φ)+sin(θ) sin(φ))dφ, (3.36)

simplificando la expresión anterior, llegamos a

U(r, θ, z) = eiβzd

∫
F (ρ, φ)ei2πrd cos(θ−φ)dφ. (3.37)

Por otro lado, una expresión importante para órdenes enteros es la identidad de Jacobi-

Anger [1]:

eix cos(y) =

∞∑
n=−∞

inJn(x)einy (3.38)

tal que si reescribimos la ecuación (3.37), en términos de funciones Bessel, es

U(r, θ, z) = eiβzd

∫
F (ρ, φ)

∞∑
n=−∞

inJn(2πrd)ein(θ−φ)dφ, (3.39)

reagrupando términos

U(r, θ, z) = eiβz
∞∑

n=−∞
Jn(2πrd)einθ

∫
indF (ρ, φ)e−inφdφ, (3.40)

de ésta forma, el térmimo de la integral representa los coeficientes complejos de la modu-

lación de las amplitudes de la función del campo, nombrando estas amplitudes, an:

αn =

∫
indF (ρ, φ)e−inφdφ. (3.41)

Finalmente, podemos simplicar la expresión del campo como

U(r, θ, z) = eiβz
∞∑

n=−∞
Jn(2πrd)einθαn, (3.42)

donde ésta última expresión, es un modo que se puede escribir como una combinación lineal

de funciones Bessel con amplitudes complejas.

Por otro lado, es preciso resaltar que la irradiancia se puede ver como la correlación

de dos funciones, aśı la estructura de la irradiancia, ecuación (2.6), se complementa con la

estructura de la correlación, ecuación (2.37), de tal manera que tendremos

I(r, θ, z) = |U(r, θ, z)|2 = U(r, θ, z)U∗(r, θ, z)
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=

(
eiβz

∞∑
n=−∞

Jn(2πrd)einθαn

)(
eiβz

∞∑
m=−∞

Jm(2πrd)eimθαm

)∗

=
∞∑

n=−∞

∞∑
m=−∞

αnα
∗
mJn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ, (3.43)

donde esta última, es la distribución de irradiancias de un modo. Sin embargo, como se

mencionó en el caṕıtulo 2 en la ecuación (2.9), dado que la amplitud es una variable aleatoria

estad́ısticamente independiente, se calcula el valor promedio de las intensidades en un rango

de [0,M ], esto es

< I(r, θ, z) >=< U(r, θ, z)U∗(r, θ, z) >=<

M∑
n=0

M∑
m=0

αnα
∗
mJn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ >

< U(r, θ, z)U∗(r, θ, z) >=
M∑
n=0

M∑
m=0

< αnα
∗
m > Jn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ (3.44)

tal que la ecuación (3.44), muestra una correlación de amplitudes que existen en la irradi-

ancia promedio y que a su vez, puede ser reescrita en su forma matricial de forma análoga

a la ecuación (2.38),

C(φ) =
(
J0 J1 . . . JM

)

< a0a

∗
0 > < a0a

∗
1 > . . . < a0a

∗
M >

< a1a
∗
0 > < a1a

∗
1 > . . . < a1a

∗
M >

...
...

...
...

< aMa
∗
0 > < aMa

∗
1 > . . . < aMa

∗
M >




J∗0

J∗1
...

J∗M

 . (3.45)

Cada término de la matriz < anam > describe la interacción entre los elementos de la base,

es decir, cada anam representa la fracción de enerǵıa que se transfiere del modo con orden

n Bessel al modo con orden m Bessel.

En el caso clásico, es decir, de procesos estacionarios tenemos correlaciones de la

forma

Γnm(t1 − t2), (3.46)

sin embargo, en el caso de no estacionarios, los procesos son dependientes del tiempo. Por

lo tanto, para relacionar la correlación de amplitudes con la coherencia parcial, notamos

que la modulación de amplitudes es dependiente del tiempo, esto es

αn = αn(φ, t) =

∫
G(φ)e−inφdφ (3.47)
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de tal manera que el valor esperado de la correlación de las amplitudes toma la forma de la

ecuación (2.22), esto es

< αn(t1)α∗m(t2) >=

∫∫
G(φ)G′(φ)e−inφeinφρ(G,G′; t1, t2)dφ, (3.48)

donde ρ(G,G′; t1, t2) es la densidad de probabilidad conjunta.

De lo anterior, es visible un comportamiento probabiĺıstico por parte de la modu-

lación de amplitudes. Por lo tanto, se implementa un modelo de procesos estocásticos que

permita controlar los coeficientes de las amplitudes. Para ello, se propone utilizar las cade-

nas de tipo Ehrenfest que son un caso particular de las cadenas de Markov y que además

presentan una convergencia en su evolución, misma que se describe en la siguiente sección.

3.2 Cadenas de Markov tipo Eherenfest

El modelo Ehrenfest, fue propuesto por Paul y Tatiana Eherenfest en 1907, y de forma

ilustrativa muestra el intercambio de calor entre dos cuerpos aislados. El modelo consiste

de r part́ıculas que están distribuidas en dos distintos contenedores, una urna blanca y

una urna negra. Después de una serie de intercambios presentados, en cada prueba, una

part́ıcula es seleccionada de manera aleatoria y movida de esa urna para ubicarla en la

otra. El estado del sistema en el n movimiento esta dado por Wn, que representa el número

de part́ıculas en la urna blanca en el movimiento n. El proceso Wn forma una cadena de

Markov sobre el espacio {0, 1, 2, ..., r} y es llamada cadena de Eherenfest [9].

Figura 3.1: Modelo de Ehrenfest: intercambio de r part́ıculas de una urna blanca a una

negra.

Las cadenas de tipo Eherenfest se representan por medio de una matriz de tran-

sición de los n estados de la cadena de Markov, mismos que definirán las dimensiones de
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una matriz cuadrada. Para darle estructura, son necesarios los valores de probablidad p y

q del sistema. Un ejemplo para el modelo anterior, es el que se describe a continuación.

3.2.1 Matriz de transición tipo Eherenfest

Para este modelo, se tienen dos urnas, una A y otra B, con r pelotitas no distinguibles

distribuidas entre ellas de tal manera que siempre exista al menos una pelotita en cada

urna. Por otro lado, se definen cuatro estados, Xn = 0 que significa que la pelotita se

queda en la urna de donde se toma aleatoriamente, Xn = 1 que la pelotita se ha movido a

la otra urna, Xn = 2 que la pelotita regrese a la urna en que estaba y Xn = 3 no regrese

a la urna en que estaba. Además, se asume que durante cada intervalo de tiempo, hay

una probabilidad p de que pase una pelotita a otra caja y que también en un intervalo de

tiempo, una pelotita tiene la probabilidad q de ser seleccionada. Definiendo p = γ y q = 1
r−1 .

Aśı como se mencionó en la ecuación (2.76), la matriz de transición de probabili-

dades de una cadena de Markov con cuatro estados, es

P =

Xn

Xn


P (0, 0) P (0, 1) P (0, 2) P (0, 3)

P (1, 0) P (1, 1) P (1, 2) P (1, 3)

P (2, 0) P (2, 1) P (2, 2) P (2, 3)

P (3, 0) P (3, 1) P (3, 2) P (3, 3)


, (3.49)

donde la probabilidad de una pelotita que pase o no a otra urna es

P (0, 0) = 1− p P (0, 1) = p P (0, 2) = 0 P (0, 3) = 0.

La probabilidad de que una pelotita sea seleccionada y esta pase es P (1, 0) = pq, la proba-

bilidad de que pueda ser movida y regrese a la urna a la que pertence es P (1, 2) = p(1− q),
y la probabilidad de que no regrese es P (1, 3) = 0, de tal manera que la suma de todas las

probabilidades es 1, entonces se tiene que P (1, 1) = (1− p)q + (1− q)(1− p).

Aśı, las entradas de probabilidad que describen cada estado se acomodan en la
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matriz de transición, teniendo la siguiente estructura

P =


1− p p 0 0

pq (1− p)q + (1− q)(1− p) p(1− q) 0

0 (1− p)(1− q) pq + p(1− q) (1− p)q
0 0 p 1− p

 . (3.50)

Esta matriz de transición da la información general de los cuatro estados de las cadenas de

Markov que indican como fue el intercambio de pelotitas entre las dos urnas. Para conocer

la evolución de esta matriz de transición, es necesario un vector inicial con las condiciones

iniciales del sistema.

3.2.2 Evolución de las matrices de transición tipo Eherenfest

Dada la matriz de transición tipo Eherenfest P y la distribución inicial de probabilidades

α, es decir un vector de la forma

−→αn = (αn(1), αn(2), ..., αn(N)), (3.51)

tal que sus entradas sean positivas y la suma de ellas sea uno, es decir

N∑
i=0

αn(i) = 1, (3.52)

se puede determinar la evolución del sistema en un n-ésimo tiempo. Por ejemplo, conociendo

el vector inicial, tendŕıamos la siguiente expresión para el primer tiempo

−→α0P = −→α1, (3.53)

para un segundo tiempo

−→α1P = −→α2, (3.54)

sustituyendo α1 en la expresión (3.54), se tiene

−→α0P
2 = −→α2,

de manera similar, para un tercer tiempo

−→α0P
3 = −→α3,
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tal que para el n-ésimo tiempo, se tiene

−→α0P
n = −→αn. (3.55)

Aśı, la ecuación (3.55) muestra el comportamiento de la matriz de probabilidad de las

cadenas de Markov tipo Eherefest y la distribución del vector de salida en el n-ésimo tiempo

cuando se conoce el vector de las condiciones iniciales. Donde el valor de la matriz de

transición a la n-ésima potencia, Pn, se obtiene diagonalizando, aśı que

Pn = DLnD(−1). (3.56)

Una manera de medir el intercambio de información que exisitió en el vector de salida −→αn,

dada la matriz de transición Pn, es por medio de la entroṕıa de Von Neumann, mismo que

se describe en la siguiente sección.

3.3 Entroṕıa de información o entroṕıa de Von Neunmann

La entroṕıa de Von Neumann es una unidad de medida de la información de un proceso.

Parte de cuantificar la información obtenida al tener conocimiento de la ocurrencia de un

proceso, o de manera equivalente, la incertidumbre sobre el acontecimiento antes de que

ocurra.

La entroṕıa de Von Neumann se define como en [2]:

S = −
N∑
i=1

αiln(αi) (3.57)

donde se mide el intercambio de informción de N interacciones.

En part́ıcular, la entroṕıa de Von Neumann será la herramienta con la que se

medirá la cantidad de información que se intercambió en el vector de probabilidad de salida

después de N interacciones a través de la matriz de transición, dado un vector de probabil-

idad inicial.

De lo anterior, una de las caracteŕısticas que cumple el vector de probabilidad a

la salida de la evolución del sistema es

αi ∈ (0, 1]. (3.58)
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Por otro lado, analizando la ecuación (3.57), de todo el conjunto de valores de la función

ln(α), se considera el dominio en α ∈ (0, 1], puesto que se empatan éstos valores con

las probabilidades de los coeficientes de salida de las cadenas de Markov tipo Eherenfest,

resultado de la evolución del sistema después de N tiempos.

Figura 3.2: Función del logaritmo natural, Ln(x), con ĺınea azul. La ĺınea roja representa

el intervalo donde se hallan los valores de probabilidad de los coeficientes resultantes de las

cadenas de Markov

Aśı, en la Figura 3.2, se muestra con la ĺınea roja el intervalo de interés para

analizar la entroṕıa de Von Neumann.

Como se quiere saber el comportamiento de la función

s(α) = −αln(α). (3.59)

se calculan los máximos de la función, para ello se deriva una vez y se iguala a cero

ds(α)

dα
= 0, (3.60)

que resulta
ds(α)

dα
= −(1 + ln(α)) = 0, (3.61)

despejando para α

ln(α) = −1 (3.62)
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tenemos

α =
1

e
. (3.63)

Dado que se quiere saber si corresponde a un máximo o mı́nimo derivamos por segunda vez

la función (3.59)

d2s(α)

dα2
=

1

α
, (3.64)

y sustituyendo α = 1
e , se encuentra que

− 1
1
e

= −e < 0 (3.65)

que es un valor menor que cero, por lo que indica que es un máximo y el comportamiento

de la entroṕıa en el intervalo (0, 1], es tal como se muestra en la siguiente gráfica.

Figura 3.3: Función de entroṕıa s(α) = −αLn(α)

La Figura 3.3, muestra gráficamente el comportamiento de la entroṕıa en un in-

tervalo donde caen todos los valores de los coeficientes de probabilidad, resultados de la

evolución del vector inicial, a través de las cadenas de Markov.

El sentido f́ısico de la entroṕıa de Von Neumann, ecuación (3.57), será el saber

cúanto intercambio de información hubo conociendo su entroṕıa. Esto es, habrá una máxima

información del intercambio del sistema cuando se encuentre que la entroṕıa es mı́nima. Por

ejemplo, si αi = 0, no da información del sistema por que ln(αi) diverge, aśı que αi 6= 0, de
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tal manera que si el vector de entrada es 
0

1

0

0

 (3.66)

tendremos la máxima información del sistema porque sabemos como es que esta distribuida

la composición del vector de entrada y de este modo la entroṕıa será cero, esto es

So = −1Ln(1) = 0. (3.67)

Sin embargo, si tenemos un vector de salida con coeficientes αi 6= 0
α1

α2

α3

α4

 (3.68)

tendremos menos información del sistema ya que su entroṕıa es mayor a cero

Sf = −(α1Ln(α1) + α2Ln(α2) + α3Ln(α3) + α4Ln(α4)) 6= 0, (3.69)

y este valor, indica que no se puede distinguir la información entre los elementos que contiene

el vector de salida después de salir de la matriz de transición.

Con todo lo descrito previamente, se tiene que a partir de las matrices de transición

tipo Eherenfest, se puede hacer evolucionar en el tiempo un sistema de manera controlada,

que a su vez, puede ser medido ese intercambio de infomación resultante al tiempo N , con la

entroṕıa de Von Neumann. Una forma de aplicar todos estos conceptos es como se describe

en la siguiente sección.

3.4 Modos ópticos markovianos

Haciendo una recopilación de conceptos, en la sección 3.1, se definió un modo como la com-

binación lineal de funciones tipo Bessel, moduladas por amplitudes complejas αn. También

se mencionó que las amplitudes de estos modos pueden presentar un comportamiento prob-

abiĺıstico en el tiempo, por lo que se propone implementar un modelo basado en procesos
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estocásticos que permitan controlar los coeficientes de amplitud. Aśı, en la sección 3.2 se

describieron los procesos de Markov que implican una relación de orden por medio de las

cadenas de Markov, de tal manera que de todo el conjunto de esos procesos, se propone

trabajar con los de tipo Eherenfest, ya que éstos al evolucionar en el tiempo presentan una

convergencia análoga a la de dos cuerpos aislados que están en intercambio de calor. Esto

se puede relacionar con la óptica, si se aplica a un campo óptico coherente y se estudia su

evolución, por medio del modelo de urnas, para llevarlo a un modo incoherente. Por otro

lado con la entroṕıa de Von Neumann se puede saber la coherencia que exisite en el haz,

puesto que a menor entroṕıa es mayor la coherencia, ya que se tiene el factor de peso del

haz principal que la compone.

De esta forma, diremos que un modo óptico Markoviano es

U(r, θ, z) = eiβz
∞∑

n=−∞
Jn(2πrd)einθαn, (3.70)

si los coeficientes de amplitud compleja αn, son resultado del vector de salida de las cadenas

de Markov.

En la siguiente sección se atenderá el caso de un modo óptico Markoviano del tipo

Eherenfest, puesto que es de interés conocer la evolución de un campo óptico variante en el

tiempo bajo esta cadena.

3.4.1 Modos ópticos markovianos del tipo Eherenfest

Como se mencionó en la sección 3.2, el modelo de Ehernfest es un caso part́ıcular de las

cadenas de Markov, y éste consiste de dos urnas con r pelotitas que se están intercambiando

entre ellas bajo cierta probabilidad p y con la condición de que exista al menos una pelotita

en cada urna en todo momento, de tal manera que la convergencia de la evolución de este

proceso es descrito a través de una matriz de transición tipo Eherenfest.

Aterrizando lo anterior, se busca generar un haz que este compuesto de cuatro

haces, que conforme evolucione en el tiempo la contribución de cada uno de ellos se vea

controlada por los factores de peso, dados por la probabilidad resultante de las cadenas de

Markov tipo Eherenfest. Entonces, para generar el vector de salida en este proceso, sean

dos urnas que se etiquetan como urna A y urna B, también sean 4 pelotitas distribuidas

entre las urnas, la siguiente imagen esquematiza la idea descrita anteriormente.



38 Caṕıtulo 3: Campos ópticos con estructura Markoviana

Figura 3.4: Modelo de Ehrenfest con p = γ probabilidad de que pase la pelotita a la otra

urna y q = 1
r−1 probabilidad de que una pelotita sea seleccionada de la urna, en este caso

r = 4.

Para el caso de la Figura 3.4, el vector que describe la distribución inicial de

probabilidades en la urna A, es

−→α0 = (1, 0, 0, 0), (3.71)

asociandolo al sentido óptico, este vector describe que al tiempo t = 0, se tiene la con-

tribución de un solo haz, por mencionar un orden, diremos que este factor de probabilidad

corresponde a un J0, mientras que para J1, J2 y J3 el factor de contribución para el haz es

cero.

Por otro lado, en la urna B se hallan las r − 1 pelotias, es decir que habrá 3

pelotitas. Como se mencionó en la ecuación (3.50), la matriz de transición de la cadena de

Eherenfest, tiene la siguiente estructura

P =


1− p p 0 0

pq (1− p)q + (1− q)(1− p) p(1− q) 0

0 (1− p)(1− q) pq + p(1− q) (1− p)q
0 0 p 1− p

 . (3.72)

Donde la probablidad de los elementos de ella son, p = γ = 1
2 que es la probabilidad de que

una pelotita se pase a la otra urna, 1− p = 1
2 es la probabilidad complemento, es decir, que

no pase a la otra urna y q = 1
3 la probabilidad de cada una de las pelotitas en la urna B,

de tal manera la matriz de transición del arreglo mostrado en la Figura 3.4, es

P =


1
2

1
2 0 0

1
6

3
6

2
6 0

0 2
6

3
6

1
6

0 0 1
2

1
2

 . (3.73)
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Con lo anterior, se puede plantear la evolución del sistema para el n-ésimo tiempo tal como

se mencionó en la ecuación (3.55), ya que se conoce el vector con la distribución inicial de

probabilidades de que aparezcan los haces y la matriz de transición de tipo Eherenfest para

4 pelotitas, aśı de la ecuación general

−→α0P
n = −→αn, (3.74)

se tiene que para el n-ésimo tiempo, el vector de probabilidades de salida esta dado por

(1, 0, 0, 0)


1
2

1
2 0 0

1
6

3
6

2
6 0

0 2
6

3
6

1
6

0 0 1
2

1
2


n

=


αn(1)

αn(2)

αn(3)

αn(4)

 . (3.75)

Notar que la matriz de transición P, es una matriz estocástica puesto que la suma de las

probabilidades en cada renglón da 1. Por otro lado, cada uno de los elementos del vector

de salida son las probabilidades asociadas a la contribución de J0, J1, J2 y J3 al haz final.

Un aspecto interesante, es el que se muestra a continuación, puesto que se pre-

tende mostrar gráficamente que la evolución del sistema a través del modelo de Eherenfest

tiende a convergir a un cierto valor después de n iteraciones o tiempos, presentando un

comportamiento análogo al equilibrio térmico, dado por el intercambio de calor entre dos

cuerpos.
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(a) Evolución del factor de peso para J0, en n = 0,

α0(1) = 1, después para n = 25, α25(1) = 0.1250

(b) Evolución del factor de peso para J1, en n = 0,

α0(0) = 0, después para n = 25, α25(2) = 0.3750

Figura 3.5: Evolución del vector de entrada en las componentes αn(1) y αn(2)

(a) Evolución del factor de peso para J2, en n = 0,

α0(3) = 0, después para n = 25, α25(3) = 0.3750

(b) Evolución del factor de peso para J3, en n = 0,

α0(4) = 0, después para n = 25, α25(4) = 0.1250

Figura 3.6: Evolución del vector de entrada en las componentes αn(3) y αn(4)

Dado un vector de probabilidad inicial, con −→α0 = (1, 0, 0, 0) y con n = 25 tiempos
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actuando sobre la matriz de transición, las Figuras 3.6a y 3.6b, muestran la convergencia

de cada una de las entradas a un valor de probabilidad, que será el factor de peso de su

contribución para el haz de salida. Aśı, entre mayor sea el número de iteraciones a través

de la matriz de transición, el vector de salida convergerá más lento a su valor de equilibrio.

Por otro lado, para medir el intercambio de información que exisitió, entre el vector

de entrada y el vector de salida para un cierto tiempo n, es conveniente usar la entroṕıa de

Von Neumann, ecuación (3.57),

S = −
N∑
i=1

αn(i)ln(αn(i)). (3.76)

En la Tabla 3.1 se muestra la evolución de los valores de entroṕıa para cada tiempo n,

Tabla 3.1: Valores de entroṕıa del vector de probabilidad resultante durante la evolución

del tiempo

Vector αn número de iteraciones n Entroṕıa de Von Neumann
−→α0 = (1, 0, 0, 0) 0 0
−→α1 = (0.5, 0.5, 0, 0) 1 0.6931

−→α2 = (0.3333, 0.5, 0.1666, 0) 2 1.0113
−→α3 = (0.2500, 0.4722, 0.2500, 0.0278) 3 1.1470
−→α4 = (0.2037, 0.4444, 0.2963, 0.0556) 4 1.2055
−→α5 = (0.1759, 0.4228, 0.3241, 0.0772) 5 1.2325
−→α6 = (0.1584, 0.4074, 0.3416, 0.0926) 6 1.2450
−→α7 = (0.1471, 0.3968, 0.3529, 0.1032) 7 1.2507
−→α8 = (0.1397, 0.3896, 0.3603, 0.1104) 8 1.2533
−→α9 = (0.1348, 0.3847, 0.3652, 0.1153) 9 1.2545
−→α10 = (0.1250, 0.3750, 0.3750, 0.1250) 10 1.2550
−→α15 = (0.1250, 0.3750, 0.3750, 0.1250) 15 1.2555
−→α20 = (0.1250, 0.3750, 0.3750, 0.1250) 20 1.2555
−→α25 = (0.1250, 0.3750, 0.3750, 0.1250) 25 1.2555

Los datos de la Tabla 3.1, muestran que conforme aumentan las iteraciones, aumenta el

valor de entroṕıa, a tal punto que su valor llega a un valor estable, es decir, ya no muestra

que exista un desorden entre sus elementos.
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Figura 3.7: El tener un vector de probabilidades bien definido con un solo elemento ac-

tuando, hace que la información arrojada por la entroṕıa sea mı́nima, sin embargo, cuando

esta información se distribuye entre cada una de las componentes del vector de salida, indica

que la entroṕıa alcanza un máximo, es decir, ha habido un intercambio de información entre

los elementos que la componen.

Después de haber analizado el comportamiento del intercambio de información so-

bre los vectores de probabilidad de salida resultantes de la matriz de transición, asociamos

estos valores de probabilidad a los modos markovianos, que como se mencionó, sus ampli-

tudes son moduladas por una dependencia temporal y a su vez éstos serán los factores de

peso para la contribución de los modos Bessel que componen al modo óptico. Para ello, es

conveniente recordar la estructura del modo markoviano acotado para N = 3

U(r, θ, z) = eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθ. (3.77)

Sustituyendo el vector de probabilidad de salida αn en la expresión del modo óptico marko-

viano, tenemos

U(r, θ, z) = eiβz
3∑

n=0

−→α0P
nJn(2πrd)einθ. (3.78)

Donde su irradiancia, es

I(r, θ, z) = |U(r, θ, z)|2 = U(r, θ, z)U∗(r, θ, z)
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=

(
eiβz

3∑
n=0

αnJn(2πrd)einθ
)(

eiβz
3∑

m=0

αmJm(2πrd)eimθ
)∗

=

3∑
n=0

3∑
m=0

αnα
∗
mJn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ, (3.79)

que se puede ver como la correlación de dos puntos a distintos tiempos. A su vez, diremos

que este es un modo parcialmente coherente en el tiempo, puesto que para diferentes tiempos

el valor de la amplitud vaŕıa de acuerdo a −→α0P. Además, como la amplitud es una variable

aleatoŕıa estad́ısticamente independiente, se toma el valor promedio de las intensidades, aśı,

se tiene

< I(r, θ) >=
3∑

n=0

3∑
m=0

< αnα
∗
m > Jn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ. (3.80)

Notar que la ecuación (3.80), se puede representar en forma matricial, tal como se hizo en

la ecuación (2.38).

Resumiendo todo lo antes mencionado, se pueden generar modos ópticos par-

cialmente coherentes asociando a las amplitudes una dependencia temporal que puede ser

controlada por procesos estocásticos, en particular, con las cadenas de Markov del tipo

Eherenfest. También se analiza el intercambio de información que existe durante todo este

proceso midiendo con la entroṕıa de Von Neumann.

El medir la entroṕıa del sistema después de n tiempos nos permite saber que tan

coherente es el modo. Un ejemplo que lo ilustra, es por medio de la Tabla 3.1, donde al

tener un sistema totalmente coherente cuando n = 0 y con −→α0 = (1, 0, 0, 0) su entroṕıa es

cero, en cambio cuando n va aumentando, la entroṕıa también lo hace, puesto que todos

los elementos del vector de salida contribuyen al modo final, lo que lo hace un modo menos

coherente. De esta forma, se puede decir que un modo coherente tiene menor entroṕıa y un

modo incoherente mayor entroṕıa. Con lo anterior, se puede inferir que se puede pasar de

modos coherentes a incoherentes por medio de la matriz de transición.

El comportamiento de la irradiancia de estos modos es presentado por una serie

de simulaciones en la siguiente sección.

3.4.2 Simulación númerica de los modos Markovianos tipo Eherenfest

Para conocer el comportamiento de los modos Markovianos

U(r, θ, z) = eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθ
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se presentan los resultados de la simulación númerica de su irradiancia

< I(r, θ) >=
3∑

n=0

3∑
m=0

< αnα
∗
m > Jn(2πrd)J∗m(2πrd)einθe−imθ.

Usando un código en Matlab, se definieron los siguientes parámetros: r =
√
x2 + y2, fase

θ = tan−1
(
x
y

)
, longitud de onda λ = .633 [micras], módulo del vector de onda k = 2π

λ , y d

número de anillos de los modos Bessel, además de introducir el vector de probabilidades de

salida αn(N), dada la matriz de transición tipo Eherenfest.

El modo markoviano para el tiempo n = 0 con −→α0 = (1, 0, 0, 0) es

U(r, θ, z) = eiβzJ0(2πrd)

y su irradiancia es

I(r, θ) =
∣∣∣J0(2πrd)eiθ

∣∣∣2
que corresponde a la intensidad mostrada en la Figura 3.8

Figura 3.8: Irradiancia del modo markoviano cuando n = 0 y su vector de probabilidades

es α0 = (1, 0, 0, 0)
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Modo markoviano para el tiempo n = 1 con −→α1 = (1/2, 1/2, 0, 0) es

U(r, θ, z) = eiβz
(1

2
J0(2πrd) +

1

2
J1(2πrd)eiθ

)
y su irradiancia es

I(r, θ) =
∣∣∣1
2
J0(2πrd)eiθ +

1

2
J1(2πrd)eiθ

∣∣∣2
la cual se muestra en la Figura 3.9

Figura 3.9: Irradiancia de modo markoviano cuando n = 1 y su vector de probabilidades es

α1 = (1/2, 1/2, 0, 0)
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El modo markoviano para el tiempo, n = 2, −→α2 = ( 4
12 ,

6
12 ,

2
12 , 0) es

U(r, θ, z) = eiβz
( 4

12
J0(2πrd) +

6

12
J1(2πrd)eiθ +

2

12
J2(2πrd)ei2θ

)
y su irradiancia es

I(r, θ) =
∣∣∣ 4

12
J0(2πrd) +

6

12
J1(2πrd)eiθ +

2

12
J2(2πrd)ei2θ

∣∣∣2
la cual se muestra en la Figura 3.10

Figura 3.10: Irradiancia del modo markoviano cuando n = 2 y su vector de probabilidades

es α2 = ( 4
12 ,

6
12 ,

2
12 , 0)
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El modo markoviano para el tiempo n = 3 con −→α3 = (0.25, 0.4722, 0.25, 0.0278) es

U(r, θ, z) = eiβz
(
0.25J0(2πrd)+0.4722J1(2πrd)eiθ+0.25J2(2πrd)ei2θ+0.0278J3(2πrd)ei3θ

)
y su irradiancia es

I(r, θ) =
∣∣∣0.25J0(2πrd) + 0.4722J1(2πrd)eiθ + 0.25J2(2πrd)ei2θ + 0.0278J3(2πrd)ei3θ

∣∣∣2
la cual se muestra en la Figura 3.11

Figura 3.11: Irradiancia del modo markoviano cuando n = 3 y su vector de probabilidades

es α3 = (0.25, 0.4722, 0.25, 0.0278)

Recordando los valores de la Tabla 3.1, a partir de n = 15, los valores de entroṕıa

se mantienen constantes, esto debido a que las componentes del vector de probabilidad

de salida han llegado a su equilibrio y se mantienen constantes sin importar que n siga

aumentando. Por lo tanto, se presenta el modo resultante después de 15 tiempos.
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El modo markoviano para el tiempo n = 25, con −→α25 = (0.125, 0.375, 0.375, 0.125)

es

U(r, θ, z) = eiβz
(
0.125J0(2πrd)+0.375J1(2πrd)eiθ+0.375J2(2πrd)ei2θ+0.125J3(2πrd)ei3θ

)
y su irradiancia es

I(r, θ) =
∣∣∣0.125J0(2πrd) + 0.375J1(2πrd)eiθ + 0.375J2(2πrd)ei2θ + 0.125J3(2πrd)ei3θ

∣∣∣2
la cual se muestra en la Figura 3.12

Figura 3.12: Irradiancia del modo markoviano cuando n = 25 y su vector de probabilidades

es α25 = (0.125, 0.375, 0.375, 0.125)

Las simulaciones que se presentan, muestran de manera visual por medio de su

irradiancia, la evolución del modo para diferentes tiempos. Como previamente se calculó,

cada uno de ellos tiene distintos valores de entroṕıa por lo que permite saber que tan

incoherente se vuelve el modo cada vez que evoluciona en el tiempo. Las propiedades de

estos modos pueden ser aplicadas a diferentes sistemas ópticos, en part́ıcular en el área de

la holograf́ıa con el grabado de hologramas de amplitud, dando una propuesta distinta a los

hologramas convencionales.
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Aplicación de modos ópticos

markovianos en la holograf́ıa

La holograf́ıa es una técnica de fotograf́ıa que consiste en crear imagenes tridimen-

sionales basada en el empleo de la luz. Inicialmente consist́ıa en registrar sobre una placa la

onda de un campo, es decir la amplitud y la fase de la luz dispersada por un objeto. Para

lo anterior, se grababa sobre una placa fotorefractiva el patrón de interferencia debido a

dos ondas. La intensidad en un punto sobre el patrón depende de la fase como la amplitud

de la onda original del objeto. Aśı, la placa fotorefractiva procesada es llamada holograma

y contiene información codificada de la amplitud y la fase de la onda del objeto. Por otro

lado, la imagen del objeto pod́ıa ser recuperada iluminando el holograma con la misma onda

de referencia [10].

Sin embargo, los hologramas también pueden ser producidos por una computa-

dora que permite la generación de frentes de onda con una amplitud y distribución de

fase predescritos. Lo anterior, permite la distinción de dos tipos de hologramas que son

hologramas de amplitud y hologramas sintéticos de fase; el primero es generado por una

onda objeto de la forma S(x, y) = aS(x, y)eiΦS(x,y)ei2π(u0x,v0y) y una onda de referencia

R(x, y) = aR(x, y)eiΦR(x,y)e−i2π(u0x,v0y), tal que h(x, y) = |S(x, y)+R(x, y)|2 ; mientras que

en el segundo tipo de hologramas el campo incidente es S(x, y) = a(x, y)eiΦ(x,y) y la función

de fase que representa al holograma es h(x, y) = eiψ(a(x,y),Φ(x,y)), donde esta fase es función

de la amplitud y fase del campo incidente S(x, y). Para fines de este trabajo, se realizará

una breve descripción mateática de los hologramas de amplitud.

49
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El siguiente diagrama ilustra con el trazo de rayos el grabado de un holograma

sobre una placa y la reconstrucción del mismo

Figura 4.1: a) Proceso de grabado sobre una placa fotorefractiva: S(x, y) es la onda objeto

y R(x, y) es la onda de referencia, generando patrón de interferencia h(x, y); b) Proceso

de reconstrucción del holograma: g(x, y) es la onda de referencia con que se ilumina el

holograma h(x, y) a una inclinación u0 respecto al eje de propagación.

4.1 Representación matemática de generación y reconstrucción

de un holograma

Se propone una onda objeto de la forma

S(x, y) = aS(x, y)eiΦS(x,y)ei2π(u0x,v0y) (4.1)

con una amplitud a = [0, 1] y fase Φ = [−π, π], por otro lado, la onda de referencia de la

forma

R(x, y) = aR(x, y)eiΦR(x,y)e−i2π(u0x,v0y) (4.2)

De tal manera que la superposición de la onda objeto con la onda de referencia genera un

patrón de interferencia

h(x, y) = |S(x, y) +R(x, y)|2

= |aS(x, y)eiΦS(x,y)ei2π(u0x,v0y) + aR(x, y)eiΦR(x,y)e−i2π(u0x,v0y)|2

= a2
S(x, y) + a2

R(x, y) + aS(x, y)aR(x, y)ei[ΦS(x,y)−ΦR(x,y)+4π(u0x,v0y)]

+aS(x, y)aR(x, y)e−i[ΦS(x,y)−ΦR(x,y)+4π(u0x,v0y)]
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tal que se puede reducir a

h(x, y) = a2
S(x, y) + a2

R(x, y) + 2aS(x, y)aR(x, y) cos[ΦS(x, y)− ΦR(x, y) + 4π(u0x, v0y)].

(4.3)

donde la función de interferencia h(x, y), es la función del holograma y ésta contiene la

información codificada tanto de la amplitud y la fase.

En el proceso de recontrucción del holograma, la función del holograma h(x, y), es

iluminada con otra onda de la forma g(x, y) = ag(x, y)eiΦg(x,y)ei2π(u0x,v0y), tal que se tiene

t(x, y) = h(x, y)g(x, y) (4.4)

donde t(x, y) es una función portadora. Por otro lado, para separar los términos de la

función portadora, se aplica la transformada de Fourier a t(x, y), esto es

T (u, v) = F{t(x, y)} = F{h(x, y)g(x, y)} (4.5)

aśı, por el teorema del espectro angular, ecuación (3.31)

U(x, y, z) =

∞∫∫
−∞

T (u, v)e−iπλz(u
2+v2)ei2π(xu+yv)dudv,

la función T (u, v) se propagará a lo largo del eje z como T (u, v)e−iπλz(u
2+v2) de tal manera

que el campo de salida es

U(x, y, z) =

∞∫∫
−∞

F{h(x, y)g(x, y)}e−iπλz(u2+v2)ei2π(xu+yv)dudv. (4.6)

4.2 Generación de hologramas con modos ópticos marko-

vianos

En el caṕıtulo anterior, se describieron los modos ópticos Markovianos del tipo Eherenfest,

de la forma

U(r, θ, z) = eiβz
N∑
n=0

αnJn(2πrd)einθ

donde la caracteŕıstica de ellos, es que los coeficientes de amplitud compleja αn son contro-

lados por una matriz de transición dada por las cadenas de Markov.
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Para generar los hologramas con los modos ópticos markovianos del tipo Eheren-

fest, sea una onda objeto

S(x, y) = eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθei2πu0x (4.7)

y una onda de referencia

R(x, y) = eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθe−i2πu0x (4.8)

tal que la función del holograma es

h(x, y) =

∣∣∣∣∣eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθei2πu0x + eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθe−i2πu0x

∣∣∣∣∣
2

(4.9)

h(x, y) =

(
eiβz

3∑
n=0

αnJn(2πrd)einθei2πu0x + eiβz
3∑

n=0

αnJn(2πrd)einθe−i2πu0x

)
×

(
eiβz

3∑
m=0

αmJm(2πrd)eimθei2πu0x + eiβz
3∑

m=0

αmJm(2πrd)eimθe−i2πu0x

)∗
(4.10)

donde (∗) implica la función conjugada del holograma.

Posteriormente, para su reconstrucción, esta función es iluminada por otra onda

de referencia

g(x, y) =
3∑
p=0

αqJq(2πrd)eiqθ (4.11)

donde esta es perpendicular a la placa holográfica, es decir u0 = 0, aśı

t(x, y) =

(
3∑

n,m=0

αnαmJn(2πrd)Jm(2πrd)ei(n−m)θ+

3∑
n,m=0

αnαmJn(2πrd)Jm(2πrd)ei(n−m)θ+

3∑
n,m=0

αnαmJn(2πrd)Jm(2πrd)ei(n−m)θei2(2πu0x)+

3∑
n,m=0

αnαmJn(2πrd)Jm(2πrd)ei(n−m)θe−i2(2πu0x)

)
×

3∑
q=0

αqJq(2πrd)eiqθ. (4.12)

Aśı, la ecuación (4.12) es la función portadora, misma a la que se le aplicará la

transformada de Fourier y que posteriormente se propagará por medio del espectro angular,

de tal forma que a la salida de ella, se tendrá el campo del holograma recontruido a una

distancia z.
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4.2.1 Simulación numérica de hologramas con modos ópticos markovianos

Por medio de un código hecho en Matlab, se presenta la simulación numérica de los patrones

de interferencia y difracción producidos por el espectro angular. Para generar los modos

ópticos markovianos, los parámetros usados son: un tiempo de iteración n = 25, el ángulo

de inclinación tanto de la onda objeto S(x, y) y onda de referencia R(x, y) es u0 = π/8,

vector de distribución de amplitudes −→α25 = (0.125, 0.375, 0.375, 0.125), r y d constantes,

y la distancia de propagación por el espectro angular es z = 10000000λ, donde λ = .633

[micras]. Para la onda de iluminación son los mismos parámetros, con la diferencia de que

el ángulo de incidencia respecto a la placa es normal, eso hace que u0 = 0.

Con lo anterior, el patrón de interferencia sobre la placa h(x, y) = |S(x, y) +

R(x, y)|2, mostrado en la Figura 4.2

Para la reconstrucción del holograma, la función h(x, y) es iluminada con una

onda de referencia, esto es t(x, y) = h(x, y)g(x, y), donde g(x, y) es un modo markoviano.

Después de que la función portadora es propagada a una distancia z = 10000000λ por el

espectro angular, la irradiancia del campo de salida se muestra en la Figura 4.3.

Figura 4.2: Interferencia de dos modos markovianos, siendo una onda objeto S(x, y) y

una onda referencia R(x, y) respectivamente, con inclinación u0 = π/8 respecto al eje de

propagación z.
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Figura 4.3: Reconstrucción del holograma h(x, y) con iluminación perpendicular de un modo

markoviano de referencia g(x, y).

Es importante resaltar que en la función portadora t(x, y) ecuación (4.13), las

sumatorias presentan la contribución de todos los términos cruzados de los sub́ındices n,m

y q, es decir, que los términos < anam > describen la interacción entre los elementos de la

base, aśı anam representan la fracción de enerǵıa que se transfiere del modo markoviano n

al otro modo markoviano m y de manera similar para el modo markoviano q, por lo tanto

el campo resultante en la recuperación del holograma tiene el comportamiento presentado

en la Figura 4.3.

Sin embargo, dado que se ha estado estudiando el comportamiento de las ampli-

tudes de los modos markovianos como valores dependientes del tiempo, al tomar el valor

promedio los valores cruzados son cero, esto es < a∗man >= 0, cuando n 6= m, tal como

se mencionó en la ecuación (2.38), por lo que en la matŕız de correlaciones resultado de la

interferencia de los dos modos tendrá solo la contribución de los elementos de la diagonal.

Aśı, se pretende ver el acoplamiento entre los modos para cada Jn.

Con lo anterior, dada la ecuación (4.13), se consideran solo los terminos cuando
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n = m y la expresión de la portadora es

t(x, y) =

(
2

3∑
n=0

α2
nJ

2
n(2πrd) +

3∑
n=0

α2
nJ

2
n(2πrd)ei2(2πu0x)+

3∑
n=0

α2
nJ

2
n(2πrd)e−i2(2πu0x)

)
×

3∑
q=0

αqJq(2πrd)eiqθ. (4.13)

De esta manera, tenemos la expresión de interferencia h(x, y) para los términos

cuadrados, que es iluminada con un modo markoviano g25(x, y) = eiβz
(
0.125J0(2πrd) +

0.375J1(2πrd)eiθ + 0.375J2(2πrd)ei2θ + 0.125J3(2πrd)ei3θ
)
, el cual se muestra en la Figura

4.4, donde el sub́ındice 25 corresponde a un modo markoviano que ha evolucionado hasta

el tiempo n = 25, incidiendo perpendicularmente sobre la placa

Figura 4.4: Reconstrucción del holograma h(x, y) sin términos cruzados, iluminado con un

modo markoviano de referencia g25(x, y), incidiendo perpendicularmente sobre la placa.

Para ver como se comporta el holograma iluminado con un modo markoviano

en diferentes momentos de su evolución en el tiempo, se presentan a continuación unos

resultados.
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Al iluminar la placa holográfica h(x, y) con un modo markoviano evolucionado al

tiempo n = 0, es decir g0(x, y) = J0(2πrd), el holograma reconstruido se muestra en la

Figura 4.5

Figura 4.5: Reconstrucción del holograma h(x, y) sin términos cruzados, iluminado con un

modo markoviano de referencia g0(x, y), incidiendo perpendicularmente sobre la placa.
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Al iluminar la placa holográfica h(x, y) con un modo markoviano evolucionado al

tiempo n = 1, es decir g1(x, y) = 1
2J0(2πrd) + 1

2J1(2πrd)eiθ, el holograma reconstruido

mostrado en la Figura 4.6

Figura 4.6: Reconstrucción del holograma h(x, y) sin términos cruzados, iluminado con un

modo markoviano de referencia g1(x, y), incidiendo perpendicularmente sobre la placa.



58 Caṕıtulo 4: Aplicación de modos ópticos markovianos en la holograf́ıa

Al iluminar la placa holográfica h(x, y) con un modo markoviano evolucionado al

tiempo n = 2, es decir, g2(x, y) = 4
12J0(2πrd)+ 6

12J1(2πrd)eiθ+ 2
12J2(2πrd)ei2θ, el holograma

reconstruido mostrado en la Figura 4.7

Figura 4.7: Reconstrucción del holograma h(x, y) sin términos cruzados, iluminado con un

modo markoviano de referencia g2(x, y), incidiendo perpendicularmente sobre la placa.

De esta manera, se muestra gráficamente que el acoplamiento de la onda de ilumi-

nación g(x, y) sobre el holograma h(x, y), dependerá de la entroṕıa dada por las amplitudes

de los modos markovianos. Es decir, cuando un modo markoviano tiene poca entroṕıa en

sus amplitudes, la restauración del holograma permite ver mayor definición de los anillos de

la irradiancia del campo de salida, sin embargo, cuando las amplitudes muestran una mayor

entroṕıa la imagen del holograma cambia drásticamente además de perder información de-

bido a la contribución uniforme de las amplitudes.
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Finalmente, se presenta la función de irradiancia h(x, y) con la contribución de

las correlaciones cruzadas ecuación (4.10), iluminada por una onda plana g(x, y) = eikz,

incidiendo perpendiculamente sobre la placa del holograma y se muestra en la Figura 4.8

Figura 4.8: Reconstrucción del holograma h(x, y) con términos cruzados, iluminado con

una onda plana de referencia g(x, y) = eikz, incidiendo perpendicularmente sobre la placa.

De tal forma que en esta última imagen se puede apreciar el efecto conocido como

the dark hollow beam o también conocido como hueco oscuro, donde existe una inverson de

contraste en el centro del campo.
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Conclusiones

Conocer y entender los eventos probabiĺısticos es de gran utilidad, ya que permite

analizar procesos más complejos e interesantes como lo son los procesos estocásticos. Su

interés radica en el hecho de que las variables aleatorias son funciones dependientes del

tiempo y esto permite su aplicación para diferentes sistemas dinámicos.

En el presente trabajo, se describieron los procesos aleatorios como procesos que

no pueden ser predichos de manera determinista, sino que se describen a través de un

comportamiento promedio. A partir de ellos, se definen los procesos estocásticos, que son

procesos aleatorios que evolucionan en el tiempo y a los procesos que tienen la propiedad

de que su cambio en el tiempo t esta determinado por el valor anterior a éste y no por todos

los valores anteriores, se les conoce como Procesos de Markov, del que se desprenden las

cadenas de Markov, que son cadenas de probabilidad condicional y que se lleva a cabo por

una transición de probabilidades de la forma

p(X0, X1, ..., Xn) = P (Xn|Xn−1, ..., X0)...P (X2|X1, X0)P (X1|X0)p(X0) (5.1)

donde p(X0 = i) es el vector inicial de probabilidades.

Con estas bases teóricas, se aplicó el problema a un caso particular y para ello se

describió el proceso de Markov del tipo Eherenfest, donde se describe por medio de una

matriz de transición la evolución del intercambio de pelotitas para llevarlo a un estado de

equilibrio. Conociendo el comportamiento de la evolución de un sistema dado un vector con

las condiciones iniciales, se conecta a los campos ópticos. De esta manera, por el espectro

angular se encuentra que un modo puede ser escrito como la suma discreta de ondas Bessel;

para llevar a cabo campos ópticos donde sus amplitudes sean moduladas con el tiempo, se

60
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retoma la condicion del vector de probabilidades de entrada y el vector resultante al ser

tratado n veces por la matriz de transición, de tal manera que conociendo las condiciones

iniciales que componen el campo de entrada y dejandolo evolucionar hasta cierto tiempo

se tendrán los factores de peso de la probabilidad de que aparezcan los modos Bessel. Lo

cual ofrece la ventaja de manejar campos con diferentes vorticidades. Sin embargo, este

grado de desorden bien puede ser controlado por la entroṕıa de Von Neumann ya que dará

información del intercambio de información que exisitó entre cada transición. Por medio de

una simulación numérica se conoce el comportamiento de las irradiancias de los campos que

se han denominado modos markovianos, lo que da paso a una aplicación de estos modos en

el área de la holograf́ıa.

Finalmente, tanto el grabado del holograma y la iluminación de éste con los modos

markovianos fue de interés por las propiedades que resultan de manejar cierto grado de

evolución del modo, además de ver impacto del factor de peso de las amplitudes al ser

recuperado el holograma. Estos comportamientos llaman la atención para su aplicación en

el estudio de plasmones sobre superficies rugosas [20] o el análisis de la transmisión sobre el

grabado de múltiples hologramas [16]. Con todo lo anterior, se puede decir que los modos

Markovianos son una buena propuesta para desarrollar diferentes procedimientos en los

cuales se requiera la variación de un campo.
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