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Resumen

El sensado comprimido es una técnica desarrollada en anos recientes cuyo ob-
jetivo es la adquisicion de una senal con representacion dispersa o comprimible en
determinado espacio vectorial, con una cantidad de muestras por debajo del limi-
te establecido por el Teorema de Nyquist. En esta tesis se presenta el desarrollo
del algoritmo de reconstrucciéon de senales CoSaMP a través de sintesis de alto
nivel, haciendo uso de la herramienta Vivado HLS de la empresa Xilinx para una
posterior implementacién en un FPGA. Se analiza robustez del algoritmo bajo
experimentos de reconstruccién de senales sintéticas limpias, senales con ruido y
finalmente senales reales con aplicacién al sensado de senales EEG. Se presentan
resultados comparativos relacionados con la fiabilidad de las senales reconstruidas,
el uso de recursos de hardware y la latencia con un FPGA Virtex-7 de la empresa

Xilinx.

[111]
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Abstract

Compressed sensing is a novel technique recently developed whose objective
is the recovery of a signal with sparse representation or compressed on a vector
space with much less samples stablished by the sampling theorem. On this thesis,
the development of the CoSaMP algorithm for signal reconstruction is presented,
and making use of the tool Vivado HLS from Xilinx, different arquitectures are
proposed for a future implementation on a FPGA. The robustness of the algorithm
is tested under reconstruction experiments using synthetic clean signals, noisy
signals and real signals with aplication on the sensing of EEG signals. Comparative
results on reliability, hardware utilization and latency are presented using a Virtex-
7 FPGA from Xilinx.
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Capitulo 1

Introduccion

En el campo de procesamiento de senales es una tarea comin querer recons-
truir una senal con una serie de mediciones de esta. En general, esta tarea es
imposible porque no hay forma de reconstruir una senal durante las veces en
que la senal no es medida. Sin embargo, con conocimiento previo o asumiendo
informacién acerca de la senal, es posible reconstruir perfectamente la senal con
una serie de mediciones.

La teoria clasica de muestreo dice que para muestrear una senal es necesario
usar una frecuencia de al menos dos veces la frecuencia maxima la senal [1]. Sin
embargo, se ha observado que las senales no cubren uniformemente el espacio en
el cual viven ni tampoco se limitan a un subespacio del mismo; las senales pueden
expresarse como una combinacién lineal de unos pocos elementos de una base
conocida. Esta observacién surge basicamente de realizar una transformacion
especial de la senal, por ejemplo utilizando una base tipo Fourier y, observar que
los coeficientes obtenidos concentran su energia en unos pocos coeficientes. En
este sentido se dice que la senal en cuestion tiene una representacién dispersa en

la base de Fourier.

El sensado comprimido es una técnica novedosa la cual permite el muestreo de
senales dispersas por debajo del nivel de Nyquist al utilizar algoritmos de recons-
truccion basados en encontrar la solucion dispersa a sistemas indeterminados.
Fue por el 2004 cuando Emmanuel Candes, Terence Tao y David Donoho probaron
que dado cierto conocimiento de la dispersidad de la senal, la senal podia ser re-
construida con incluso menos muestras que las minimas necesarias por el teorema
de muestreo|[2, 3]. En sensado comprimido tipicamente se empieza tomando mues-

tras comprimidas en una base diferente en donde la senal se sabe que es dispersa.

1]



1. INTRODUCCION

Los resultados obtenidos por Emmanuel Candes, Terence Tao y David Donoho,

muestran que el nimero de esas mediciones comprimidas pueden ser pequenas y

de todas formas contener la informacién necesaria para poder reconstruir la senal.

o . Matriz de sensado
Sefial continua (I}

Gt b Bt

mxn

Compresiéndela

Wb

Sefal dispersa sefial

Obtencion de
las mediciones

» Algoritmos de
reconstruccion

Reconstruccion de
la sefial dispersa

Enviodela
senal

&

i
| I

Obtencidndela
sefal

el b b b

Figura 1.1: Introduccién al Sensado comprimido

1.1. Problematica

La reconstruccion de senales son llevadas a cabo por algoritmos de recons-

truccién los cuales consumen demasiado tiempo en implementaciones de software

debido a que requieren gran cantidad de multiplicacién de matrices. La comple-

jidad computacional no es mayor problema para aplicaciones fuera de linea (ej.

reconstruccién de resonancias magnéticas[4]), sin embargo, el problema se vuelve

mas complejo cuando se requiere procesamiento en tiempo real(ej. radar[5], detec-

cién facial[6], procesamiento de imédgenes|7],etc). Para cumplir con requerimientos
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1.2 SOLUCION PROPUESTA 3

de alta velocidad y/o consumo de potencia, se pueden utilizar implementaciones
en hardware utilizando FPGA’s, ya que los algoritmos se ejecutan en paralelo.
Sin embargo, los algoritmos de reconstruccion de senales utilizados en sensado
comprimido requieren de un esfuerzo computacional elevado, por eso es que ain
se buscan algoritmos que reconstruyan senales a alta velocidad y que puedan ser
implementados eficientemente en FPGA’s de cualquier tipo. Se propone realizar
arquitecturas para un FPGA que cumpla con los requerimientos de velocidad y
precision en la senal reconstruida y que pueda ser utilizado en aplicaciones que

requieran un procesamiento en tiempo real.

1.2. Solucién propuesta

1.2.1. Objetivo general

Mediante la utilizacion de sintesis de alto nivel, lograr diferentes arquitecturas
para un FPGA del algoritmo CoSaMP, que pueda ser utilizado para reconstruir

senales en tiempo real.

1.2.2. Objetivos especificos

= Obtener resultados de latencia y de recursos utilizados para cada diferente

arquitectura presentada.

» Las arquitecturas obtenidas seran comparables o mas eficientes en en cuanto

a utilizacién de recursos y/o latencia que las ya presentadas anteriormente.

= Reconstruir senales en donde las muestras puedan estar contaminadas con

algun tipo de ruido.

= Las arquitecturas presentadas seran capaces de reconstruir senales reales.

1.3. Organizacién de la tesis

La tesis esta organizada en cinco capitulos. El primer capitulo es la parte
introductoria de la tesis. Se presenta el marco general sobre el sensado comprimido

y el enfoque de la tesis. Se repasan algunos de los campos en los cuales se estan

SINTESIS DE ALTO NIVEL DE ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES APARTIR DE MUESTRAS
INCOMPLETAS



4 1. INTRODUCCION

desarrollando aplicaciones utilizando el esquema de sensado comprimido. En el
capitulo 2 se presentan las bases tedricas necesarias para entender el problema y
las herramientas para resolverlo. En el capitulo 3 se presenta el método y la forma
en que se abordo el problema para cumplir con los diferentes objetivos planteados.
También se muestran trabajos planteados anteriormente en el contexto de sensado
comprimido. En el capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos, latencia y
utilizacion de recursos necesarios en cada etapa resultante de la programacion
del algoritmo. En el capitulo 5 se muestran conclusiones y discusiones sobre el
algoritmo implementado y sobre como mejorar el desempeno para posible trabajo

futuro.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Teoremas de muestreo

El muestreo de senales es fundamental para representar y recuperar senales
continuas en el campo de procesamiento de senales. Normalmente utilizamos el
teorema de muestreo de Shannon - Nyquist el cual dice que la frecuencia de mues-

treo debe ser al menos dos veces la frecuencia méxima de la senal en cuestién.[1]

fsampling Z 2fsignal (2 1. 1)

Hoy en dia se procesan grandes cantidades de informacién, por lo tanto se
buscan técnicas las cuales reduzcan el tiempo de procesado de dichas senales. La
compresion de datos es una herramienta muy util, ya que permite representar la

informacion de una forma mas compacta.

El sensado comprimido es una técnica de procesamiento de senales en la
cual se adquieren y reconstruyen senales buscando soluciones a sistemas lineales
indeterminados. Se requiere tener conocimiento previo de la dispersidad de la
senal para recuperarla con muchas menos muestras que las requeridas por el

teorema de Shannon-Nyquist[8].

Para hacer sensado comprimido se deben cumplir dos condiciones para obtener
una reconstruccién exitosa; la primera es que la sefial tenga una representacion
dispersa en cualquier dominio y la segunda es sensar con una matriz adecuada la

cual debera satisfacer la propiedad de isometria restringida(RIP)[9].
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A primera vista pareciera ser que el sensado comprimido violase el teorema
de muestreo porque depende de la dispersidad de la senal y no de su maxima
frecuencia; sin embargo, es una idea equivoca debido a que el teorema de
muestreo garantiza una reconstruccién perfecta dadas suficientes y no necesarias
condiciones. Algunas senales pueden ser muestreadas muy por debajo del nivel
del teorema de muestreo si y sélo si son dispersas en alguna base conocida usando

sensado comprimido.

Un sistema de ecuaciones lineales indeterminado tiene més variables que
ecuaciones y generalmente tienen infinidad de soluciones. El sistema de ecuacio-
nes esta dado por:

y=>oUs = dzx (2.1.2)

Donde:

y son las mediciones tomadas, y € R™

® es la matriz de sensado, & € R™"

U es la matriz base, ¥ € R™*"

s senal a ser comprimida, r € R"

x es la representacion dispersa de la senal, z € R"

Una representacion grafica se puede ver en la figura 2.1.

Matriz de sensado Base
y D WP _ A
mx 1 _ nxl
Mediciones - X X
Sefial a
mxn comprimir
K<m<<n

nxn

Figura 2.1: Sensado comprimido.
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2.2 BASES Y DISPERSIDAD 7

Requerimos solucién para x que es la representacion dispersa de la senal que
queremos comprimir. Para obtener dicha solucién se imponen ciertas condiciones o
restricciones que se explicaran en las siguientes secciones. Cabe decir que no todos
los sistemas indeterminados de ecuaciones lineales tienen una solucion dispersa;
sin embargo, si hay una tnica solucion dispersa al sistema indeterminado, entonces

el sensado comprimido permite la reconstruccién de esa solucién[10].

2.2. Bases y dispersidad

Una de las técnicas més populares para la compresion de senales es conocida
como “codificacién por transformada”, y trata de buscar una base o estructura
la cual provea una representacién dispersa o compresible para las senales de
interés[11, 12, 13]. Por representacién dispersa queremos decir que para una senal
de tamano n, podemos representarla con k << n coeficientes diferentes de cero;
por representacion compresible queremos decir que la senal esta bien aproximada
por una senal con solo k coeficientes diferentes de cero. Los dos tipos de senales,
dispersa o compresible pueden ser representadas con gran fidelidad al preservar
solamente los valores y posicién de los coeficientes mas grandes de una senal.
Este proceso se llama aproximacion dispersa, y es la base de los esquemas de
codificacion por transformada que explota la dispersidad y la compresibilidad de

las senales.

Un conjunto de {9}, es llamada una base para R" si los vectores forman
un arreglo R™" y son linealmente independientes. Especificamente para cualquier

x € R™, existen coeficientes {s;}?_; que nos dan una representacion:

n

=Y sty (2.2.1)

1=1

Denotamos como ¥ una matriz de tamano nxn con columnas dadas por ¥; y
ponemos como s el vector de tamano n, entonces representamos la ecuacién de

una forma mas compacta como:

x=VUs (2.2.2)

SINTESIS DE ALTO NIVEL DE ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES APARTIR DE MUESTRAS
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8 2. MAaRrco TEORICO

Normalmente podemos representar senales por una combinacién lineal de solo
unos cuantos elementos de una base conocida o diccionario. Mateméaticamente
decimos que una senal x es k-dispersa cuando tiene a lo mucho k valores no ceros.
Denotamos como:

Y =A{x: ||z]lo < k} (2.2.3)

el conjunto de todas las senales k-dispersas. Normalmente se trabaja con senales
que en si no son dispersas, sin embargo permiten una representacién dispersa en
alguna base W.

Una base ortonormal tiene la ventaja de que los coeficientes ¢ pueden ser facilmente

calculados como :
i = (x,15) (2.2.4)

c=V"g (2.2.5)

en notacion matricial. Puede ser facilmente comprobable debido a la ortonormali-
dad de las columnas de ¥ tenemos que WT'W = [ | donde I es la matriz identidad

de tamano nzn|[10].

2.3. La transformada como base en sensado com-
primido

Algunas de las transformadas més utilizadas en procesamiento de senales nos
permiten obtener representaciones dispersas de ciertas senales permitiéndonos
usarlas como base en un sistema de sensado comprimido. A continuacién se pre-

sentan tres de las mas utilizadas.

2.3.1. Transformada de Fourier discreta (DFT)

En matematicas, la transformada discreta de Fourier o DFT es un tipo de
transformada discreta utilizada en el andlisis de Fourier. Transforma una funcién
matematica en otra, obteniendo una representacién en el dominio de la frecuencia,
siendo la funcién original una funcién en el dominio del tiempo. Pero la DFT

requiere que la funcién de entrada sea una secuencia discreta y de duracién finita.
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2.3 LA TRANSFORMADA COMO BASE EN SENSADO COMPRIMIDO 9

Dichas secuencias se suelen generar a partir del muestreo de una funcién continua.

La secuencia de N nimeros complejos de entrada se transforma en la secuencia de

N numeros complejos Xg, X1, ..., X,_1 mediante la DFT con la formula:
N—1
—27i
Xp=) ape ™™ k=0,.,N-1 (2.3.1)
n=0

—2mi

Donde 7 es la unidad imaginaria y e~ es la N-ésima raiz de la unidad.
Esta expresiéon se puede escribir también en términos de una matriz DFT;
cuando se escala de forma apropiada se convierte en una matriz unitaria y Xj

puede ser entonces interpretado como los coeficientes de x en una base ortonormal.

La transformada inversa de Fourier discreta (IDFT) viene dada por :
Xpe ™ n=0,.,N—1 (2.3.2)

Los niimeros complejos X, representan la amplitud y fase de diferentes compo-
nentes sinusoidales de la senal de entrada x,,. La DFT calcula X a partir de z,,

mientras que la IDFT muestra como calcular x, como la suma de componentes

\
.

sinusoidales|[14].

ffth

i w h

Lw W’ﬂl |

Muestras Frecuencia

a) b)

[=3]
[ 5]
=
[=]

Magnitud
Potencia
- 3 ™
o = (%]
[=] - (=]

=
=]
(=]

U

o
(=]

f=]

2

Figura 2.2: a)Sefnal en tiempo discreto. b)DFT de la seiial (Representacién de la sefial en la
frecuencia con pocos coeficientes).
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10 2. MARcO TEORICO

2.3.2. Transformada coseno discreta (DCT)

En la mayoria de aplicaciones los datos son valores reales. Por esta razdn,
puede ser beneficioso usar la DFT de una forma en la que solo obtenemos valores
reales. Esto se puede lograr al extender la secuencia de los datos X, exhibiendo
asi la simetria necesaria para que la DFT X de valores reales. La transformada
coseno discreta (DCT) es una transformada basada en la transformada de Fourier
discreta, pero solo utiliza nimeros reales[15]. La DCT de una secuencia de datos
X(m), m=0,1,...,(M — 1) se define como:

\/§M 1
=7 2 o
om0 (2.3.3)
Gy (k) = % X (m)cos W k=1,2,....,(M—1)
m=0

Donde G, (k) es el k-ésimo coeficiente.

La transformada inversa discreta coseno (IDCT) se define como :

i

-1

Xm: +ZG1 )cos

=1

(2m + 1)knm

=0,1,....,(M -1 2.3.4
ST =01, (M 1) (234)

Si la ecuacién anterior se escribe en su forma matricial A de tamano M =z
M que describe la transformacion coseno, entonces la propiedad de ortogonalidad

puede ser expresada como:

ATA = %1 (2.3.5)

Donde AT es la matriz transpuesta de A e I es la matriz identidad[16].

2.3.3. Transformada wavelet discreta (DWT)

La transformada wavelet discreta consiste en dividir recursivamente la senal en
sus componentes de baja y alta frecuencia. Los componentes de baja frecuencia nos
dan una aproximacién de la senal, mientras que los componentes de alta frecuencia
dan el detalle a la senal[10]. La DWT de una senal z es calculada al pasarla por

una serie de filtros. Primero, las muestras se pasan por un filtro pasa-bajas con
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2.4 MATRIZ DE SENSADO 11

respuesta al impulso g dando como resultado una convolucién de las dos.

e}

Ay = (zxg)(n) = > a[klgln — k| (2.3.6)

k=—o00

La senal también se descompone simultaneamente utilizando un filtro pasa-altas

con respuesta al impulso h.

o0

D, = (zxh)(n)= > xz[klhln — k] (2.3.7)

k=—o00

La salida representan los coeficientes de detalle (pasa-altas) y los coeficientes

de aproximacién (pasa-bajas). Es importante que los dos filtros estén relacionados
uno con otro y son conocidos como filtros espejo en cuadratura[l7]. Sin embargo,
como la mitad de las frecuencias de han sido removidas, la mitad de las muestras
se pueden descartar de acuerdo al teorema de Shannon-Nyquist [1]. La salida del
filtro pasa-bajas es submuestreado por un factor de 2 y lo mismo con el filtro pasa-
altas. Se puede seguir procesando la senial al pasar el nimero de veces necesarios
por los filtros con la mitad de la frecuencia de corte de los anteriores.
Esta descomposicién divide a la mitad la resolucién en tiempo porque solo la mitad
de cada filtro caracteriza a la senal. Sin embargo, cada salida tiene la mitad de la
banda de frecuencia de la entrada y por lo tanto, la resolucion en la frecuencia es
el doble[18].

Para la transformada inversa es casi el mismo procedimiento, con la diferencia
que agregamos ceros a los coeficientes de detalle y aproximacion cada factor de 2

y se hace convolucion con los filtros de reconstruccion.

2.4. Matriz de sensado

Para hacer sensado comprimido debemos tener en cuenta dos cuestiones
principales; la primera es como disenar la matriz de sensado ® para que mantenga
la informacion de la senal z, y la segunda es como recuperar x con y mediciones.
En el caso donde la informacién es dispersa o compresible, veremos que se pueden
disenar matrices & con m << n que aseguren que podremos reconstruir la senal

original[10].

SINTESIS DE ALTO NIVEL DE ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES APARTIR DE MUESTRAS
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Senal x(n)

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Figura 2.3: Descomposicién wavelet a tres niveles

En esta seccion se ven las condiciones que las matrices de sensado deben
cumplir y como construirlas para que la reconstruccién de la senal sea satisfacto-

ria.

2.4.1. Propiedad de espacio nulo (NSP)

Una propiedad clave que necesitamos conocer es la spark de una matriz ®. La
spark de una matriz ¢ es el niimero mas pequeno posible de columnas que son

linealmente dependientes.

El espacio nulo de una matriz ®, se define como:
N(®@)={z:Dz=0} (2.4.1)

Si queremos poder reconstruir todas las senales dispersas x, entonces queda
claro que para cualquier par de vectores distintos z y ' € X, debemos tener que
dx #£ da’, porque de lo contrario serfa imposible distinguir x de 2’ basdndonos
solo en las mediciones de y. Al observar si ®x = ®z’ entonces ®(x — 2’) = 0, con

x — ' € gy, vemos que ® Unicamente representa todas las x € X, si y so6lo si

COORDINACION DE ELECTRONICA INSTITUTO NACIONAL DE ASTROFisicA, OPTICA Y ELECTRONICA



2.4 MATRIZ DE SENSADO 13

N (®) no contiene vectores en 3o [10]. Mientras hay muchas formas equivalentes
de caracterizar esta propiedad, una de las m&as comunes es conocida como la

spark. Esta definicién nos permite obtener la siguiente garantia:

Para cualquier vector y € R™, existe a lo mucho una senal x € X, que

hace que y = @z si y sdlo si la spark(P) > 2k[19].

A partir de aqui es facil ver entonces que m > 2k.

Si todas las columnas son linealmente independientes, la spark de una matriz
® es infinito. Cuando tratamos con vectores dispersos exactos, la spark nos da
una caracterizacién completa de cuando la reconstruccion dispersa es posible. Sin
embargo, si trabajamos con senales dispersas aproximadas debemos considerar

condiciones mas restrictivas en el espacio nulo de ® [20].

2.4.2. Propiedad de isometria restringida( RIP)

Mientras que la propiedad de espacio nulo es necesaria y suficiente para darnos
garantias de reconstruccion de senales, estas no toman en cuenta el caso del ruido.
Cuando las mediciones estan contaminadas con ruido o han sido modificadas por
algin error por ejemplo de cuantizacion, serda necesario considerar condiciones
mas fuertes. Candes y Tao introdujeron la siguiente condicién de isometria en
matrices ® y establecieron su rol importante en sensado comprimido[21]. Una
matriz ¢ satisface la propiedad de isometria restringida (RIP) de orden k si existe

un 95 € (0,1) que
A=d)lzllz < @zll} < (1+6) =l (2.4.2)

Se mantiene para toda x € >. Si una matriz ® satisface la RIP de orden 2k enton-
ces podemos interpretar la ecuacion, diciendo que ¢ aproximadamente preserva la
distancia entre cualquier par de vectores k-dispersos. Esto claramente tiene impli-
caciones fundamentales en robustez al ruido. Finalmente, vemos que si una matriz
satisface la RIP, entonces también satisface la propiedad de espacio nulo. Por lo

tanto, la RIP es una condicién mas fuerte que la NSP.

SINTESIS DE ALTO NIVEL DE ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES APARTIR DE MUESTRAS
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2.4.3. Construccion de la matriz de sensado

Ahora que se han definido las propiedades que una matriz de sensado debe
satisfacer, se presentan algunas técnicas de construccién de matrices de sensado.
Para empezar una matriz Vandermonde V' construida de m escalares distintos tiene
una Spark(V) = m+1 [20]. Desafortunadamente, esas matrices estan pobremente
acondicionadas para grandes valores de n, haciendo el problema de la reconstruc-
cién numéricamente inestable. También es posible construir matrices de manera
determinista de tamano m x n que satisfagan la RIP de orden k, pero dichas
construcciones requieren que m sea relativamente grande[22, 23, 24, 25]. Afortu-
nadamente, esas limitaciones pueden sobrellevarse al construir matrices aleatorias.
Usar matrices aleatorias ® tiene muchos beneficios adicionales. Primero, uno pue-
de ver que para construcciones aleatorias las mediciones son democraticas, es decir
que es posible recuperar una senal usando cualquier subconjunto suficientemente
largo de mediciones [26, 27]. Por lo tanto al usar matrices aleatorias, el sistema
es mas robusto a la pérdida de informacion o valores erraticos cuando se usa una
pequena fraccién de mediciones. Segundo, en la practica uno estd més interesado
en tomar una base ¥ donde x sea dispersa. En este caso lo que realmente quere-
mos es que el producto de ®V satisfaga la RIP y si usamos una matriz aleatoria
asegurandonos de tener una m suficientemente grande, la RIP se satisface con
una alta probabilidad. Por ejemplo si usamos una matriz ¢ con una distribucion
Gaussiana y U es una base ortonormal, entonces facilmente vemos que ®¥ sera
también una distribucién Gaussiana. También vemos que obtenemos resultados
similares cuando usamos matrices con distribuciones sub-gaussianas|28].

La parte mala de usar matrices aleatorias es que son matrices densas y por lo

general ocupan mucho espacio en memoria.

2.5. Pseudoinversa de Moore-Penrose

La pseudoinversa AT de una matriz A de tamaiio m x n es una generalizacién
de la matriz inversa [29]. La pseudoinversa de A de tamafo n x m deberd

satisfacer los siguientes criterios:

1. AATA=A

COORDINACION DE ELECTRONICA INSTITUTO NACIONAL DE ASTROFisicA, OPTICA Y ELECTRONICA



2.6 METODOS DE INVERSION DE MATRICES 15

2. ATAAT = At
3. AAT = (AANT es una proyeccién ortogonal en R™
4. ATA = (ATA)T es una proyeccién ortogonal en R™

2.5.1. Propiedades

1. Si tenemos una matriz A de tamano m x n y sus columnas son linealmente
independientes, tenemos que AT A es invertible ya que es de rango n, la pseudoin-

versa A se calcula de la siguiente forma:
Al = (AT A)~tAT (2.5.1)

Donde, ATA = 1.

2. Si tenemos una matriz A de tamano m x n y sus filas son linealmente inde-
pendientes, tenemos que AA” es invertible ya que es de rango m. La pseudoinversa

Al se calcula de la siguiente forma:
AT = AT(AATY (2.5.2)

Donde, AAT = I [30].
Las siguientes propiedades son de especial ayuda para resolver la pseudoinversa
de una matriz, ya que se limita el problema a resolver una matriz inversa de tamano

nxmn.

2.6. Métodos de inversion de matrices

Una matriz cuadrada A de tamano n z n es invertible si existe una matriz

cuadrada n x n B tal que
AB=BA=1 (2.6.1)

Donde I denota la matriz identidad de tamano n x ny B es determinada a partir
de A y es llamada la inversa de A. Una matriz que no es invertible es una matriz
singular. Una matriz es singular cuando su determinante es 0 [31].

Como se vio en la seccién anterior, debemos resolver el problema de la matriz

SINTESIS DE ALTO NIVEL DE ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES APARTIR DE MUESTRAS
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inversa dadas por las dos propiedades mencionadas. Se presentan algunos métodos

de inversién de matrices a continuacion.

2.6.1. Eliminacion Gauss-Jordan

La eliminaciéon Gaussiana es un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Este método puede también ser usado para encontrar el rango de una
matriz, calcular el determinante y para calcular la inversa de una matriz. Para
resolver la matriz uno usa una secuencia de operaciones elementales en las filas
hasta que obtengamos puros ceros en la matriz triangular inferior. Hay tres tipos

de operaciones que podemos realizar:
1.- Intercambiar dos filas.
2.- Multiplicar una fila por un nimero diferente de cero.
3.- Sumar un multiplo de una fila a otra fila.

Para encontrar la inversa de una matriz A, una variante de la eliminacién
Gaussiana puede ser usada. La llamada eliminacién Gauss—Jordan busca solucién
para una matriz de tamafno nan haciendo ceros las dos matrices triangulares [30].
Para encontrar la matriz inversa formamos una matriz de tamano nx2n al juntar
la matriz A con una matriz identidad a la derecha. Buscamos entonces convertir
el lado izquierdo a una matriz identidad, usando las operaciones mencionadas
anteriormente, y el resultado o la matriz inversa, seria la matriz de nxn de lado

derecho. Ejemplo:

2 75|11 00
[AlIl= 2 3 1|10 1 0
9 1 510 0 1
Al hacer la eliminacién de lado izquierdo:
100z % %
UIB]=10 10| 15 0
00 1|3 8 L

104 104 13

De la definicién de una matriz inversa tenemos BA = I, y por lo tanto, B =

A1 A la derecha tenemos BI = B, la cual es la matriz inversa.
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2.6.2. Descomposicion QR

En algebra lineal, la descomposicién QR de una matriz es una descomposicién
de una matriz A en un producto de dos matrices QR, donde Q es una matriz
ortogonal y R una matriz triangular superior. Normalmente se usa para resolver
el problema de minimos cuadrados.

Comparado a obtener la matriz inversa directa, la solucién a la inversa usando
descomposicion QR es numéricamente mas estable debido a su reducida condicién
numérica[32].

Hay varios metodos para calcular la descomposicion QQR, una de ellas y quizas la
mas usada es con el proceso de Gram-Schmidt[33].

Consideramos el proceso aplicado a las columnas de la matriz A = [a4, ..., a,] de
rango completo, y el producto punto (v, w) = vTw.

Se define la proyeccién como:

obtenemos:
U = aq
U = Az — Projy, G2
k—1
U = Qg — mejujak
j=1
y o
T e
“ 7 Tl
% Tl

Re-expresamos ahora a las a; sobre una nueva base ortonormal:
a1 = <€17a1>€1

as = (e1, az)er + (€2, az)es
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k
ar =Y (ej, ar)e;
j=1
donde (e;, a;) = ||u;]| . En forma matricial:
A=QR
donde:
Q - [617 €2, ..., en]
y
<€1,CL1> <€1,(I2> c <61aa'i>
R = 0 (eg,ag) -+ (ez,a;)
0 0 0 <€i> CLi>

La inversa de una matriz cuadrada es facil obtenerla debido a: A = QR y por lo
tanto A7! = R71'Q! = R7'QT y R™! es facil de obtenerla porque R es triangular.
Para resolver un sistema lineal indeterminado Ax = y, donde la matriz A tiene
dimension mxn y de rango m, primero se encuentra la descomposicion QR de la
transpuesta de A: AT = QR, donde Q es una matriz ortogonal (Q7 = Q71), y
R1

R tiene la forma de R = . R1 tiene forma cuadrada, es decir mzm y es

una matriz triangular superior, la matriz de ceros tiene tamano (n — m)xm. La
{R1"} "y

solucién a la inversa esta dada por z = Q) 0

] y para resolver usamos

sustitucion directa o eliminacién Gaussiana[29].

2.6.3. Descomposicion Cholesky

En algebra lineal, la descomposicién Cholesky es la descomposicién de una
matriz hermitiana y definida positiva, en el producto de una matriz triangular
inferior y su transpuesta conjugada.

Una matriz es definida positiva si para todos los vectores no nulos z € C™ tenemos
que:
2*Mz >0
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La descomposicion Cholesky de una matriz hermitiana definida positiva A, es una
descomposicion de la forma:

A=LL"

donde L es una matriz triangular inferior con entradas positivas en la diagonal,
y L* es la transpuesta conjugada de L. Todas las matrices hermitianas definidas
positivas tienen una descomposicién Cholesky tnica[34].
Cuando A tiene puros valores reales, L tiene también valores reales y la descom-
posicién puede escribirse como A = LLT [34]. Para calcular las matrices tenemos
lo siguiente:

ai; G21 @31

A= a1 Q22 A32

Iy 0 0 lin oy I
A=LL" = | Iy Iy 0 0 oy I3
l31 I3 33 0 0 s

Para la diagonal tenemos:

Y para los elementos debajo de la diagonal(donde i > k):

1 k—1
L, = E(aik - ; lijlkj)

Para obtener la matriz inversa: A=! = (L=1)T L%

2.6.4. Descomposicién en valores propios(SVD)

La descomposicién en valores propios de una matriz real o compleja A de
tamano man es una factorizacion de la forma A = UXV*, donde U es una matriz
real o compleja unitaria de tamano maxm, Y es una matriz rectangular de tamano

man con numeros reales no negativos en su diagonal y V' es una matriz real o
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compleja unitaria de tamano nxn. Una matriz unitaria X es aquella en la cual su
transpuesta conjugada X* es también su inversa, es decir X*X = X X* = [. Los
valores de la diagonal de Y o 0; son los eigen valores de M. Las columnas de U y
las columnas de V son los eigen vectores izquierdos y eigen vectores derechos de
M respectivamente[29].

Algunas aplicaciones que utilizan SVD es el computo de la pseudoinversa, pro-
blema de minimos cuadrados, control multi-variable, aproximacion de matrices,

determinacion del rango y espacio nulo de una matriz.

Para calcular la pseudoinversa de una matriz M usando SVD:
Mt =vEtu*

donde X7 es la pseudoinversa de X, la cual se forma al remplazar la diagonal por

su reciproco y al trasponer la matriz resultante[35].

2.6.5. Meétodo de Chebyshev iterativo

El método de Chebyshev nos permite obtener una secuencia de aproximaciones

N,, para calcular la inversa de una matriz A[36], estd dada por:
Npy1 = Np(3I — AN, (31 — AN,,)), m=0,1.. (2.6.2)

o bien:

Npy1 = (31 = Ny AQBI — Ny A))Nyy, m =0, 1... (2.6.3)
Donde:
Np,41 es la aproximacién siguiente.
N,, es la aproximacién anterior.
I es la matriz identidad del tamano de N,,
A es la matriz a ser invertida.

El método de Chebyshev muestra al menos una convergencia de orden tres

para ecuaciones no lineales. Para que el método converja siempre con la misma
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razon se presenta en [37] un valor inicial Ny el cual esta dado por:

AT

Ny= —""
CTHALTAlL

Donde:
AT es la matriz transpuesta de A.

| Al; es el valor méximo de entre todas las columnas de la sumatoria de todos

sus valores.

| A |l es el valor maximo de entre todas las filas de la sumatoria de todos sus

valores.

2.7. Algoritmos de reconstruccion

Pasamos ahora a la discutir algunos de los algoritmos para resolver el pro-
blema de la reconstruccion de senales en sensado comprimido. Hay una variedad
de algoritmos que han sido usados en aplicaciones de aproximaciones dispersas,
estadistica, geofisica y ciencias de la computacion tedrica que fueron desarrollados
para explotar la dispersidad de las senales y por lo tanto pueden ser utilizados en
el problema de reconstruccion en sensado comprimido. Notese que los algoritmos
aqui presentados son para reconstruir la senal x, sin embargo en algunas aplica-
ciones se utilizan estos para para resolver problemas de deteccion, clasificacion o
estimacion de parametros en donde todo caso, no es necesaria una reconstruccién
completa de la senal[38, 39, 40, 41, 42, 43].

2.7.1. Minimizacion de la norma [;

Dadas mediciones y y con el conocimiento que la senal original x es dispersa o
compresible, es natural el querer recuperar z al resolver un problema de optimi-
zacion de la forma:

& =arg.minl||z|lo z € B(y) (2.7.1)

Donde B(y) nos asegura que & es consistente con las mediciones y. Por ejemplo, en

el caso donde las mediciones son exactas y sin ruido, tenemos B(y) = {2z : Az = y}.
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Cuando las mediciones han sido contaminadas con ruido, se puede considerar
B(y) ={z: ||]Az — y||2 < €}. En los dos casos, el problema de optimizacién busca
la x mas dispersa que es consistente con las mediciones y. En el caso en que x no
es dispersa, tomamos a x = Vs y podemos modificar facilmente la aproximacion
y considerar:

5 = arg.min||zllo z € B(y) (2.7.2)

Donde B(y) = {z: AVz =y} 6 B(y) ={z: ||AVz — y||a < €}. En el caso en que
A = ®VU es exactamente lo mismo. Sin embargo no se sigue esta estrategia ya que
la norma [y no es convexa y por lo tanto es dificil de resolver[44]. En vez de la
norma [y se reemplaza por su aproximacion convexa o la norma [;. Especificamente
se considera:

T =arg.minl||z|; 2z € B(y). (2.7.3)

Dado que B(y) es convexo , es factible computacionalmente. El problema puede

ser resuelto como un programa lineal[45].

2.7.2. Algoritmos greedy

Mientras que las técnicas de optimizacion convexas son métodos buenos para
obtener representaciones dispersas, tambien hay una gran variedad de metodos
“greedy” iterativos para resolver dichos problemas[46, 47, 48, 49, 50, 51]. Se
les llama “greedy” por que muestran ciertas propiedades que pueden mejorar
el desempeno de los algoritmos convexos en ciertas areas, como la velocidad, el
almacenamiento, facilidad de implementacion, flexibilidad etc. Los algoritmos
“oreedy”se basan en la aproximacién iterativa de los coeficientes de la senal y el
soporte, también en identificar iterativamente el soporte de la senal hasta que
se cumpla con un criterio de convergencia, 6 alternativamente, al obtener un
estimado de la senal dispersa en cada iteracion que intente dar con el desajuste

de la informacion medida.

Béasicamente estos algoritmos tienen dos pasos fundamentales:

1.- Seleccién del elemento(Columna de la matriz de sensado).

2.- Actualizacidén de los coeficientes.

Los algoritmos greedy se dividen en dos tipos:
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Greedy pursuits

Normalmente se inician con un estimado de la senal igual a cero #[% = 0.
Con esta inicializacién, el error residual es r% = y — Azl = 4 y el soporte
(indices de los elementos no cero) de la primera estimacién [ es T = (). En cada
iteracion se actualizan esas cantidades al agregar elementos adicionales (columnas
del diccionario) al soporte T'y al actualizar el estimado de la senal z, se decrementa
el error residual r.

En la tabla 2.1 se muestra el marco general para los algoritmos greedy.

Tabla 2.1: Marco general de algoritmo greedy

Marco general greedy pursuits.

Entrada: y,Ak

for: i=1; i:=i+1 hasta que se cumpla un criterio de parada

Calcular ¢l = ATrll y seleccionar columnas de A en base a la magnitud
de los elementos de gl?.

Calcular el estimado para 2l (y por lo tanto gjm) al decrementar
la funcién de costo:
F(&) = |ly — Azl|3

end for

Salida: rl! y 2l

Uno de los algoritmos greedy persuits mas utilizados es el Orthogonal matching
pursuit (OMP por sus siglas en ingles), el cual aproxima a x en cada iteracién al
proyectar y ortogonalmente en las columnas de A asociadas con el soporte actual

calculado T, Se puede ver el algoritmo OMP en la tabla 2.2.

Thresholding algorithms

En general los algoritmos “greedy persuits” son faciles de implementar y pue-
den ser muy rapidos. Sin embargo , no ofrecen garantias de reconstruccién tan
fuerte como la de los algoritmos convexos. Para solucionar ese problema se utili-

zan los algoritmos de tipo de umbral 6 “thresholding algorithms” en ingles. Siguen
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Tabla 2.2: Pseudocodigo de algoritmo OMP

Orthogonal matching pursuit.

Entrada: y,Ak

Iniciar: % =y, 2[00 =0, T

for: i = 1; ¢ := 7+ 1 hasta que se cumpla un criterio de parada

glil = ATpl=1]
j = argmaz;|g|/]1 A

rlil = y — Azl
end for

Salida: rl! y 2l

siendo relativamente faciles de implementar y pueden ser extremadamente rapi-
dos.

En la tabla 2.3 se presenta el algoritmo “Compressive Sampling Matching Per-
suit” (CoSaMP) utilizado en esta tesis, el cual fue introducido por Needell y Tropp
[52]. El algoritmo es inicializado con una aproximacién trivial. En cada iteracion,

el algoritmo realiza 5 pasos principales:

1.- Se calcula el producto punto del residuo con la matriz de sensado y se iden-

tifican los componentes mas grandes.

2.- El conjunto de elementos encontrados se unen con el conjunto de componen-

tes que aparecen en la aproximacion actual.

3.- El algoritmo soluciona el problema de minimos cuadrados para aproximar

la senal con el soporte unido.

4.- El algoritmo produce una nueva aproximacion al retener solamente los ele-

mentos mas grandes de la aproximacién de minimos cuadrados.

5.- Las muestras son actualizadas y se calcula el residuo.
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Tabla 2.3: Pseudocodigo de algoritmo CoSaMP

Compressive Sampling Matching Persuit.

Entrada: y,Ak

Iniciar: % =y, 2[00 =0

for: i = 1; ¢ := 7+ 1 hasta que se cumpla un criterio de parada

Q= suppl(ghy)
T = QU supp(2Fi-1)

b’T = A;y

b|3 =0

2l = p,

rlil = y — Azl
end for

Salida: rl! y 2l

2.7.3. Algoritmos combinacionales

En adicién a los algoritmos greedy y a la minimizacién de la norma [y, existe
otra clase importante de algoritmos de recuperacion de senales dispersas, llamados
algoritmos combinacionales. Estos algoritmos fueron desarrollados en el contexto
de pruebas de grupo combinacional[53, 54]. En este problema suponemos que hay
n elementos totales y k elementos andémalos que deseamos encontrar. Nuestra
meta es disenar un grupo de pruebas que nos permitan identificar el soporte(
y posiblemente el valor) de x mientras minimizamos el nimero de las pruebas
realizadas. En la practica normalmente esas pruebas son representadas por una
matriz binaria A en la cual sus entradas a;; son igual a 1 si y sélo si el elemento
J-ésimo es utilizado en la ¢-ésima prueba. Si la salida es lineal con respecto a las
entradas, entonces el problema de recuperar el vector x es esencialmente el mismo
que el que resolvemos en sensado comprimido. Algunas ventajas que muestran
estos tipos de algoritmos es que el almacenamiento necesario es reducido, ya que
las matrices de sensado son matrices no densas[55]. La velocidad de los algoritmos

generalmente es mas rapida que los presentados anteriormente.
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2.8. Trabajos relacionados

Los autores de [56] ejecutaron un algoritmo de reconstruccién(OMP) en
MATLAB en un procesador Intel Core Duo a 2.8GHz. Les tomé 6065 reconstruir
una senal de longitud 128 y dispersidad k=5. En [57] proponen un método de sen-
sado comprimido para una arquitectura de varios niucleos. Utilizan un procesador
Intel i7 a 3GHz para reconstruir seniales de longitud 512 y dispersidad k=12, logran
una precision de 1,24e—03 y el tiempo de reconstruccion es de 25m.S. En el articulo
[58] proponen una arquitectura en paralelo del algoritmo de reconstruccién OMP
basado en la GPU GTX480 de NVIDIA. Para reconstruir una senal de longitud
8192 con dispersidad k=32, le toma al algoritmo 32mS. Sin embargo, el consumo
de potencia es elevado. En [59] se propone una arquitectura en paralelo en un
FPGA Kintex-7, le toma 39.9uS xk reconstruir una senal. Ademas, el trabajo de
reconstruccién también es ejecutado en una CPU y una GPU. Alternativamente
en [60] se presenta una arquitectura basada en un FPGA Virtex-4 de una version
optimizada del algoritmo CoSaMP para reconstruir senales con dispersidad k=2,
utilizando un diccionario de tamano 32x255. Los autores de [61] presentan una
implementacién optimizada del algoritmo OMP con un tamano de diccionario de
32x128 con nivel de dispersidad k=5 al cual le toma 24uS reconstruir una senal.
En [62] se presentan dos algoritmos de reconstruccién (OMP y AMP), utilizan dic-
cionarios de tamano 256x1024 con un nivel de dispersidad k=12 a una frecuencia
de 100MHz, presentan resultados de implementacién en un FPGA Virtex-6. En
la tabla 2.4 se presentan los resultados de la implementacién del algoritmo OMP.
En el articulo [63] los autores presentan una arquitectura basada en el algoritmo
OMP con un tamano de diccionario 256x1024 y un nivel de dispersidad k£ = 36.
El modelo que proponen lo programan en MATLAB utilizando System Generator
de Xilinx. El tiempo de reconstruccién de la senal es de 443uS. Finalmente en el
trabajo [64] realizan reconstruccién de senales en un FPGA Virtex-7 con tamanos
de diccionarios 32x128 y 512x2048 utilizando una memoria ram externa. Manejan
niveles de dispersidad k=5 y k=12 respectivamente y se alcanza una frecuencia
maxima de operacion de 1656MHz el tiempo de reconstruccién para k=5 es de
18uS.

En la tabla 2.4 se resumen algunos de los trabajos presentados anteriormente

en sensado comprimido.
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Tabla 2.4: Trabajos realizados en sensado comprimido

Trabajos en Sensado Comprimido
Arquitectura Tquzno d,d Dispersidad Fr-ecuenc'u} de Precision | Tipo de datos Tiempo .
diccionario operacion Reconstruccion
32 bits
Intel Core Duol[50] 32x128 5 2.8GHz - fixed point 60645
real data
Intel i7[57] 64x512 12 3.0GHz 124003 | Single precision 252m$
complex data
NVIDIA GTX480[58] 512x8192 64 - - - 15mS
Kintex-7 FPGA[59] 640x1470 <320 53.7MHz - Single precision 39.9u8 x k
real data
24 bits
Virtex-4 FPGA[60] 32x255 2 - - fixed point -
real data
32 bits
Virtex-5 FPGA[61] 32x128 5 39MHz - fixed point 2448
real data
18 bits
Virtex-6 FPGA[62] 256x1024 12 100MHz - fixed point 158.7uS
real data
18 bits
Virtex-6 FPGA[63] 256x1024 36 92MHz - fixed point 443uS
real data
Virtex-7 FPGA[64] 32x128 5 165MHz 1.2e.03 | Single precision 18.3u5
complex data
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Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo se presenta la metodologia para poder completar este trabajo
de tesis. Se revisan las herramientas utilizadas, y se da una revisién al algoritmo

que se utilizo.

3.1. Sintesis de alto nivel

La sintesis de alto nivel o también llamado sintesis a nivel de comportamiento
y arquitectura, es una tecnologia de diseno para realizar sistemas de cualquier tipo
enfocados a sistemas embebidos, procesadores y multi procesadores. Las ventajas
de la sintesis de alto nivel se debe a que se dejan los detalles de la implementa-
cién a los algoritmos y las herramientas, incluyendo la habilidad de determinar el
tiempo necesario para realizar una operacion, la transferencia de datos y el alma-
cenamiento. La sintesis de alto nivel promete ser una de las soluciones para lidiar
con el significante incremento en la demanda por la productividad en el diseno
mas alla del estado del arte. También nos da la posibilidad de explorar el espacio
de disenio de forma eficiente al tratar con una abstracciéon mas elevada y una rapi-
da implementacién para probar la factibilidad de los algoritmos y permitir una
optimizacién del desempeno del mismo.

Se utiliza la herramienta VIVADO-HLS como interfaz y el algoritmo se pro-
grama en lenguaje C++.

En la figura 3.1 se presenta la metodologia seguida en este trabajo. En cuanto
al uso de directivas se sigui6 la propuesta en [65], en donde para acelerar el proceso
de multiplicaciéon de matrices hay que desenrollar el ciclo interno completamente y

aplicar Pipeline IT (1) al ciclo que viene después de este. Para poder hacer esto, hay

[29]
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Figura 3.1: Diagrama de flujo de metodologia.

que particionar los vectores utilizados, pudiendo usar un particionado completo o
parcial. El esfuerzo del sintetizador por encontrar la solucion al sistema planteado
se dej6 en default(medio), al configurarse en alto el tiempo por corrida aumenta

demasiado.

3.2. Aplicacién en FPGA

Hacer la implementacién en FPGA tiene muchas ventajas, algunas son: bajo
consumo de potencia, ejecucion del cédigo en paralelo, velocidad, etc. Se utiliza
un FPGA Virtex-7 (XC7VX690T) para observar resultados de latencia y recursos
utilizados en las diferentes etapas del algoritmo CoSaMP. Se decide utilizar single
precision para compararse con otros trabajos propuestos, en los cuales no solo
aplican FPGA’s sino también GPUs y procesadores Intel. También, se trabaja
con nimeros complejos ya que se decide utilizar la transformada de Fourier como

base dispersa.

3.3. Analisis del algoritmo CoSaMP

A continuacién se hace un analisis del algoritmo presentado en 2.3 para luego
hacer la sintesis de este.

Después de obtener las muestras y, el diccionario A y el nivel de dispersidad
de la senal k, iniciamos el residuo r igual a las muestras obtenidas y. El primer

paso del algoritmo es hacer la multiplicacion del diccionario A por el residuo r
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es decir ¢ = ATr, la cual devolverd un vector de tamano n. Una vez obtenido el
vector de tamano n, es necesario obtener el soporte de la misma. El soporte puede

ser obtenido de dos formas:

1.- Utilizando un algoritmo de ordenamiento.

2.- Obteniendo el k-méximo del proxy.

Cada una tiene sus ventajas y desventajas. Para utilizar un algoritmo de
ordenamiento, uno busca que sea lo mas eficiente posible, por lo tanto se buscan
algoritmos de ordenamiento que sean paralelos. La arquitectura de estos cuestan
demasiados recursos y pueden ser demasiados rapidos. Si se utiliza un algoritmo
menos demandante en recursos, la latencia es inexacta y pueden ser muy lentos.
Para el segundo es béasicamente hacer n — 1 comparaciones por el nivel de dis-
persidad £ o pudiendo tomar también 2k, lo cual también es un gasto fuerte en
recursos pero menor que al hacer un acomodo de todos los datos. El soporte se
obtiene para poder elegir las columnas de la matriz de sensado con las cuales se
hace la recuperacién de la senal. La unién del soporte actual con la del soporte
anterior es una de las partes mas importantes del algoritmo y es algo por lo cual
algoritmo tiene mejor garantia de reconstruccién que la de los “greedy pursuits”.
En la primera aproximacién uno solo cuenta con el soporte obtenido cuando se
forma el “proxy”’de la senal, después de formar la senal dispersa se guardan los
coeficientes. A partir de la segunda iteracién se vuelve a calcular el “proxy”de
la senal y se obtiene el soporte nuevo; ese soporte es ahora unido con el soporte
anterior para formar un soporte de tamano 2k. Después viene el calculo de b que
serd un arreglo de tamano k para la primera iteracién y 2k a partir de la segunda.
El vector b se puede calcular de diferentes formas, dependera de que tantos recur-
sos, rapidez y exactitud uno esté buscando, pudiendo usar métodos iterativos o
métodos exactos. La senal reconstruida se formara a partir de los valores k valores
mas grandes obtenidos y de los valores del soporte T' que resultaron. Esos mismo
soporte de x se guarda y es utilizado en la unién del siguiente soporte 7T'. Final-
mente se actualiza el residuo r haciendo y — Azl). En la tabla 3.1 se presentan los

pasos necesarios para implementar el algoritmo.
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Entrada:

Muestras: y

Matriz de sensado: A

Nivel de dispersidad: k

Iniciar:

Residuo r=y

Senal dispersa x =0

Durante la primera iteracion

gl = ATy (Formacién del proxy)
Q= supp(g,[j}) (Soporte)

blo = Aly (Solucién al problema)

ble, = 0

#1 = by, (Formar sefial dispersa)

rll =y — Azl (Actualizar el residuo)
A partir de la segunda iteracién

g = ATr(Formacién del proxy)

Q= supp(g,[{f])(Soporte)

T = Q U supp(2=1) (Unién del soporte actual con el anterior)
b|lr = Aly (Solucién al problema)

b5 =0

#l1 = by, (Formar sefial dispersa y guardar el soporte)

rll =y — Azl (Actualizar el residuo)

Salida:

Senal dispersa &

Residuo r

Tabla 3.1: Descripcién del algoritmo CoSaMP

3.3.1. Modificaciones al algoritmo original

Como se pudo apreciar la tnica modificacién que se le hizo al algoritmo pre-
sentado en 2.3 fue utilizar un soporte {2 de tamano k en vez de 2k, durante las
pruebas no se presento mayor cambio el utilizar un soporte de menor tamano. El
soporte unido 7' cambia de tamano 3k a 2k sin mayor problema ya que al final
solo se terminan agarrando k coeficientes para la reconstruccién de la senal. Para
una implementacién en FPGA es conveniente la reduccion del tamano del soporte
de la senal ya que también se reducen las operaciones realizadas, mejorando la

latencia total del algoritmo y la utilizacién de recursos.
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Figura 3.2: Diagrama de flujo algoritmo CoSaMP.
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Capitulo 4
Resultados

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al simular el algoritmo
CoSaMP en un FPGA.
Para las pruebas se utilizo un FPGA Virtex-7 XC7VX690T a una frecuencia de
165MHz. Los resultados mostrados es utilizando ”single precision”, pudiendo me-
jorar el desempeno del algoritmo utilizando punto fijo.
Los resultados principales se obtuvieron utilizando una senal de tamano n = 128

a una razon de compresion de 4 6 m = 32 a diferente nivel de dispersidad.

4.1. Soporte de la senal

En el algoritmo se implemento la busqueda del soporte por medio de compa-
raciones para encontrar el k-méaximo valor. Una vez encontrado, se guardan los
coeficientes que resultaron dentro de esas comparaciones. La utilizacién de recur-
sos depende del tamano n de la senal y del nivel de dispersidad. En la tabla 4.1
se muestran los recursos necesarios para el calculo del soporte a diferentes niveles

de dispersidad y un tamano de vector n=128.

Tabla 4.1: Recursos para el cdlculo del soporte para un vector de tamano 128, para diferentes
niveles de dispersidad

Dispersidad | BRAM_18K | DSP48E | FF | LUTs
2 2 0 1473 | 9176
3 2 0 2322 | 12728
4 2 0 3593 | 14844
5 2 0 4902 | 19196
6 2 0 5017 | 21525
7 2 0 6757 | 24875

[35]
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4.2. Operaciones con matrices

Al trabajar con este algoritmo es imprescindible el trabajar con operaciones
matriciales. En esta seccion se muestran resultados de latencia al realizar multi-
plicaciones entre matrices.

Como paso inicial del algoritmo CoSaMP es formar un prozry al multiplicar
el diccionario y el residuo de la senal y = |ATr|. El numero de operaciones a
realizar depende del tamano de la senal reconstruida(n) y del tamano de la senal
comprimida(m). En la figura 4.1 se muestra la latencia necesaria para diferente

tamano de senales reconstruidas a diferente razon de compresion.

Latencia aproximacion inicial

3500 — T T T
Tamano de la
anoo F senal reconstruida(n) J
—=— 128
| —57- 256 |
2500 512
)
© 2000} ]
[ak]
o
)
S 1500 .
o
1000 —
500 - ‘ ;____(;————_____.;)_
S
= | | | |
nG n's n'4 n'a niz2

Tamafno de las muestras(m)

Figura 4.1: Latencia aproximacién inicial.

Para vectores de longitud mayor hay que tomar en cuenta que la utilizacién
de recursos es muy alta, por lo tanto, hay un intercambio entre velocidad contra
recursos utilizados. Es necesario comprimir la senal al méximo posible si se requiere
optimizar los recursos del FPGA a utilizar. En el caso del vector de longitud 512, la
latencia se eleva, ya que se utilizé diferente intervalo de iniciacién de pipeline para
que el uso de recursos no excediera los limites del FPGA (es notorio en el cambio
de pendiente). Por lo tanto, para vectores grandes se tienen que emplear otras

estrategias. Una forma podria ser descomponer los vectores en otros mas pequenos
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y hacerlo por partes. La utilizacion de recursos para una senal a reconstruir de

128 datos a diferente razén de compresion se muestra en la tabla 4.2.

Tabla 4.2: Utilizacién de recursos para aproximacién inicial con un vector de 128 datos, usando
m=n/2,n/4,n/8.

Tamano del vector

DSP48E FF LUT
de muestras

64 1291 109172 | 94057
32 651 56276 | 48620
16 331 29828 [ 25905

Para poder calcular la pseudoinversa de una matriz A hacemos uso de la ecua-
cién (2.5.1). Por lo que se requiere resolver el producto ATA y asf obtener una
matriz simétrica. El nimero de operaciones dependera del nivel de dispersidad de
la senal y del tamano del vector de muestras(m). Se obtiene en la primera itera-
cién una matriz de tamano kxk donde k es el nivel de dispersidad y a partir de
la segunda iteracién del algoritmo, tomara un valor de (k — 2k)x(k — 2k). En la
figura 4.2 se muestra la latencia requerida para calcular dicha matriz a diferentes
tamanos de vectores de muestras y nivel de dispersidad(o tamano de la matriz
resultante). En la tabla 4.3 se muestran los recursos necesarios para calcular la

matriz utilizando una senal de 128 datos y un vector de muestras de 32 datos.

Tabla 4.3: Recursos calculo AT A

Dispersidad | DSP48E | FF | LUT
2 160 15417 | 11388
4 160 15425 | 11417
8 160 15433 | 11445
16 160 15441 | 11475
32 160 13400 | 11504

Paso siguiente es encontrar la inversa de esa matriz(lo cual se explicara en la
siguiente seccién) y finalmente realizar el producto de la matriz inversa por AT
para obtener la pseudoinversa(AT). La pseudoinversa tendrd un tamafio de kxm
para la primera iteracién del algoritmo y un tamano de (k — 2k)xm a partir de la
segunda iteracién. La latencia para calcular el producto de la matriz inversa por
la transpuesta de A se muestra en la figura 4.3 y los recursos utilizados en la tabla
4.4.
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Figura 4.2: Latencia producto matriz transpuesta por si misma.

Tabla 4.4: Recursos utilizados para el producto de la matriz inversa por la transpuesta de A, para

un vector de n=128 y m=32.

Dispersidad | DSP48E | FF | LUT
2 10 945 770
4 20 1847 | 1485
8 40 3647 | 2925
16 80 7243 | 5782
32 160 13400 [ 11504

Para calcular la matriz inversa se realizan multiplicaciones con matrices cua-
dradas de tamano kxk para la primera iteracién y (k — 2k)x(k — 2k) a partir de
la segunda iteracion del algoritmo. La latencia obtenida para diferentes tamanos
de matrices se muestran en la figura 4.4 y los recursos utilizados se muestran en
la tabla 4.5.

Una vez calculada la matriz pseudoinversa se procede a resolver el problema
de minimos cuadrados. En la primera iteracién obtenemos un vector de tamano

k a partir de la segunda iteracién obtendremos un vector en el intervalo de £ a
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Latencia calculo de Pseudoinversa
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Figura 4.3: Latencia para el calculo del producto de la inversa por la transpuesta de A para

diferentes tamanos de vectores de muestras.

Latencia producto de matrices cuadradas
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Figura 4.4: Latencia del producto entre matrices cuadradas.
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Tabla 4.5: Recursos para producto de matrices cuadradas.

Dispersidad | DSP48E | FF | LUT
2 10 987 740
4 20 1957 | 1463
8 40 3889 | 2905
16 80 7745 | 5771
32 160 13400 | 11504

2k. El tiempo necesario para resolver el problema se muestra en la figura 4.5, la

utilizacién de recursos para un vector de 32 datos se presenta en la tabla 4.6.

Ciclos de reloj

Latencia para calculo de minimos cuadrados

16

700
600 - Tamano del vector | |
de muestras
—=—32
5001 —5 64
128
400
300
ZEI'EI': r & a o
1001
2 4 i} 8 10 12 14
Dispersidad

Figura 4.5: Latencia de minimos cuadrados.

Tabla 4.6: Recursos utilizados para resolucién de minimos cuadrados para una senal con m=32.

Dispersidad | DSP48E | FF | LUT
2 640 54963 | 51290
4 640 54965 | 51298
8 640 54967 | 51306
16 640 54969 | 51315
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Después de haber resuelto el problema de minimos cuadrados y de haber for-
mado la senal dispersa, hay que actualizar el vector de muestras. La latencia
calculada para diferentes tamafios de vectores de muestras se muestra en la figura
4.6. Los recursos necesarios para actualizar un vector de muestras de tamano 32

se muestran en la tabla 4.7.
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Figura 4.6: Latencia para actualizar el vector de muestras de tamano m.

Tabla 4.7: Recursos para realizar la actualizacién del vector de muestras de tamano m=32.

Dispersidad | DSP48E | FF | LUT
2 44 4003 | 3983
4 84 7437 | 7013
8 164 14305 | 13061
16 324 28041 | 25675

4.3. Inversion de matrices

Se dedica una seccién al método de inversion de matrices ya que es la parte

que mas recursos y latencia producen del algoritmo. Se presentan 3 métodos de
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inversion de matrices:
1.- Método iterativo de Chebyshev.
2.- Descomposicion QR.
3.- Descomposicion Cholesky.

Para medir la latencia en la inversion de matrices, se utilizaron matrices aleatorias

de diferente tamano.

4.3.1. Meétodo iterativo de Chebyshev

Para resolver la matriz inversa de una matriz A con el método de Chebyshev,
es necesario resolver la ecuacién anteriormente descrita en (2.6.2). Como es un
método iterativo es necesario definir una forma de paro. Una de ellas es medir
el error cuadratico medio comparando la medicién anterior con la actual, otra
es simplemente definir un niimero de iteraciones fijo, el cual se definira mediante
mediciones del error hechas con anterioridad. En la figura 4.7 se presentan algunas
pruebas hechas con matrices generadas aleatoriamente, teniendo la particularidad
de ser matrices simétricas. Se observa como el error se va reduciendo conforme el
numero de iteraciones aumenta. Para matrices grandes o al utilizar una dispersidad
elevada, el numero de iteraciones para reducir el error sera mayor.

El uso de recursos para el calculo de la matriz inversa a diferente nivel de

dispersidad se muestra en la tabla 4.8.

Tabla 4.8: Recursos utilizados para el calculo de la matriz inversa.

Dispersidad | BRAM 18K | DSP48E | FF LUT
2 0 37 6963 9510
4 0 71 20680 | 27853
8 96 99 50796 | 74755
16 192 195 75176 | 126732

La latencia de la matriz inversa obtenida mediante este método dependera de
la precision que se necesite. Por lo tanto, se presenta la figura 4.8 con la latencia

por cada iteracion a diferente nivel de dispersidad.
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Figura 4.7: Reduccién del error cuadratico medio para el método de Chebyshev.
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Figura 4.8: Latencia para el método iterativo de Chebyshev.
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4.3.2. Descomposicion QR

Otro método de inversion de matrices es la descomposiciéon o factorizacion
QR. Xilinx tiene soporte en algebra lineal con una libreria en la cual incluyen
la factorizacion QR de matrices. En ella también se incluye el algoritmo para
obtener la inversa de una matriz cuadrada mediante el mismo método. Es un
método exacto, por lo tanto nos ahorra el problema de calcular el error y puede
ser mas rapido que el método de Chebyshev si se necesita una precision elevada a
niveles bajos de dispersidad.

Se muestran resultados de latencia en la figura 4.9 y de utilizacién de recursos

en la tabla 4.9.

Inversa método descomposicion QR
18000 T T T T T T T

16000
14000
12000
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8000

Ciclos de reloj

G000
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2000

0 2 4 G 8 10 12 14 16
Dispersidad

Figura 4.9: Latencia para calcular la inversa con el método de descomposicién QR

Tabla 4.9: Recursos para el método QR
Dispersidad | BRAM_18K | DSP48E | FF | LUT
2 0 50 9507 | 12710
4 6 37 8160 | 9007
8 10 34 7704 | 8577
16 10 34 7836 | 8820
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4.3.3. Descomposicion Cholesky

Se obtuvo también la inversa de la matriz utilizando la descomposicién o facto-
rizacion Cholesky utilizando la libreria de &lgebra lineal de Xilinx. Utiliza menos
recursos que el método QR. Si se requieren implementaciones de senales de baja
dispersidad, es recomendable usar este método. En la figura 4.10 se muestra el

comportamiento que se obtuvo en latencia para diferentes niveles de dispersidad.

Inversa método descomposicion Cholesky

14000

12000

10000

a0 -

G000

Ciclos de reloj

4000

2000 -

] 2 4 G 8 10 12 14 16
Dispersidad

Figura 4.10: Latencia para calcular la inversa con el método de descomposicién Cholesky

En la tabla 4.10 se muestran los recursos obtenidos para resolver la matriz

inversa con el método de descomposicion Cholesky.

Tabla 4.10: Recursos para obtener la matriz inversa mediante la descomposicién Cholesky.

Dispersidad | BRAM_18K | DSP48E | FF | LUT
2 0 24 3645 | 5359
4 2 29 3856 | 4876
8 7 32 4227 | 4729
16 7 32 4565 | 4887
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4.4. Latencia total de algoritmo CoSaMP

En esta seccion se presenta la latencia que se obtuvo al reconstruir la senal con
los diferentes métodos explicados anteriormente. Para la obtencion de resultados se

utilizaron las siguientes senales generadas en MATLAB utilizando single precision:
1.- 1+ cos(2nt).
2.- 1+ cos(2nt) + cos(4mt).
3.- 1+ cos(2nt) + cos(4mt) + cos(67t).
4.- 1+ cos(2mt) + cos(4nt) + cos(67t) 4 cos(8xt)
5.- 1+ cos(2nt) + cos(4nt) + cos(6mt) + cos(8nt) + cos(10mt).

6.- 1+ cos(2nt) + cos(4mt) + cos(6mt) + cos(8nt) 4+ cos(107t) + cos(127t).

Se utilizaron senales de tamano n=128 que es exactamente un periodo de la
senal. El muestreo de la senal se hizo utilizando un diccionario aleatorio generado

en MATLAB y la transformada de Fourier discreta como base.
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Figura 4.11: Senales prueba

Como el espectro de Fourier es simétrico solo es necesario tomar la mitad de
este y hacer cero el resto de la senal. En la figura 4.12 se muestra la representacion

dispersa de las senales prueba en el dominio de Fourier.
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Figura 4.12: Representacién dispersa de las sefnales prueba en el dominio de Fourier.

Tabla 4.11: Recursos para algoritmo CoSaMP utilizando el método de Chebyshev.

Método Chebyshev
Dispersidad | BRAM_18K | DSP48E FF LUT
2 532 747 130458 | 214037
3 420 747 113020 | 180613
4 448 47 128609 | 232477
5 482 747 161041 | 257485
6 526 47 143025 | 233980
7 538 47 164690 | 284985

Tabla 4.12: Recursos para algoritmo CoSaMP utilizando el método descomposicién Cholesky.

Método Cholesky
Dispersidad | BRAM _18K | DSP48E FF LUT
2 286 803 126071 | 291420
3 339 822 115904 | 241414
4 342 848 125930 | 281584
5 343 872 117037 | 201923
6 356 788 113677 | 211322
7 357 799 119535 | 230030

En las tablas 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran los recursos necesarios para que el
algoritmo CoSaMP se pudiera ejecutar a una frecuencia de 166MHz.

En la figura 4.13 se muestra la latencia obtenida para las diferentes arquitec-
turas para cada nivel de dispersidad. Para el método de Chebyshev se utilizé un

error menor a 107! pudiendo mejorar la latencia modificando el error. Las senales
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Tabla 4.13: Recursos para algoritmo CoSaMP utilizando el método descomposicién QR.

Método QR
Dispersidad | BRAM _ 18K | DSP48E FF LUT
2 290 837 136297 | 300704
3 346 849 125622 | 247062
4 350 864 136496 | 288818
5 350 876 124891 | 209600
6 362 815 122259 | 219821
7 364 815 128292 | 239185
w104 Latencia algoritmo CoSaMP
5 — : : : : :
P r
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45| d
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Figura 4.13: Latencia del algoritmo CoSaMP con las diferentes arquitecturas a diferente nivel de
dispersidad.

de dispersidad del 2 al 5( k = 2,3,4,5) se pudieron reconstruir con dos iteraciones
del algoritmo, la senal con dispersidad £ = 6 se reconstruyé con tres iteraciones y

la senal con nivel de dispersidad k£ = 7 hicieron falta 4 iteraciones.
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4.5. Analisis de reconstrucciones

4.5.1. Senales y muestras ideales

Se muestran las senales reconstruidas en la figura 4.14 y el error obtenido en
la tabla 4.14 de cada una de ellas. Cabe decir que la senal reconstruida es de
tamano n=128, en la figura se muestra solo la mitad del espectro de Fourier por
ser simétrica y para que la frecuencia de la senal sea vista exactamente en la

grafica. El error cuadratico medio, se calcul6 a partir del vector de tamano 128.
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E 1 S 14 S 16
= = =
S S =
© (o] ©
=05 =05 =05
0 0 0
o 20 40 60 80 o 20 40 80 80 0 20 40 80
Frecuencia Frecuencia Frecuencia
Sefial reconstruida (4) Sefial reconstruida (5) Sefial reconstruida (6)
15 15 1.5
S 1d S 14 3 14 il
= = =
S S =)
© [v] ©
=05 =05 =05
0 0 0
o 20 40 60 80 o 20 40 80 80 0 20 40 80
Frecuencia Frecuencia Frecuencia

Figura 4.14: Senal dispersa reconstruida utilizando los diferentes métodos.

Tabla 4.14: Error cuadratico medio normalizado de la senal reconstruida n—128.

NMSE
Dispersidad | Chebyshev QR Cholesky
2 7.3304e-12 | 5.0762e-12 | 7.0054e-12

6.9128e-12 | 8.8432¢-12 | 6.9511e-12
1.7570e-11 | 1.0840e-11 | 1.1453e-11
1.2030e-11 | 1.8979e-11 | 1.2685e-11
1.3503e-11 | 7.7536e-12 | 1.1237e-11
2.9802e-12 | 3.4603e-12 | 3.6098e-12

~N| OO x| W
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4.5.2. Analisis de ruido

El sistema gana robustez al ruido al no comprimir demasiado la senal que se
va reconstruir. En las pruebas mientras mas grande era el vector de muestras, el
sistema era mas robusto al ruido. También, el sistema es mas robusto al ruido si
se usa un nivel de dispersidad k suficientemente grande. El error también depende
del diccionario utilizado; por lo tanto, cuando se vaya a utilizar un diccionario
generado aleatoriamente, se recomienda hacer simulaciones de reconstrucciones
con senales ruidosas. En esta tesis el vector de muestras es de tamano m=32. Se
opto por reducir en gran parte el numero de muestras. Para generar las muestras
con ruido, se utilizo el comando awgn en MATLAB para inducir ruido blanco
gaussiano a las muestras generadas anteriormente. Se utilizé el mismo diccionario y
el mismo numero de iteraciones(2,3 y 4) para reconstruir las senales de dispersidad
k=5, k=6 y k=7. Se mide el error cuadratico medio normalizado para cada caso y

cada método. En las tablas 4.15, 4.16 y 4.17 se muestran los resultados obtenidos.

Tabla 4.15: Error cuadratico medio normalizado de la senal reconstruida con k=5.

SNR (dB) | Chebyshev | Cholesky QR
20 0.0139 0.0139 0.0139
30 0.0017 0.0017 0.0017
40 3.6820e-04 | 3.6821e-04 | 3.6820e-04

Tabla 4.16: Error cuadra

ico medio normal

SNR (dB) | Chebyshev | Cholesky QR
20 0.0281 0.0281 0.0281
30 0.0055 0.0055 0.0055
40 1.1836e-04 | 1.1834e-04 | 1.1834e-04

izado de la senal reconstruida con k=6.

Tabla 4.17: Error cuadrético medio normalizado de la sefial reconstruida con k=7.
SNR (dB) | Chebyshev | Cholesky QR
20 0.0488 0.0586 0.0586
30 0.0040 0.0040 0.0040
40 8.6602e-05 | 8.6544e-05 | 8.6562e-05

En las figuras 4.15, 4.16 y 4.17 se muestran las reconstrucciones que se hicieron
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con el ruido que se le agregd a las muestras tomadas de la senal a reconstruir con

nivel de dispersidad k =5, k = 6 y k = 7 respectivamente.

SNR=20dB SNR=30dB SNR=40dB
12 12 12
1% 1 1
08 0.8 08
o
=
506 0.6 06
@
=
0.4 04 0.4
0.2 0.2 0.2
0 0 0
1] 20 40 60 B0 o 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Frecuencia Frecuencia Frecuencia
a) b) <)

Figura 4.15: Senal reconstruida con nivel de dispersidad k=5 con: a)SNR=20dB, b) SNR=30dB
y ¢) SNR=40dB.
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Figura 4.16: Senal reconstruida con nivel de dispersidad k=6 con: a)SNR=20dB, b) SNR=30dB
y ¢) SNR=40dB.
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Figura 4.17: Senal reconstruida con nivel de dispersidad k=7 con: a)SNR=20dB, b) SNR=30dB
y ¢) SNR=40dB.
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En las figuras 4.18, 4.19 y 4.20 se muestra el vector de muestras(y) contaminado

con ruido utilizando diferente SNRs.

SNR=20dB SNR=30dB SNR=40dB
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Figura 4.18: Arreglo de muestras(y) para la sefnal dispersa con k = 5 contaminado con ruido:
a)SNR=20dB, b) SNR=30dB y c) SNR=40dB.
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Figura 4.19: Arreglo de muestras(y) para la senal dispersa con k = 6 contaminado con ruido:

a)SNR=20dB, b) SNR=30dB y c) SNR=40dB.
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Figura 4.20: Arreglo de muestras(y) para la sefnal dispersa con k = 7 contaminado con ruido:

a)SNR=20dB, b) SNR=30dB y c) SNR=40dB.

4.6. Transformada inversa de Fourier discreta
rapida

Si ademas se requiere recuperar la senal en el dominio original o no disperso, se
presentan resultados de latencia y de utilizacién de recursos utilizando el algoritmo
de la IFFT (Inverse Fast Fourier Transform) y producto punto. En la figura 4.21 se
muestra la latencia total necesaria para obtener la transformada inversa de Fourier

de vectores de diferente longitud.

w10t Latencia IFFT
2.5 T T T T T —
,'/"
.'/
x/
2r /,./ 1
',/"
,'/
—_ P
[=] -
o 15 // 1
3 e
0 A
o -
S 1f ~ 1
O 7
~
;‘/
/'/
0.5 - 1
-
.f/J
~

0 I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Longitud del vector

Figura 4.21: Latencia Inverse Fast Fourier Transform.
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En la tesis, se utilizaron vectores de tamano 128. Una vista mas selectiva de la

misma grafica se visualiza en la figura 4.22, la latencia exacta para un vector de
longitud 128 fue de 484, que para un reloj de 165MHz, corresponde a 2.93uS. El

uso de recursos de la FFT se muestra en la tabla 4.18. Para hacer la arquitectura

de la ITFFT se utilizo streaming de datos con pipeline utilizando LUTS, teniendo

también la opcién de utilizar DSPs y una arquitectura tipo radix-2 o radix-4.

Latencia IFFT

800 »
800 [ ’
700 f
& 600 [ L
5] -
o 500
=] ;__f"f
8 a00 et
S
© 300 Py
200 | e
100 | /
] - ! ' ' ' '
1] 50 100 150 200 250
Longitud del vector
Figura 4.22: Vista de latencia Inverse Fast Fourier Transform.
Tabla 4.18: Recursos utilizados IFFT
Tamano del vector BRAM_18K DSP48E FF LUT
8 4 12 5291 4037
16 12 12 5441 3997
32 12 24 7252 5H27
64 14 24 9065 7083
128 14 36 10878 | 8571
256 14 36 12697 | 10043
512 15 48 14512 | 11593
1024 19 48 16336 | 13194
2048 37 60 18247 | 15081
4096 72 60 20178 | 17156
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Se hace la comparacién en rapidez y en recursos utilizados teniendo en cuenta
un diccionario con la transformada inversa de Fourier. En la figura 4.23 se muestra

la latencia obtenida.

Latencia producto punto
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200 | / ? ]
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Figura 4.23: Latencia utilizando producto punto.

Sin embargo calcular la transformada inversa de Fourier con este método no es
recomendable ya que si bien uno alcanza una velocidad comparable a la IFFT con
longitud pequena de vectores, la utilizacion de recursos es muy alta. En la tabla
4.19 se muestra la cantidad de recursos necesarios para calcular una transformada
inversa de Fourier de longitud 128 a una velocidad comparable a la de la IFFT. La
latencia de la transformada fue de 777 ciclos de reloj, es decir, 4,705 utilizando
un reloj de 166M H z.

Tabla 4.19: Utilizacién recursos de una transformada inversa de Fourier discreta(longitud 128),
utilizando producto punto.

Tamano del vector | BRAM_18K | DSP48E FF LuT
128 2054 2560 219955 | 181869
Utilizacién( %) 69 71 25 41
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4.6.1.

IFFT para recuperacion de la senal continua

A continuacién se presentan las transformadas de Fourier inversas de las seniales
que fueron reconstruidas en la seccion 4.5. En la figura 4.24 se muestran las senales

obtenidas después de aplicar el algoritmo de la IFFT a las reconstrucciones sin
muestras ruidosas.
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Figura 4.24: IFFT de las senales reconstruidas.

En las figuras 4.25, 4.26 y 4.27 se muestran las senales reconstruidas con dife-
rente nivel de dispersidad & y nivel de ruido.

Amplitud

50 50 51
| 1 / \ /
\ | | | |
4 [1 1] [1 1] f
| ] 1 i 1 i
\ | | | | |
| ] | | | /
1 i | | 1 |
3 | | 3 1 [ 3 1 |
| | | | ‘ |
\ | | | | |
| / | | | /
o | | ot | | at | |
| i i i | i
| I | | { I}
1 | 1 | | |
| | |‘ i - | 1 . /
1 | oo \ R A ] e e e e
N / | \ [\ | | \ / [\ |
/N | | \ \ \ | \
\ A\ / \ | 1
o \_/ \\_ | 0 ".‘ ‘.‘" N/ / o I‘. \./
‘I"\/" A .;"‘ \% v \/ "u"
A 4
0 20 40 60 80 100 120 o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Muesiras Muestras Muesiras
a) b) )

IFFT(Sefal reconstruida SNR=20dB)

IFFT(Sefal reconstruida SNR=30dB)

IFFT(Sefial reconstruida SNR=40dB)

Figura 4.25: IFFT de las sefiales reconstruidas con dispersidad k = 5 con ruido: a)SNR=20dB,
b)SNR=30dB y c¢)SNR=40dB.

Se puede observar claramente que hay cierta robustez al ruido en las graficas.

En donde las muestras tenian un SN R = 20dB se logra observar que la forma de
la senal cambid un poco.
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IFFT(Sefial reconstruida SNR=20dB)
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Figura 4.26: IFFT de las sefiales reconstruidas con dispersidad k = 6 con ruido: a)SNR=20dB,

b)SNR=30dB y c)SNR=40dB.
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Figura 4.27: IFFT de las senales reconstruidas con dispersidad k£ = 7 con ruido: a)SNR=20dB,

b)SNR=30dB y c)SNR=40dB.

4.7.

construccion de senales EEG

Aplicacién del algoritmo CoSaMP para re-

Se presenta a continuacién la reconstruccion de la representacion dispersa de

senales cerebrales obtenidas mediante EEGs; ademds, se aplica la transformada

de Fourier inversa a estas para poder observar el error de las reconstrucciones

realizadas.

Los EEG fueron extraidos de la base de datos de BCI Competition. Se extra-

jeron las senales de la competicion I'V y se utilizo el data set 2a. Del electrodo

fz se obtuvieron las senales correspondientes al movimiento de la lengua. Se hi-
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zo también un downsample de las mismas senales para obtener una frecuencia
de muestreo de 128Hz. También, las senales fueron separadas en bandas median-
te descomposicion wavelet para un mejor estudio. Para las pruebas mostradas a

continuacion, se tomo solo 1 segundo de la senal obtenida de las diferentes bandas.

Se reconstruyeron 3 senales, una en la banda Alfa, otra en la banda Beta
y la ultima en la banda Theta. Para reconstruirlas se utilizé un diccionario de
tamano 64x128 ya que se utilizan valores elevados de nivel de dispersidad k. Cada

reconstruccién fue realizada a partir de tres iteraciones del algoritmo.

La primer banda que se utilizo fue la Alfa, son senales que estan en el rango de

frecuencias de 8Hz a 13.99Hz. En la figura 4.28 se observa la senal que se utilizo
para realizar sensado comprimido.
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Figura 4.28: Banda Alfa de EGG.

En la figura 4.29 se observa la mitad del espectro de Fourier de la banda Alfa.

COORDINACION DE ELECTRONICA INSTITUTO NACIONAL DE ASTROFisicA, OPTICA Y ELECTRONICA



4.7 APLICACION DEL ALGORITMO COSAMP PARA RECONSTRUCCION DE SENALES EEG 59
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Figura 4.29: Mitad del espectro de Fourier de la banda Alfa.

Para reconstruir la sefial se tomaron tres valores diferentes de nivel de disper-
sidad de la senal(k = 20, k = 15 y k = 10). En la figura 4.30 se muestra la mitad

del espectro de Fourier reconstruido.
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Figura 4.30: Mitad del espectro reconstruido de Fourier de la banda Alfa para diferentes valores

de nivel de dispersidad k.

Al aplicar la transformada inversa de Fourier a las senales reconstruidas ante-

riormente, se obtienen las senales presentadas en la figura 4.31.
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Figura 4.31: Comparaciéon de las senales recuperadas con la senal original tomando diferentes
valores de k.

La segunda senal cerebral que se reconstruyé fue una en la banda Beta. En la
banda Beta estan las senales que tienen un rango de frecuencias de 14Hz a 30Hz.
En la figura 4.32 se muestra la senal a recuperar.
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Figura 4.32: Banda Beta de EGG.
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El espectro de Fourier para la senal en la banda Beta se muestra en la figura

4.33.
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Figura 4.33: Mitad del espectro de Fourier de la banda Beta.

Las senales reconstruidas a partir de las muestras tomadas, se muestran en la

figura 4.34.
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Figura 4.34: Mitad del espectro reconstruido de Fourier de la banda Beta para diferentes valores

de nivel de dispersidad k.

Mediante la transformada inversa de Fourier, se pudieron obtener las siguientes

senales cerebrales utilizando diferentes valores de k.
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Figura 4.35: Comparaciéon de las senales recuperadas con la senal original tomando diferentes

Se le hace un zoom a la figura 4.35, para poder observar mejor el error de la

reconstruccion.
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Figura 4.36: Zoom de la figura anterior.

Finalmente se reconstruye una senal cerebral en la banda Theta. Son senales

que tienen un rango de frecuencias que van de 4Hz a 7.99Hz y se alcanzan bajo

un estado de calma profunda. En la figura 4.37 se muestra la senal utilizada.
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Figura 4.37: Banda Theta de EGG.

La mitad del espectro de Fourier de la senal en la banda Theta a utilizar se
muestra en la figura 4.38.
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Figura 4.38: Mitad del espectro de Fourier de la banda Theta.

Las senales reconstruidas se muestran en la figura 4.39, se utilizaron tres valores
de k.
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Figura 4.39: Mitad del espectro reconstruido de Fourier de la banda Theta para diferentes valores

de nivel de dispersidad k.

Al aplicar la transformada inversa de Fourier a las senales reconstruidas ante-

riormente, recuperamos la senal cerebral en la banda Theta.
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Figura 4.40: Comparaciéon de las senales recuperadas con la senal original tomando diferentes
valores de k.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

Las arquitecturas que fueron presentadas son para senales a reconstruir con
nivel de dispersidad k no tan grande, ya que lo que se busco fue reconstruir senales
a alta velocidad. Sin embargo, dichas arquitecturas pueden reconstruir senales con
valores de dispersidad mas elevado si se utilizan varios conjuntos de muestras. Al
trabajar con matrices pequenas le es mas dificil al sintetizador, y por lo tanto se
requiere una mayor cantidad de recursos para lograr que funcione el algoritmo a la

misma frecuencia de operacién que las de mayor tamano(esfuerzo del sintetizador
= default).

5.2. Modificaciones al algoritmo

Al reducir el tamano de €2 no se observé mayor problema en cuanto al numero
de iteraciones necesarias para reconstruir una senal.
Se probé la primer sugerencia que se hace en el articulo [52]. Si bien uno logra
un algoritmo mas eficiente en el uso de recursos, la compresién de la senal tuvo
que ser menor y el numero de iteraciones debié aumentar con las pruebas que se

hicieron.

5.3. Trabajo futuro

= Hacer un analisis de latencia para senales con nivel de dispersidad mayor

a las presentadas y ver si es mejor mantener el nivel de dispersidad bajo y

[67]
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hacer varias reconstrucciones o una sola reconstruccién con el valor del nivel

de dispersidad alto.

= Configurar una memoria RAM externa para poder utilizar senales mas gran-
des. Al aumentar el tamano de la senal también aumenta el tamano del

diccionario.

= Utilizar un método iterativo como gradiente descendiente o gradiente conju-
gado para resolver el problema de minimos cuadrados; esta demostrado que

es una forma mas eficiente en cuanto a utilizacién de recursos y latencia.
» Utilizar una configuracién de punto fijo y una mayor precision en la palabra.

= Para el método de Chebyshev probar iniciando la matriz con una matriz
diagonal en la cual los datos son el reciproco de la diagonal de la matriz a

invertir.
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Apéndice

Detalles de los experimentos

Para verificar resultados de la simulacién, se utilizo System Generator en Si-

mulink. En la figura A.1se puede observar el diseno que se hizo.
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Figura A.1l: Co-simulacién de hardware con System Generator.

Como en Simulink, las entradas de los bloques se encuentran a la izquierda y las

salidas a la derecha. Hay dos entradas, el reset y start. Para iniciar la simulacién se

les pone un escalén unitario para excitarlas. Cuando el reset esta en un valor 16gico

de 1, el start esta en 0 y viceversa. En las salidas se tienen diferentes banderas las

cuales dicen el estado en que se encuentra la simulacién. La primera ap_done da

informacion de cuando acaba o si ain esta corriendo la simulacién. Si es 1, quiere

decir que la simulacién ya acabo, si es 0 que la simulacion aun esta corriendo. La

salida ap_idle da informacién sobre si el bloque se esta ejecutando o no. Si tiene un

[71]
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valor de 1, quiere decir que no esta haciendo nada, si tiene 0 que el bloque se esta

ejecutando. La salida ap_ready nos dice que el bloque esta listo para ejecutarse.

Por la salida Coeffs_M_real se obtiene la parte real de los coeficientes calculados

de la senal dispersa. Adicionalmente la salida Coeffs_M_real_ap_vld se pone en

alto cuando hay salidas de datos en Coeffs_M_real. En Coeffs_M_imag se obtiene

la parte imaginaria de los coeficientes calculados de la senal dispersa. Y también

Coeffs_M_imag_ap_vld se pondra en alto cuando haya una salida en Coeffs_M_imag.

La configuracion del FPGA y del reloj utilizado se muestra en las figuras A.2 y

A3.

4. Systern Generator: inversa

¥ e e

ompilation Clocking General

Board :

> ||None

Part :

> | Virtex7 xcTvxBS0M-31fg15930

Compilation :

= ||IP Catalog Settings ...
Hardware description language : VHDL library :
WHOL
|:| Use STD LOGIC type for Boolean or 1 bit wide gateways
Target directory :
Jnetlist Browse...
Synthesis strateqgy : Implementation strateqgy :
Vivado Synthesis Defaults e Wivado Implementation Defaults

|:| Create interface document

Performance Tips Generate OK

|:| Create testbench

Cancel Help

Model upgrade. ..

Figura A.2: FPGA a utilizar.
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. System Generator: inversa

Compilation Clocking General

|:| Enable multiple clocks

FPGA clock period (ns) : Clock pin location :

6.06

|:| Provide clock enable clear pin

Simulink system period (sec) :

1
Perform analysis : Analyzer type :
MNone | | Timing » || Launch...

Performance Tips Generate 0K Apply Cancel Help

Figura A.3: Configuracién del reloj.
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